
M�ethodes de volumes �nis en maillages variables pour des�equations hyperboliques en une dimensionMaud M�eriaux 1 Serge Piperno 2Abstra
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e. La diÆ
ult�e pour les maillages raÆn�esprovient du fait que nous devons utiliser un s
h�ema impli
ite en temps pour des raisons de stabilit�e.Nous regardons i
i un s
h�ema impli
ite lo
alement. Parall�element, nous modi�ons les s
h�emas envisag�esa�n de les �e
rire en maillages mobiles �a topologie non 
onstante.Finite volume methods on moving grid for one-dimensional s
alarhyperboli
 equationsR�esum�eWe present in this report �nite volume methods based on variable grids (moving and possibly self-adaptive) for the transient solution of hyperboli
 linear or non-linear equations in one spa
e dimension.The stability limitation on the time step linked with adapted meshes is over
ome with the use of apossibly lo
ally impli
it s
heme. At the same time, we modify the �nite volume s
hemes to 
ope withvariable mesh topology.
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Introdu
tionL'objet de 
e rapport est de pr�esenter une m�ethode num�erique 
onservative formul�ee en volumes�nis, inspir�ee de la m�ethode de Godunov [10℄ et utilisant un maillage variable (mobile et �a topologie�eventuellement variable) pour la r�esolution d'�equations hyperboliques en une dimension d'espa
e. Nousnous int�eressons plus parti
uli�erement �a l'adve
tion lin�eaire et �a l'�equation de Burgers, non lin�eaire.Les probl�emes 
on
rets en M�e
anique des Fluides demandent souvent un maillage tr�es raÆn�e dans
ertaines zones. Par exemple, on devra probablement raÆner le maillage pr�es des dis
ontinuit�es pourle 
al
ul de solutions stationnaires [5℄, ou pr�es des 
ou
hes limites et dans les zones importantes del'�e
oulement (tourbillons, re
ir
ulations, d�e
ro
hements, ratta
hements) pour des �e
oulements insta-tionnaires [3℄. Dans 
ertains 
as, on se retrouve alors ave
 des portions de l'espa
e o�u le maillage devraitêtre raÆn�e, tr�es importantes. Ce
i peut alors entrâ�ner un 
oût de 
al
ul prohibitif. Pour des 
as o�u
es zones sont instationnaires, on pourrait penser �a adapter le maillage de mani�ere instationnaire au
ours du 
al
ul. Il faut alors faire bouger le maillage de mani�ere "ad�equate" et r�esoudre dans le mêmetemps les �equations initiales en maillages mobiles. Cette deuxi�eme partie, qui demande la reformulationde l'�equation de d�epart, est peu diÆ
ile pour des m�ethodes en volumes �nis 
onservatives [9, 13℄.On peut se demander i
i quelle nouvelle appro
he pourrait fournir un gain par rapport aux m�ethodesd�ej�a existantes d'adaptation de maillage. Fondamentalement, l'adaptation de maillage est performante,même si elle est souvent fond�ee sur des remaillages interm�ediaires ave
 extrapolation non 
onservative.Cependant, pour des probl�emes o�u le mouvement de maillage est une n�e
essit�e { par exemple, la simu-lation num�erique d'�e
oulements en domaine d�eformable { il serait �evidemment judi
ieux de pro�ter dumouvement du maillage pour l'adapter. On peut noter que jusqu'�a maintenant, la litt�erature sur la simu-lation num�erique des intera
tions 
uide-stru
ture s'appuie tr�es majoritairement sur des maillages mobiles�a topologie 
onstante [1, 11, 6, 4℄, tr�es minoritairement sur de l'adaptation de maillage �eventuellementdynamique [12, 2℄, en tout 
as pas sur des m�ethodes en maillages variables 
omme nous en pr�esentonsi
i. Le but fondamental de 
e travail est don
 l'�etude et l'impl�ementation de m�ethodes num�eriquesutilisant des maillages mobiles et auto-adaptatifs. Dans 
ette perspe
tive, nous nous int�eressons i
iau mouvement, �a l'ajout et �a la suppression de points du maillage. Nous envisagerons de 
oupler 
esop�erations �a des 
rit�eres automatiques d'adaptation instationnaire. Nous nous limiterons don
 dans 
erapport �a des maillages variables non auto-adaptatifs.Pour des raisons de simpli
it�e, nous nous pla�
ons dans le 
adre restreint des �equations hyperboliquess
alaires mono-dimensionnelles. Cependant, nous aurons en permanen
e le sou
i de pouvoir �etendresimplement les id�ees propos�ees en deux et trois dimensions d'espa
e. Dans 
ette d�emar
he g�en�erale,le premier point examin�e dans 
e rapport 
on
erne les propri�et�es 
lassiques de stabilit�e (prin
ipe dumaximum, d�e
roissan
e de la variation totale, stabilit�e L2) des s
h�emas en volumes �nis que l'on 
her
he�a 
onserver pour des ajouts/suppressions de points. Le maillage �etant amen�e �a être raÆn�e lo
alement,on introduit un s
h�ema en temps spatialement variable et lo
alement impli
ite.Ce rapport se pr�esente 
omme suit. Dans un premier temps, nous adaptons un ensemble de notionsvalables pour des s
h�emas num�eriques en maillage �xe �a des s
h�emas en maillages mobiles.La deuxi�eme partie est 
onsa
r�ee �a l'extension de la m�ethode de Godunov au maillage mobile ainsiqu'�a la r�esolution num�erique de l'�equation d'adve
tion et de Burgers �a l'aide de 
ette derni�ere. Utilisantdes maillages raÆn�es, nous sommes rapidement 
onfront�es aux 
onditions trop restri
tives de stabilit�e.A�n de les �eviter, nous 
onsid�erons un s
h�ema (lo
alement) impli
ite en temps, dont l'�etude fait l'objetde la troisi�eme partie.Dans la derni�ere partie, nous nous int�eressons aux s
h�emas envisag�es �e
rits en maillages mobiles �atopologie non 
onstante.
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1 G�en�eralit�es sur les s
h�emas num�eriquesDans 
ette se
tion, nous situons le 
adre de notre �etude. Nous nous int�eressons aux �equations hy-perboliques en une dimension d'espa
e, lin�eaires ou non.1.1 �Equations hyperboliquesPour une fon
tion s
alaire u(x,t) en une dimension, un probl�eme de Cau
hy pour une �equationhyperbolique sous forme 
onservative s'�e
rit :� ut + (f(u))x = 0;u(x;0) = u0(x); (1)o�u f est une fon
tion de 
lasse C1 et les indi
es x et t repr�esentent des d�erivations en espa
e et en temps.u0 est la donn�ee initiale.A priori, la fon
tion de 
ux f peut être quel
onque. On se limitera n�eanmoins aux 
as o�u 
ettefon
tion est 
onvexe, 
e qui simpli�e notablement l'expression de la solution exa
te des probl�emes deRiemann. Nous distinguons entre autres l'�equation d'adve
tion :ut + 
ux = 0; (2)o�u f(u) = 
u est lin�eaire (
 2 R), et l'�equation de Burgers :ut +�u22 �x = 0; (3)o�u f(u) = u22 est non lin�eaire et stri
tement 
onvexe. Ces deux �equations reproduisent 
ha
une partielle-ment les di��erents aspe
ts des �equations r�egissant la m�e
anique des 
uides 
ompressibles non-visqueux.1.2 Formulation en volumes �nisNous d�e
rivons i
i le 
adre g�en�eral des m�ethodes de volumes �nis pour la r�esolution num�erique del'�equation de 
onservation (1).Pour r�esoudre num�eriquement (1), on adopte un pro
essus it�eratif temporel, o�u l'on 
her
he �a ap-pro
her la solution �a des instants su

essifs tn. On d�e�nit alors le pas de temps �eventuellement variable�tn = tn+1 � tn. Le prin
ipe de base des m�ethodes de volumes �nis, pr�esent�e sur la Figure 1, est departager �a tout instant t le domaine spatial en volumes �nis ou 
ellules (
e prin
ipe g�en�eral est valableen toute dimension) d�e�nies en une dimension d'espa
e 
omme suit :Ci(t) = [xi� 12 (t);xi+ 12 (t)℄;dont on notera le point milieu xi(t). En avan�
ant par pas de temps dis
rets, on obtient des partitionssu

essives du domaine spatial en volumes �nis d�e�nis �a l'instant tn suit :Cni � Ci(tn) = [xi� 12 (tn);xi+ 12 (tn)℄ � [xni� 12 ;xni+ 12 ℄;on notera en
ore le point milieu xni � xi(tn).On s'int�eresse alors aux valeurs moyennes de la fon
tion in
onnue dans 
es volumes de 
ontrôle (
equi, pour une appro
he en �el�ements �nis, 
onsisterait �a 
onsid�erer que la solution est 
onstante sur 
es
ellules). Sur la Figure 1, on a repr�esent�e les �el�ements suppl�ementaires suivants :{ Bn+ 12i+ 12 = St2[tn;tn+1℄fxi+ 12 (t)g � ftg{ Sn+ 12i = St2[tn;tn+1℄ Ci(t)� ftg
3
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Fig. 1 { Prin
ipe des formulations en volumes �nis.Plus pr�e
is�ement, les in
onnues num�eriques uni sont suppos�ees repr�esenter des approximations �al'instant tn de la moyenne de la solution in
onnue u sur la 
ellule Cni , soituni � 1�xni ZCni u(x;tn)dx;ave
, pour tout i et pour tout n, �xni = xni+ 12 � xni� 12 > 0.Posons !n+ 12i� 12 = xn+1i� 12 � xni� 12�tn :!n+ 12i� 12 repr�esente la vitesse moyenne entre les instants tn et tn+1 du point xi� 12 . Pour plus de lisibilit�e,nous nous 
ontentons d'�e
rire Si, Bi� 12 et !i� 12 �a la pla
e de Sn+ 12i , Bn+ 12i� 12 et !n+ 12i� 12 .Si nous int�egrons l'�equation de 
onservation (1) sur 
haque volume Si, nous obtenons :0 = RSi(ut + f(u)x)dxdt Green= R�Si(u:�extt + f(u):�extx )d�0 = RCn+1i u(x;tn+1)dx� RCni u(x;tn)dx+ RBi� 12 24u(xi� 12 (t);t) !i� 12r1+!2i� 12 + f(u(xi� 12 (t);t)) �1r1+!2i� 12 35 d�+ RBi+12 24u(xi+ 12 (t);t) �!i+12r1+!2i+12 + f(u(xi+ 12 (t);t)) 1r1+!2i+12 35 d� :ave
 t(�) = tn + �q1 + !2i� 12 :Ainsi, nous obtenons : 0 = RCn+1i u(x;tn+1)dx� RCni u(x;tn)dx� R tn+1tn h�!i� 12u(xi� 12 (t);t) + f(u(xi� 12 (t);t))i dt+ R tn+1tn h�!i+ 12u(xi+ 12 (t);t) + f(u(xi+ 12 (t);t))i dt : (4)1.3 S
h�emas 
onservatifsNous 
onsid�erons des s
h�emas dits 
onservatifs, qui peuvent se mettre sous la forme�xn+1i un+1i ��xni uni�tn + �i+ 12 � �i� 12 = 0 ; (5)4



o�u les termes �i+ 12 sont des 
ux num�eriques qui appro
hent l'int�egrale des 
ux au 
ours du pas detemps, autrement dit :�tn�i+ 12 � Z tn+1tn h�!i+ 12u(xi+ 12 (t);t) + f(u(xi+ 12 (t);t))i dt :En g�en�eral, le 
ux num�erique entre Si et Si+1 est donn�e par �i+ 12 = �(uni ;uni+1;!i+ 12 ), o�u la fon
tion �est une fon
tion de 
ux num�erique.Remarque 1 Ces s
h�emas sont dits 
onservatifs 
ar, pour N 
ellules 
ons�e
utives, la variation del'int�egrale de u sur les N 
ellules ne d�epend que des 
ux num�eriques aux bords. En e�et, nous avons :j0+NXj=j0+1�xn+1j un+1j � j0+NXj=j0+1�xnj unj�tn + �j0+N+ 12 � �j0+ 12 = 0 :Remarque 2 On peut remarquer qu'une solution exa
te et assez r�eguli�ere de (1), qui v�eri�e aussi (4),v�eri�e une sorte de s
h�ema 
onservatif exa
t, puisqueZCn+1i u(x;tn)dx = �xni �uni ;o�u �uni est la moyenne exa
te de u sur Cni �a l'instant tn et�tn �exa
ti+ 12 = Z tn+1tn h�!i+ 12u(xi+ 12 (t);t) + f(u(xi+ 12 (t);t))i dt :1.4 Pr�e
ision spatiale des s
h�emas num�eriquesLa pr�e
ision spatiale des s
h�emas en volumes �nis est souvent interpr�et�ee en termes d'erreur detron
ature (dans une appro
he vraiment plus pro
he des di��eren
es �nies). C'est pourquoi la pr�e
isionspatiale en volumes �nis non uniformes (et a fortiori mobiles ou variables) est moins 
ourammentpr�e
is�ee.Pour un maillage �xe et uniforme, l'approximation num�erique fournie par le s
h�ema spatial estd'autant meilleure que l'erreur de tron
ature est faible. Celle-
i est donn�ee par :�x = �i+ 12 � �i� 12�x � (f(u))x :D�e�nition 1 Le s
h�ema (spatial) est dit 
onsistant si, pour une solution u suÆsamment r�eguli�ere,�x = O(�x) quand �x! 0 :Le s
h�ema 
onservatif (5) sur un maillage �xe uniforme est 
onsistant si la fon
tion de 
ux num�erique� v�eri�e �(u;u;0) = f(u) :De même, l'approximation spatiale est d'ordre p si�x = O(�xp) quand �x! 0 :
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Pour un maillage mobile dans le 
as g�en�eral, l'erreur de tron
ature est donn�ee par :�x = �i+ 12 � �i� 12��x � (f(u)� wu)x ;o�u ��x est une mesure du plus grand volume d'une 
ellule dans le maillage.D�e�nition 2 Le s
h�ema (spatial) est dit 
onsistant si, pour une solution u suÆsamment r�eguli�ere,�x = O(�x) quand �x! 0 :Le s
h�ema 
onservatif (5) sur un maillage mobile est 
onsistant si la fon
tion de 
ux num�erique � v�eri�e�(u;u;w) = f(u)� wu :1.5 Stabilit�e, prin
ipe du maximum, monotonieLes solutions faibles entropiques born�ees de (1) ont de remarquables propri�et�es [8℄ :{ au
un maximum ni minimum lo
al n'apparâ�t;{ la valeur d'un minimum lo
al ne d�e
rô�t pas, la valeur d'un maximum lo
al ne 
rô�t pas;{ la variation totale TV (u(t)) est une fon
tion d�e
roissante de t, o�uTV (u(t)) = Z x=+1x=�1 j ux(x;t) j :Il est alors int�eressant d'examiner si la solution num�erique uni obtenue ave
 le s
h�ema (5) poss�edentles mêmes propri�et�es. Il faut alors traduire sous forme dis
r�ete les notions de monotonie propos�ees 
i-dessus. Harten [7℄ a introduit la notion de d�e
roissan
e de la variation totale (Total Variation Diminishings
hemes) suivante :D�e�nition 3 Un s
h�ema est dit TVD (�a variation totale d�e
roissante) si et seulement siTV (un+1) � TV (un);o�u TV (un), la variation totale dis
r�ete de un, est donn�ee parTV (un) = i=+1Xi=�1 j uni � uni�1 j :D�e�nition 4 Un s
h�ema est dit v�eri�er le prin
ipe du maximum si et seulement si8i;8n;mini (u0i ) � uni � maxi (u0i ) :En�n, introduisons un dernier 
rit�ere 
lassique de stabilit�e :D�e�nition 5 En notant un = (uni )1�i�N 2 RN , un s
h�ema num�erique un+1 = L(un) est dit stablepour la norme k k si et seulement si 8u 2 RN ; k L(u) k�k u k :Nous utiliserons essentiellement les normes suivantes :k un k2= 0� NXj=1�xnj j unj j21A1=2 ; k un k1= sup1�j�N j unj j ;appel�ees respe
tivement normes L2 et L1. Un s
h�ema qui v�eri�e le prin
ipe du maximum nous assureque les valeurs uni restent born�ees. Le prin
ipe du maximum entrâ�ne don
 une propri�et�e de stabilit�e detype L1. De même, un s
h�ema 
onservatif TVD sera �egalement stable en norme L1 (en e�et, on voitfa
ilement, au moins pour des probl�emes p�eriodiques, que les valeurs prises par u seront major�ees et6



minor�ees par des bornes d�ependant de sa moyenne { 
onstante au 
ours des it�erations { de sa variationtotale { major�ee par sa valeur initiale { et par le nombre de points).Dans les se
tions suivantes, nous �etudions l'extension de la m�ethode de Godunov aux maillages mo-biles, et nous verrons sous quelles 
onditions (notamment sur le pas de temps) les s
h�emas expli
itesobtenus pr�eservent le prin
ipe du maximum, sont TVD et stables au sens de la norme L2. Nous ver-rons ensuite des s
h�emas impli
ites en temps, in
onditionnellement stables, qui permettent d'�eviter larestri
tion sur le pas de temps impos�ee par la limite de stabilit�e des s
h�emas pr�e
�edents. Nous �nironspar l'�etude de 
es s
h�emas �e
rits en topologie non 
onstante.2 La m�ethode de Godunov en maillage mobileNous 
ommen�
ons 
ette se
tion par l'adaptation de la m�ethode de Godunov [10℄ au maillage mobile.Ensuite, nous pr�esentons 
ette derni�ere et dis
utons de ses propri�et�es pour la r�esolution num�erique del'�equation d'adve
tion (2) et de l'�equation de Burgers (3).2.1 Prin
ipe g�en�eralNous d�e
rivons i
i un pas de temps de 
ette m�ethode [14℄.{ on dispose initialement des variables uni donn�ees par la m�ethode des volumes �nis; on 
onsid�erealors le probl�eme de Cau
hy suivant :� ut + f(u)x = 0 pour x 2 R; t � tn;u(x;tn) = uni si x 2 Ci; 8i 2 Z; (6){ en 
haque interfa
e, on r�esout un probl�eme de Riemann lo
al; la donn�ee initiale de 
e probl�emede Riemann est u = uni si x < xni+ 12 et u = uni+1 si x > xni+ 12 . Notons û(x;tn+1) une solution de(6) obtenue par juxtaposition des solutions exa
tes des probl�emes de Riemann lo
aux (au moinspour un pas de temps assez petit pour que 
es solutions globales n'interf�erent pas).{ a�n de r�e
up�erer une valeur de la fon
tion sur 
haque 
ellule Cn+1i , on 
al
ule la moyenne de u sur
haque 
ellule. On pose alors : un+1i = 1�xn+1i ZCn+1i û(x;tn+1)dx :{ rappelons i
i que des hypoth�eses fortes sont suppos�ees v�eri��ees pour les mesures des volumes �nis,ainsi que sur les vitesses de maillage; on suppose que( 8i; 8n; �xni > 0 ;8i; 8n; �xn+1i = �xni +�tn �!i+ 12 � !i� 12� ; (7)la 
ondition �xn+1i imposant (par la deuxi�eme �equation) une limite 
onjointe sur le pas de temps�tn et les vitesses de maillage !i+ 12 et !i� 12 (surtout lorsqu'elles pointent l'une vers l'autre). Onnotera i
i que la formule donn�ee 
i-dessus pour le 
al
ul de �xn+1i d'une part, est �equivalenteen une dimension d'espa
e au re
al
ul des volumes �nis �a partir des positions des interfa
es, et,d'autre part, qu'elle implique qu'un 
hamp 
onstant est 
onserv�e. Cette propri�et�e de 
onservationg�eom�etrique [15℄ est parti
uli�erement importante en plusieurs dimensions d'espa
e [11, 6℄.2.2 Conservativit�e et Consistan
eLemme 1 Le s
h�ema de Godunov en maillage mobile est 
onservatif et 
onsistant. Le 
ux num�eriqueentre Si et Si+1 est donn�e par �i+ 12 = �(uni ;uni+1;!i+ 12 );o�u la fon
tion de 
ux num�erique � est donn�ee par�(uG;uD;!) = f(SR(!;uG;uD))� !SR(!;uG;uD); (8)7



o�u SR(x=t;uG;uD) est la valeur en (x;t) de la solution autosimilaire du probl�eme de Riemann dont les�etats �a gau
he et �a droite sont uG et uD.D�emonstration: montrons d'abord que le s
h�ema de Godunov en maillage mobile peut se mettre sous laforme d'un s
h�ema 
onservatif. Pour 
e faire, 
onsid�erons la donn�ee initiale u d�e�nie par8x 2 R; u(x;tn) = uni si x 2 Cni :Int�egrons u la solution faible de (1) 
onstruite par la m�ethode de Godunov sur Si. D'apr�es (4), nousavons : 0 = RCn+1i u(x;tn+1)dx � RCni u(x;tn)dx� R tn+1tn �f�SR�xi� 12 (t)�xi� 12 (tn)t�tn ;uni�1;uni ��� !i� 12SR�xi� 12 (t)�xi� 12 (tn)t�tn ;uni�1;uni �� dt+ R tn+1tn �f�SR�xi+12 (t)�xi+12 (tn)t�tn ;uni ;uni+1��� !i+ 12 SR�xi+12 (t)�xi+12 (tn)t�tn ;uni ;uni+1�� dt :Or un+1i est obtenue en faisant la moyenne de u sur Cn+1i . AinsiZCn+1i u(x;tn+1)dx = �xn+1i un+1i :D'autre part, u est 
onstante par mor
eaux sur 
ha
une des 
ellules Cni �a l'instant tn. Nous avons alors :ZCni u(x;tn)dx = �xni uni :En�n, les mouvements des bornes du volume �ni 
onsid�er�e sont des mouvements re
tilignes au 
ours dupas de temps. Ainsi, on a : 8t 2 [tn; tn+1℄; xi� 12 (t)�xi� 12 (tn)t�tn = !i� 12 ;8t 2 [tn; tn+1℄; xi+12 (t)�xi+12 (tn)t�tn = !i+ 12 :Don
 les deux derni�eres int�egrales se simpli�ent, quand nous remarquons que les solutions des probl�emesde Riemann lo
aux sont autosimilaires. Le s
h�ema de Godunov peut don
 s'�e
rire sous la forme suivante:0 = �xn+1i un+1i ��xni uni+ �tn ��(uni ;uni+1;!i+ 12 )� �(uni�1;uni ;!i� 12 )� :Nous avons bien d�emontr�e que la m�ethode de Godunov en maillage mobile peut s'�e
rire 
omme uns
h�ema 
onservatif ave
 la fon
tion de 
ux num�erique (8).La 
onsistan
e est imm�ediate puisque SR(!;u;u) = u pour tout !;u 2 R, d'o�u l'identit�e de 
onsis-tan
e �(u;u;!) = f(u)� !u.Remarque 3 Nous pouvons remarquer que pour ! = 0 (maillage �xe), nous avons�(uG;uD;0) = f (SR(0;uG;uD)) :Nous retrouvons don
 bien la fon
tion de 
ux num�erique de la m�ethode de Godunov en maillage �xe.2.3 �Equation d'adve
tionNous nous int�eressons i
i �a l'�equation d'adve
tion (2). La m�ethode de Godunov donne la fon
tion de
ux num�erique suivante : �Godunov(uG;uD;!) = 8<: (
� !)uG si ! < 
(
� !)uD si ! > 
0 si ! = 
 : (9)8



La fon
tion de 
ux num�erique s'�e
rit �egalement�Godunov(uG;uD;!) = (
� !)+uG + (
� !)�uD; (10)ave
� (
� !)+ = max(
� !;0)(
� !)� = min(
� !;0)Le Lemme 4 de la se
tion suivante nous permettra d'�etablir que sous la 
ondition8i 2 Z; �tn�xn+1i (
� !i� 12 )+ � �tn�xn+1i�1 (
� !i� 12 )� � 1 ; (11)le s
h�ema est TVD et pr�eserve le prin
ipe du maximum. De plus, le Th�eor�eme 3 nous permettra d'�etablirque, sous une 
ondition similaire, toujours de type CFL, le s
h�ema est stable en norme L2. On voit bieni
i que les 
onditions de stabilit�e (propri�et�e TVD ou au sens d'une norme) de type CFL vont se montrerextrêmement restri
tives sur le pas de temps �tn d�es que l'on voudra utiliser des maillages raÆn�es. Ilfaudra alors passer �a des s
h�emas au moins lo
alement impli
ites.2.4 �Equation de BurgersPour l'�equation de Burgers (3), les seules solutions entropiques born�ees d'un probl�eme de Riemannsont les suivantes: 
ho
 uG > uD : u(x;t) = � uG si xt < uG+uD2uD si xt > uG+uD2d�etente uG < uD : u(x;t) = 8<: uG si xt < uGxt si uG < xt < uDuD si xt > uDAinsi, la fon
tion de 
ux num�erique s'�e
rit pour la m�ethode de Godunov :�Godunov(uG;uD;!) = 8><>: u2G2 � !uG si ! � uG � uD ou uG � ! � juD � !ju2D2 � !uD si uG � uD � ! ou juG � !j � �(uD � !)�!22 si uG � ! � uDou de mani�ere plus 
ompa
te�Godunov(uG;uD;!) = 12 max�(uG � !)+2 ;(uD � !)�2�� 12!2 : (12)3 S
h�ema mixte expli
ite-impli
iteComme nous l'avons remarqu�e pr�e
�edemment, l'utilisation de maillages raÆn�es impose des restri
-tions trop fortes sur le pas de temps pour des s
h�emas expli
ites. La s�ev�erit�e de 
es 
onditions detype CFL provient des "plus petites" 
ellules du maillage. Pour s'a�ran
hir de 
es limitations, nous
onsid�erons des s
h�emas qui peuvent se mettre sous la forme suivante :�xn+1i un+1i ��xni uni�tn + �i+ 12 � �i� 12 = 0; (13)o�u les 
ux num�eriques sont donn�es par�i+ 12 = �(un+�ii ;un+�i+1i+1 ;!i+ 12 ): (14)Dans l'�equation pr�e
�edente, les variables un+�ii sont des in
onnues d�ependant des grandeurs uni et un+1i .Par exemple, pour un maillage �xe (et seulement un maillage �xe), on pourra 
onsid�erer une d�ependan
edu type [maillage �xe℄ �i 2 [0;1℄ et un+�ii = (1� �i)uni + �iun+1i ; 8i 2 Z: (15)9



Si (8i; �i = 0), nous retrouvons le s
h�ema expli
ite en temps, qui a fait l'objet de la se
tion pr�e
�edente.D�es que (9i j�i 6= 0), le s
h�ema est impli
ite. On voit 
ependant que, si par exemple un groupe limit�ede 
ellules adja
entes pr�esentent un param�etre �i non nul, le s
h�ema ainsi d�e�ni est impli
ite seulementlo
alement. Un syst�eme lin�eaire (ou non lin�eaire) de taille limit�ee devra alors être r�esolu.Dans un premier temps, sur l'exemple de l'�equation d'adve
tion (2), nous dis
utons des propri�et�esdu s
h�ema mixte expli
ite-impli
ite adapt�e �a la m�ethode de Godunov en maillage mobile. Nous nousint�eresserons ensuite �a l'�equation de Burgers (3), qui nous am�enera �a la 
onstru
tion d'un s
h�emaimpli
ite lin�earis�e.3.1 �Equation d'adve
tion3.1.1 �E
riture du s
h�emaD'apr�es (10), le 
ux num�erique du s
h�ema mixte pour la m�ethode de Godunov en maillage mobiles'�e
rit de la mani�ere suivante :�i+ 12 = (
� !i+ 12 )+un+�ii + (
� !i+ 12 )�un+�i+1i+1 : (16)Avant d'�etudier les propri�et�es de 
e s
h�ema, introduisons quelques notations:8i; �xn+�ii = (1� �i)�xni + �i�xn+1i ; (17a)8i; �xn+�ii un+�ii = (1� �i)�xni uni + �i�xn+1i un+1i : (17b)On 
omprend bien i
i que 
ette expression est �equivalente �a (15) seulement lorsque le maillage n'est pasmobile. D'une 
ertaine mani�ere, la pond�eration par un 
oeÆ
ient �i est transform�ee en une pond�erationpar (1� �i)�xni )=[(1� �i)�xni + �i�xn+1i ℄. Nous d�eduisons de (13) que�xn+1i un+1i = �xni uni ��tn ��i+ 12 � �i� 12� : (18)E�e
tuons les op�erations suivantes :� (1� �i)� (13) + �i�xn+1i un+1i ;��i � (13) + (1� �i)�xni uni :Nous obtenons ainsi :8<: �xn+1i un+1i = �xn+�ii un+�ii � (1� �i)�tn ��i+ 12 � �i� 12 � ;�xni uni = �xn+�ii un+�ii + �i�tn ��i+ 12 � �i� 12� :En utilisant (7), nous d�eduisons queun+1i = un+�ii + (1� �i)�tn�xn+1i h(
� !i+ 12 )� �un+�ii � un+�i+1i+1 �+ (
� !i� 12 )+ �un+�i�1i�1 � un+�ii �i ; (19a)uni = un+�ii � �i�tn�xni h(
� !i+ 12 )� �un+�ii � un+�i+1i+1 �+ (
� !i� 12 )+ �un+�i�1i�1 � un+�ii �i : (19b)A�n de d�eterminer un+1i , il nous faut 
onnâ�tre les valeurs un+�ii . Or, d'apr�es la deuxi�eme �egalit�e, nous
onstatons que un+� = (un+�ii )i est solution d'un syst�eme lin�eaire Aun+� = un, dont la matri
e A ned�epend que de grandeurs 
onnues au d�ebut du pas de temps. On 
onstate �egalement que le syst�emese r�eduit en fait aux points o�u �i 6= 0. En�n, on observe que la matri
e A est �a diagonale stri
tementdominante. On peut alors utiliser une m�ethode de relaxation pour inverser le syst�eme, 
omme par10



exemple la m�ethode de Ja
obi. Une fois un+� 
onnue, on d�eterminera un+1 en utilisant (19a) ou lad�e�nition de un+�ii (17b) pour les points o�u �i 6= 0 seulement.Avant de pr�esenter quelques exemples num�eriques, nous �etudions quelques propri�et�es de 
e s
h�ema,en parti
ulier le fait qu'il v�eri�e le prin
ipe du maximum, son 
ara
t�ere TVD et sa stabilit�e (en normeL2).Th�eor�eme 1 Sous la 
ondition8i; 8n; (1� �i)�tn�xn+1i h(
� !i� 12 )+ � (
� !i+ 12 )�i � 1; (20)le s
h�ema mixte (13-16-17-7) v�eri�e le prin
ipe du maximum.D�emonstration : nous avonsun+1i = h1� (1��i)�tn�xn+1i �(
� !i� 12 )+ � (
� !i+ 12 )��iun+�ii+ (1��i)�tn�xn+1i ��(
� !i+ 12 )�un+�i+1i+1 + (
� !i� 12 )+un+�i�1i�1 � :Sous la 
ondition (20), nous remarquons que8i; 8n; un+1i � mini un+�ii et un+1i � maxi un+�ii :Ainsi � minun+1 � minun+�;maxun+1 � maxun+�:D'autre part, soit i l'indi
e tel que maxun+� = un+�ii . En utilisant l'�equation (19b) pour 
et indi
e iparti
ulier, nous montrons ais�ement que uni � maxi un+�ii , 
e qui implique maxi uni � maxi un+�ii . Parun raisonnement analogue, nous trouvons mini uni � mini un+�ii .En r�esum�e, nous avons les in�egalit�es suivantesmini uni � mini un+1i � maxi un+1i � maxi uniqui 
on
luent la d�emonstration de 
e th�eor�eme.Th�eor�eme 2 Sous la 
ondition8i; 8n; �tn "(
� !i� 12 )+ (1� �i)�xn+1i � (
� !i� 12 )� (1� �i�1)�xn+1i�1 # � 1; (21)le s
h�ema mixte (13-16-17-7) est TVD.D�emonstration : nous avons su

essivement, �a partir de la forme modi��ee (19a), en utilisant des 
han-gements d'indi
e (vers la gau
he et vers la droite) puis en utilisant l'hypoth�ese (21),TV (un+1) = i=+1Xi=�1 j un+1i � un+1i�1 j�i=+1Xi=�1 �����1� (1� �i)�tn�xn+1i (
� !i� 12 )+ + (1� �i�1)�tn�xn+1i�1 (
� !i� 12 )������ ���un+�ii � un+�i�1i�1 ���+ (1��i�1)�tn�xn+1i�1 (
� !i� 32 )+ ���un+�i�1i�1 � un+�i�2i�2 ���+ (1��i)�tn�xn+1i h�(
� !i+ 12 )�i ���un+�i+1i+1 � un+�ii ���11



TV (un+1) =�i=+1Xi=�1 �����1� (1� �i)�tn�xn+1i (
� !i� 12 )+ + (1� �i�1)�tn�xn+1i�1 (
� !i� 12 )������ ���un+�ii � un+�i�1i�1 ���+ (1��i)�tn�xn+1i (
� !i� 12 )+ ���un+�ii � un+�i�1i�1 ���+ (1��i�1)�tn�xn+1i�1 h�(
� !i� 12 )�i ���un+�ii � un+�i�1i�1 ����i=+1Xi=�1 ���un+�ii � un+�i�1i�1 ��� := TV (un+�):D'autre part, en utilisant 
ette fois la forme modi��ee (19b), nous avonsTV (un) = i=+1Xi=�1 j uni � uni�1 j� i=+1Xi=�1 ����1 + �i�tn�xni (
� !i� 12 )+ � �i�1�tn�xni�1 (
� !i� 12 )����� ���un+�ii � un+�i�1i�1 ���� �i�1�tn�xni�1 (
� !i� 32 )+ ���un+�i�1i�1 � un+�i�2i�2 ���+ �i�tn�xni (
� !i+ 12 )� ���un+�i+1i+1 � un+�ii ���� TV (un+�):Nous avons don
 bien d�emontr�e que sous la 
ondition (21),TV (un+1) � TV (un) :Remarque 4 Sous la 
ondition (21), le s
h�ema mixte (13-16-17-7) v�eri�e le prin
ipe du maximum etest TVD.Il suÆt de d�emontrer que (21))(20). La 
ondition (21) s'�e
rit aussi :�tnj
� !i� 12 j �8<: �xn+1i1��i si 
� !i� 12 � 0;�xn+1i�11��i�1 si 
� !i� 12 � 0: (22)Sous la 
ondition (21), il suÆt d'examiner les valeurs deTi = (1� �i)�tn�xn+1i h(
� !i� 12 )+ � (
� !i+ 12 )�i ;suivant les signes de 
� !i� 12 et 
� !i+ 12 . On a :
� !i� 12 � 0 
� !i� 12 � 0
� !i+ 12 � 0 Ti = (1��i)�tn�xn+1i (
� !i� 12 ) � 1 Ti = 0
� !i+ 12 � 0 Ti = (1� �i)�xn+1i ��xni�xn+1i � 1 Ti = � (1��i)�tn�xn+1i (
� !i+ 12 ) � 1Dans tous les 
as, on trouve bien Ti � 1, 
e qui prouve (20).Remarque 5 Si �i = 0 pour tout i, les deux 
onditions (21) et (20) sont �equivalentes �a la 
ondition destabilit�e sur le s
h�ema expli
ite (11) de la se
tion pr�e
�edente. Les probl�emes de stabilit�e li�es aux maillesles plus petites pourront bien être �evit�es en prenant �i = 1 sur 
es 
ellules.Th�eor�eme 3 Sous la 
ondition8i; 8n; 8><>: 2�tn ���
� !i� 12 ��� � (1��i�1)2�xn+1i�1 � �2i�1�xni�1� � 1 si 
� !i� 12 � 0;2�tn ���
� !i� 12 ��� � (1��i)2�xn+1i � �2i�xni � � 1 si 
� !i� 12 � 0; (23)et en supposant que les volumes des 
ellules sont uniform�ement minor�es au 
ours des it�erations, i.e.9K j (8i; 8n; K < �xni ), le s
h�ema mixte (13-16-17-7) est stable en norme L2.12



D�emonstration : on utilise une forme quadratique d�e�nie positive de type �energie 
omme fon
tion deLyapunov. Plus pr�e
is�ement, on d�e�nit une �energie dis
r�ete En =Pi�xni un2i , qui est �equivalente �a lanorme L2 sous l'hypoth�ese de minoration uniforme sur les volumes des 
ellules. Nous allons montrerque sous la 
ondition (23), �E = En+1 � En � 0. Nous en d�eduirons que (8n; En � E0), don
 que(8n; jjunjj2 �pE0=K).Nous d�eduisons de (19a-19b) l'�egalit�e suivante :�E =Pi ��xn+1i ��xni �un+�i2i+2�tnun+�ii h(
� !i+ 12 )�(un+�ii � un+�i+1i+1 )+(
� !i� 12 )+(un+�i�1i�1 � un+�ii )i+�tn2 � (1��i)2�xn+1i � �2i�xni � h(
� !i+ 12 )�(un+�ii � un+�i+1i+1 )+(
� !i� 12 )+(un+�i�1i�1 � un+�ii )i2 :D'apr�es (7), �xn+1i ��xni = �tn �(
� !i� 12 )� (
� !i+ 12 )�. Or, nous avonsXi h(
� !i� 12 )� (
� !i+ 12 )iun+�i2i = Xi (
� !i� 12 )(un+�i2i � un+�i�12i�1 )= Xi (
� !i� 12 )+(un+�i2i � un+�i�12i�1 )+(
� !i+ 12 )�(un+�i+12i+1 � un+�i2i ):Don
 �E =Xi �tn(
� !i� 12 )+ ��un+�i2i � un+�i�12i�1 + 2un+�ii un+�i�1i�1 �+ �tn(
� !i+ 12 )� �un+�i+12i+1 + un+�i2i � 2un+�ii un+�i+1i+1 �+ �tn2 � (1��i)2�xn+1i � �2i�xni �h+(
� !i� 12 )+(un+�i�1i�1 � un+�ii )+(
� !i� 12 )+(un+�i�1i�1 � un+�ii )i2 ;et �E =Xi ��tn ���
� !i� 12 ��� �un+�ii � un+�i�1i�1 �2+�tn2 � (1��i)2�xn+1i � �2i�xni �h(
� !i+ 12 )�(un+�ii � un+�i+1i+1 )+(
� !i� 12 )+(un+�i�1i�1 � un+�ii )i2 :Il suit de 
ette �egalit�e que�E � Xi ��tn ���
� !i� 12 ��� �un+�ii � un+�i�1i�1 �2+ 2�tn2 � (1��i)2�xn+1i � �2i�xni � h(
� !i+ 12 )�2(un+�ii � un+�i+1i+1 )2+ (
� !i� 12 )+2(un+�i�1i�1 � un+�ii )2i :Sous la 
ondition (23), nous avons �E � 0, 
e qui 
on
lue la d�emonstration.3.1.2 R�esultats num�eriquesDans 
ette se
tion, nous pr�esentons quelques r�esultats num�eriques �el�ementaires. Nous 
her
honsi
i �a montrer que le s
h�ema lo
alement impli
ite pr�esent�e fon
tionne 
orre
tement. Par exemple, surl'�equation d'adve
tion ave
 
 = 1, on a 
onve
t�e un front de type Heavyside situ�e en x = �1 �a t = 0jusqu'�a t = 2. La maillage est extrêmement raÆn�e autour du point x = 0, et on a repr�esent�e la taillede maille en fon
tion de x sur la Figure 2. Le pas de temps est �x�e de telle sorte que 20% des 
ellules(
elles dont les tailles sont les plus petites) sont trait�ees ave
 �i = 1, tandis que les autres sont avan
�ees13
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Fig. 2 { Taille lo
ale de maille.en temps ave
 un s
h�ema expli
ite. Pour les 
ellules les plus petites, on a pris un nombre de Courantlo
alement �egal �a 30. On voit sur la Figure 3 que le s
h�ema obtenu est e�e
tivement TVD. N�eanmoins,les dis
ontinuit�es de traitement (on passe brutalement de �i = 0 �a �i = 1) provoque des dis
ontinuit�esde di�usion num�erique et d'allure de la solution.
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Fig. 3 { Solutions �a t = 1 et t = 2 en maillage �xe du s
h�ema lo
alement impli
ite.
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3.2 Equation de Burgers3.2.1 S
h�ema impli
ite lin�earis�eSi nous appliquons le s
h�ema (13)-(14) muni de la fon
tion de 
ux num�erique de Godunov (12) �al'�equation de Burgers, nous sommes 
onfront�es �a la r�esolution d'un syst�eme non lin�eaire. A�n de revenir�a un syst�eme lin�eaire, nous 
her
hons �a 
onstruire un s
h�ema impli
ite lin�earis�e. Pour 
e faire, nousrempla�
ons dans (13) le 
ux num�erique �i+ 12 = �(un+�ii ;un+�i+1i+1 ;!i+ 12 ) par�i+ 12 = �(uni ;uni+1;!i+ 12 ) + �0u(uni ;uni+1;!i+ 12 )(un+�ii � uni )+ �0v(uni ;uni+1;!i+ 12 )(un+�i+1i+1 � uni+1);o�u �0u(u;v;!) et �0v(u;v;!) d�esignent respe
tivement les d�eriv�ees par rapport �a u et v de �(u;v;!) (oudes approximations de 
es d�eriv�ees). Nous obtenons les it�erations en temps suivantes :�xn+1i un+1i = �xni uni + �tn ��(uni�1;uni ;!i� 12 )� �(uni ;uni+1;!i+ 12 )+ �0u(uni�1;uni ;!i� 12 )(un+�i�1i�1 � uni�1)+ h�0v(uni�1;uni ;!i� 12 )� �0u(uni ;uni+1;!i+ 12 )i (un+�ii � uni )� �0v(uni ;uni+1;!i+ 12 )(un+�i+1i+1 � uni+1)� : (24)Cette �equation peut �egalement se mettre sous une forme pro
he de (19b) :uni = un+�ii + �i�tn�xni ��(uni�1;uni ;!i� 12 )� �(uni ;uni+1;!i+ 12 )+ �0u(uni�1;uni ;!i� 12 )(un+�i�1i�1 � uni�1)+ h�0v(uni�1;uni ;!i� 12 )� �0u(uni ;uni+1;!i+ 12 )i (un+�ii � uni )��0v(uni ;uni+1;!i+ 12 )(un+�i+1i+1 � uni+1)+(!i� 12 � !i+ 12 )un+�ii � : (25)Posons Æi = un+1i � uni . En utilisant l'identit�e �xn+�ii (un+�ii � uni ) = �i�xn+1i (un+1i � uni ), on montreque le ve
teur Æ = (Æi)i est solution du syst�eme lin�eaire suivant :8>>>>><>>>>>: �xn+1i Æi ��tn � �0u(uni�1;uni ;!i� 12 )�i�1�xn+1i�1 Æi�1� �0v(uni ;uni+1;!i+ 12 )�i+1�xn+1i+1 Æi+1+ h�0v(uni�1;uni ;!i� 12 )� �0u(uni ;uni+1;!i+ 12 )i �i�xn+1i Æi� = bi;o�u bi = (�xni ��xn+1i )uni +�tn ��(uni�1;uni ;!i� 12 )� �(uni ;uni+1;!i+ 12 )� (26)On s'interroge en
ore sur la 
onvergen
e d'une m�ethode de relaxation 
omme la m�ethode de Ja
obi pourla r�esolution du syst�eme lin�eaire obtenu. Curieusement, si l'on utilise un 
rit�ere 
lassique de dominan
ediagonale par ligne, la 
ondition obtenue est inexploitable. Rappelons les deux lemmes suivants, lepremier �etant un r�esultat tr�es 
lassique et le se
ond �etant moins 
onnu.Lemme 2 Soit A = ((aij))1�i;j�N une matri
e r�eelle �a diagonale stri
tement dominante par lignes,
'est-�a-dire telle que 8i = 1; : : : ;N; jaiij >Xj 6=i jaij j: (27)Soit D la diagonale de A. Alors une m�ethode de Ja
obi 
onverge pour la r�esolution d'un syst�eme lin�eairede type Ax = b, i.e. le rayon spe
tral de la matri
e I�D�1A est stri
tement inf�erieur �a 1.D�emonstration : une it�eration de Ja
obi s'�e
rit Dxk+1 + (A � D)xk = b, soit en fon
tion de l'erreur"k = xk � A�1b, "k+1 = �D�1(A � D)"k, 
e qui explique l'�equivalen
e entre la 
onvergen
e de lam�ethode de Ja
obi et l'in�equation sur le rayon spe
tral de la matri
e I�D�1A. Or on a :8i; "k+1i = � 1aii Xj 6=i aij"kj ; d'o�u 8i; j"k+1i j = 1jaiijXj 6=i jaij jj"kj j:15



On en d�eduit alors maxi j"k+1i j �M maxi j"ki j; ave
 M = maxi Pj 6=i jaij jjaiij < 1;
e qui prouve que la m�ethode de Ja
obi 
onverge.Lemme 3 Soit A = ((aij))1�i;j�N une matri
e r�eelle �a diagonale stri
tement dominante par 
olonnes,
'est-�a-dire telle que 8j = 1; : : : ;N; jajj j >Xi 6=j jaij j: (28)Soit D la diagonale de A. Alors une m�ethode de Ja
obi 
onverge pour la r�esolution d'un syst�eme lin�eairede type Ax = b, i.e. le rayon spe
tral de la matri
e I�D�1A est stri
tement inf�erieur �a 1.D�emonstration : la matri
e At, transpos�ee de A, est �a diagonale stri
tement dominante par lignes. Lelemme pr�e
�edent montre que �(I�D�1At) < 1. Comme le rayon spe
tral d'une matri
e est �egal �a 
eluide sa transpos�ee, on a aussi �(I�AD�1) < 1, puisque D est diagonale.Une it�eration de Ja
obi pour la r�esolution d'un syst�eme Ax = b s'�e
rit 
omme pr�e
�edemment enfon
tion de l'erreur "k+1 = �D�1(A �D)"k. Consid�erons la nouvelle variable �k = D"k. On a �k+1 =�(A�D)D�1�k = (I�AD�1)�k. Comme �(I�AD�1) < 1, la m�ethode de Ja
obi 
onverge.Comme on l'a vu plus haut, 
'est 
e dernier lemme qui est fa
ilement exploitable pour trouver une
ondition suÆsante de 
onvergen
e de la m�ethode de Ja
obi pour le syst�eme (26). On trouve en e�etque la m�ethode de Ja
obi 
onverge si, 8i,���1� �i�tn ��0v(uni�1;uni ;!i� 12 )� �0u(uni ;uni+1;!i+ 12 )����> �i�tn �����0u(uni�1;uni ;!i� 12 )���+ ����0v(uni ;uni+1;!i+ 12 )���� : (29)Nous reviendrons sur 
ette 
ondition. On peut noter d�es maintenant que 
ette 
ondition est auto-matiquement v�eri��ee si on a de mani�ere g�en�erale �0u(u;v;!) � 0 et �0v(u;v;!) � 0, 
e qui est la 
as pourl'�equation d'adve
tion. De toute fa�
on, avant d'appliquer le s
h�ema (24), il faut s'assurer que la fon
tionde 
ux num�erique 
hoisie est d�erivable, 
e qui n'est pas le 
as du 
ux de Godunov (12). Une id�ee estd'appro
her la d�eriv�ee de 
es 
ux par la d�eriv�ee d'autres 
ux 
ette fois d�erivables. A�n d'y parvenir,nous adaptons i
i les s
h�emas de Engquist-Osher et de Roe [16℄ aux maillages mobiles.3.2.2 S
h�ema mixte Godunov-Engquist-OsherLa m�ethode de Godunov 
onsiste �a prendre 
omme fon
tion de 
ux num�erique�Godunov(uG;uD;!) = f(SR(!;uG;uD))� !SR(!;uG;uD)o�u SR(!;uG;uD) est la valeur en x=t = ! de la solution exa
te du probl�eme de Riemann dont les �etats�a gau
he et �a droite sont uG et uD. La m�ethode de Engquist-Osher 
onsiste �a 
hoisir 
omme fon
tionde 
ux num�erique �EO(uG;uD;!) = f(w(!;uG;uD))� !w(!;uG;uD)o�u w(!;uG;uD) est une approximation de la solution exa
te SR(!;uG;uD) du probl�eme de Riemanndonn�ee par w(!;uG;uD) =8<: uG si ! � uG! si min(uG;uD) � ! � max(uG;uD)uD si ! � uD :Il est fa
ile de v�eri�er que�eo(uG;uD;!) = 12(uG � !)+2 + 12(uD � !)�2 � 12!2 : (30)16



Nous d�eduisons de 
ette expression que ��eo�uG = (uG � !)+, ��eo�uD = (uD � !)�. La fon
tion de 
uxnum�erique de Engquist-Osher est don
 d�erivable. Nous proposons don
 le s
h�ema (13) ave
 
omme 
uxnum�erique �i+ 12 = �Godunov(uni ;uni+1;!i+ 12 ) + ��eo�u (uni ;uni+1;!i+ 12 )(un+�ii � uni )+ ��eo�v (uni ;uni+1;!i+ 12 )(un+�i+1i+1 � uni+1): (31)Remarque 6 Comme on a ��eo�uG � 0 et ��eo�uD � 0, la 
ondition (29) est automatiquement v�eri��ee et lam�ethode de Ja
obi 
onverge.3.2.3 S
h�ema mixte Godunov-RoeLa m�ethode de Roe 
onsiste �a prendre 
omme fon
tion de 
ux num�erique�r(uG;uD;!) = f(w(!;uG;uD))� !w(!;uG;uD);o�u w(!;uG;uD) est la solution exa
te du probl�eme de Riemann appro
h�e lin�earis�eut + eA (uG;uD)ux = 0;ave
 eA (uG;uD) une ja
obienne appro
h�ee v�eri�ant eA (uG;uD) : (uD � uG) = f(uD) � f(uG). Pourl'�equation de Burgers (3), on a eA (uG;uD) = (uG + uD)=2 := uM . Ainsi, nous obtenonsw(!;uG;uD) = � uG si ! � uM ;uD si ! � uM :La fon
tion de 
ux num�erique s'�e
rit alors�r(uG;uD;!) = � 12u2G � !uG si ! � uM ;12u2D � !uD si ! � uM : (32)ou en
ore �r(uG;uD;!) = 12 � 12 (uG � !)2+ 12 (uD � !)2�� 12 ��uG+uD2 � !�� (uD � uG)� !22 :Il apparâ�t 
lairement que 
ette fon
tion de 
ux num�erique n'est pas d�erivable. Comme pour les s
h�emasen maillage �xe, nous avons alors re
ours �a la fon
tion de 
ux num�erique de Roe 
orrig�ee�
r(uG;uD;!) = 12 � 12 (uG � !)2+ 12 (uD � !)2�� 12 ��uG+uD2 � !��� (uD � uG)� !22 (33)ave
 jxj� = � jxj si jxj � �;�2+x22� si jxj � �:Nous 
onsid�ererons alors le s
h�ema (13) ave
 
omme 
ux num�erique�i+ 12 = �Godunov(uni ;uni+1;!i+ 12 ) + ��
r�u (uni ;uni+1;!i+ 12 )(un+�ii � uni )+ ��
R�v (uni ;uni+1;!i+ 12 )(un+�i+1i+1 � uni+1): (34)Remarque 7 Comme les in�egalit�es ��r�uG � 0 et ��r�uD � 0 ne sont pas n�e
essairement v�eri��ees, on nepeut 
on
lure de mani�ere g�en�erale sur la 
onvergen
e de la m�ethode de Ja
obi.3.2.4 R�esultats num�eriquesDans 
ette se
tion, nous pr�esentons quelques r�esultats num�eriques toujours �el�ementaires. Pour l'�equa-tion de Burgers, nous montrons le bon 
omportement de notre s
h�ema lo
alement impli
ite (ave
it�erations de Ja
obi pour la r�esolution du syst�eme lin�eaire) sur le 
as d'un 
ho
 (ug = 1; ud = 0)et pour le maillage de la Figure 2 suppos�e �xe. On voit sur le r�esultat pr�esent�e en Figure 4 que les
h�ema est e�e
tivement TVD. On note aussi que la di�usion num�erique semble plus faible dans la zoneo�u le maillage est �n. On a repr�esent�e sur la Figure 5 la solution obtenue �a t = 0:1 pour un maillage sedepla�
ant uniform�ement vers la droite �a la vitesse du 
ho
. On voit que la solution obtenue est tr�es peudi�us�ee, puisque le 
ho
 doit être stationnaire dans 
e r�ef�erentiel. On souhaite obtenir 
e même genred'am�elioration pour des solutions quel
onques de l'�equation de Burgers.17
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Fig. 5 { impli
ite.4 S
h�ema �a topologie non 
onstanteJusqu'�a pr�esent, le d�epla
ement du maillage �etait 
onsid�er�e 
omme une donn�ee. Nous aimerions par lasuite qu'il se d�epla
e et s'adapte de mani�ere automatique. Dans 
ette perspe
tive d'auto-adaptation, nousnous int�eressons i
i �a des modi�
ations de la topologie. L'ajout de points 
orrespond �a une volont�e deraÆner lo
alement le maillage. La suppression permet, elle, de r�eduire le nombre de points inutiles. Pour
ha
une des situations, nous adaptons les s
h�emas �etudi�es pr�e
�edemment et examinons leurs propri�et�es.
18



4.1 Addition de pointsPour simpli�er notre �etude, nous nous situons dans le 
adre pr�e
is de la Figure 6, o�u M nouveauxvolumes �nis [�xj� 12 ;�xj+ 12 ℄ pour j = 1; : : : ;M , sont 
r�e�es �a partir du point x 12 , interfa
e entre les deux
ellules [x� 12 ;x 12 ℄ et [x 12 ;x 32 ℄.
xx xx

x x x x

x1/2 3/2 5/2−1/2−3/2

n

n n n n n

n+1 n+1 n+1 n+1
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_
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Fig. 6 { Addition de points dans le maillage.Introduisons quelques notations. Posons �!j+ 12 = (�xj+ 12 � xn12 )=�tn; ��xj = �xj+ 12 � �xj� 12 pour 8 j =1; : : : ;M , et notons �uj l'approximation de u sur [�xj� 12 ;�xj+ 12 ℄ pour j = 1; : : : ;M . D'autre part, noussupposons que �! 12 � �! 32 � : : : � �!M+ 12 et 8i; �xn+1i > 0. Nous avons les �egalit�es suivantes :8>>>>>><>>>>>>: ��xj = �tn h�!j+ 12 � �!j� 12 i 8j = 1 �a M;�xn+1i = �xni +�tn h!i+ 12 � !i� 12 i i =2 f0;1g�xn+10 = �xn0 +�tn h�! 12 � !� 12 i�xn+11 = �xn1 +�tn h! 32 � �!M+ 12 i : (35)L'adaptation du s
h�ema 
onservatif (13)-(14)-(17) au maillage �a topologie non 
onstante est en
ore uns
h�ema 
onservatif de la forme :�xn+1i un+1i ��xni uni�tn + �(un+�ii ;un+�i+1i+1 ;!i+ 12 )� �(un+�i�1i�1 ;un+�ii ;!i� 12 ) = 0; i =2 f0;1g (36a)�xn+10 un+10 ��xn0 un0�tn + �(un+�00 ;un+�11 ;�! 12 )� �(un+��1�1 ;un+�00 ;!� 12 ) = 0; (36b)�xn+11 un+11 ��xn1 un1�tn + �(un+�11 ;un+�22 ;! 32 )� �(un+�00 ;un+�11 ;�!M+ 12 ) = 0; (36
)��xj �uj�tn + �(un+�00 ;un+�11 ;�!j+ 12 )� �(un+�00 ;un+�11 ;�!j� 12 ) 8j = 1; : : : ;M; (36d)Comme dans la se
tion pr�e
�edente, nous voudrions savoir sous quelles 
onditions le s
h�ema (36) muni du
ux de Godunov v�eri�e le prin
ipe du maximum, est TVD, et
... Sur l'exemple de l'�equation d'adve
tion,nous formulons 
es 
onditions. Pour l'�equation de Burgers, nous nous 
ontentons de pr�esenter le s
h�emaimpli
ite lin�earis�e 
orrespondant �a (36).
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4.1.1 �Equation d'adve
tionNous rappelons que pour l'�equation d'adve
tion, la fon
tion de 
ux num�erique de Godunov estdonn�ee par �Godunov(uG;uD;!) = (
� !)+uG + (
� !)�uD.Th�eor�eme 4 Sous les 
onditions8>>><>>>: (1��0)�tn�xn+10 h(
� !� 12 )+ � (
� �! 12 )�i � 1;(1��1)�tn�xn+11 h(
� �!M+ 12 )+ � (
� ! 32 )�i � 1;(1��i)�tn�xn+1i h(
� !i� 12 )+ � (
� !i+ 12 )�i � 1; 8i =2 f0;1g; (37)le s
h�ema en maillage mobile ave
 ajout de points (36)-(16)-(17) v�eri�e le prin
ipe dumaximum.D�emonstration : nous voulons montrer queminfuni ; i 2 Zg � min�fun+1i ; i 2 ZgSf�uj ; 1 � j �Mg	 ;max�fun+1i ; i 2 ZgSf�uj ; 1 � j �Mg	 � minfuni ; i 2 Zg:Par un raisonnement analogue �a 
elui de la d�emonstration du Th�eor�eme 1, nous arrivons �a montrer que,sous les trois 
onditions donn�ees dans le th�eor�eme,mini2Zuni � mini2Zun+�ii � maxi2Z un+�ii � maxi2Z uni :Il nous reste �a montrer que mini2Zuni � min1�j�M �uj � max1�j�M �uj � maxi2Z uni :Or 8j = 1; : : : ;M; nous avons�uj = h(
� �!j� 12 )+ � (
� �!j+ 12 )+iun+�00 + h(
� �!j� 12 )� � (
� �!j+ 12 )�iun+�11(
� �!j� 12 )� (
� �!j+ 12 )Comme �!j� 12 < �!j+ 12 (et 
omme les fon
tions x! x+ et x! x� sont 
roissantes), on a�uj = �un+�00 + �un+�11�+ � ; ave
 �+ � > 0; � � 0; � � 0;
e qui entrâ�ne mini2f0;1g un+�ii � �uj � maxi2f0;1g un+�ii , et permet de 
on
lure.Th�eor�eme 5 Sous les 
onditions8>><>>: (i) 8i 6= 0; �tn h(
� !i+ 12 )+ (1��i+1)�xn+1i � (
� !i+ 12 )� (1��i)�xn+1i i � 1;(ii) ��tn(
� �! 12 )� (1��0)�xn+10 � 1;(iii) �tn(
� �!M+ 12 )+ (1��1)�xn+11 � 1; (38)le s
h�ema en maillage mobile ave
 ajout de points (36)-(16)-(17) est TVD.D�emonstration : nous voulons montrer que TV (un+1) � TV (un). Cal
ulons TV (un+1) :TV (un+1) = i=+1Xi=�1 j un+1i+1 � un+1i j= i=�1Xi=�1 j un+1i+1 � un+1i j + j un+10 � �u1 j + M�1Xj=1 j �uj+1 � �uj j+ j un+11 � �uM j + i=+1Xi=1 j un+1i+1 � un+1i j20



D'apr�es la d�emonstration du th�eor�eme 21 et sous l'hypoth�ese (i), nous avonsi=�2Xi=�1 jun+1i+1 � un+1i j �i=�2Xi=�1"1� (1� �i+1)�tn�xn+1i+1 (
� !i+ 12 )+ + (1� �i)�tn�xn+1i (
� !i+ 12 )�#jun+�i+1i+1 � un+�ii j+ i=�1Xi=�1 (1� �i)�tn�xn+1i h�(
� !i+ 12 )�i j un+�i+1i+1 � un+�ii j+ i=�3Xi=�1 (1� �i+1)�tn�xn+1i+1 (
� !i+ 12 )+ j un+�i+1i+1 � un+�ii j :Nous d�eduisons de 
ette in�egalit�ei=�2Xi=�1 jun+1i+1 � un+1i j �i=�3Xi=�1 j un+�i+1i+1 � un+�ii j + 1� (1� ��1)�tn�xn+1�1 (
� !� 32 )+! j un+��1�1 � un+��2�2 j+ (1���1)�tn�xn+1�1 h�(
� !� 12 )�i j un+�00 � un+��1�1 j :Nous montrons de même quei=+1Xi=2 jun+1i+1 � un+1i j �i=+1Xi=3 j un+�i+1i+1 � un+�ii j +�1 + (1� �2)�tn�xn+12 (
� ! 52 )�� j un+�33 � un+�22 j+ (1��2)�tn�xn+12 (
� ! 32 )+ j un+�22 � un+�11 j :Nous avons aussiPM�1j=1 j�uj+1 � �uj jjun+�00 � un+�11 j = M�1Xj=1 ����� (
� �!j+ 12 )� � (
� �!j+ 32 )�(
� �!j+ 12 )� (
� �!j+ 32 ) � (
� �!j� 12 )� � (
� �!j+ 12 )�(
� �!j� 12 )� (
� �!j+ 12 ) �����:Tous les termes de la somme de droite �etant positifs, nous obtenonsPM�1j=1 j�uj+1 � �uj jun+�00 � un+�11 j = (
� �!M� 12 )� � (
� �!M+ 12 )�(
� �!M� 12 )� (
� �!M+ 12 ) � (
� �! 12 )� � (
� �! 32 )�(
� �! 12 )� (
� �! 32 ) :L'hypoth�ese (i) pour i = �1 et i = 1 implique les in�egalit�es suivantes :jun+10 � un+1�1 j � �1� (1��0)�tn�xn+10 (
� !� 12 )+ (1���1)�tn�xn+1�1 (
� !� 12 )�� jun+�00 � un+��1�1 j� (1��0)�tn�xn+10 (
� �! 12 )� j un+�00 � un+�11 j+ (1���1)�tn�xn+1�1 (
� !� 32 )+ j un+��1�1 � un+��2�2 j ;jun+12 � un+11 j � �1� (1��2)�tn�xn+12 (
� ! 32 )+ (1��1)�tn�xn+11 (
� ! 32 )�� j un+�22 � un+�11 j+ (1��1)�tn�xn+11 (
� �!M+ 12 )+ j un+�00 � un+�11 j� (1��2)�tn�xn+12 (
� ! 52 )� j un+�22 � un+�33 j :21



En�n, nous avons aussi :jun+10 � �u1j � ��� (1��0)�tn�xn+10 (
� �! 12 )� + �tn��x1 �(
� �! 12 )� � (
� �! 32 )������jun+�00 � un+�11 j+ (1��0)�tn�xn+10 (
� !� 12 )+jun+�00 � un+��1�1 jjun+11 � �uM j � ��� (1��1)�tn�xn+11 (
� �!M+ 12 )+ � �tn��xM �(
� �!M� 12 )+ � (
� �!M+ 12 )+�����jun+�00 � un+�11 j � (1��1)�tn�xn+11 (
� ! 32 )�jun+�11 � un+�22 j:En faisant la somme de tous les termes, nous trouvonsTV (un+1) � i=+1Xi=�1 ���un+�i+1i+1 � un+�ii ���+ ���un+�00 � un+�11 ���Xave
 X = jAj �A+ jBj �BA = (1��0)�tn�xn+10 (
� �! 12 ) + �tn��x1 �(
� �! 12 )� � (
� �! 32 )��B = �tn��xM �(
� �!M� 12 )+ � (
� �!M+ 12 )+�� (1��1)�tn�xn+11 (
� �!M+ 12 ):Des hypoth�eses (ii) et (iii) nous d�eduisons que A � 0 et B � 0. Nous trouvons don
TV (un+1) � i=+1Xi=�1 ���un+�i+1i+1 � un+�ii ��� :Il nous reste �a montrer TV (un) � i=+1Xi=�1 ���un+�i+1i+1 � un+�ii ��� : (39)Nous avons TV (un) = i=+1Xi=�1 juni � uni�1j= i=�2Xi=�1 j uni+1 � uni j + i=+1Xi=2 j uni+1 � uni j+ j un0 � un�1 j + j un1 � un0 j + j un2 � un1 j :Des expressions des uni en fon
tion des un+�ii pour tout i, nous d�eduisons les majorations suivantes :juni+1 � uni j � h1 + �i+1�tn�xni+1 (
� !i+ 12 )+ � �i�tn�xni (
� !i+ 12 )�i jun+�i+1i+1 � un+�ii j� �i�tn�xni (
� !i� 12 )+jun+�ii � un+�i�1i�1 j+ �i+1�tn�xni+1 (
� !i+ 32 )�jun+�i+2i+2 � un+�i+1i+1 j; 8i =2 f�1;0;1g;jun2 � un1 j � h1 + �2�tn�xn2 (
� ! 32 )+ � �1�tn�xn1 (
� ! 32 )�i jun+�22 � un+�11 j� �1�tn�xn1 (
� �!M+ 12 )+jun+�11 � un+�00 j+ �2�tn�xn2 (
� ! 52 )�jun+�33 � un+�22 jjun0 � un�1j � h1 + �0�tn�xn0 (
� !� 12 )+ � ��1�tn�xn�1 (
� !� 12 )�i jun+�00 � un+��1�1 j� ��1�tn�xn�1 (
� !� 32 )+jun+��1�1 � un+��2�2 j+ �0�tn�xn0 (
� �! 12 )�jun+�11 � un+�00 jjun1 � un0 j � h1 + �1�tn�xn1 (
� �!M+ 12 )+ � �0�tn�xn0 (
� �! 12 )�i jun+�11 � un+�00 j� �0�tn�xn0 (
� !� 12 )+jun+�00 � un+��1�1 j+ �1�tn�xn1 (
� ! 32 )�jun+�22 � un+�11 j22



En additionnant toutes 
es in�egalit�es, nous trouvons (39), 
e qui 
on
lue la d�emonstration.Remarque 8 Sous les 
onditions (38), le s
h�ema de Godunov en maillage mobile �a topologie non
onstante est TVD et v�eri�e le prin
ipe du maximum.Comme pour la Remarque 4, il suÆt de d�emontrer que (38))(37). Cette d�emonstration est tout-�a-faitsimilaire et est laiss�ee au le
teur.4.1.2 �Equation de BurgersNous nous 
ontentons i
i d'�e
rire le s
h�ema impli
ite lin�earis�e 
orrespondant �a (36) sur l'exemple del'�equation de Burgers, qui 
onsiste �a 
onsid�erer les it�erations de la forme :�xn+1i un+1i ��xni uni�tn + F(un+�ii ;un+�i+1i+1 ;!i+ 12 )�F(un+�i�1i�1 ;un+�ii ;!i� 12 ) = 0; 8i =2 f0;1g;�xn+10 un+10 ��xn0 un0�tn + F(un+�00 ;un+�11 ;�! 12 )�F(un+��1�1 ;un+�00 ;!� 12 ) = 0;�xn+11 un+11 ��xn1 un1�tn + F(un+�11 ;un+�22 ;! 32 )�F(un+�00 ;un+�11 ;�!M+ 12 ) = 0;��xj �uj�tn + �(un+�00 ;un+�11 ;�!j+ 12 )� �(un+�00 ;un+�11 ;�!j� 12 ) 8j = 1; : : : ;M;ave
 F(un+�ii ;un+�i+1i+1 ;!i+ 12 ) = �(uni ;uni+1;!i+ 12 ) +  0u(uni ;uni+1;!i+ 12 )(un+�ii � uni )+  0v(uni ;uni+1;!i+ 12 )(un+�i+1i+1 � uni+1);o�u � est la fon
tion de 
ux num�erique de Godunov (12) et la fon
tion  est la fon
tion de 
ux num�eriquesoit de Engquist-Osher (30), soit de Roe 
orrig�ee (32).4.1.3 R�esultats num�eriquesOn a repr�esent�e sur la Figure 7 les solutions obtenues pour l'�equation d'adve
tion ave
 
 = 0:2,pour une donn�ee initiale de type front en x = 0, pour le s
h�ema lo
alement impli
ite, ave
 un maillageuniforme �xe et ave
 une addition de 5 points �a des vitesses pro
hes de 
. On voit que l'addition depoints se passe sans probl�eme. Les di��eren
es de di�usion num�erique apparaissent 
lairement : une plusgrande di�usion derri�ere la dis
ontinuit�e (o�u la maillage est de plus �xe) et une bien plus faible di�usiondevant la dis
ontinuit�e (o�u la vitesse des mailles est pro
he de 
).4.2 Soustra
tion de pointsNous nous situons dans le 
adre de la Figure 8 : les points-interfa
es xn� 12 et xn12 se rejoignent �al'instant tn+1 pour n'en former qu'un seul, 
e qui implique la suppression de la 
ellule C0 = [xn� 12 ;xn12 ℄.Le s
h�ema (13)-(14) nous donne une 
ontrainte forte sur les vitesses des points 
onvergents, �a savoir!� 12 � ! 12 = �xn0 =�tn > 0. Nous 
onsid�erons le s
h�ema suivant pour un pas de temps :�xn+1i un+1i ��xni uni�tn + �(un+�ii ;un+�i+1i+1 ;!i+ 12 )� �(un+�i�1i�1 ;un+�ii ;!i� 12 ) = 0; 8i =2 f�1;0;1g (40a)�xn+1�1 un+1�1 ��xn�1un�1�tn + �(un+��1�1 ;u�0;!� 12 )� �(un+��2�2 ;un+��1�1 ;!� 32 ) = 0; (40b)�xn+11 un+11 ��xn1 un1�tn + �(un+�11 ;un+�22 ;! 32 )� �(u�0;un+�11 ;! 12 ) = 0; (40
)ave
 �i 2 [0;1℄, �xn+�ii et un+�ii d�e�nis par (17) pour i 6= 0, et on d�e�nit en outre �xn+10 = 0 (
e quiimplique les 
onventions naturelles �xn+�00 = (1� �0)�xn0 et un+�00 = un0 ) et u�0 est 
hoisi tel que��xn0un0�tn + �(u�0;un+�11 ;! 12 )� �(un+��1�1 ;u�0;!� 12 ) = 0;23
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Fig. 8 { Suppression d'un point du maillage.
e qui implique que la valeur �
tive u�0 peut être interpr�et�ee 
omme une valeur de un+10 et que le s
h�emagarde sa forme g�en�erale, y 
ompris pour la 
ellule qui disparâ�t au 
ours du pas de temps. Commedans la sous-se
tion 
on
ernant l'addition de points, nous dis
utons des propri�et�es de 
e s
h�ema munidu 
ux num�erique de Godunov sur l'�equation d'adve
tion et pr�esentons le s
h�ema impli
ite lin�earis�e
orrespondant pour l'�equation de Burgers.4.2.1 �Equation d'adve
tionTh�eor�eme 6 Sous la 
ondition8i 6= 0; h(
� !i� 12 )+ � (
� !i+ 12 )�i (1� �i)�tn�xn+1i � 1; (41)le s
h�ema en maillage mobile ave
 soustra
tion de point (40)-(16)-(17) v�eri�e le prin
ipedu maximum.
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D�emonstration: pour i � �2 et i � 2, nous retrouvons (19). De plus, nous avons aussi8>>>>>><>>>>>>: un+1�1 = un+��1�1 + (1���1)�tn�xn+1�1 h(
� !� 12 )� �un+��1�1 � u�0�+(
� !� 32 )+ �un+��2�2 � un+��1�1 �i ;un�1 = un+��1�1 � ��1�tn�xn�1 h(
� !� 12 )� �un+��1�1 � u�0�+(
� !� 32 )+ �un+��2�2 � un+��1�1 �i ; (42)8>>>>>><>>>>>>: un+11 = un+�11 + (1��1)�tn�xn+11 h(
� ! 32 )� �un+�11 � un+�22 �+(
� ! 12 )+ �u�0 � un+�11 �i ;un1 = un+�11 � �1�tn�xn1 h(
� ! 32 )� �un+�11 � un+�22 �+(
� ! 12 )+ �u�0 � un+�11 �i : (43)Comme dans la d�emonstration du Th�eor�eme 1, nous montrons simplement que, sous la 
ondition (41)pour i � �2 et i � 2, nous avons :mini 6=0 un+�ii � mini 6=�1;1un+1i � maxi 6=�1;1un+1i � maxi 6=0 un+�ii :Sous la même hypoth�ese pour i = �1 et i = 1, nous obtenons :mini 6=0 �un+�ii ;u�0� � un+1�1 ;un+11 � maxi 6=0 �un+�ii ;u�0� :En r�esum�e, nous avons(41) ) �mini 6=0 �un+�ii ;u�0� � mini 6=0 un+1i � maxi 6=0 un+1i � maxi 6=0 �un+�ii ;u�0�� :En outre, !� 12 > ! 12 . Nous distinguons alors trois 
as possibles pour u�0 :� 
 � ! 12 ) u�0 = (! 12�
)un+�11 +(!� 12�! 12 )un0!� 12�
 ) u�0 2 �un0 ;un+�11 � ;� 
 � !� 12 ) u�0 = (
�!� 12 )un+��1�1 +(!� 12�! 12 )un0
�! 12 ) u�0 2 �un0 ;un+��1�1 � ;� ! 12 � 
 � !� 12 ) u�0 = un0 :Dans tous les 
as : min�un0 ;un+��1�1 ;un+�11 � � u�0 � max�un0 ;un+��1�1 ;un+�11 �. Don
(41) ) �mini un+�ii � mini 6=0 un+1i � maxi 6=0 un+1i � maxi un+�ii � :D'autre part, 
onsid�erons i l'indi
e qui minimise un+�ii .{ Si i 6= �1;0;1 alors uni � un+�ii . Don
 uni � mini un+�ii et mini uni � mini un+�ii ;{ Si i = �1 alors un+��2�2 � un+��1�1 et u�0 � un+��1�1 . Don
 un�1 � un+��1�1 = mini un+�ii ;{ Si i = 1 alors un+�22 � un+�11 et u�0 � un+�11 . Don
 un1 � un+�11 = mini un+�ii ;{ Si i = 0 alors mini uni � un0 = mini un+�ii .Dans tous les 
as, mini uni � mini un+�ii . Par un raisonnement analogue, nous trouvons maxi uni �mini un+�ii . Finalement, nous d�eduisons des in�egalit�es 
i-dessusmini uni � mini 6=0 un+1i � maxi 6=0 un+1i � maxi uni ;25




e qui termine la d�emonstration.Th�eor�eme 7 Sous les 
onditions8>><>>: (i) 8i =2 f0;� 1g 1� 1��i+1�xn+1i+1 �tn(
� !i+ 12 )+ + 1��i�xn+1i �tn(
� !i+ 12 )� � 0;(ii) 1� 1��1�xn+11 �tn(
� ! 12 )+ � 0;(iii) 1 + 1���1�xn+1�1 �tn(
� !� 12 )� � 0; (44)le s
h�ema en maillage mobile ave
 soustra
tion de point (40)-(16)-(17) est TVD.D�emonstration : en utilisant les �egalit�es (19) pour i =2 f�1;0;1g et (42)-(43), et en appliquant le mêmeraisonnement que pour la d�emonstration du Th�eor�eme 2, nous obtenonsTV (un+1) � �2Xi=�1++1Xi=1!�����1� (1� �i+1)�tn�xn+1i+1 (
� !i+ 12 )++(1� �i)�tn�xn+1i (
� !i+ 12 )������ ���un+�i+1i+1 � un+�ii ���+ �3Xi=�1++1Xi=1! � (1� �i+1)�tn�xn+1i+1 (
� !i+ 32 )�!���un+�i+2i+2 � un+�i+1i+1 ���+ �2Xi=�1++1Xi=2! (1� �i)�tn�xn+1i (
� !i� 12 )+ ���un+�ii � un+�i�1i�1 ���+�� (1���1)�tn�xn+1�1 (
� !� 12 )�� ���u�0 � un+��1�1 ���+ (1��1)�tn�xn+11 (
� ! 12 )+ ���un+�11 � u�0���+ ����un+�11 � un+��1�1 � (1��1)�tn�xn+11 (
� ! 12 )+(un+�11 � u�0)+ (1���1)�tn�xn+1�1 (
� !� 12 )�(u�0 � un+��1�1 )����+�� (1��1)�tn�xn+11 (
� ! 32 )�� ���un+�22 � un+�11 ���+ (1���1)�tn�xn+1�1 + (
� !� 32 )+ ���un+��1�1 � un+��2�2 ��� :Grâ
e �a l'hypoth�ese (i), nous d�eduisons:TV (un+1) �  �2Xi=�1++1Xi=1!���un+�i+1i+1 � un+�ii ���+�� (1���1)�tn�xn+1�1 (
� !� 12 )�� ���u�0 � un+��1�1 ���+ (1��1)�tn�xn+11 (
� ! 12 )+ ���un+�11 � u�0���+ ����un+�11 � un+��1�1 � (1��1)�tn�xn+11 (
� ! 12 )+(un+�11 � u�0)+ (1���1)�tn�xn+1�1 (
� !� 12 )�(u�0 � un+��1�1 )����De plus, en remarquant que un+�11 � un+��1�1 = un+�11 � u�0 + u�0 � un+��1�1 et en utilisant les 
onditionssuivantes (ii) et (iii), nous trouvons :TV (un+1) �  �2Xi=�1++1Xi=1!���un+�i+1i+1 � un+�ii ���+ ���un+�11 � u�0���+ ���u�0 � un+��1�1 ��� :Similairement, en utilisant les di��erentes valeurs de uni donn�ees en (19) pour i =2 f�1;0;1g et en (42)-(43),
26



nous trouvons :TV (un) � �1Xi=�1++1Xi=2!���un+�ii � un+�i�1i�1 ���+��1�tn�xn�1 (
� !� 32 )+ ���un+��1�1 � un+��2�2 ���� �1�tn�xn1 (
� ! 32 )� ���un+�22 � un+�11 ���+��1�tn�xn�1 (
� !� 12 )� ���u�0 � un+��1�1 ���� �1�tn�xn1 (
� ! 12 )+ ���un+�11 � u�0���+ �����un+�11 � un0�� �1�tn�xn1 h�(
� ! 32 )� �un+�22 � un+�11 �+ (
� ! 12 )+ �u�0 � un+�11 �i����+ ����un0 � un+��1�1 + ��1�tn�xn�1 h�(
� !� 12 )�(u�0 � un+��1�1 ) + (
� ! 32 )+(un+��2�2 � un+��1�1 )i���� :Par 
ons�equent,TV (un) �  �2Xi=�1++1Xi=1!���un+�i+1i+1 � un+�ii ���+ ���un0 � un+��1�1 ���+ ���un+�11 � un0 ��� :Pour 
on
lure la d�emonstration, il nous suÆt don
 de prouver que���un+�11 � u�0���+ ���u�0 � un+��1�1 ��� � ���un0 � un+��1�1 ���+ ���un+�11 � un0 ��� : (45)Comme dans la preuve du th�eor�eme pr�e
�edent, nous distinguons trois 
as :{ si ! 12 � 
 � !� 12 , nous avons u�0 = un0 . L'in�egalit�e (45) est don
 v�eri��ee.{ si 
 < ! 12 alors u�0 2 �un0 ;un+�11 �. Ainsi, ���un+�11 � un0 ��� = ���un+�11 � u�0��� + ju�0 � un0 j. Comme���un0 � un+��1�1 ��� � ���u�0 � un+��1�1 ���� ju�0 � un0 j, on a (45).{ si 
 > !� 12 , alors u�0 2 �un0 ;un+��1�1 �. On montre 
omme 
i-dessus que (45) est en
ore vraie.Remarque 9 Sous la 
ondition (44), le s
h�ema en maillage mobile ave
 soustra
tion de point (40)-(16)-(17) v�eri�e le prin
ipe du maximum et est TVD.Comme pour les Remarques 4 et 8, il suÆt de d�emontrer que (44))(41). Cette d�emonstration esttout-�a-fait similaire et est laiss�ee au le
teur.4.2.2 �Equation de BurgersNous nous 
ontentons i
i d'�e
rire le s
h�ema impli
ite lin�earis�e 
orrespondant �a (40) sur l'exemple del'�equation de Burgers, qui 
onsiste �a 
onsid�erer les it�erations de la forme :8>>>>><>>>>>: �xn+1i un+1i ��xni uni�tn +F(un+�ii ;un+�i+1i+1 ;!i+ 12 )�F(un+�i�1i�1 ;un+�ii ;!i� 12 ) = 0; 8i =2f�1;0;1g;�xn+1�1 un+1�1 ��xn�1un�1�tn + F(un+��1�1 ;u�0;!� 12 )�F(un+��2�2 ;un+��1�1 ;!� 32 ) = 0;�xn+11 un+11 ��xn1 un1�tn + F(un+�11 ;un+�22 ;! 32 )�F(u�0;un+�11 ;! 12 ) = 0;ave
 u�0 tel que � �xn0 un0�tn + F(u�0;un+�11 ;! 12 )�F(un+��1�1 ;u�0;!� 12 ) = 0:On utilise les lin�earisation suivantes :8>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>:
F(un+�ii ;un+�i+1i+1 ;!i+ 12 ) = �(uni ;uni+1;!i+ 12 )+  0u(uni ;uni+1;!i+ 12 )(un+�ii � uni )+  0v(uni ;uni+1;!i+ 12 )(un+�i+1i+1 � uni+1); 8i =2 f�1;0gF(un+��1�1 ;u�0;!� 12 ) = �(un�1;un0 ;!� 12 ) +  0u(un�1;un0 ;!� 12 )(un+��1�1 � un�1)+  0v(un�1;un0 ;!� 12 )(u�0 � un0 );F(u�0;un+�11 ;! 12 ) = �(un0 ;un1 ;! 12 ) +  0u(un0 ;un1 ;! 12 )(u�0 � un0 )+  0v(un0 ;un1 ;! 12 )(un+�11 � un1 );27



o�u � est la fon
tion de 
ux num�erique de Godunov (12) et la fon
tion  est la fon
tion de 
ux num�eriquesoit de Engquist-Osher (30), soit de Roe 
orrig�ee (32).5 Con
lusionDans 
e rapport, nous avons pr�esent�e une m�ethode de volumes �nis fond�ee sur des maillages variables,
'est-�a-dire mobiles �a topologie non 
onstante (nous avons 
onsid�er�e des additions et soustra
tions depoints). Dans le but d'adapter 
ette m�ethode num�erique �a des maillages lo
alement raÆn�es et adapt�es,nous avons introduit un s
h�ema en temps mixte expli
ite/impli
ite, qui, tout en �etant seulement lo
ale-ment impli
ite, 
onserve les propri�et�es attendues des m�ethodes plus 
lassiques en volumes �nis : prin
ipedu maximum v�eri��e, 
ara
t�ere TVD et stabilit�e. Nous avons pr�esent�es quelques r�esultats num�eriques�el�ementaires et limit�es, puisque nous ne disposons pas en
ore d'une gestion automatique des ajouts etsuppressions de points.Il nous reste �a poursuivre l'impl�ementation de 
es m�ethodes d'abord en une dimension d'espa
e.Nous devrons les int�egrer dans un 
ode de volumes �nis o�u le maillage s'adapte automatiquement etsimplement. On pourrait envisager de faire disparâ�tre et apparâ�tre des points en fon
tion du gradientlo
al, ou des 
rit�eres 
ouramment utilis�es en adaptation de maillage. Ainsi, une premi�ere �etape 
onsisteraen l'obtention d'un 
ode en maillages variables en une dimension d'espa
e pour les �equations d'adve
tionet de Burgers. Par la suite, 
es id�ees seront �etendues aux dimensions sup�erieures.R�ef�eren
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