Méthodes de volumes finis en maillages variables pour des
équations hyperboliques en une dimension
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Abstract

Le but de ce travail est de présenter des méthodes numériques utilisant des volumes finis sur des
maillages variables (mobiles et potentiellement auto-adaptatifs) pour la résolution d’équations hyper-
boliques linéaires ou non-linéaires en une dimension d’espace. La difficulté pour les maillages raffinés
provient du fait que nous devons utiliser un schéma implicite en temps pour des raisons de stabilité.
Nous regardons ici un schéma implicite localement. Parallelement, nous modifions les schémas envisagés
afin de les écrire en maillages mobiles a topologie non constante.

Finite volume methods on moving grid for one-dimensional scalar
hyperbolic equations

Résumé

We present in this report finite volume methods based on variable grids (moving and possibly self-
adaptive) for the transient solution of hyperbolic linear or non-linear equations in one space dimension.
The stability limitation on the time step linked with adapted meshes is overcome with the use of a

possibly locally implicit scheme. At the same time, we modify the finite volume schemes to cope with
variable mesh topology.
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Introduction

L’objet de ce rapport est de présenter une méthode numérique conservative formulée en volumes
finis, inspirée de la méthode de Godunov [10] et utilisant un maillage variable (mobile et & topologie
éventuellement variable) pour la résolution d’équations hyperboliques en une dimension d’espace. Nous
nous intéressons plus particulierement & ’advection linéaire et a l’équation de Burgers, non linéaire.

Les problemes concrets en Mécanique des Fluides demandent souvent un maillage tres raffiné dans
certaines zones. Par exemple, on devra probablement raffiner le maillage pres des discontinuités pour
le calcul de solutions stationnaires [5], ou prés des couches limites et dans les zones importantes de
Pécoulement (tourbillons, recirculations, décrochements, rattachements) pour des écoulements insta-
tionnaires [3]. Dans certains cas, on se retrouve alors avec des portions de l'espace ot le maillage devrait
étre raffiné, trés importantes. Ceci peut alors entrainer un coit de calcul prohibitif. Pour des cas ou
ces zones sont instationnaires, on pourrait penser a adapter le maillage de maniére instationnaire au
cours du calcul. Il faut alors faire bouger le maillage de maniere "adéquate” et résoudre dans le méme
temps les équations initiales en maillages mobiles. Cette deuxieme partie, qui demande la reformulation
de I’équation de départ, est peu difficile pour des méthodes en volumes finis conservatives [9, 13].

On peut se demander ici quelle nouvelle approche pourrait fournir un gain par rapport aux méthodes
déja existantes d’adaptation de maillage. Fondamentalement, "'adaptation de maillage est performante,
méme si elle est souvent fondée sur des remaillages intermédiaires avec extrapolation non conservative.
Cependant, pour des problemes ou le mouvement de maillage est une nécessité — par exemple, la simu-
lation numérique d’écoulements en domaine déformable — il serait évidemment judicieux de profiter du
mouvement du maillage pour ’adapter. On peut noter que jusqu’a maintenant, la littérature sur la simu-
lation numérique des interactions fluide-structure s’appuie tres majoritairement sur des maillages mobiles
a topologie constante [1, 11, 6, 4], trés minoritairement sur de ’adaptation de maillage éventuellement
dynamique [12, 2], en tout cas pas sur des méthodes en maillages variables comme nous en présentons
ici.

Le but fondamental de ce travail est donc 1’étude et I'implémentation de méthodes numériques
utilisant des maillages mobiles et auto-adaptatifs. Dans cette perspective, nous nous intéressons ici
au mouvement, a l’ajout et a la suppression de points du maillage. Nous envisagerons de coupler ces
opérations & des criteres automatiques d’adaptation instationnaire. Nous nous limiterons donc dans ce
rapport a des maillages variables non auto-adaptatifs.

Pour des raisons de simplicité, nous nous plagons dans le cadre restreint des équations hyperboliques
scalaires mono-dimensionnelles. Cependant, nous aurons en permanence le souci de pouvoir étendre
simplement les idées proposées en deux et trois dimensions d’espace. Dans cette démarche générale,
le premier point examiné dans ce rapport concerne les propriétés classiques de stabilité (principe du
maximum, décroissance de la variation totale, stabilité L?) des schémas en volumes finis que ’on cherche
a conserver pour des ajouts/suppressions de points. Le maillage étant amené a étre raffiné localement,
on introduit un schéma en temps spatialement variable et localement implicite.

Ce rapport se présente comme suit. Dans un premier temps, nous adaptons un ensemble de notions
valables pour des schémas numériques en maillage fixe & des schémas en maillages mobiles.

La deuxieme partie est consacrée a ’extension de la méthode de Godunov au maillage mobile ainsi
qu’a la résolution numérique de I’équation d’advection et de Burgers a l'aide de cette derniere. Utilisant
des maillages raffinés, nous sommes rapidement confrontés aux conditions trop restrictives de stabilité.
Afin de les éviter, nous considérons un schéma (localement) implicite en temps, dont 1’étude fait I’objet
de la troisieme partie.

Dans la derniere partie, nous nous intéressons aux schémas envisagés écrits en maillages mobiles a
topologie non constante.
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1 Généralités sur les schémas numériques

Dans cette section, nous situons le cadre de notre étude. Nous nous intéressons aux équations hy-
perboliques en une dimension d’espace, linéaires ou non.

1.1 Equations hyperboliques

Pour une fonction scalaire u(x,t) en une dimension, un probleme de Cauchy pour une équation
hyperbolique sous forme conservative s’écrit :

w+ (f(w), =0,
{ u(,0) = w0 (x), (L)

ol f est une fonction de classe C! et les indices x et t représentent des dérivations en espace et en temps.
u® est la donnée initiale.

A priori, la fonction de flux f peut étre quelconque. On se limitera néanmoins aux cas ou cette
fonction est convexe, ce qui simplifie notablement ’expression de la solution exacte des problemes de
Riemann. Nous distinguons entre autres ’équation d’advection :

us + cu, = 0, (2)

ou f(u) = cu est linéaire (¢ € R), et I’équation de Burgers:

2 . z . . ’ . . .
ol f(u) = % est non linéaire et strictement convexe. Ces deux équations reproduisent chacune partielle-
ment les différents aspects des équations régissant la mécanique des fluides compressibles non-visqueux.

1.2 Formulation en volumes finis

Nous décrivons ici le cadre général des méthodes de volumes finis pour la résolution numérique de
I’équation de conservation (1).

Pour résoudre numériquement (1), on adopte un processus itératif temporel, ot I'on cherche & ap-
procher la solution & des instants successifs t. On définit alors le pas de temps éventuellement variable
At? = t"T1 — ", Le principe de base des méthodes de volumes finis, présenté sur la Figure 1, est de
partager & tout instant ¢ le domaine spatial en volumes finis ou cellules (ce principe général est valable
en toute dimension) définies en une dimension d’espace comme suit :

Ci(t) = [ 1 ()i 1 (D)),

dont on notera le point milieu x;(¢). En avangant par pas de temps discrets, on obtient des partitions
successives du domaine spatial en volumes finis définis & 'instant ¢™ suit :
CF = Cit") = ey () 01y, (E)] =[], 2
on notera encore le point milieu = = x;(¢").
Oun s’intéresse alors aux valeurs moyennes de la fonction inconnue dans ces volumes de controle (ce

qui, pour une approche en éléments finis, consisterait & considérer que la solution est constante sur ces
cellules). Sur la Figure 1, on a représenté les éléments supplémentaires suivants :

n+l
- BH_; = Ute[t”";t”"+1]{xi+%(t)} x {t}

ntl
_ Sz 2 = Ute[tn;tn+1] Cz(t) X {t}
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Fi1G. 1 — Principe des formulations en volumes finis.

Plus précisément, les inconnues numériques u]' sont supposées représenter des approximations a
I'instant ¢" de la moyenne de la solution inconnue w sur la cellule C}*, soit

n n
uj ~ —— w(x,t™)dx,
Axi cr
avec, pour tout ¢ et pour tout n, Az} = vl —wl >0
2 2
Posons )
1 xn+1 -z
wn 5 _ =3 =3
-3 At

n l ’ . . . . . IS R4
wijf représente la vitesse moyenne entre les instants " et t"*! du point z, Pour plus de lisibilité,
2

_ 1.
2

ntl ntl
Setw. 2

N n+3
ala place de S; " *, B,

nous nous contentons d’écrire S;, B, _1 et w,_
2 2
Si nous intégrons ’équation de conservation (1) sur chaque volume S;, nous obtenons:

1
2

Green cx cx
0 = fSi(ut+f(u)m)dxdt = fasi(u'"t Pt fu).me™)do
0 = [ontru(zt" Nde — [,, u(z,t")dz
w,_1 1
b Uy |y 00+ flatey 00) = | dr
S
+ fB. N u(xH%(t)?t)i?—f—f(u(xH%(t)?t))% do .
it3 2 1+w? | 2 1+w? |
itz itz
avec -
tlo) =t"+ ——
\/ 1+ wii%
Ainsi, nous obtenons:
0 = [fonrru(z,t™)de — [, u(z,t")dz
41 ’
= [ty (00 + fuley(0,0)] @t (@)

o e gl (0,0 + Fluley (0).0)] dt

1.3 Schémas conservatifs
Nous considérons des schémas dits conservatifs, qui peuvent se mettre sous la forme

ATyt — Azl

Atn

+¢i+%_¢i7% =0, (5)



ou les termes ¢, 1 sont des flux numériques qui approchent l'intégrale des flux au cours du pas de
temps, autrement dit :

tn.+1

Aoy~ [ [ ey (00) + fluerg 0] de

tn

En général, le flux numérique entre S; et Sit1 est donné par ¢;, 1 = ¢(uf,u?+1,wi+%), ou la fonction ¢
est une fonction de flux numérique.

Remarque 1 Ces schémas sont dits comservatifs car, pour N cellules consécutives, la variation de
Uintégrale de w sur les N cellules ne dépend que des flur numériques auzx bords. En effet, nous avons :

Jjo+N Jjot+N
Z Aaz?“u?“ — Z Aziu?
Jj=jo+1 Jj=jo+1
At + ¢]'0+N+% - ¢]'0+% =0.

Remarque 2 On peut remarquer qu’une solution exacte et assez réguliére de (1), qui vérifie aussi (4),
vérifie une sorte de schéma conservatif exact, puisque

n _ n-n
/Cn+1 w(zt™)de = Azlary,

ot ) est la moyenne exacte de w sur C' a l'instant t" et

1

A" ¢emcti+§ :/ |:_wi+%u(xi+%(t)7t) + f(u(xi+%(t)7t)) dt .

tn

1.4 Précision spatiale des schémas numériques

La précision spatiale des schémas en volumes finis est souvent interprétée en termes d’erreur de
troncature (dans une approche vraiment plus proche des différences finies). C’est pourquoi la précision
spatiale en volumes finis non uniformes (et a fortiori mobiles ou variables) est moins couramment
précisée.

Pour un maillage fixe et uniforme, 'approximation numérique fournie par le schéma spatial est
d’autant meilleure que 'erreur de troncature est faible. Celle-ci est donnée par:

. ¢i+% - ¢i—§
= - (f(w). -

T

Définition 1 Le schéma (spatial) est dit consistant si, pour une solution u suffisamment régulicre,
€’ = O(Azx) quand Az — 0 .

Le schéma conservatif (5) sur un maillage five uniforme est consistant si la fonction de fluz numérique
¢ vérifie
o(u,u,0) = f(u) .

De méme, Uapprozimation spatiale est d’ordre p si

€’ = O(Az?) quand Az — 0 .



Pour un maillage mobile dans le cas général, I’erreur de troncature est donnée par:

¢i+% - ¢i—%
Az

T

— (f(u) —wu),

olt Az est une mesure du plus grand volume d’une cellule dans le maillage.

Définition 2 Le schéma (spatial) est dit consistant si, pour une solution u suffisamment régulicre,
€’ = O(Azx) quand Az — 0 .

Le schéma conservatif (5) sur un maillage mobile est consistant si la fonction de flux numérique ¢ vérifie

o(u,u,w) = f(u) — wu .

1.5 Stabilité, principe du maximum, monotonie

Les solutions faibles entropiques bornées de (1) ont de remarquables propriétés [8]:

— aucun maximum ni minimum local n’apparait;

— la valeur d’'un minimum local ne décroit pas, la valeur d’un maximum local ne croit pas;
— la variation totale TV (u(t)) est une fonction décroissante de t, ou

r=+00
TV (u(t)) = / | ualet) | -

=—00

Il est alors intéressant d’examiner si la solution numérique u* obtenue avec le schéma (5) posseédent
les mémes propriétés. Il faut alors traduire sous forme discréte les notions de monotonie proposées ci-
dessus. Harten [7] a introduit la notion de décroissance de la variation totale (Total Variation Diminishing
schemes) suivante :

Définition 3 Un schéma est dit TVD (a4 variation totale décroissante) si et seulement si
TV (u"t) <TV(u™),

ot, TV (u"), la variation totale discréte de u™, est donnée par

1=+ 00

TV(W") = Y |ul—uf |

1=—00
Définition 4 Un schéma est dit vérifier le principe du maximum si et seulement si
‘v’i,Vn,miin (ud) <ul < max (ud) .
Enfin, introduisons un dernier critere classique de stabilité:
Définition 5 En notant u™ = (u?)1<i<y € RN, un schéma numérique u"t' = L(u™) est dit stable
pour la norme || || si et seulement si Vu € RY | || L(u) [|<]|w || -
Nous utiliserons essentiellement les normes suivantes:

1/2

N
la™ llo= YAt uf [P lu" o= sup |u}],
j=1 1<j<N

appelées respectivement normes L? et L>°. Un schéma qui vérifie le principe du maximum nous assure
que les valeurs u}' restent bornées. Le principe du maximum entraine donc une propriété de stabilité de
type L°°. De méme, un schéma conservatif TVD sera également stable en norme L (en effet, on voit
facilement, au moins pour des problemes périodiques, que les valeurs prises par u seront majorées et



minorées par des bornes dépendant de sa moyenne — constante au cours des itérations — de sa variation
totale — majorée par sa valeur initiale — et par le nombre de points).

Dans les sections suivantes, nous étudions ’extension de la méthode de Godunov aux maillages mo-
biles, et nous verrons sous quelles conditions (notamment sur le pas de temps) les schémas explicites
obtenus préservent le principe du maximum, sont TVD et stables au sens de la norme L?. Nous ver-
rons ensuite des schémas implicites en temps, inconditionnellement stables, qui permettent d’éviter la
restriction sur le pas de temps imposée par la limite de stabilité des schémas précédents. Nous finirons
par I’étude de ces schémas écrits en topologie non constante.

2 La méthode de Godunov en maillage mobile

Nous commencons cette section par ’adaptation de la méthode de Godunov [10] au maillage mobile.
Ensuite, nous présentons cette derniere et discutons de ses propriétés pour la résolution numérique de
Péquation d’advection (2) et de I’équation de Burgers (3).

2.1 Principe général

Nous décrivons ici un pas de temps de cette méthode [14].

— on dispose initialement des variables u} données par la méthode des volumes finis; on considere
alors le probleme de Cauchy suivant :

ur + f(u), =0 pour x €R, ¢t > t", (6)
w(z,t™) =ul sizeC,VielZ,

— en chaque interface, on résout un probleme de Riemann local; la donnée initiale de ce probleme

de Riemann est v = u si * <7 , et u =wujy, siz > 27 ,. Notons @(z,t" 1) une solution de
(6) obtenue par juxtaposition des solutions exactes des problemes de Riemann locaux (au moins
pour un pas de temps assez petit pour que ces solutions globales n’interferent pas).

— afin de récupérer une valeur de la fonction sur chaque cellule C{‘H, on calcule la moyenne de u sur

chaque cellule. On pose alors:

1

n+1 ~ n+1

umt = — w(x,t dr .
! Aaj?+1 cntt (@, )

— rappelons ici que des hypotheses fortes sont supposées vérifiées pour les mesures des volumes finis,
ainsi que sur les vitesses de maillage; on suppose que

Vi, Vn, Ax? >0,
Vi, Yo, Azt = Az? + At? (WH—% - wi_l) ; 7

2

la condition Ax?“ imposant (par la deuxiéme équation) une limite conjointe sur le pas de temps

At™ et les vitesses de maillage w; 1 et w; 1 (surtout lorsqu’elles pointent I'une vers I'autre). On

notera ici que la formule donnée ci-dessus pour le calcul de Ax?“ d’une part, est équivalente
en une dimension d’espace au recalcul des volumes finis & partir des positions des interfaces, et,
d’autre part, qu’elle implique qu’un champ constant est conservé. Cette propriété de conservation
géométrique [15] est particulierement importante en plusieurs dimensions d’espace [11, 6].

2.2 Conservativité et Consistance

Lemme 1 Le schéma de Godunov en maillage mobile est conservatif et consistant. Le fluz numérique
entre S; et S;+1 est donné par

¢i+% = ¢(u?7u?+1 7wi+% )7

ot la fonction de fluxz numérique ¢ est donnée par

d(ug,upw) = f(Sr(w;ug,up)) — wSr(w;ug,up), (8)



ot Sr(z/t;ug,up) est la valeur en (x,t) de la solution autosimilaire du probléme de Riemann dont les
€tats a gauche et a droite sont ug et up.

Démonstration: montrons d’abord que le schéma de Godunov en maillage mobile peut se mettre sous la
forme d’un schéma conservatif. Pour ce faire, considérons la donnée initiale v définie par

Ve € R, u(z,t") =u) si x €Cl* .

Intégrons u la solution faible de (1) construite par la méthode de Godunov sur S;. D’aprés (4), nous
avons:

0= fontru(wt")de — [, u(x,t™)dx

et z, 1 (t)—z, 1(t") N N z_a(O—z, 1 (t") N
— Jin [f(SR<%EUi_17Ui —w, 1SR| — U dt

ntl T, l(t)fxi 1(t™) T, l(t)fxi 1(t™)
+ ft,, [f <3R <%7 U?vu?“)) - Wi+%3R (%7 U?au?“)] dt .

Or u?“ est obtenue en faisant la moyenne de u sur C{‘H. Ainsi

W=

/ w(x,t" T de = AxPtul
C;"+1

N

D’autre part, u est constante par morceaux sur chacune des cellules C]* a I'instant ™. Nous avons alors:
/ w(x,t™)dr = Azlul .
CL!l

Enfin, les mouvements des bornes du volume fini considéré sont des mouvements rectilignes au cours du
pas de temps. Ainsi, on a:

z,_1(t)—z,_1(t")
2 2

n.4n+1 —
vVt € [t 7t + ]’ p— = wi7%7
Ii+l(t)7x,j+l(tn)
vt e [thtntt], R — =Wl

Donc les deux dernieres intégrales se simplifient, quand nous remarquons que les solutions des probleémes
de Riemann locaux sont autosimilaires. Le schéma de Godunov peut donc s’écrire sous la forme suivante:

0 = Aa:?“u?“—Aa:?u?

+ A" (¢(u?7u1n+1 ,LUH»% ) - ¢(uln—1 7u?7wi7é )) ’

Nous avons bien démontré que la méthode de Godunov en maillage mobile peut s’écrire comme un
schéma conservatif avec la fonction de flux numérique (8).

La consistance est immédiate puisque Sr(w;u,u) = u pour tout w,u € R, d’ott 'identité de consis-
tance ¢(u,u,w) = f(u) — wu.

Remarque 3 Nous pouvons remarquer que pour w = 0 (maillage fize), nous avons
¢(U’G7UD7O) = f (SR(07UG7U’D)) .

Nous retrouvons donc bien la fonction de flur numérique de la méthode de Godunov en maillage fize.

2.3 Equation d’advection

Nous nous intéressons ici a I’équation d’advection (2). La méthode de Godunov donne la fonction de
flux numérique suivante :

(c—whug siw<c

PGodunov (UG, up,w) = (c—wup siw>c . (9)
0 sSiw=-c¢



La fonction de flux numérique s’écrit également

PGodunov(teupw) = (¢ —w)Tug + (¢ — w) Tup, (10)
(¢ —w)T = max(c — w,0)
avee { (¢ —w)” = min(c — w,0)

Le Lemme 4 de la section suivante nous permettra d’établir que sous la condition

) At™ At™
V’LEZ, W(C—w —W(C—w

71—

)m <1, (11)

W=

le schéma est TVD et préserve le principe du maximum. De plus, le Théoréme 3 nous permettra d’établir
que, sous une condition similaire, toujours de type CFL, le schéma est stable en norme L?. On voit bien
ici que les conditions de stabilité (propriété TVD ou au sens d’une norme) de type CFL vont se montrer
extrémement restrictives sur le pas de temps At™ des que 'on voudra utiliser des maillages raffinés. 11
faudra alors passer & des schémas au moins localement implicites.

2.4 Equation de Burgers

Pour ’équation de Burgers (3), les seules solutions entropiques bornées d’un probléme de Riemann
sont les suivantes:
ua si
up si

< uG+up
CHOC ug >up @ u(zt) = { ?

|88

uwg+up
> 2

ug si % < ug
DETENTE ug <up : u(zit)=4 $ siug<$<up
uUp si % > up

Ainsi, la fonction de flux numérique s’écrit pour la méthode de Godunov:

uf—wug siw<ug <upouug —w > |up — w|
dGodunov (UG tp,w) = ? —wup siug <up <wou jug —w| < —(up —w)
—w; siug <w <up
ou de maniere plus compacte
1 L2 1,
SGodunoy (e sunw) = 5 max ((ug —w)* (up —w) ) = 57 (12)

3 Schéma mixte explicite-implicite

Comme nous ’avons remarqué précédemment, 'utilisation de maillages raffinés impose des restric-
tions trop fortes sur le pas de temps pour des schémas explicites. La sévérité de ces conditions de
type CFL provient des ”plus petites” cellules du maillage. Pour s’affranchir de ces limitations, nous
considérons des schémas qui peuvent se mettre sous la forme suivante :

Aaz?“u?“ — Axlul
N +¢iy1 — i1 =0, (13)

ou les flux numériques sont donnés par
_ n+0;  n+iy1
¢i+% = O(uy ™ gy 7wi+§)~ (14)

Dans I’équation précédente, les variables u?"’oi sont des inconnues dépendant des grandeurs u} et uf“.
Par exemple, pour un maillage fixe (et seulement un maillage fixe), on pourra considérer une dépendance
du type

[maillage fixe] 6; € [0,1] et u!™% = (1 —6)ul + 0ultt, Vie Z. (15)

i



Si (Vi, 8; = 0), nous retrouvons le schéma explicite en temps, qui a fait 'objet de la section précédente.
Dés que (Fi |6; # 0), le schéma est implicite. On voit cependant que, si par exemple un groupe limité
de cellules adjacentes présentent un parametre 6; non nul, le schéma ainsi défini est implicite seulement
localement. Un systéme linéaire (ou non linéaire) de taille limitée devra alors étre résolu.

Dans un premier temps, sur ’exemple de ’équation d’advection (2), nous discutons des propriétés
du schéma mixte explicite-implicite adapté a la méthode de Godunov en maillage mobile. Nous nous
intéresserons ensuite & l’équation de Burgers (3), qui nous amenera & la construction d’un schéma
implicite linéarisé.

3.1 Equation d’advection

3.1.1 Ecriture du schéma

D’apres (10), le flux numérique du schéma mixte pour la méthode de Godunov en maillage mobile
s’écrit de la manieére suivante:

Girr = (c—wip )Tt 4 (e —wip)Tul (16)

Avant d’étudier les propriétés de ce schéma, introduisons quelques notations:
Vi, Azt =(1—0)Az 4+ 6; Az (17a)
Vi, Azl = (1 —0) Azl + 0 Ax T ul T (17D)

On comprend bien ici que cette expression est équivalente & (15) seulement lorsque le maillage n’est pas
mobile. D’une certaine maniere, la pondération par un coefficient ; est transformée en une pondération
par (1 —60;)Ax?)/[(1 — 6;)Ax? + 0;Az?']. Nous déduisons de (13) que

Ax™ iyt = Aghun — A (qs% - ¢i_%) . (18)

3 (3
Effectuons les opérations suivantes :

(1 —6;) x (13) + g; Az T ul
—Hi X (13) + (]. — HZ)AQS?’U,?

Nous obtenons ainsi:

Azl = AgmH (1 g A (%% - %%) :

3

AzPul = APy 4 g A (gz&i R )

=3

En utilisant (7), nous déduisons que

urtl = g (1;;# [(c —wig1)” (u?”f _ u?:loiﬂ)
i
ey () "
W= = SO ey (i)
ey (i -] -
nt-0;

Afin de déterminer u?“, il nous faut connaitre les valeurs u; " ‘. Or, d’apres la deuxieme égalité, nous
constatons que u"t? = (u*%); est solution d’un systéme linéaire Au"t? = u”, dont la matrice A ne
dépend que de grandeurs connues au début du pas de temps. On constate également que le systeme
se réduit en fait aux points ou 6; # 0. Enfin, on observe que la matrice A est a diagonale strictement

dominante. On peut alors utiliser une méthode de relaxation pour inverser le systeme, comme par

10



0 1

exemple la méthode de Jacobi. Une fois u”% connue, on déterminera u™*! en utilisant (19a) ou la

définition de u™*% (17b) pour les points ot #; # 0 seulement.

)

Avant de présenter quelques exemples numériques, nous étudions quelques propriétés de ce schéma,
en particulier le fait qu’il vérifie le principe du maximum, son caractére TVD et sa stabilité (en norme
L?).

Théoréme 1 Sous la condition

(1 - 6,)At"

Vi, Vn, Ax?"’l

[(c - wi_%)+ —(c—wi1)7| <1, (20)

le schéma mixte (13-16-17-7) vérifie le principe du maximum.

Démonstration : nous avons

1 1-0,) A" - 0;
uptt = [1—%((C—WF%)+—(C—%+%) )]“?Jr
1—0;)At™ _ +6; +0,;_
+ % (—(C - Wi+%) U?+1 Tt (e— Wi-%)JrU?—l 1)

Sous la condition (20), nous remarquons que
Vi, ¥n, ul*t' > min u?+9i et uft! < maxu?"'oi.
K3 2
Ainsi
minu™' > minu™t?,
maxu™t! < maxu™t?.

D’autre part, soit ¢ 'indice tel que maxu"t? = U?Hi. En utilisant I’équation (19b) pour cet indice ¢
particulier, nous montrons aisément que uj > max; u“‘gi, ce qui implique max; v’ > max; u?+9i. Par

2

un raisonnement analogue, nous trouvons min; u; < min,; u?”'ﬂ
En résumé, nous avons les inégalités suivantes
minu? < minu?*t < maxu?*t < maxu?
2 2 2 2
qui concluent la démonstration de ce théoreme.
Théoreme 2 Sous la condition
) 1-0; _(1—-0;—
Vi, ¥Yn, At"™|(c— wi7;)+( n-I—ll) (c—w; 1) (77;1) <1, (21)
APV, 4 2 Az

le schéma mixte (13-16-17-7) est TVD.

Démonstration : nous avons successivement, a partir de la forme modifiée (19a), en utilisant des chan-
gements d’indice (vers la gauche et vers la droite) puis en utilisant I’hypothese (21),

=400
+1\ n+1 n+1
TV(u™™) = Z | wi™ —ui)
1=—00
=400
(1 — el)Atn + (1 - eifl)Atn — n+0; n+0;_1
< 1- T (C—wi)T + (e wi )T u T —
= Ax; 2 Az 2
(1—0,_1)At™ 4|, nt0i1 n460;_2
+W(6_wi—%) Uiy T Ug
(1—0;)At" — n+60;41 n+0;
o —(C—Wz‘+%) i+l T

11



1=+ 00
(1 — Oi)At” + (]- - eifl)Atn — n+0; n+6;_1
<> - e e )T e (emw )T -
i=—o0 T Ti—1
(1—6,)At" n+0; nt0i_1
+W(C—Wi_%)+ U; — Uy
(1=0i_1)At" — n+6; n+0;_1
+W _(C_wi—%) u; —U_
1=+00
v 0;_
<3 | = v,

1=—00

D’autre part, en utilisant cette fois la forme modifiée (19b), nous avons

v = 3l |
i=—oo
1=+00
0; At + 0; 1 At" e, o
§ i:Zoo‘1+ AI? (C_wi_%) _Tﬁl(c_wi—%) u, —U;_q
0 1 At" 1o o
B A;?—l (C wi—3)+ u;il t— U;Lf2 ’
0, At™ _ 10 0,
+ Azfﬂ ( _wi+l) ?+1 +r_ U,?+
> TV(u"t?).

Nous avons donc bien démontré que sous la condition (21),
TV (u"t™) <TV(u") .

Remarque 4 Sous la condition (21), le schéma mizte (13-16-17-7) vérifie le principe du mazimum et
est TVD.

Il suffit de démontrer que (21)=-(20). La condition (21) s’écrit aussi:

Attt L
. o—  sic—w;_1 >0,
At"c —w;_ 1| < Aprtl 2 (22)
2 i—1 1
=5y Sic—w;_1< 0.

Sous la condition (21), il suffit d’examiner les valeurs de

(1—6;)At™

T = (c—w;, )t —(c—w;1)”
n+1 1= 1+ 5 ’
Az
suivant les signes de ¢ — wi_petc—w1. On a:
c—w;_1 20 c—w;_1 <0
c—wiy1 >0 | 7= -, 1) <1 T,=0
AT ALy 1-0;)At™
c—wy1 S0 | Ti=(1-6)20 57 <1 | T=-108 (e w,,0) <1

Dans tous les cas, on trouve bien T; < 1, ce qui prouve (20).

Remarque 5 Si60; =0 pour tout i, les deuz conditions (21) et (20) sont équivalentes d la condition de
stabilité sur le schéma explicite (11) de la section précédente. Les problémes de stabilité liés aux mailles
les plus petites pourront bien étre évités en prenant 0; = 1 sur ces cellules.

Théoréme 3 Sous la condition

0, 1)2 02
2AL" ¢ — w; 1‘ a 9,";11) — 21 <1 sic—w;_1<0
: -3 ™ A, | = -3 ="
Vi, Vn, T (f;ﬁ)—; ” Tic1 T (23)
2ALt™ c—wi_%‘ (Ax}’-srl — A;;l) <1 sic—w;_1 >0,

et en supposant que les volumes des cellules sont uniformément minorés au cours des itérations, i.e.
3K | (Vi, Vn, K < Az?), le schéma mixte (13-16-17-7) est stable en norme LZ.

12



Démonstration : on utilise une forme quadratique définie positive de type érgergie comme fonction de
Lyapunov. Plus précisément, on définit une énergie discréte E™ = ). Az'u}", qui est équivalente & la
norme L? sous I’hypothése de minoration uniforme sur les volumes des cellules. Nous allons montrer
que sous la condition (23), AE = E"™! — E™ < 0. Nous en déduirons que (Vn, E™ < E°), donc que
(vn, ||l < v/EO/R).

Nous déduisons de (19a-19b) I’égalité suivante :

AE =%, (Aaft—Acp)upt
F2AE U (e = i) — )

+9i— (91'
+e —wi_ ) (wDy Pt

N2 2 . .
FAr (A2 - ) [(e —wi) (@it i)

. 12
He—wog e =t

3

) — (¢ — wi+%)). Or, nous avons

2 2 . 2
S lle—wip) = —wpp]ut™ = Sle—w @t - wt )
7 7
2 R 2
= D (emw )Tt —ut )

P

|
ol

— (pH0ig® 0:*
—f—(c—wH%) (u?+1l+1 —u?+ ).

2 0i—1? ; 0i_
Donc AE = Z At”(c—wif%)"' (—u?”l — w2 1)
i
i+1

2 ((1-0;)° 07 4, i n+0;
+ Atn (Amzl+1 - Az:l +(C - wl—%) (uifl - u’i )

_ nt+0;41° n+6;2 n+0;, nt0it1
+ At (c —wj;y 1) (“ Fug T = 2u T

2
+9i— i
e —woy) @ )|

2
n+0; n460;_1
(“i — U

2 ((1-6;)° 0? — om0 n+0;
+At" (( ) _Az'ln) [(C_WH-%) (ui+ ~Uip )

AZ;LJrl
e —w_ ) (uf T —uptt

et AE :Z —At"

C — wl_%

2

1l suit de cette égalité que

c—w;_

2
n+0; n+0;_1
U; — U

AE< Y -At

1
2

i
2 ((1-9,)2 0% _2 0; +0i
+ 2At" (( - AI?) [(C —wiy1) (uf ™" — )

Az Tl
42/ ntbi1 n+60;\2
Fle—wim)™ (w27 —ui™)
Sous la condition (23), nous avons AE < 0, ce qui conclue la démonstration.

3.1.2 Résultats numériques

Dans cette section, nous présentons quelques résultats numériques élémentaires. Nous cherchons
ici & montrer que le schéma localement implicite présenté fonctionne correctement. Par exemple, sur
I’équation d’advection avec ¢ = 1, on a convecté un front de type Heavyside situé en x = -1 at =0
jusqu’a t = 2. La maillage est extrémement raffiné autour du point x = 0, et on a représenté la taille
de maille en fonction de z sur la Figure 2. Le pas de temps est fixé de telle sorte que 20% des cellules
(celles dont les tailles sont les plus petites) sont traitées avec 6; = 1, tandis que les autres sont avancées

13



T
Taille de maille —+—

01 W

0.01 f

0.001
-3 -2 -1 0 1 2 3

F1a. 2 — Taille locale de maille.

en temps avec un schéma explicite. Pour les cellules les plus petites, on a pris un nombre de Courant
localement égal & 30. On voit sur la Figure 3 que le schéma obtenu est effectivement TVD. Néanmoins,
les discontinuités de traitement (on passe brutalement de 6; = 0 & 6, = 1) provoque des discontinuités
de diffusion numérique et d’allure de la solution.

maille;ge fixe
0.8
0.6
0.4
0.2
0
3 -2 -1 0 1 2 3

Fia. 3 — Solutions a t =1 et t = 2 en maillage fize du schéma localement implicite.
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3.2 Equation de Burgers
3.2.1 Schéma implicite linéarisé

Si nous appliquons le schéma (13)-(14) muni de la fonction de flux numérique de Godunov (12) a
I’équation de Burgers, nous sommes confrontés a la résolution d’un systéme non linéaire. Afin de revenir

a un systeme linéaire, nous cherchons & construire un schéma implicite linéarisé. Pour ce faire, nous

- ; 0
remplagons dans (13) le flux numérique ¢;, 1 = P(ul v ,uf_:rl +17wi+é) par

Y™ — )

¢i+% = ¢(“?7U?+1vwi+%) + &, (uf udy g wip
+ ¢2} (ulnvuv.n+17wi+

1

3
+0;

é)(u?+1 - “?+1)7

ou ¢! (u,vw) et ¢! (u,v,w) désignent respectivement les dérivées par rapport a u et v de ¢(u,v,w) (ou
des approximations de ces dérivées). Nous obtenons les itérations en temps suivantes:

ArfHuf™ = Aaful + At (¢(u?_17u?,wi7%)—¢(u?,u?+1,wi+%)

7
+6;_
+ Q%L(u?fl?uzn?wif%)(u?—ll f - uznfl)

0;
(o i) = Gl wip )| (=)

+6;
- ¢;(u?,u?+1,wi+%)(u?+1 - “?+1))

Cette équation peut également se mettre sous une forme proche de (19b):

(24)

ol

0; 0iAt"™
fu/:" = ’U,?+ B Ax?’ (¢(u?_17u?7wi7 ) - ¢(u?7u?+17wi+%)
n+0;_1

+ ¢Iu (u?—lvu?vwif% )(ru’zfl - U’?—l)

o g) = Ol i) (@ =) (25)
+0;

_¢;(u?7u?+17wi+%)(u?+l - “?+1)

Jui ")

Posons &; = u"t' — u?. En utilisant Didentité Az?T% (u?T% —u?) = ; Az?* (u?! — u?), on montre

P

que le vecteur 6 = (4;); est solution du systéme linéaire suivant :

+(wi7% — u)H

ol

Azl — A ( & (un gl w; 1) Azt LS

- ¢;(u?,u?+1,wi+%)9i+1Axﬁ'116i+1

(o wisy) = Bty i )] 0:0078) = b,
o b, = (Az]} — Agg?+1)u? + A" (qﬁ(ul{l,u?,wi_%) — qﬁ(u?,u;ﬁrl,wi_l_%))

1
2

(26)

On s’interroge encore sur la convergence d’une méthode de relaxation comme la méthode de Jacobi pour
la résolution du systeme linéaire obtenu. Curieusement, si l'on utilise un critere classique de dominance
diagonale par ligne, la condition obtenue est inexploitable. Rappelons les deux lemmes suivants, le
premier étant un résultat tres classique et le second étant moins connu.
Lemme 2 Soit A = ((ai5)),<; j<n une matrice réelle a diagonale strictement dominante par lignes,
c’est-a-dire telle que

Vi=1,...,N, |CL”| >Z|aij|. (27)

j#i

Soit D la diagonale de A. Alors une méthode de Jacobi converge pour la Tésolution d’un systéme linéaire
de type Az = b, i.e. le rayon spectral de la matrice 1 — D™LA est strictement inférieur a 1.
Démonstration : une itération de Jacobi s’écrit Dzt + (A — D)x* = b, soit en fonction de I'erreur
ek = gk — A=, F1 = —D7Y(A — D)eF, ce qui explique I'équivalence entre la convergence de la
méthode de Jacobi et I'inéquation sur le rayon spectral de la matrice I — D™'A. Or on a:

. 1 < . 1
Vi, = = S ayel, doi Vil = oo S oyl
Yo vl

15



On en déduit alors

Clans
max |ef T < M max |e}|, avec M = maxw <
' ’ : |l

ce qui prouve que la méthode de Jacobi converge.

Lemme 3 Soit A = ((aij))1<ij<N une matrice réelle a diagonale strictement dominante par colonnes,
c¢’est-a-dire telle que T
Vi=1,.. N, laji| > lail. (28)
1#]
Soit D la diagonale de A. Alors une méthode de Jacobi converge pour la résolution d’un systéme linéaire
de type Az = b, i.e. le rayon spectral de la matrice I — D™'A est strictement inférieur a 1.

Démonstration : la matrice A¢, transposée de A, est & diagonale strictement dominante par lignes. Le
lemme précédent montre que p(I — Dt A?) < 1. Comme le rayon spectral d’une matrice est égal & celui
de sa transposée, on a aussi p(I — AD™1) < 1, puisque D est diagonale.

Une itération de Jacobi pour la résolution d’un systeme Ax = b s’écrit comme précédemment en
fonction de 'erreur ¢*+! = —D~1(A — D)e*. Considérons la nouvelle variable u* = DeF. On a p**! =
—(A-=D)D'pF = (I - AD"1)p*. Comme p(I — AD!) < 1, la méthode de Jacobi converge.

Comme on I’a vu plus haut, c’est ce dernier lemme qui est facilement exploitable pour trouver une
condition suffisante de convergence de la méthode de Jacobi pour le systéme (26). On trouve en effet
que la méthode de Jacobi converge si, Vt,

N CACT R O B A () |
> ot + o wiy)|)

Nous reviendrons sur cette condition. On peut noter des maintenant que cette condition est auto-
matiquement vérifiée si on a de maniére générale ¢! (u,v,w) > 0 et ¢! (u,v,w) < 0, ce qui est la cas pour
Péquation d’advection. De toute facon, avant d’appliquer le schéma (24), il faut s’assurer que la fonction
de flux numérique choisie est dérivable, ce qui n’est pas le cas du flux de Godunov (12). Une idée est
d’approcher la dérivée de ces flux par la dérivée d’autres flux cette fois dérivables. Afin d’y parvenir,
nous adaptons ici les schémas de Engquist-Osher et de Roe [16] aux maillages mobiles.

(29)

¢2¢ (u?—l 7“? Wi 1 )

3.2.2 Schéma mixte Godunov-Engquist-Osher

La méthode de Godunov consiste a prendre comme fonction de flux numérique

¢G0dunov(uG7uD7w) = f(SR(w; quuD)) - wSR(‘”? quuD)

ot Sp(w;ug,up) est la valeur en z/t = w de la solution exacte du probléme de Riemann dont les états
a gauche et a droite sont ug et up. La méthode de Engquist-Osher consiste a choisir comme fonction
de flux numérique

oro(ug,upw) = f(w(w;ug,up)) — ww(w;ue,up)

ol w(w;ug,up) est une approximation de la solution exacte Sg(w;ug,up) du probléme de Riemann
donnée par
ug St w < ug
w(wyugup) =< w st min(ug,up) < w < max(ug,up)
up Stw>Up

11 est facile de vérifier que

Pro(ugupw) =
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Nous déduisons de cette expression que 0;;& = (ug — w)T, %‘iEI;) = (up — w)~. La fonction de flux

numérique de Engquist-Osher est donc dérivable. Nous proposons donc le schéma (13) avec comme flux
numérique

) 0;
$i+1 = dGodunov (47 uﬁ_l,wi 1)+ 2R (urul w; )(UZLJr —u})
o +6;
+ 45];3}0 (u u7.+17 )( :L+1 " ui+1)~

Remarque 6 Comme on a 80(’5—'30 >0 et 80(’5—'30 <0, la condition (29) est automatiquement vérifiée et la
uG up

méthode de Jacobi converge.

(31)

3.2.3 Schéma mixte Godunov-Roe
La méthode de Roe consiste a prendre comme fonction de flux numérique
or(ugupw) = f(w(w;ugup)) —ww(w;ug,up),
ol w(w;ug,up) est la solution exacte du probleme de Riemann approché linéarisé
U + g(uG,uD) Uy = 0,

avec A (ug,up) une jacobienne approchée vérifiant A (ug,up).(up —ug) = f(up) — f(ug). Pour
I'équation de Burgers (3), on a A (ug,up) = (u¢ + up)/2 := up. Ainsi, nous obtenons

) _J oug siw < un,
w(wsug,up) = up St w > Uy

La fonction de flux numérique s’écrit alors

2 — | w <
ug; wug stw < uy, (32)
D

1
on(ug,upw) = { ; 2 —wup stw>uy.
ou encore
or(ug,up,w) = % (%(UG —w)?
+ glup —w)?) - g [egee —w|(up —ue) — 5
Il apparait clairement que cette fonction de flux numérique n’est pas dérivable. Comme pour les schémas

en maillage fixe, nous avons alors recours a la fonction de flux numérique de Roe corrigée

Or(ugupw) = 3 (3(uc - w)’ . (33)
+ 3(up —w)?) = 3 [*FH2 —w| (up —ug) - %
avec
2] |x| si|z| > €,
e = E” si |z <e.
Nous counsidérerons alors le schéma (13) avec comme flux numérique
¢y, 0;
Pit1 = OGodunov (Ui Uit1wir 1) + Fb (Ul udw; )(“;H_ —uf) 34
0¢c n+9L+1 ( )
+ = e (uf! Uy 1w i+l)( 41T U).
Remarque 7 Comme les inégalités 5 ‘%J >0 et ng < 0 ne sont pas nécessairement vErifiées, on me

peut conclure de maniéere générale sur la convergence de la méthode de Jacobi.

3.2.4 Résultats numériques

Dans cette section, nous présentons quelques résultats numériques toujours élémentaires. Pour I’équa-
tion de Burgers, nous montrons le bon comportement de notre schéma localement implicite (avec
itérations de Jacobi pour la résolution du systéme linéaire) sur le cas d’un choc (uy, = 1, uq = 0)
et pour le maillage de la Figure 2 supposé fixe. On voit sur le résultat présenté en Figure 4 que le
schéma est effectivement TVD. On note aussi que la diffusion numérique semble plus faible dans la zone
ol le maillage est fin. On a représenté sur la Figure 5 la solution obtenue & ¢ = 0.1 pour un maillage se
deplacant uniformément vers la droite & la vitesse du choc. On voit que la solution obtenue est trés peu
diffusée, puisque le choc doit étre stationnaire dans ce référentiel. On souhaite obtenir ce méme genre
d’amélioration pour des solutions quelconques de ’équation de Burgers.
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IBurgers: w:(').O —

0.4

I |
\
\

0.2

-2 -1.5 -1 -0.5 0 0.5 1 15 2

F1G. 4 — maille.

T T
Burgers: w=0.5 ——

0.8

0.6

0.4

0.2

-2 -1.5 -1 -0.5 0 0.5 1 15 2

FiG. 5 — implicite.

4 Schéma a topologie non constante

Jusqu’a présent, le déplacement du maillage était considéré comme une donnée. Nous aimerions par la
suite qu’il se déplace et s’adapte de maniere automatique. Dans cette perspective d’auto-adaptation, nous
nous intéressons ici a des modifications de la topologie. L’ajout de points correspond a une volonté de
raffiner localement le maillage. La suppression permet, elle, de réduire le nombre de points inutiles. Pour
chacune des situations, nous adaptons les schémas étudiés précédemment et examinons leurs propriétés.
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4.1 Addition de points

Pour simplifier notre étude, nous nous situons dans le cadre précis de la Figure 6, ou M nouveaux
volumes finis [Z,_1,Z,. 1] pour j = 1,...,M, sont créés a partir du point 1, interface entre les deux
Ji—3 7+ 3 ) ) ) 57
cellules [z_1,x1] et [z1,x2].
2 2 2 2

n+l n+l - - = = n+l n+l
X 312 Xogp o Xy Xgip o Xm-12 Xm+12 X312 Xs2  net
t

n n n n n
X 312 X 112 X112 X312 X512

Fia. 6 — Addition de points dans le maillage.

Introduisons quelques notations. Posons @jpL = (jj+% - x%‘)/At", Az = Tjp1 — T, L pour Vj=
1,...,M, et notons @; l'approximation de w sur [Z; 1,7, 1] pour j = 1,...,M. D’autre part, nous
supposons que @1 < w3 < ... <y 1 et Vi, Ax?“ > 0. Nous avons les égalités suivantes:

M
wl

Az; = A [@j+% —a)j_l] Vi=1aM,

APt = Al + A [wi+l - wi,;] i¢{0,1} (35)
2 2 . 35

Angrl = Azxj + A" [u_)% — u)f%:|

Ax?‘l'l = Az} + A" [w% —(DM+%]

L’adaptation du schéma conservatif (13)-(14)-(17) au maillage & topologie non constante est encore un
schéma conservatif de la forme:

ST g 0 ) g ) =0, 01) (360)
Al A a0 0y) — (T g  w_y) = 0, (36b)
Am;l+1uvllA+;_Az;uvf N ¢(u§‘+91 ,ung M%) _ ¢(u3+00 ,u?+917@M+%) =0, (36¢)
SR oyt i) — o T T e Vi =1, M, (36d)

Comme dans la section précédente, nous voudrions savoir sous quelles conditions le schéma (36) muni du
flux de Godunov vérifie le principe du maximum, est TVD, etc... Sur ’exemple de I’équation d’advection,
nous formulons ces conditions. Pour ’équation de Burgers, nous nous contentons de présenter le schéma
implicite linéarisé correspondant & (36).
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4.1.1 Equation d’advection

Nous rappelons que pour I’équation d’advection, la fonction de flux numérique de Godunov est
donnée par ¢ qunoy (v upw) = (¢ —w)tug + (¢ —w) up.

Théoréme 4 Sous les conditions

% (c—w,;)*—(c—a);)*] <1,

Zo 2 3

% [(C_ Oups)t - (C—wg)*] <1 (37)
—0;)At" B )

v [(c=wi)t = (e—wiyy) | <1 vig{o1},

le schéma en maillage mobile avec ajout de points (36)-(16)-(17) vérifie le principe du
maximuim.

Démonstration : nous voulons montrer que

min{u?, i € Z} < min {{u!*", i€ Z} Hau;, 1 <j< M}},
max {{u!"", i € Z} Ja;, 1 <j< M}} < min{u?, i€ Z}.

Par un raisonnement analogue a celui de la démonstration du Théoreme 1, nous arrivons & montrer que,
sous les trois conditions données dans le théoreme,

minu” < min % < maxu;““e" < maxu.

i€z i€z ¢ i€Z i€Z

Il nous reste a montrer que

minu? < min 4; < max @; < maxu; .
€L 1<5<M 1<G<M i€l

OrVvy=1,...,M, nous avons

)" —(c— @j+%)

(=@ )t = (=@t ug™ + [(c -,

ol
~— | I~

(c—wjf%) (c—@;,

Comme ©;_1 < @;,1 (et comme les fonctions z — % et © — 2~ sont croissantes), on a

au6l+90 +ﬁu?+91
u; =
a+f

, aveca+3>0,a>0,8>0,

ce qui entraine min;efo,1} u?+9i < u; < max;e{o,1} u?"’ai, et permet de conclure.

Théoréme 5 Sous les conditions

() Vi£0, A [(c—w%ﬁw —(e—wyy) S <,

AalHT Aot S
(ii) —At(e—oy) R <, (38)
“ 0
s +(1-0)
(idi) At"(c wM+%) Aot <1,

le schéma en maillage mobile avec ajout de points (36)-(16)-(17) est TVD.
Démonstration : nous voulons montrer que TV (u"tt) < TV (u™). Calculons TV (u™t1):

1=+ 00
TV = 3 -t
17=—00
i=—1 M-—1
= Z |y =™+ Jug T - |+ Z | Wjp1 — Uj
1=—00 Jj=1
1=+00
+ et —an |+ Y e et
=1

20



D’apres la démonstration du théoréme 21 et sous I’hypothese (i), nous avons

i=—2
Z “?:11 - u?+1| <
1=—00
1=—2
(1 61+1)Atn + (1 — Ql)At” _ n+0; +6;
Z l—-— F—(c—w; + ——(c—w; 1 w, T — T
1_00[ Ax?jll ( z+§) Ax?“ ( z+§) | it1 i
1=—1
— +0; +0;
+ Z Ar n+1 _(C_Wi+%) ] |“?+1 =T
17=—00
1=—3
—bir1)At" +0; +0;
+ Z A;”+1 (c _Wi+%)+ | “?+1 IR
i=—00 i+1

Nous déduisons de cette inégalité

1=—2

n+1 n+1
Z luiy —uf™ ] <
'L*—OO
1==3
ntliy1 n+0 At . + nt0_1 _ nt0_s
rz_:oo | i) | + (1 Ax”“ (c—w_g)" | [ulj u_y
(1—0_1)At" - n+00 n+9 1
+ AIT_"+1 e wo % o |

Nous montrons de méme que

1=+ 00
Z |U?++11 - “?+1| <
-:i:+oo n
> e -t (1 B e ) ) T -
1=3 332 ;

1—02)At™ 6 6
"‘( Amg)+1 (C_"‘)%)Jr | u;H_ : —u?+ t.

Nous avons aussi

M—-1,_ _
Ej:l |Uji1 — @

M—-1

il _ Z (C—G)j+%)_—(6—®]+%)_ B (c—G)jf%)_ —(c—®]+%)_
|ug+90_u;1+91| = (c—®j+%)—(6—@j+%) (C—@j,%)_(c_@]+%)

Tous les termes de la somme de droite étant positifs, nous obtenons

Y e — ] (e—@y_ 1) = (e—@yy1)” (o=@ (e —@g)”
ugtlo — a0 (e—wyo1) — (e —@yy1) (c—w1)—(c—wg)

L’hypothese (i) pour ¢ =

—1 et ¢ = 1 implique les inégalités suivantes:

g™ - < (1 - SRR (- e TR (c—wé)_> jupt® — "
1—00)At" — 6 0
—UEA (c— @) |ugt™ - o

0
1—-0_1)At
+%(C — W

?

_ n 1—01) A"
72’L+1 ’LL?+1| < 1— (1—02)At (c—w )_|_( 1)

TQ“ 3 T{‘“(C - W%)_) | “;+02 - u?+91
N TG wM+%>+ o g |
(1A927L)+A1t ( (,Uo — | un+00 _ ,u/g,+93 | )
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Enfin, nous avons aussi:

Wit —ay| < ‘%(c_al) + 4z ((c—@%) —(c—@3) )‘
Xfug T — uf T+ SR (e - wog) Flug T -l
it =] < [UREAT = mui )t — A ((e—@uoy)t — (= @uiy)T)|
xlug 0 — a0 = BTET (e — wg) Tl — g,

En faisant la somme de tous les termes, nous trouvons

1=4+00
0; ;
TV(un+1) < Z :‘jl +1 —u?+9' + un+00 u?+91 X
1=—00

avec X =|A|—-A+|B| -
A= OB 5y 82 (e 2y)" — (e~ 5y)")
. _ —0,)At" -
B = AA;M ((C—wa%)+ - (C—wMJr%)-I—) N %(C_MMJF%)'

Des hypotheses (ii) et (iii) nous déduisons que A > 0 et B > 0. Nous trouvons donc

W=

1=+ 00
n+1 n+0;41 n+0;
TV(u") < E ,[uin -
i=—00
Il nous reste a montrer
1=+ 00
n n+0;41 n+0;
TV (u™) > E i)y —ul
1=—00
Nous avons
1=+00
— n n
TV(u™) = E lui —wi'y
1=—00
i=—2 i=+oo
_ n n n n
= E |uiyy —ui | + E | ufyy —uf |
i=—o0 i=2

+ lug —uly | + o —ug | + |ug =g |

Des expressions des u}' en fonction des u””l pour tout ¢, nous déduisons les majorations suivantes:

i At™ CAET _ +0; 0;
ure —w?l 2 (1 SR e wip)t = SR (e —wp )| i
_6;At"

Ax" (C_Wi—— +|Un+9' - ;L+10L i

01 —,,nt0: +0;
+ A7 - (C_Wi+§ |“?+2 - ;L+1 T Vi g {-1,0,1},

SAL n B . ,
uy —uf| > 1+9“AA73£L (c—w%)+_01AAZ1} (c—ws) ]|u;+2_ u o |
_ alAg; (C — (DM+%)+|“;L+01 _ u61+00| + GQAAxZ (C _ %)_|’U,n+93 _ u;+02

u[’r)L _uri1| > |:1 + o At™ (c—w 1)-I— 1At (c—w 1)—] |ug+90 _ n+0 1|

Az R Ax"‘l 5 —1
_0_1At"( ) | n+9 1 n+9,2|
Az?, -2
+AE o) g
uy —ug| = [1 + glAAzfl (c—@pyr)t = ooAAfo" (c— @l)_] Juitot — gt
2 0 2
GuAéfl (c—w_ 1)"’|u”‘"90 —uﬁie’ﬂ
FUEE (e = wy)fupt? — gt
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En additionnant toutes ces inégalités, nous trouvons (39), ce qui conclue la démonstration.

Remarque 8 Sous les conditions (38), le schéma de Godunov en maillage mobile & topologie non
constante est TVD et vérifie le principe du mazimum.

Comme pour la Remarque 4, il suffit de démontrer que (38)=-(37). Cette démonstration est tout-a-fait
similaire et est laissée au lecteur.

4.1.2 Equation de Burgers

Nous nous contentons ici d’écrire le schéma implicite linéarisé correspondant & (36) sur 'exemple de
I’équation de Burgers, qui consiste & considérer les itérations de la forme:

nt+l ntl_A_n, mn ; . .
AR P P ) = F T ) =0, Vi o),

At i—1
Azgtlugt —Acfug n+0g , n+6; nt0-1  nt6p _
At® + ‘7-(“0 yUp ) %) - .7:(’LL 1 YU 7(“)7%) = 07

AcyTrattt—Acpul n+01 oz
NG + Fuy ™ uy T,

w ) - _7:(’LL6L+907U§L+61,G)M+%) =0,

e

AZ 0 01 — 0 01 ;
mart + o(up it ) ) — oy T Wt e,y ) Vi =1, M,

Atn Y ]—%

9,1 +0i 0
avec 7(“?+ 7“?4»1 +17wi+%) ¢(u uz+17 '-|- ) + 1/);(11’?7“?4»17 + )( n+ U;L)
+0;
+ Py (uludy g w i+%)( :L+1 i —uihq),

ot ¢ est la fonction de flux numérique de Godunov (12) et la fonction % est la fonction de flux numérique
soit de Engquist-Osher (30), soit de Roe corrigée (32).

4.1.3 Résultats numériques

On a représenté sur la Figure 7 les solutions obtenues pour ’équation d’advection avec ¢ = 0.2,
pour une donnée initiale de type front en & = 0, pour le schéma localement implicite, avec un maillage
uniforme fixe et avec une addition de 5 points & des vitesses proches de ¢. On voit que ’addition de
points se passe sans probleme. Les différences de diffusion numérique apparaissent clairement : une plus
grande diffusion derriere la discontinuité (ou la maillage est de plus fixe) et une bien plus faible diffusion
devant la discontinuité (ol la vitesse des mailles est proche de c).

4.2 Soustraction de points

Nous nous situons dans le cadre de la Figure 8: les points-interfaces z™ 1 et 331 se rejoignent a
Iinstant ¢**! pour n’en former qu’un seul, ce qui implique la suppression de la cellule Co = [z™,,x}].
2 2

Le schéma (13)-(14) nous donne une contrainte forte sur les vitesses des points convergents, & savoir

wo1—wi= Az /At™ > 0. Nous considérons le schéma suivant pour un pas de temps:
Az tlyn Tl A g 0, +0 +0,_ 0; .
— ulAt" i + ¢( i ::—1 l+17wi+%) - ¢(u?—1l lvu?+ 5wi7%) = 07 Vi ¢ {_17071} (40&)
A" Tl T1I_A
T_7 u_lAt"‘ alyuly +¢( n+0 1 US,W,%) ¢(unJZrG ,u:Hl»Gfl,W,%) =0, (40b)
n+l n+4l n.n
Bo Mo BN 4 g(up T up 0 ws ) — g(ugup T ws ) =0, (40c)

avec 0; € [0,1], Azt et w!T% définis par (17) pour i # 0, et on définit en outre Azj™ =0 (ce qui

implique les conventions naturelles Azl % = (1 — 6)Azg et ul ™% = uf) et uj est choisi tel que
Azgug n+0 +0—
- A[jfno +¢( 07u1+ 17“)%) _¢(U’r—bl 17“87("}—%) =0,
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1 e Rk
maillage fixe —+—
addition de points ---x---
0.8 ,
0.6 ;
0.4
0.2 f
0 ;K
-3 -2 -1 0 1 2 3
Fic. 7 -
n+l n+l n+tl _ p+l n+l n+l
X 512 X_312 Xo12 = Ap X312 Xsgp2
t
n n n n n n
X g2 X_3p2 X 112 X112 X312 X512

Fia. 8 — Suppression d’un point du maillage.

ce qui implique que la valeur fictive u; peut étre interprétée comme une valeur de uw™t et que le schéma
garde sa forme générale, y compris pour la cellule qui disparait au cours du pas de temps. Comme
dans la sous-section concernant 1’addition de points, nous discutons des propriétés de ce schéma muni
du flux numérique de Godunov sur I’équation d’advection et présentons le schéma implicite linéarisé

correspondant pour ’équation de Burgers

4.2.1 Equation d’advection

Théoréme 6 Sous la condition
Vi #0,

le schéma en maillage mobile avec soustraction de point (40)-(16)-(17) vérifie le principe

(1 - 6;) At 1)

<1
Artt 7

(C_WF%)Jr_(C_WHé) >

du maximum.
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Démonstration: pour @ < —2 et ¢ > 2, nous retrouvons (19). De plus, nous avons aussi

( 1 n+9, 1—0_1)At"™ — n+0_
u Tt = 1+7( nlJ)rl (c—wf%) " — g
0, 0.
+(e—w_s)t (w502 =10
5 2 1 ’ (42)
n _ n460_1 _1A¢t _ n460_1 *
uy o= ol - R [emwo )T (ul T g
+0_ 1o
| Hemw g (o5 - 1),
( n
nt+l n+60 (1—-61)At — n+0 n+0;
uiT = ur T+ RnET |(emwg) T (e g
+(c—wi)T (uf u?”l)], "
n _ n+01 _ 01 A" ( _ )7 n+601 _  n+t62 ( )
up = uy T |(c—ws uy uh
+(c—wi)t (uo u”"’al)]
\ 2

Comme dans la démonstration du Théoréme 1, nous montrons simplement que, sous la condition (41)
pour ¢ < —2 et ¢ > 2, nous avons:

min uf"’ < min ul‘" < max u”"’ < maxu; ntoi,
i#0 i#—1,1 i#—1,1 i#£0
Sous la méme hypothese pour ¢ = —1 et ¢ = 1, nous obtenons:

min ( i ) <" uttt < max (u?"’oi,ué) .
120 1#0

En résumé, nous avons

(41) = <m1n (u nl ) < minu?*t < maxut! < max (u"+9 ué)) .
#0 i£0 1#£0 1#£0

En outre, w_1 > w1

1 . Nous distinguons alors trois cas possibles pour u :

n+6
(wg—e)up T (w_1 —wy)uy
* > -3 2 * n+01
ocgw% = Uy = PR :>u06(u0,u1 ),
* (e—w_ 1)"7l+971+(“’—% %)u ® n+0_,
ocwa% = up = o :>u0€(uo,u1 ),
ewir<c<w_1 =uj=uy.
2 2
. 0_ . 0
Dans tous les cas: min (w077~ w?T%) < u < max (u?u"T’" w7t ). Donc
0-°%—1 Uy — %0 = 0,%—1 Uy
(41) = rmn ut < min !t < max !t < max ul o
i#0 1#£0
D’autre part, considérons i 'indice qui minimise ufﬂ'g'j
- Sidi# —1,0,1 alors u* < u? . Donc u? < min; u”"’ et min; u? < min; u?"’ai;
. 0_s 0 0 0_ . .
~ Sidi=—lalorsu"3""* >u"T%" et uf >u"T’"*. Donc u?, < un+ b = min; ul 7
— Sii=1alors uf ™% >t et uy > ult?. Donc uf < uPt? = min; Y,

— Si¢ =0 alors min; v < uj = min; u”"’a .

Dans tous les cas, min; u? < min; u”+ . Par un raisonnement analogue, nous trouvons max; ul >
min; ui ‘. Finalement, nous déduisons des inégalités ci-dessus
mlnu < minu?t! < maxu!T! < maxul,
i#0 i#0 i
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ce qui termine la démonstration.

Théoreme 7 Sous les conditions
(i) Vig{o,—1} 1—- %:;At“(c— wir )T+ A A e —wi )T 20,
(41) 1- = ,?;1 At (e —wi)* >0, (44)
(iii) 1 + At e —w_y)T 20,

o=

le schéma en maillage mobile avec soustraction de point (40)-(16)-(17) est TVD.

Démonstration : en utilisant les égalités (19) pour ¢ ¢ {—1,0,1} et (42)-(43), et en appliquant le méme
raisonnement que pour la démonstration du Théoréme 2, nous obtenons

TV(u”+1) <
—2
(Zz_:oo-i-;) ( %(c—w#%)) u?:29i+2 _u?:10i+1
(i +Z> Ao n+1 (C—wi,%)*' u;’b+01 _u?jlo,:_l
i=—oo =2
- <_%(c_w—%)_> up —uy’ +%(c—w%)+ u T — g

gt BRI e - w) (] — )+ BRI e - wmy) T (ug — )

_ (1791)Atn _ — n+60- _ n+0y
"‘( Aoi T (c w%) Uy ; Uy |
1—0_1)At™ +6_ +0_
+(A7n14).1+(6—W_§)+ uil 1—UZ2 1.
T 3

Gréce a ’hypothese (i), nous déduisons:

—2 +oo
TV (u"th) < ( Z +Z> u

n+60;41 n+0;
i+1 U

i=—oo  i=1
(1—9_1)At" _ % n+9 1 (1 Gl)At + n+01 *
+<—W(C—w—;) Ug — U +ﬁ(0—w%) U
nt0;  mA0_1  (1—01)At" o (1-0_1)AtY - n+0_1
+|u U_q W(C_w%) (ug™™ = )+W(C—w7%) (ug 1Y)
0 o - s
De plus, en remarquant que u] "% — ulﬁ V=0 s 4wl — uni ! et en utilisant les conditions

suivantes (ii) et (4i7), nous trouvons:

—2 +oo
TV (u™th) < ( Z +Z> u

Similairement, en utilisant les différentes valeurs de u? données en (19) pouri ¢ {—1,0,1} et en (42)-(43),

n+01 * * n460_1
Uy — U |+ Uy — U_y .

n+60;41 n+0;
TS
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nous trouvons:

TV (u™) >
—1 + oo
n+0; n460;_1
> 5
oA N
1At 0_ 0_ 1At" _
(e —wog) Ut — T = S (e —wg) [up - gt
x_l 2 .’171 2
0_1At" . 0 01 At™
0 oy i | - B e i
X 1 2 .’171 2

s =]

Par conséquent,

-2

V™) > | > + Z

1=—00 =

n n+0_1

n+96+1 n+0;
s Uy —U_

n+601 n
Uit1 + + ug — Uy

Pour conclure la démonstration, il nous suffit donc de prouver que

n+6; n+0_1 n+6_1
‘ul Uy —u_y < lug —u_;

n+0;y n
+ ‘ul — Uy

B
_uo

Comme dans la preuve du théoreme précédent, nous distinguons trois cas:
- siwy <c<w_1, nous avons u; = ug. L'inégalité (45) est donc vérifice.

5 — uf]- Comme

_ n+01 *
= ‘Ul — Up

~sic < wy alors ug € (ug ,u{”“el). Ainsi, ‘u?”l —up}

TL+9 1

uy —u_q — |ug — ug], on a (45).

o_
> ‘uo — 0

. n+6_ . .
—sic>w_1,alors ug € (uo AU 1). On montre comme ci-dessus que (45) est encore vraie.

Remarque 9 Sous la condition (44), le schéma en maillage mobile avec soustraction de point (40)-
(16)-(17) vérifie le principe du mazimum et est TVD.

Comme pour les Remarques 4 et 8, il suffit de démontrer que (44)=-(41). Cette démonstration est
tout-a-fait similaire et est laissée au lecteur.

4.2.2 Equation de Burgers

Nous nous contentons ici d’écrire le schéma implicite linéarisé correspondant & (40) sur 'exemple de
I’équation de Burgers, qui consiste & considérer les itérations de la forme:

Ax:."+1u:.”+1 Azl ul n+0 n+0l+1 n+0l_ n+9 .
‘+1 A_ﬂ‘ : +‘7:( ‘ H»l i i ) ‘7:( ;wl %) = 07 Vi ¢{_17071}7

Az T a7 —Az” n+9 1 n+9 2 n+9 1

At® + Fluy ~ugw 7%)_7( -1 7(“)—%):07
Awn-}-l n+1 —Aziul + ]_~( n+91 n+02 wB) .7:(1116 n+91 ) -0

At" Uy U —

A 6‘ .

avec uj tel que — Z‘;u‘) + f(uo, n s hwi) = ]—'(uni v Jujw_1) = 0.

On utilise les linéarisation suivantes :

0;
(F "l wiy) =

I

o(uf Uz+17 i+l)
61 n
+ (i udy g w i+l ) (uf T — )

+¢L(U?7U?+1v ! )( :L:lelJrl - u?+1) Vi ¢ {_170}
}-(unie ' ugw_1) = o(ulyugw 1)+, (U 1oug w1 ) (u n+9 f-uly)
(g %)(u —u0)7
}'(uo,u?"'al,w%) = d(ug ui wy) + ¥y (ug uf wy ) (ug — ug)
\ + ¥y (ug uf 7wé)(u?+01 u),
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ou ¢ est la fonction de flux numérique de Godunov (12) et la fonction % est la fonction de flux numérique
soit de Engquist-Osher (30), soit de Roe corrigée (32).

5 Conclusion

Dans ce rapport, nous avons présenté une méthode de volumes finis fondée sur des maillages variables,
c’est-a-dire mobiles & topologie non constante (nous avons considéré des additions et soustractions de
points). Dans le but d’adapter cette méthode numérique a des maillages localement raffinés et adaptés,
nous avons introduit un schéma en temps mixte explicite/implicite, qui, tout en étant seulement locale-
ment implicite, conserve les propriétés attendues des méthodes plus classiques en volumes finis : principe
du maximum vérifié, caractere TVD et stabilité. Nous avons présentés quelques résultats numériques
élémentaires et limités, puisque nous ne disposons pas encore d’une gestion automatique des ajouts et
suppressions de points.

Il nous reste a poursuivre I'implémentation de ces méthodes d’abord en une dimension d’espace.
Nous devrons les intégrer dans un code de volumes finis ou le maillage s’adapte automatiquement et
simplement. On pourrait envisager de faire disparaitre et apparaitre des points en fonction du gradient
local, ou des critéres couramment utilisés en adaptation de maillage. Ainsi, une premiere étape consistera
en ’obtention d’un code en maillages variables en une dimension d’espace pour les équations d’advection
et de Burgers. Par la suite, ces idées seront étendues aux dimensions supérieures.
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