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Résumé

Il est bien connu que le mouvement d’un corps dans un liquide différe substantiellement du mou-
vement du méme corps dans le vide en raison des efforts exercés par le liquide. En effet, la présence
du liquide entraine en général que les translations du corps provoquent a la fois un effort résultant
et un couple et que les rotations provoquent de méme un couple et un effort résultant ; ces efforts
dépendent considérablement de 'orientation de la vitesse relative du liquide par rapport au corps.

Dans cet article, on étudie les propriétés du mouvement d’un corps rigide dans un liquide parfait
emplissant tout ’espace et en repos a l'infini. On suppose que ’ensemble du systéme se meut sous
I’action de l’attraction Newtonienne produite par un centre d’attraction fixe dans ’espace. On discute
la structure des efforts engendrés par cette attraction s’exergant a la fois sur le solide et sur le liquide.

Les équations de la dynamique du systéme complet corps plus liquide sont explicitées, on met
en évidence leurs intégrales premiéres et on étudie leurs propriétés. On recherche ensuite une pos-
sibilité de simplification du probléme fondée sur une analogie avec la classique “approximation des
satellites” valable lorsqu’on peut considérer le mouvement du corps autour de son centre d’inertie
indépendamment du mouvement de ce centre.

Finalement, on recherche les mouvements stationnaires et des conditions suffisantes pour leur
stabilité & l'aide de la méthode de Routh.

Il existe une importante littérature consacrée a la dynamique d’un ou plusieurs corps rigides dans
un liquide parfait. La liste des références remonte probablement & la publication de Thomson et
Tait [1] ol le principe de Hamilton a été appliqué pour obtenir les équations du mouvement (voir
Petrov [2] pour les détails). L’exposé systématique du probléme du mouvement d’un corps rigide
dans un écoulement irrotationnel d’un liquide parfait remplissant tout ’espace et en repos a 'infini
peut étre trouvé, par exemple, dans Lamb [3], Kochin Kibel et Roze [4], [5]. L’étude des forces
hydrodynamiques agissant sur le corps dans un écoulement non-stationnaire d’un liquide parfait a été
abordée par Taylor [7], [8], Cummins [9], [10], Landweber et ses collaborateurs [11] & [14] (voir aussi
[15], [16]) et par Haskind [17]. L’utilisation systématique de la méthode de symétrie de Schwarz dans
les problémes aux limites pour ’équation de Laplace dans un domaine de géomeétrie variable a été
exposée par F.L.Chernous’ko [18]. Plusieurs études ont été consacrées aux problémes de dynamique
des corps déformables Lighthill [19], ou d’ensembles de corps déformables et bulles de vapeur par
Miloh et Galper [20] & [33]. Dans le cadre de 'utilisation systématique des principes variationnels,
les mémes problémes on été abordés par A.G.Petrov et ses collaborateurs, voir [2] et [34] & [44].
Finalement, les multiples problémes de dynamique et de stabilité du mouvement des corps rigides
dans un écoulement rotationnel on été considérés par V.A.Vladimirov et ses collaborateurs [45] & [49].
Entre autres publications consacrées a ce sujet nous pouvons aussi mentionner [50] & [60].

De nombreux problémes concernant la dynamique du corps rigide dans un liquide parfait, en
particulier le controle, ont également été considérés par N.E.Leonard et ses collaborateurs [61] & [75].

*L’essentiel de ce travail fait I’objet d’un article soumis a la revue PMM.



1 Structure Lagrangienne et intégrales premiéres des équations
du mouvement

Considérons le mouvement d’un corps rigide G dans un liquide parfait incompressible, occupant tout
I’espace et se trouvant au repos a l'infini, sous ’action de forces centrales d’attraction newtonienne dont
le centre N est fixe dans ’espace. Soient N X; X5 X3 un repére inertiel, C' un point fixé dans le corps,
Czirox3 un repére mobile lié au corps. Soient
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les vecteurs unitaires du repére absolu NX; X0 X3, r = (r1,r2,73) le vecteur JW Soient w = (w1 ,ws, ws)
la vitesse angulaire absolue du corps, v = (v1,v2,v3) la vitesse absolue du point C. Ici et dans la suite,
sauf mention du contraire, tous les vecteurs et tenseurs sont donnés par leurs coordonnés dans le repére
mobile. Il sera montré dans la section (2) que les théorémes de la quantité de mouvement et du moment
des quantités de mouvement pour le systéme formé du solide et du fluide peuvent alors étre exprimés
sous la forme des équations de Lagrange-Euler-Poincaré
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ou la fonction de Lagrange s’exprime classiquement comme la différence de I’énergie cinétique et de
I’énergie potentielle
L(w,v,r) =T(w,v) = U(r)
Ces équations doivent étre complétées par I’équation cinématique exprimant la variation du vecteur r par
rapport au repére mobile
r=v+rxuw. (2)

Lorsque les équations (1) et (2) sont intégrées, on peut alors déterminer le changement de l’orientation
du corps par intégration des équations de Poisson

a=aXxw, B=8Xw, Y =79 Xw. (3)

Les équations (1) et (2) avec une fonction de Lagrange indépendante du temps admettent 'intégrale
premiére de ’énergie-Painlevé-Jacobi

oL oL
Jo <8_w’w>+<8_v’v>_L_h (4)
On peut voir en plus que, d’apreés les équations (1) et (2), on a la relation
4 (oL +rx oL\ (oL +7rx oL X (5)
dt \ow " Bv dw " " v @

qui exprime la loi d’évolution du moment cinétique total par rapport au repére mobile et signifie que le
moment cinétique total est invariable dans 'espace. Chacune de ses projections sur une direction fixée
dans l’espace est donc une intégrale premiére des équations du mouvement ; choisissons trois intégrales

indépendantes
Jo = <§—£ +rxg—€,a>, (6)
Jg = <§—£+rxg—€,ﬂ>, (7)
Jy = <§—£ +rxg—€,'y>, (8)



exprimant les projections du vecteur moment cinétique total sur les axes du repére inertiel. En choisissant
alors pour chaque mouvement les axes de ce repére de fagon que, par exemple, le moment cinétique soit
dirigé au départ selon 3, on a
Joa =0, Jp = py, Jy=0. (9)
Les intégrales Jg, Jg, Jy et les six intégrales géométriques des équations de Poisson exprimant 1’ortho-
normalité du repére N X; X, X3, & savoir
Jaa = (@) =1=0, Jgg=(B,8)-1=0, Jyy=(7,7)—1=0,
(10)
Ja,@ = ((17,8) =0, J,@’Y = (1877) =0, J’yoz = (77a) =0,

permettent de réduire 'ordre du systéme des équations du mouvement et de se ramener & l'intégration
des équations de Lagrange avec cinq degrés de liberté. Pour effectuer cette intégration, a part l'intégrale
de I’énergie, il faut connaitre quatre intégrales premiéres indépendantes et qui commutent. Mais, sauf
choix spécial du repére absolu, on peut alors (et il faut) utiliser I'intégrale

(11)
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exprimant le carré du moment cinétique total et dont l’existence est claire au vu du systéme (5). La
constance de cette intégrale ne dépend pas du choix d’un repére absolu.

2 Equations dynamiques du systéme solide plus fluide

Sous la forme (1), les équations de la dynamique sont classiquement établies pour les systémes consti-
tués d’un nombre fini d’éléments rigides. Cette section justifie leur emploi pour le systéme constitué d’un
solide et d’un fluide. Pour ce faire, on s’appuie sur des raisonnements proposés par M.D.Haskind [17]
pour évaluer les parties “hydrodynamiques”.

2.1 L’énergie cinétique du systéme
Pour décrire la dynamique du systéme il faut connaitre explicitement la fonction de Lagrange. Soit
Lo =Tc—-Uc

la fonction de Lagrange du corps out T est ’énergie cinétique, Uc est le potentiel des forces massiques
appliquées au corps, égal &

Uo = / pe (U ) dr ()
g
ol pp est la densité du corps, U est la densité du champ potentiel (par unité de volume).
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ou Fy et My sont la force et le moment résultant de attraction newtonienne agissant sur le corps, Fp,
et M, la force et le moment résultant de la pression superficielle agissant sur le corps et engendrées par
la dynamique du liquide et qui peuvent étre décrites par les formules (voir, par exemple, [3], [4], [17])

FL:—/8gp-ndcr(x), ML:—/agp-(xxn)da(x)



ol p est la pression du liquide, n(x) est le vecteur normal unitaire & la surface G dirigé vers 'extérieur
du corps. On suppose que le genre de la surface G est nul et que ’écoulement du liquide est potentiel :
il existe donc une fonction univoque ¢ = ¢(x,t) qui vérifie ’équation de Laplace A¢ = 0 et détermine le
champs des vitesses du liquide selon la formule

9¢
=T, 12
v(x) = o (12)
Si ’équation de la frontiére du corps est f(x) = 0, le vecteur unitaire de la normale s’écrit
we = O Jos[
COx |0x

Dans ce cas les conditions & la frontiére du corps et & I'infini s’expriment par

0 0
a_ﬁ = (a—i,n(x)> = (v+wxx,n(x))
% 0, |x|= o0

et la détermination du potentiel d’écoulement se rameéne 4 la solution d’un probléme aux limites extérieur
du type de Neumann. (Notons que, si le genre de la surface du corps 0G est positif il faut alors chercher
un potentiel multivoque en utilisant, par exemple, la méthode des membranes imaginaires. Mais, de toutes
fagons, la formule (12) déterminant le champs des vitesses sera encore utilisable. Voir par exemple [4]
pour les détails.)

Lorsque le probléme de Neuman est résolu on peut alors déterminer la pression en utilisant I'intégrale
de Cauchy-Lagrange bien connue en hydrodynamique irrotationnelle du liquide parfait. Si I'on suppose
que le liquide se trouve dans le champ du potentiel U des forces massiques alors cette intégrale s’écrit

0 op 0O
P—Po=—pL <a—f+%<a—z,a—z> +U(X)> (13)

Les expressions de Fj, et M peuvent alors étre décomposées sous la forme
Fr=Fp+Fs, My,=Mp+Mg

ol les quantités avec I'indice “D” correspondent aux deux premiers termes de la partie droite de 'intégrale
de Cauchy-Lagrange (13) et ont une origine hydrodynamique tandis que les quantités avec l'indice “S”
correspondent au dernier terme de la partie droite et ont une origine hydrostatique (ce sont les forces
et moments dits archimédiens). D’aprés des raisonnements développés par M.D.Haskind [17] les parties
hydrodynamiques Fp et Mp s’écrivent

ol K et L sont respectivement le vecteur principal et le moment principal des pressions impulsives
K=—ps | ¢-n®do(x), L=—ps [ 6-(xxn(x))do(x) (14)
oG oG

Précisons que la publication [17] contient des formules plus générales valables pour la description du
mouvement lorsqu’un champ de vitesses non-stationnaire & l’infini est prescrit.

Il est bien connue (voir par exemple [3]) que ’équation de Laplace et les conditions aux limites étant
linéaires par rapport a la vitesse de translation et la vitesse angulaire, I’expression du potentiel est

¢=(p,v)+(x,w) (15)



ou les p; et x; (i = 1,2,3) sont les solutions de six problémes aux limites indépendants :

0w;

A‘Pi = 07 il = Ny, i = 172737
On
oxi .

Ax; =0, %:(xxn)i, i=1,2,3.

La substitution du développement (15) dans les formules (14) donne les expressions connues pour K et L,
expressions linéaires par rapport aux composantes v; et w; des vitesses linéaire et angulaire. En vertu des
conditions limites on a

_ Op; _ O0p;
Ki=pn [ 0Gmdot0 =i [ () + o) oot
Ixi
Li=pi [ ((0¥) + () pedo(x)
8g n
soit
K;i(Brw+Cpr.v),, LZ(ALw—kBL v)
avec
( Xi
o= [ it
Lij L Joe Y om (x)
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Si
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est I’énergie cinétique du liquide, on voit qu’alors

_or, ot
k=% =%

Donc, relativement au repére fixé dans le corps, I’énergie cinétique du systéme est définie par ’expression

L

1
T=Tc+Tr= 3 (Aw,w)+2(B.w,v) + (C.v,v)) (16)
ou les matrices A, B et C sont constantes et de la forme

A=1Ic+A;, B =B¢ + By, C=McE+Cyg,

0 —R3s Ro
BgMqg Rs 0 -Ra . (17)
—Rs Ra 0

Ici I¢ est le tenseur d’inertie du corps par rapport au point G, le vecteur R = (R1, R2, R3) représente le vecteur
Cd, G étant le centre d’inertie du corps, E est la matrice unité 3 x 3. La quantité M¢ est la masse du corps,
les matrices Az, B et Cr, dont les termes sont aussi constants, définissent le tenseur des masses ajoutées. Il
est bien connu [3] que les composantes de ces matrices dépendent seulement de la géométrie de la surface du
corps. La méthode de calcul des termes de ces matrices, fondée sur des solutions de problémes de Neumann dans
le domaine extérieurs au corps pour I’équation de Laplace, est décrites dans différentes publications (voir, par
exemple, [3], [4]).



On en déduit que les équations du mouvement peuvent étre représentées sous la forme

d 0T 0T oT d OT oT
Gowdw <@t oy VM Ggrgy Xt Ee (18)
ol

Fe:FN+FS: M, = My + Mg

sont respectivement les sommes des forces et des moments des forces gravitationnelles et hydrostatiques,
la partie hydrodynamique étant maintenant intégrée dans le terme en 7.

2.2 Potentiel des forces.

L’énergie potentielle du systéme est composée de I’énergie potentielle des forces “hydrostatiques”, ¢’est-
a-dire des forces d’Archiméde et de I’énergie potentielle d’attraction Newtonienne. Nous examinerons ces
deux types d’énergie potentielle séparément.

2.2.1 Energie potentielle des forces archimédiennes.

Considérons les parties hydrostatiques Fg et Mg ; elles sont engendrées par le troisiéme terme de
partie droite de (13), la pression hydrostatique p = —prU. Nous admettons que le liquide est soumis
aux mémes forces potentielles que le corps, c’est-a-dire que la densité du champs extérieur s’exprime en
fonction de X = (X3, X2, X3) par

1
UX) =—fNMN——75
(X, X)'/*
Alors la force hydrostatique appliquée au corps s’écrit
Fsz—/ pundo(X) = pyL UX)ndo(X), (19)
aG 8G

(la seule singularité de 'expression sous le signe d’intégrale se trouvant en dehors du corps). Par la formule
de Gauss-Ostrogradsky on obtient

ou

Mais ou \
8_X(X) = fNMNW

Pour mettre en évidence un potentiel fonction de la variable r et pour les calculs d’approximations du
potentiel de la section 2.4, il est avantageux d’exprimer X sous la forme X =r + x (r = NC). Comme

ou 0 r+x
(X)) = — = oMy —
ax (X) = Ul +x) = fn L Fr——TF
on a 5 ou
Fs= o |:PL/g L{(r+x)d7(x)] - 6rA (r) (20)
ou le potentiel Uy de la force hydrostatique Fg s’écrit
1

Ua(r) = —ps /g e+ %) dr(x) = Mg, | dr(x)

g (r+x,r+x)1/2
Le moment des forces hydrostatiques ou bien de la force d’Archiméde s’écrit de méme

_ 0U4
MS = — or Xr (21)




2.2.2 Forces d’origine gravitationnelle.

Le potentiel de I'attraction Newtonienne, la force d’attraction et son moment s’écrivent

_ _ po(x)dr(x)
=—fnMy / -~ r+x)1/2

FN——%——f My /pc+x:rf))('j)2§2) (22)
e A = =)
Finalement, les forces hydrostatiques et newtoniennes admettent le potentiel
U(r) =Un(r) + Ua(r) (24)
qui s’exprime explicitement par :
dm,(x)

Ulr) = — f My / L drl) =~y | :

+x r-{—x)l/2 g (r+x,r+x)/2

en désignant par dm, (x) = (pc(x)—pr)dr(x) la distribution de masse apparente du solide dans le liquide.

2.2.3 Remarque : approche heuristique.

Sur le systéme considéré, en dehors des forces et des moments d’origine hydrodynamique liés au tenseur
des masses ajoutées, agissent des forces et des moments directement ou indirectement liés au champ de
I’attraction newtonienne. Le potentiel total des forces newtoniennes s’écrit sous la forme

. dmg(x _ _dmi(x)
Ur) = fM/ r+x, r+x)1/2 fM/R3\Q (r+x, r+x)1/2

M / +dm0 o b M / prdr(x M prdr(x) _

X, T + X) +xr+x)/ s (r+x,1+x)1/
ou f est la constante de Newton, M est la masse du centre d’attraction, dme(x) et dmy,(x) sont les masses
des volumes élémentaires du corps et du liquide respectivement au point x = (z1, 2, z3). Le dernier terme
ne dépend pas de r et ne contribue donc pas a ’expression des forces et moments. La fonction U apparait
donc comme une somme U = Uy + U ou Un(r) est le potentiel des forces newtoniennes et Ua(r) est
le potentiel des forces archimédiennes correspondant & ’attraction des points du liquide qui pourraient
remplacer le corps si ce corps était extrait du liquide.

2.3 Conclusion

Il résulte de (18), (20), (21), (22) et (23) que les équations du mouvement du solide et du fluide
peuvent effectivement s’exprimer sous la forme (1) ou T' = T¢ + Tp, (énergie cinétique du solide plus
énergie cinétique du fluide exprimée par (16)), U = Uy + Uy (énergie potentielle du corps solide dans le
champ newtonien plus potentiel des forces d’Archimeéde). Par substitution de (16), la forme explicite des
équations est :

Z(Aw+BT v) = (Aw+B'.v) xw+(B.w+C.v)xv—%—U><r
r
(25)
d oU
dt(Bw+Cv)(B.w+C.v)><(J.J——ar

les parties hydrostatiques et gravitationnelles étant intégrées dans le potentiel U dont des expressions
approchées vont étre étudiées dans les sections suivantes.



2.4 Approximations du potentiel.
2.4.1 Remarques sur les tenseurs d’inertie

Le tenseur d’inertie I d’une distribution de masse (représentée par une mesure positive “dm”, portée
par un ensemble borné G ce qui assure la convergence des intégrales dans la suite) relativement a un point
est défini par :

Lw= /g x x (w x x)dm(x), (w€ R?)
ou, ce qui est équivalent, par la forme bilnéaire symétrique associée
(Lwi,ws) :/g (w1 X X,ws x x) dn(x), (w1, ws € R?).
La trace de I peut étre aisément exprimée :
Tr(I)2 /g x? dm(x).

Pour prouver ce résultat, {e1, e2, e3} étant une base orthonormée quelconque, on a

3 3
Tr(D) = > (Lei,er) = [ > (ex x x)* dm(x)

k=1 g k=1

Or, en utilisant les propriétés du produit vectoriel Y7, (ex x x)2 = 35| e2x? — (e, x)? = 2x>.

Comme & tout tenseur symétrique on peut associer & I un tenseur de trace nulle I° (déviateur de I)

défini par
1
I°=1- gTr(I)E,

qui s’exprime par :
0 2 5 3
(I -w1,w2) :/ {(wl X X,wy X X) — gx (WI;WZ)} dm(x), (w1, ws € R”).
g

2.4.2 Formes réduites du potentiel

Dans les équations (1) et (25) on peut utiliser 'expression exacte ou bien diverses approximations du
potentiel (24). Ces approximations peuvent étre liées, par exemple, & une hypothése sur la petitesse du
corps par rapport a son éloignement du centre d’attraction. Dans ce cas le paramétre ¢ = sup |x|/r, ou r =

(r? +r3+13) L2 ot petit et on peut représenter le potentiel (24) sous la forme d’un développement limité.
Pour obtenir ce développement, un calcul classique dans les approximations des potentiels newtoniens
donne le développement asymptotique :

1 1 1
a:;?ﬁaﬁ=;“+mmﬂ+wmwrw(g),rzwL

. 1 . 1
ou la fonction o <r_3> est négligeable devant 3 lorsque r tend vers co et x reste borné et

(r,x) x? 3 (r xx)?
) =y T

En intégrant par rapport a x sur 'ensemble borné G et par rapport a la mesure de masse apparente dm,

on obtient d’abord .
/ uy (r,x) dmy(x) = — — <r, / xdma(x)> .
g r g

up (r,x) = —



L’intégrale figurant dans le membre de droite est liée au barycentre de la distribution de masse apparente
du corps; plus précisément soient M, = fg dm,(x) la masse apparente totale du corps (qui peut étre
positive, négative ou nulle) et C, le barycentre de la distribution de masse apparente. On a

/ xdm,(x) = MEC?E lorsque M, # 0,
4

/ xdm,(x) = p vecteur indépendant du choix de origine, lorsque M, = 0.
G

(Le vecteur p représente un “moment dipolaire”). Finalement :

1
— Maﬁ(r,wa) lorsque M, # 0,

/ u1(r,x) dmg(x)
I — 7%(r, w) lorsque M, = 0.

Si M¢ est la masse du corps et M la masse du liquide remplacé par le corps et si Cg est le centre
d’inertie du corps et Cf, son centroide, c’est-a-dire le centre d’inertie du liquide remplacé par le corps, on
aM,=Mag— My, et :

MGC?@M(;C?G — MLC?L, lorsque M, # 0,

n= M(;C'Li?(;, lorsque M, = 0.

Les termes du second ordre sont liés au déviateur IY du tenseur d’inertie I, de la distribution de masse
apparente :

31 2 31,
[t = 3 [ {3 = (0xx02 dmao) = =5 S

Finalement, le potentiel (24) s’exprime en général par

U(r) = Up(r) + Ur () + Ua(x) + o (%) (26)

avec u
Uo(r) = —fnMn—2,

r

(r,C@a)

Ui(r) = fNMNM, 3 , lorsque M, # 0,

Ur(r) = fnMn (r;f), lorsque M, = 0,
D
L Us(r) = g ( :57 r), (D = 3I0 tenseur de trace nulle, £ constante).

Deux formes réduites du potentiel se présentent donc :

1) M, # 0. On peut alors choisir C' = C, et le potentiel prend la forme

U(r) = Uo(x) + Us(x) + 0 (i> — iy e EOED)




Dans une premiére approximation le potentiel est égal & Uy et ce potentiel engendre donc une force
attractive ou répulsive vers le centre d’attraction N selon que M, > 0 (Mg > My) ou que M, < 0
(Mg < Myp,). Notons que le potentiel de la premiére approximation n’exerce d’influence directe que sur
les translations du corps mais n’en exerce aucune sur les rotations : c’est le potentiel Us qui détermine
Iorientation du corps.

2) M, = 0. Le potentiel prend alors la forme

# (Dr,r)
2 b

U(r) = Uy (r) +U2(r)+o<ri3> :fNMN(r;;‘) ¥ o
On a alors une situation neutre en premiére approximation. Avec 'approximation supérieure le poten-
tiel dépend toujours de l'orientation. Le premier terme est le potentiel d’un dipéle g dans un champ
newtonien. Le potentiel Us est nécessaire pour déterminer complétement 1’orientation du corps.

Notons aussi que ce second cas n’a d’intérét que lorsque le corps est non homogéne (pour un corps
homogeéne on ne peut avoir M, = 0 que lorsque pg = pr, donc dm, =0 et U(r) =0).

Le tenseur symétrique D, qui joue un roéle prépondérant pour la détermination de 'orientation du
corps, est un tenseur symétrique de trace nulle dont les valeurs propres sont signe quelconque et qui n’est
pas nécessairement coaxial au tenseur d’inertie. Lorsque le corps est homogéne on a I, = I — I,

2
L=pl L=IL- gPiJ; i€ {G,L}

ol I est le tenseur d’un corps homogene de densité égale a 'unité et J = / x’dr(x). Donc :
g

D = (pg — p1) (31— 2JE).

et les tenseurs I, I et D sont alors coaxiaux.

2.5 Approximations des composantes du tenseur des masses ajoutées.

En mécanique des corps rigides “l’approximation des satellites”, permet de simplifier le probléme en
découplant l’effet des translations et des rotations du corps. La question se pose de savoir si la méme
approximation peut étre ou non utilisée pour certaines valeurs des paramétres lorsque le corps se meut
dans un espace rempli par un liquide.

Considérons la question de la petitesse du corps de la fagon suivante. Supposons qu’il existe une famille
de corps homothétiques entre eux et ayant le point C' comme centre d’homothétie commun ; cette famille
est paramétrisée par le rapport d’homothétie £. Soit

I’équation paramétrique des surfaces de ces corps. Lorsque € — 0, les dimensions du corps tendent aussi
vers zéro. Les densités du corps et du liquide sont supposées indépendantes des dimensions des corps. La
solution de I’équation du probléme de Neuman extérieur & la surface du corps peut alors étre exprimée
comme une fonction de €. En substituant cette solution dans les expressions des termes de la matrice de
I’énergie cinétique on obtient la dépendance de ces termes en fonction de € et 'on a :

My(e) = e3My (1), ke€{G,L},
I(;(E) = 651(;(1), B(;(E) = €4Bg(1)

Ap(e) =e°AL(1), Br(e) =¢e'Br(1), Cr(e) =3CL(1),
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de sorte que pour 'expression de ’énergie cinétique on a les relations
A(e) =e’A(1), B(e) =&'B(1), C(e) =£*C(1).

Pour les mémes raisons
D(e) =°D(1),

U(r,e) = Up(r,e) + Ui(r,e) + Us(r,€) + - - = *Up(r, 1) +64U1(I‘, 1) +&°Us(r,1) + - -- (27)

Considérons par exemple un corps en forme d’ellipsoide. Supposons que le centre et les axes principaux
de P’ellipsoide coincident avec ceux du repére mobile. Dans ’équation

remplagons les demi axes a; par a;/e. On obtient
(ea1)? = (ea2)?  (eas)?

Les composantes du tenseur des masses ajoutées sont bien connues (voir, par exemple, [3]). Posons

=1

A= ((a% + )\) ((13 + )\) (ag + )\))1/2 , 6i (al,ag,ag) = a1a2a3/ ( dA (28)
0

a? + A A’

alors 5
Cp =diag(Cr1,CL2,CL3), CLi= rz&PLV; 1=1,2,3
(3

ou)V = %nalagag est le volume du corps. La matrice B s’annule. La matrice A s’écrit

1 (a3 — a3)” (65 — &)

A =diag(Ar1, Ao, A A
R T e Ea R )

vaa (123)

En substituant les expressions a; = ale et A = X'e? dans (28) et en conservant la densité pr, constante on
obtient que :
di(ay,az,a3) = 0;(al, as, az)

CLi(a1,az,a3) = 530Li(a11:a‘lz:al3): ALi(a1,a2,a3) = 55ALi(al1:a'lz:al3)

2.6 Probléme restreint

Alors par substitution dans les équations (25) des expressions approchées obtenues dans les sections
précédentes. Aprés division par €3 (supposé non nul) et suppression des arguments "(1)" devant les
matrices on a :

% (e?A.w +eB"v) (?Aw+eB'.v) xw+ (eBw+C.v) x v — (6% + 62% + - ) X
(29)
%(aB.w +C.v) (eBw+C.v) xw — <% +5% +>
11 faut chercher les solutions sous forme de séries formelles
w=wptewr+--, v=vgptevi+---, r=r9+er;+- -
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et identifier les termes du méme ordre pour obtenir les systémes déterminant wg, vg, ry et les corrections
w1, Vi, r1 etc. Ici nous discuterons seulement les termes d’ordre le plus bas et l'indice 0 sera partout
omis.
Supposons le tenseur C non sphérique. Alors, dans le premier groupe des équations (29), le paramétre
¢ est en facteur de la dérivée d’ordre le plus élevé. A la limite lorsque € — 0 on a le systéme
d Uy

Cvxv=0, EC.V:C.VXLO—W (30)

La partie algébrique de ce systéme montre que, dans le cadre de cette approximation, le corps ne peut se
mouvoir que dans la direction d’un des axes propres du tenseur C. Soit v le vecteur propre du tenseur
C associé a la valeur propre ¢, c’est-a-dire que

Cv=cv
La deuxiéme équation de (30) determine alors la loi du mouvement du point C. Si l’on utilise 'expression

a1 O Q3
R=Sr, S=| B B B |, (31)
T2 )8

de la transformation des vecteurs du repére mobile en ceux du repére absolu, la deuxiéme équation (30)
s’écrit alors

d 0Ly 0Ly
_—— 32
dt 9R OR’ (32)
avec
. .. 1 :
Lo (RyR) SR 4 /0 (Mg~ M) 2, 7 = ()2,
r
soit, explicitement
d’R 1 R
W:_EfM(MG_ML)ﬁ' (33)

Cette équation, qui est analogue a celle du probléme de Kepler, peut étre intégrée de la méme fagon mais
les propriétés qualitatives du mouvement du point C peuvent étre complétement différentes.

— Lorsque M}, < Mg, comme dans le probléme de Kepler, la force est attractive et les orbites peuvent
étre hyperboliques, paraboliques ou elliptiques, mais alors les paramétres de ces orbites dépendent
des masses M¢, My, ainsi que de la valeur propre ¢ du tenseur des masses ajoutées.

— Lorsque My, > Mg, la force est répulsive et il n’existe pas d’orbite fermée contrairement au cas de
Kepler.

— Lorsque M, = Mg alors, dans cette approximation, le point C' se meut avec une vitesse constante
le long d’une droite ne passant pas obligatoirement par N, ce qui est impossible dans le probléme
de Kepler.

Dans tous les cas 'un des axes principaux de C, axe lié au corps, doit rester tangent & l'orbite au
cours du mouvement et le probléme n’entre donc pas dans les conditions d’application de ’approxi-
mation des satellites sous la forme classique (dans laquelle lorientation autour de C' n’est soumise a
aucune contrainte). Ce n’est que si My, = Mg que effet du moment gravitationnel joue un role prépon-
dérant mais, comme on le voit, le probléme n’entre plus alors dans le cadre de la dynamique d’un satellite.

Supposons maintenant que C = cE soit un tenseur sphérique. Alors, dans le premier groupe des
équations (29), le dernier terme s’annule. On peut diviser ces équations par € et passer ensuite a la limite
€ — 0 ce qui donne

%BT.V = Blvxw+Bwxv-— % Xr, (34)
dv 1 an



Comme on le voit, I’équation (35) équivaut a I’équation (30) considérée plus haut et tous les arguments
présentés plus haut et concernant de l'intégration de cette équation sont encore valables.
Finalement, soient C = cE, B = 0 et Mg # Mj,. Alors, aprés division par €2 de (29), on obtient
I’équation
d 8U2 K
—Aw=Awxw—-—XxXr=Awxw—-——=Drxr 36
dt Or ro (36)
qui, avec les équations de Poisson, décrit les changements d’orientation du corps. Dans le cas général ces
équations sont encore les équations d’Euler - Lagrange - Poincaré.
d 0L oL oL 1
——— Xw+ — Xr Lw,r) = - (Aw,w) — Us(r 37
SO ket ok, Lwr) = 5(Aw,w) — () (37)
Le mouvement du point C est encore défini par I’équation (33).
Lorsque ’équation (33) est intégrée on peut exprimer le vecteur r comme une fonction de l'orientation

et du temps
r =ST.R(t) (38)

En substituant r de (38) dans le systéme (36) et en considérant le dernier systéme et les équations de
Poisson, on a un systéme fermé non autonome de douze équations par rapport & douze variables pour la
détermination de ’orientation du corps et des changement de la vitesse angulaire.

2.7 Equation de Kepler

Néanmoins, on peut continuer les transformations du systéme (35). Par analogie avec le probléme
de Kepler dans 'approximation considérée, le point C' se meut dans un plan fixe dans ’espace absolu
et perpendiculaire a la composante du moment cinétique correspondant aux équations (33). D’aprés les
intégrales (9) ce plan coincide avec le plan NX;X3. Pour intégrer les équations (33), supposons que
le mouvement du point C' se réalise dans le méme plan, soit dans le plan NX;X3. Introduisons les
coordonnées polaires dans ce plan

R3 = rcos, Ry = rsin.

La fonction de Lagrange (32) s’écrit alors

L (W,r) g (7‘2 + r%,z}z) + FM (Mg — M) -

r

La coordonnée 9 est cyclique et I'intégrale premiére correspondante s’écrit

o = py, (39)
d’ou py
1/) = ? )
et la fonction de Routh peut étre représentée par
& vl
R(f’,’l“,]hp) = 5732 - Ua(rapl/))a Ua(rapl/)) = # + U(T‘), (40)

ot Uy(r,py) est le potentiel amendé. Les points critiques de ce potentiel correspondent aux rayons des
orbites circulaires. On a

ou, b 1
B :—ﬁﬁLfM(MG—ML)p:O
d'oit T'on deduit _
r= P _ (fM (Mg — ML)>1/3 (41)
cf M (M — My) 0 ’
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ou bien, sous la forme "de la loi de Kepler"

_ M (Mg — My)
C

7“3¢2

d’ou résultent la relation entre le rayon de l’orbite, les masses et les masses ajoutées.
Au lieu du temps on peut utiliser [’anomalie vrai v comme variable indépendante. Dans le cas de
l’orbite elliptique ce changement permet de trouver ’équation de l'orbite

p

1 —ecosy (42)

r

ou p et e sont respectivement le parameétre et I’excentricité de Pellipse. Par substitution de (42) dans (39)
on obtient I’équation, appelée équation de Kepler, déterminant ¢ en fonction du temps t. Sauf dans le
cas du mouvement circulaire, la solution de cette équation ne peut étre exprimée a 1’aide des fonctions
élémentaires. Pour éviter cette résolution sous la forme explicite on fait parfois ainsi le changement de
variable du temps dans les équations décrivant le changement de l'orientation du corps.

3 Dynamique du systéme par rapport au repére mobile.

Considérons maintenant un repére orbital NX{X} X} qui tourne autour 'axe N X} coincidant avec

Paxe N X5. Soient N X} laxe dirigé selon le vecteur ]W, Paxe N X} orthogonal au plan de 'orbite, 'axe
NX{ se trouvant dans le plan de lorbite et complétant N X4 et NX]. Soient

!

« :(a,17a"27a,3)7 ﬂlz(ﬂiaﬂéaﬁé)a 712(717757'7/&)7
les vecteurs unitaires de ce repére. Alors
o' = acost — ysiny, B =7, ~v' = asin + vy cosp

Dans le cas général du mouvement elliptique ce repére ne tourne pas uniformément. Considérons seulement
le cas du mouvement circulaire; la vitesse angulaire orbitale est alors ¢ = conste. Soit @ la vitesse
angulaire relative au repére NX| X} X}; cette vitesse et la vitesse angulaire absolue w sont reliées par :

w=Q+¢8 (43)

Posons :
£(2,8,7) = LI+ B, )

Ici et dans la suite de cette section et dans la section suivante les primes sont supprimés. On a

of _ oL oL . 0L oL oL

90~ 9w’ 08 0w oy or

D’ou en vertu des équations (37)

d ot oL . 10£
ol Rl G R ~ A el
of oL 0f
= 6—9)(94-%)(,64—%)(’7. (44)

La fonction de Lagrange pour le probléme considéré est de la forme

£ = %(A (ﬂ+¢ﬂ),ﬂ+¢3ﬁ) —%(D%v)

> K K
o5 - E(D”I;“/); K=— (45)

% (AQ, Q) +9 (AQ,B) + — (AB,B)
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Les équations de Poisson pour le repére N XX} X! sont
a=axQ, B=8xQ, A=vxQ (46)

D’aprés ces équations, les équations d’Euler - Lagrange - Poincaré

%(AQ +YAB) = (AQ +HAB) x Q + (AYQ + A?*B) x B — KDy x v

prennent la forme
AQ=AQXxQ+)[ABXQ+AQxB—A (B x Q)] +°AB x 8 — KDy x v (47)
A part les intégrales géométriques

Joa = (a,a) —-1=0, Jgg= (:37/8) -1=0, Jyy= ("‘/7'7) -1=0, (48)
JQB:(CM,IB):O, JB’Y:(ﬂ77):07 J’ya:("/aa)zoa

le systéme (46) et (47) posséde une intégrale de ’énergie - Painlevé - Jacobi

oL 1 K 2
7= (55:0) - £ = A0 + |5 v - (48.)| (49)
La fonction ;
P* K
Ua(,B,'Y):_uC(O,,B,’Y):_T(A,B,,B)'i'E(D’Y,'}’) (50)

est appelée le potentiel augmenté du systéme considéré. Pour 'intégrabilité compléte des équations dans
"Papproximation des satellites" et dans le cas de ’orbite circulaire il manque deux intégrales premiéres
complémentaires, commutatives et indépendantes.

3.1 Equilibres relatifs dans le cadre de ’approximation des satellites.

Par la méthode de Routh on peut trouver des mouvements établis et étudier les conditions suffisantes
de leur stabilité dans le cadre de “I’approximation des satellites”. Considérons la fonction de Routh

A
W=Jr+57 + §JV+VJ57, (51)

et posons ) )
=1k =¢? /K.
Puisque le vecteur a n’intervient pas dans la fonction de Lagrange, les intégrales avec o ne sont pas

introduites dans cette combinaison linéaire. Les points critiques de la fonction (51) correspondent aux
mouvements établis du systéme considéré et peuvent étre déduites des équations

oW 0L O£ O£ DE

3 = a2 ttan a1 TART0 2
oW 0% £ 0£ aU,

b AN 0 P =

o opoa " ap T TG T TYT=0 )
ow 0L 0L ou,

97 - T2 g 9% ] = 0. 4
oy ron T oy TYP I gy T =0 .

Pour déterminer les équilibres il faut éliminer les multiplicateurs de Lagrange de ces équations.
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2

Si, comme c’est le cas en mécanique, la matrice = A est non dégénérée, ’équation (52) admet

2
toujours la solution unique €2 = 0. Du point de vue cinématique, ’égalité @ = 0 signifie que, pour les
mouvements établis, le systéme est immobile par rapport au repére N X X X, c’est-a-dire que le systéme
est en équilibre relativement au repére tournant uniformément ; de tels mouvements sont des équilibres
relatifs.

Des équations (53) et (54) on déduit

—PAB+NB+vy = (,\E—q,z}2A)ﬂ+u~y:0 (55)
KDy+vB+upuy = (KD+uE)y+vB8=0 (56)

En multipliant scalairement la premiére équation par 7 et la deuxiéme équation par 8 on obtient

v =14°(AB,7) = —K(DB,). (57)
En multipliant scalairement la premiére équation par 8 et la deuxiéme équation par v on obtient

Néanmoins, ce procédé d’élimination des multiplicateurs de Lagrange ne donne aucune possibilité
d’obtenir un sous-systéme fermé par rapport & 8 ou bien «. Pour ce faire, on peut profiter de I’approche
exposée dans [76] pour obtenir une condition nécessaire sur v ou sur 3. En L’équation (55) s’exprime
aussi par

(WA - AE) B =uvny.

Le produit scalaire des parties gauche et droite, 'unicité de B et « et I'expression pour Az de (58)
impliquent que

v o= & ((1,[}2A - ,\E) 8, (WA - )\E) B)l/z
= e (N - 2(48.8) + i (a8.48))

= 210 ((AB,B)° — (AB,AB)) "
= e? (ABx B,AB x B)/?, & ==+1. (59)

Alors, d’aprés la méme équation

y=e1(AB x B,AB x B)"/* (A - (AB,B)E) B (60)

si AB n’est pas colinéaire & B ou bien si v # 0. En utilisant (56) on trouve de méme que
v=eK (Dy xv,Dyxy)'/?, e =1, (61)

B = essignK (D x v, D7 x 7) /* (D7, 7)E - D) 7. (62)
Par substitution de (62) en (60) on obtient une équation du type

B(v)y =C()7,
ou bien
(B(v) = C(v))y =0.

Donc v doit étre un vecteur du noyau de la matrice (B(y) —C(7)) et l'existence de la solution nécessite que
det(B(y) — C(y)) = 0, ce qui revient & dire que les solutions sont localisées sur une surface dans ’espace
~. De plus, ces solutions sont dans I’intersection de cette surface avec la sphére d’équation 42 — 1 = 0.
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On peut obtenir des conditions analogues sur 3 en substituant (60) dans (62).

Bien entendu, les solutions stationnaires peuvent étre déduites directement du systéme des équations
de mouvement relatif. En posant 2 = 0 dans (47) on obtient le systéme d’équations algébriques

V?ABxB=KDn~x~ (63)

expriment le bilan du moment des forces actives et du moment des forces centrifuges. Les projections de
ces moments sur les axes du repére orbitale s’écrivent

V*(ABxBa) = KDryxy,a)
JA(ABxB,8) = K(Doyx7.p)
VABxB,y) = KDyx7v,7)
En utilisant les égalités ¢ = 8 x v, B = v X e, v = a X 3 et les propriétés du produit mixte on obtient
0 = —-K(Du#,a)
V(AB,a) = 0

On voit que les deuxiéme et troisiéme équations coincident respectivement avec les équations (55) et
(56). La premiére équation équivalent & I’équation (57). Notons que les prolongements de la méthode de
Routh, comme la construction de fonctions de Lyapunov, permettent d’obtenir des conditions suffisantes
de stabilité et d’instabilité des mouvements stationnaires ou de validité des approxiamtions linéarisées
des équations dynamiques.

3.2 Traitement du point de vue de la géométrie algébrique.

Des équations (53) et (54) on déduit le systéme complet qui détermine les mouvements stationnaires :
,\E—¢2A)B+m:0,

(5)

et ce systéme équivaut & :

AB,Bx~)=0,

137/8) - ]-7
(1) { v,7) =1,
et .
AZW(?-@B),)
H = -K DPY:PY )
UID 9 W = 2(AB,7),

(ou bien v = —K(D.v, 3)).

En effet, si les trois derniéres équations de (S) sont satisfaites, pour que A.S3 (resp. D.7) soit dans le
plan engendré par 8 et «, il faut et il suffit que A.3 (resp. D.v) soit orthogonal & 8 x . Pour que la
valeur de v soit la méme dans les deux premiéres équations il faut et il suffit que la quatriéme équation
de (I) soit satisfaite.
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Le systéme (I) est homogeéne et, pour chaque solution non nulle B # 0, v # 0 de ce systéme, on
peut construire une solution de (I) et (II) en normant ces vecteurs. Le systéme (III) donne alors la
valeur des multiplicateurs de Lagrange. En définitive, la condition nécessaire et suffisante d’existence des
solutions de (S) est 'existence de solutions non nulles de (I) et ces solutions déterminent celles du systéme
complet (S).

La condition nécessaire et suffisante d’existence des mouvements stationnaire est donc : il existe des
vecteurs normés et orthogonaux (3 et v tels que A.3 et D.v soient dans le plan de 3 et v et

(D’Ya IB) = _T(Aﬁa ’7)

La premiére condition détermine l'orientation du corps par rapport au plan de l'orbite et au centre
d’attraction N, la seconde condition détermine le paramétre 7, c’est-a-dire la relation entre la vitesse
angulaire et le rayon de l'orbite qui doit étre satisfaite pour permettre un mouvement stationnaire avec
cette orientation du corps.

Il résulte du systéme (I) que (D.7v, 3) et (A.3,) sont simultanément nuls ou simultanément non nuls
(on suppose 7 # 0). Les solutions sont donc de deux types (précisons que par “axes principaux d’inertie”
on entend ici les directions propres de A = I + AL, c’est-a-dire que l'inertie comporte & la fois I'inertie
du corps et 'inertie induite par le liquide) :

Solutions de premiére espéce : 3 n’est pas un vecteur propre de A et v n’est pas un vecteur
propre de D (et (A.B3,v) #0, (D.v,3) #0).

Pour chacune de ces solutions, les axes principaux d’inertie sont en position générale par rapport au
vecteur normal au plan de l'orbite 3 et au vecteur NC' (éventuellement orientés dans des plans principaux
mais pas selon des axes principaux) et la valeur du produit r31/}2 est fixée (ce qui établit une relation
entre le rayon de lorbite et la vitesse angulaire.)

Solutions de seconde espéce : 3 est un vecteur propre de A et = est un vecteur propre de D, 7 est
un nombre quelconque (et (A.B,7v) = (D.7,8) = 0). Pour ces solutions une direction principale d’inertie
est orientée selon le vecteur normal au plan de ’orbite et une direction principale de D est orientée selon

le vecteur ]W et les valeurs du rayon de ’orbite et de la vitesse angulaire sont arbitraires.

Compte tenu de la symétrie de A et D et des propriétés du produit mixte, le systéme (I) peut étre
exprimé sous 'une ou 'autre des deux formes :

(B,7) =0, (7,8) =0,

(II) (AIB X ,3:'7) =0, (I") (D Y XY, B) =0,
(D.B+TA.B,v) =0, (Dy+7A~,8) =0,
(D.y,B8 x7v)=0. (A.B,8 x~) =0.

L’existence de v # 0 vérifiant (I’), c’est-a-dire orthogonal a trois vecteurs donnés, nécessite que
(B;A.8x03;D.S+TAB) =
et une solution = est alors donnée par
¥=Bx(ABxp), (64)

(les autres solutions s’en déduisant par multiplication par un facteur non nul, qui peut étre utilisé pour
normaliser v). La condition pour que = vérifie la quatriéme équation est

(D(B x (A8 x §)),A.B x B) =0.

(en remarquant que B x (8 x (A.8 x B)) = —(8,8)A.8 x B et en simplifiant par —(3, 3)).
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En définitive, pour que (I) ait des solutions non nulles il faut et il suffit (en tenant compte de la
symétrie de D) que :
(8 x (A.B x B),D.(A.B x B)) =0,
‘ (65)
(DB xB,A8xB)+7(A.Bx8)"=0.

et pour chaque solution de ce systéme « est déterminé (& un facteur prés) par (70).

La premiére équation (65) représente, dans l’espace des 8, un cone du cinquiéme degré qui contient
les directions principales d’inertie du corps. A chaque vecteur non nul 8 (que 'on peut supposer nor-
malisé) appartenant & ce cone et qui n’est pas dirigé selon une direction principale d’inertie correspond
une solution de premiére espéce (3,7,7) (et une base orthonormée directe {a, 3,7} avec a de méme
direction que A(B) x ). Par contre, les vecteurs 8 dirigés selon les directions principales peuvent étre ou
non des solutions, nécessairement de seconde espéce. L’intersection de ce cone avec la spheére (8,5) =1
est composée par les courbes déterminant les positions possibles des azes dans l’espace 3.

Un raisonnement analogue & partir du systéme (I") est bien entendu possible en échangeant les
roles de B et . Lexistence de B # 0 nécessite que (v;D.v X v;D.yv + 7A.y) = 0 et une solution
est B = v x (D.y x 7). Pour que cette solution satisfasse la quatriéme équation il faut et il suffit que
(v x (D.y xv),A(D.+y x 7)) = 0. Le systéme déterminant « est donc analogue a celui qui détermine 3 :

(v x (Dy x ), A(D.y x 7)) =0, .
66
(D.y x )2 +7(Ay xv,D.y xv) =0.

3.2.1 Forme explicite des équations déterminant (3

L’étude du cone qui vient d’étre mis en évidence est équivalente & celle d’une courbe du plan projectif.
Pour exprimer plus explicitement les équation (65), choisissons un repére principal d’inertie {G; e, es,e3}
du solide (en supposant la base {e;, es,e3} orthonormée et d’orientation directe) :

Aler) = age, k=1,23,
et, soient d;; les termes de la matrice de D dans ce repére :
dij = (D.e;,e5) = (e;,D.e;) pour i,j=1,2,3.
Si ’on pose
B = zi1e1 + z2€s + z3€3,

alors
A.B = zx1a1 €1 + T200 €2 + x303 €3,

A.B x B =Cizsx3e; + Coxgries + C3xixo€3,
D(Aﬂ X ﬂ) = Clﬂfzng (el) + Cz:Ug:UlD (62) + Cg:UléUQD (63) N
ﬁ X (A(,B) X ,B)lel(a:) e + :UQPQ(ZL“) ey + iL“3P3(ZU) es,

ou l'on a posé :
Cy = a3 — a2, Cr=a; — as, 03=a2—a1,

Pl(él?) = 0333% - Cz:l?%, PQ(ZL“) = Clél?é - 0333%, Pg(él?) = CZCU% - Clél?é
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Les équations (65) équivalent donc au systéme suivant :

r1w2x3R(x) + dozx1 Q1 () + ds122Q2(x) + di2x3Qs(x) =0,
(67)
T(Cf(x2x3)2 + C2(x3m1)? + C§(x1x2)2) +G(z) =0,

Pour chaque solution de la premiére équation (67) qui n’est pas une direction principale d’inertie les
valeurs de 7 et de «y sont ensuite déterminées par la seconde équation et par :

Y= p(:l?lpl (.’L‘) e + a2 (.’L‘) e + 33 (:II) e3)

ol p est un facteur de normalisation. Notons que I'on peut démontrer que les équations x1 P (z) = 0,
xoPo(x) =0, x3P3(x) = 0 n’ont en général pas d’autre solution réelle que x1 = x» = x3 = 0.
Dans (67), on a posé :

R(z) = d1C1 P (x) + dy2Co Po () + d33Cs P3(x),

Q1(v) = C323Pa () + Cax2 P3(w),
Q2(r) = Cr2iP3(x) + C323 Py (),
Qs3(z) = CoziP (z) + C122 P (),

G(z) = di23 Py (x) + doox3 P () + dszxl P3(z)+
-f—dlzﬂ?l:lﬁz (Pl (ZL“) + PQ(ZL“)) + d23$2£133 (Pz (CU) + P3 (:U)) + d31£]33$1 (Pg(iL“) + P1 (ZL“)) .

Plus explicitement on a :
R(ﬂ?)(dgg — dzz)CzC;giL“% + (d11 — d33)0301$§ + (d22 — du)ClC’gx%,

Q1(x) = C1(C3 — Co) w322 + CIa3a? — C2aia3,
Q2(x) = C3(Cy — C3) 2323 + Claal — CPada?,
Q3(x) = C3(Cy — Cy) 2223 + Cias3al — C3ada?,

C1(dy — dss)(x223)? + dazwows ((Cz — C3)zi + Cy (a3 — 33%));
G(ZE) 02(d33 — dll)(l‘3$1)2 + d31.’1,'32131 ((03 — Cl)ﬂfg + 02(21,'% — ;L'%)),
Cs(di1 — dao)(z122)? + di2x1 22 ((Cl — Cy)zi + Cs(a3 — x%))

Le systéme (67) est formé de deux équations homogeénes du cinquiéme et du quatriéme degré représen-
tant deux courbes algébriques projectives. Si, comme on le fait ici, 'on considére que 7 est une inconnue
du probléme alors, chaque point de la courbe du cinquiéme degré qui différe d’un axe principal d’inertie
représente une orientation relative du corps par rapport a la normale a 'orbite et au centre d’attraction
permettant un mouvement stationnaire avec une valeur déterminée de 7.

Par contre, si 7 était donné, ce qui serait le cas si 'on considérait un probléme de Cauchy, les orien-
tations initiales du corps dans ’espace qui permettent un mouvement stationnaire avec cette valeur de 7
seraient définies par les points d’intersection des deux courbes algébriques, ce qui conduit & un probléme
du vingtiéme degré dont il faut discuter l’existence et le nombre de solutions réelles ce qui est beaucoup
plus difficile.

3.2.2 Solutions particuliéres.

1) SOLUTIONS DE SECONDE ESPECE.

Comme on ’a vu, tout couple (3,7) de vecteurs normés orthogonaux et qui sont respectivement
vecteurs propres de A et D, définit avec T quelconque, une solution du systéme (S) pour laquelle les
multiplicateurs de Lagrange sont (a et d désignant les valeurs propres) :

/\:1/}2a, w=—-Kd, v=0.
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Notons que les conditions d’existence d’un vecteur propre v de D orthogonal au vecteur propre 8 = ey,
ey ou ez de A sont respectivement :

(1) (d3z — dao)dsz1dys + dga(d?y — d3,) = 0,
(2)  (di1 —ds3)dizdas + diz(dsz — di,) = 0, (68)
(3) (d2g — d11)dasdzy + d21(d3; — d35) = 0.

Lorsqu’une de ces conditions est satisfaite il existe une solution de seconde espéce.

Prouvons, par exemple que la seconde condition est nécessaire et suffisante pour que le vecteur =,
supposé orthogonal & ey, soit un vecteur propre de la matrice D associé a la valeur propre d. On doit
avoir

d11 d12 d13 sin @ sin @
diz dyy da3 0 =d 0
d13 d23 d33 cos 6 cos 6

soit le systéme
(d11 — d)sinf + dy3 cosf =0,
dy5sin 6 + dys cosf = 0,
di3sinf + (d33 - d) cosf = 0.

Lorsque di2 = do3 = 0 il est toujours possible de trouver d et 6 vérifiant le systéme. Lorsque un au moins
des nombres dis et dz3 est non nul, la seconde équation équivaut a

Jk #0 tel que sinf = kdsz, cosf = —kdy,.

Il existe toujours une solution & et # est ensuite déterminé par :
d dy: . .
sinf = +—=2 cos = F—=, Dy = (d35 + df2)1/2 . (69)
D, D,
Apreés simplification par k, les premiére et troisiéme équations du systéme donnent alors :

(d11 — d)da3 — dy3d12 =0,
di3daz — (d3z — d)di12 = 0.

En éliminant d, on obtient la condition nécessaire et suffisante d’existence de 6 et d (qui, remarquons le,
contient le cas dj» = dag = 0) :

(dir — daz)di2das + das(d3; — di,) = 0.
2) SOLUTIONS TELLES QUE z; = 0.

Ces solutions sont telles qu’un axe principal d’inertie (disons (G ;e;)) reste tangent & 'orbite (circu-
laire), le plan (8,) est donc un plan principale d’inertie. L’inclinaison du corps par rapport au plan de
Porbite est alors déterminée par la matrice D. Les solutions de (67) telles que x; = 0 sont déterminées
par

w33 (as — az)” (diaws — dgia2) = 0.

Lorsque e; n’est pas un vecteur propre de D, dy2 et d3; ne sont pas tous deux nuls et il existe alors
cing solutions B dans le plan (e, e3) : une solution de premiére espéce de la forme

B = p(0,di2,d31) avec v = p(0,—dz1,d12)

ol p est un facteur de normalisation, et les solutions 8 = e, et B = fe3 avec la multiplicité 2, qui sont
éventuellement des solutions de seconde espéce du probléme.

Lorsque e; est un vecteur propre commun & A et D on a dy» = dz; = 0, la courbe du cinquiéme degré
est décomposée en une droite et une courbe du quatriéme degré, et tous les couples (3,7) de vecteurs
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orthogonaux appartenant au plan (eq,es3), c’est-a-dire tels que x5 = 0, sont des solutions de (67); les
points B différents de +es et +e3 sont des solutions de premiére espéce, te, et tes sont éventuellement
des solutions de seconde espéce.

3) CAS OU LES MATRICES A ET D SONT SIMULTANEMENT DIAGONALISABLES

Nous considérerons le cas ou les valeurs propres ai, as, az de A d’une part et dy, ds, d3 de D d’autre
part sont deux & deux distinctes (ce qui entraine en particulier que C; est non nul pour ¢ = 1,2, 3) ; sans
restreindre la généralité, on peut supposer que

a; < ay < as.
Les équations (67) se réduisent alors a

:UliL“Q:UgR(CU) = 0,

[C1(dy — d3) + TC?|(waw3)? + [Ca(d3 — dv) + 7C2](w321)* + [C3(dy — d2) + T7C3](z122)? = 0. )
La courbe du cinquiéme degré est donc décomposée en trois droites d’équations respectives
1 =0, x2=0, z3=0,
et une conique, non dégénérée vu les hypothéses faites sur les valeurs propres, d’équation :
(ds — dy)CoC32? + (dy — d3)C301x3 + (dy — dy)C,Cax3 = 0, (71)

(dont les trois droites constituent un triangle conjugué). L’étude des signes des coefficients de (71) montre
que :

1. Lorsque d; < ds < d3 ou bien d3 < dy < dj, la conique est imaginaire et les seules solutions sont
les couples (3,~) dans des plans principaux d’inertie.

2. Lorsque d; < d3 < ds ou bien dy < d3 < dy, la conique est réelle et ne coupe pas la droite ;1 = 0
(en des points réels) et coupe les droites zo = 0 et £3 = 0 en des points doubles de la courbe du
cinquiéme degré. Aux solutions du cas 1) s’ajoutent donc les 8 appartenant & un cone du second
ordre qui coupe chacun des plans principaux d’inertie orthogonaux a es et es.

3. Lorsque d» < d; < d3 ou bien d3 < d; < d2, aux solutions du cas 1) s’ajoutent les 8 appartenant a
un cone du second ordre qui coupe chacun des plans principaux d’inertie orthogonaux a e; et e,.

REMARQUE
Il est possible de calculer les solutions des équations (70). L’équation (71) peut étre exprimée sous la
forme

2 2 2
x x x
(ds — do) = + (di — d3) == + (dz» — d1) = =0,
1 02 03
une équations linéaire par rapport & =, ==, —>. Comme
Ci’ Oy’ Cs

(ds — dy) + (dy — ds) + (d — dy) =0,
(ds — do)dy + (dy — d3)dy + (dy — dy)ds = 0

la conique peut étre représentée paramétriquement a 1’aide de deux paramétres u et v en posant

2 2 2
r] Ty I3
21022 38 ) —(1,1,1) + v(dy, do, d
<017027C3> U(, ’ )-|—1)( 1,02, 3)
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et, & chaque couple (u,v) correspondent en général quatre points - distincts ou confondus, réels ou
imaginaires - sur la conique. En substituant ces expressions dans la seconde équation (70) il vient (aprés
division par C;C2Cs) :

(dz —ds + TCl)(U + vds) (u + vds) + (d3 —dy + TCQ)(U + vds)(u + vdy)+
(d1 —d> + TC3)(U +vdy)(u + vds) =0
ce qui, compte tenu de la relation C; + Cs + C5 = 0, se réduit & une relation de la forme
v (Pu+ Qu) =0.
avec

P = T[Cl(dz + d3) + 02(d3 + dl) + Cg(dl + dz)[,

Q = dzdg(dz — dg) + d3d1 (d3 — dl) + dldg(dl — dz) + T(Cld2d3 + Czdgdl + CSdle)-

Pour étudier les solutions (u,v) de cette équation, toujours sous I’hypothése faite sur les valeurs propres
de A et D, on peut d’abord démontrer les propriétés suivantes :

1. Pour que P = 0 il faut et il suffit qu’il existe des nombres réels A # 0 et p tels que A = AD + pE.

2. Pour que P = Q = 0 il faut et il suffit que la condition précédente soit satisfaite et que de plus
TA=1.

En effet, compte tenu de la définition des Cj, la relation P = 0 équivaut au systéme
01 + 02 + 03 = 0, Cl(dz + d3) + 02(d3 + dl) + C'3(d1 + dZ) = 07

ou encore a
Ci+Cy+C3=0, Cidy+ Csds+ C3dsz =0.

Le vecteur (Cy,C>,C3) doit donc étre orthogonal & deux vecteurs indépendants, c’est-a-dire qu’il existe
un nombre X (# 0) tel que, x désignant le produit vectoriel :

(C1,Cs,C5) = A(1,1,1) x (d1,d2,d3)
Mais on peut remarquer que (Cy,Cs,C3) = (1,1,1) X (a1, as,a3), de sorte que cette condition s’écrit aussi
(1,1,1) x [(a1,az2,a3) — A(d1,d=,d3)] =0,
et équivaut a l’existence d’un nombre p tel que :
(a1,as,a3) — A(dy,ds,ds) = p(1,1,1).

La premiére propriété en résulte. Pour établir la seconde propriété il suffit d’exprimer () en tenant compte
du résultat précédent; on a

Q = (d2d3(d2 - d3) + d3d1(d3 - dl) + dldg(dl - dg))(]. — T)\) = (dg — dl)(dg — dg)(dl — dg)(]. — T)\)

Les valeurs propres de D étant deux & deux distinctes, la condition ) = 0 équivaut donc & 7A = 1.

Revenons a I’étude des solutions du systéme (70) et notons d’abord que les solutions telles que v = 0
ne sont pas admissibles pour le probléme mécanique posé vu qu’alors

i+ z3+25=(C1+Co+Cs)u=0

et qu’il n’existe donc pas de vecteur (réel) B # 0. Les valeurs admissibles de (u,v) permettant de satisfaire
les deux équations (70) sont donc :
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- lorsque P # 0 (c’est-a-dire qu'’il n’existe pas de relation de la forme A = AD + pE) :
u=—-kQ, v=kP, ke R, k#0,

ol k est déterminé de fagon a normaliser 3. On obtient ainsi en général quatre solutions, admissibles si elles
sont réelles, et les vecteurs B correspondants se déduisent de I’'un d’entre eux par symeétrie relativement
aux plans principaux communs de A et D.

- lorsque P = @ = 0 : n’importe quel couple (u,v) avec v # 0 tel que C;(u + vd;) > 0 pour i =1,2,3
(de fagon a obtenir des solutions réelles) ; la conique déterminée par la premiére équation (70) est alors
contenue dans la courbe du quatriéme degré déterminée par la seconde équation et & chaque point (réel)
de cette conique correspond donc une solution 8 et une valeur de 7 déterminée.

3.3 Conditions suffisantes de stabilité des équilibres relatifs.

Etudions les conditions suffisantes de stabilité dans le cas simple ou les tenseurs A et D sont coaxiaux.
Pour trouver les conditions suffisantes de stabilité il suffit d’étudier la signature de la restriction de la
variation seconde de la fonction de Routh W sur la variété linéaire

5T{(68,67) | (B,68) =0, (v,07) =0, (B,67)+ (v,08) =0}.
La variation seconde, évaluée sur un équilibre relatif, peut étre exprimée sous la forme

0% £ 0% £ 0% £
w2 = (s, 50 AL AP IL L UE) 6,6
(am >+<<8ﬂ2+ ) p ﬁ>+<<8~r?+“ ) v 7>+

o)
v (2L 1) avn)

26°W (A5R,69) + ((AE — 4*A) 68,08) + (WE + KD) 6, 6%) + v (68,6%) (72)

soit

Sur les solutions les plus simples I'un des axes principaux des matrices A et D est dirigé selon 8 et un
autre selon ~. Alors, par exemple,

o = (i17070)7 ﬂ = (07 :i:]'70)7 ’Y = (0707 :i:]')'

Dans ce cas )
>\Z¢ZGQ, H:_Kd& VZO:

et la variété linéaire est définie par les égalités
082 =0, dy3 =0, B2dv2 + 73083 =0 <& Oy =£dB3=A (73)
La restriction de la variation seconde & la variété linéaire donne alors

= (A8R,09Q) + ¢ (ay — a1) 657 + ? (ay — a3) 652 +
+ K (d1 — d3) (5’)/12 + K (d2 - d3) 575
(A0Q,09Q) + ¥* (as — a1) 687 + K (di — d3) 677 +

[W (as — as) + K (dy — dg)] A2, (74)

26°W | 3)

+

Le premier terme est toujours positif d’apreés la positivité de ’énergie cinétique du systéme. Le deuxiéme
terme est positif si
as —a; >0 (75)
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c’est-a-dire lorsque moment d’inertie généralisé par rapport a ’axe normal au plan de ’orbite est plus
grand que le moment d’inertie généralisé par rapport & l’axe tangent a ’orbite. Le troisiéme terme est
positif si

di —d3 >0 (76)

c’est-a-dire lorsque la valeur propre de la matrice D correspondant au vecteur propre dirigé selon la
tangente est plus grande que la valeur propre de la matrice D correspondant au vecteur propre dirigé
selon la verticale locale. La derniére condition de positivité définie est

U? (ay — a3) + K (dy — d3) > 0. (77)

L’annulation de l'un des membres de gauche de (75), (76) ou (77) provoque une bifurcation de la
solution considérée. En particulier, la violation de la condition (77) implique la naissance des solutions
du type (69). Si l'indice de la forme quadratique (74) c’est-a-dire le degré d’instabilité, est impair le
mouvement considéré est instable. Sil’indice de cette forme est pair et non nul, alors il existe une possibilité
de stabilisation gyroscopique, c’est-a-dire de stabilité en premiére approximation. Cette possibilité sera
réalisée si toutes les racines de ’équation caractéristique sont purement imaginaires. Il faut noter que,
d’aprés la théorie developpée dans [77], les mémes conditions seront valables si on considére la stabilité
des mouvements stationnaires, mais ces conditions douvent étre complétées par les conditions appropriées
sur le rayon de l'orbite.

3.3.1 Cas de ’approximation des satellites

Dans le cadre de cette approximation on utilise un repére tournant par rapport auquel le mouvement
du corps & un point fixe. On peut aussi considérer le mouvement du systéme initial par rapport au repére
NX{ X} X} tournant & vitesse angulaire constante autour d’un axe fixe dans 'espace absolu, par exemple
autour de ’axe N X, coincidant avec 'axe N X}. Dans ce cas, le mouvement du corps n’a pas de point fixe
par rapport au repére tournant. Soit ¢ l’angle de la rotation, les vecteurs unitaires de ces deux repéres
sont alors reliés par

o' =acosty — ysiny, B =8, v = asiny + vy cosv (78)

ou bien

a = a'costp + 7' siny, B8 =4, ~ = —a'siny + ' cosy (79)
Les vitesses angulaire et linéaires absolues w et v et les vitesse angulaire et linéaires {2 et 'V relatives au
repére tournant sont toujours reliées par

w=Q+yB, v=V+ipxr (80)
Considérons maintenant la fonction A telle que

AR,V r,B,9) = LQ+¥B,V + 9B x1,1,B) (81)

A(Q7 V7 r7 ﬁ? ’l/})

(3 (a58) (09)) + (B(a+i8). v + 13 x0)

(c(v+dBx).V+i(8x)

Notons que 'approximation utilisée pour les termes de la derniére ligne ne joue aucun réle dans la suite,
ces termes pourraient étre remplacés par —Us(r). En développant :

A(Q,V,I‘,IB,@/})AZ(Q,V) + Al (Q,V,ﬂ,r) + Ag(,@,l‘)
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ou Az, A1 et Ay sont des fonctions homogénes de degré 2, 1 et 0 respectivement par rapport a € et V
définies par : que :

[ A(Q,V) = %(AQ,Q) + (BQ,V) + %(CV,V)

A (R2,V,8,r) =9y [(ARQ,8) + (BR,8 xr)+ (BB, V) + (CV, 5 xr)]

)2 Mg —M
| Ao(8,1) = L [(AB,B) + 2(BB,B 1) + (C(B x 1), x1)] — 5 (Dr,x) + fur 10— L
La fonction
Wa(B,r) = —Ao(B,1) (82)
est le potentiel augmenté du systéme complet. Le coefficient
J(B,r) = (AB,B) +2(BB, B xr) + (C(B x1),B x1) (83)

du terme 1/}2/2 est une extension du moment d’inertie classique par rapport a Paxe de rotation NXJ.

Supposons maintenant que le repére mobile tourne uniformément, c’est-a-dire que zp = constante, et
exprimons les équations de la dynamique (1) a I’aide des vitesses relatives a ce repére. Par différentiation
de (81) on obtient

(on oL on o
0 ow’ AV
oA oL 0L OL oL .
Fr el el (6—1}2'(53)+6—1}3'(—52)>¢ —
oA oL . 0A
a ~ o TYav <P (84)
OA - 0L oL OL OL .
6_& = (3—(.010 <a—v1'0+6—v2'(—7'3)+8—v3'(7'2)>1/1 —
oA w oA o oA
oA _ oA L o2

| 98 o0 oV

En substituant ces expressions dans les équations (1) on obtient les équations dynamiques exprimées en
fonction des vitesses relatives au repére mobile N XX} X! et de la fonction A :

i% = %XQ+%XV+%X1-+%XB
dt 09 o0 ov or BYG;
(85)
d OA oA oA
aov ~ v e

Pour trouver la loi du changement d’orientation du corps il faut compléter ce systéme par les équations
cinématiques pour r et les équations de Poisson pour le repére N X| X)X}
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En effet, en utilisant I'identité de Jacobi
xx(yxz)+yx(zxx)+zx(xxy)=0,

les membres de droite de la premiére et la seconde des équations (1) s’expriment respectivement par :

oA oA OA . 0OA
O (i) 2 (v i)+ (2 ) o
oA oA OA oA
69 ﬂ‘f—W V+6_ +—B><ﬂ,
oL 8L 8A 8A 8A 8A OA
D’apreés (80) on a
dr
E—v+rxw—V+rxﬂ.

On trouve aussi que la dérivée

oA OL OL OL OL
6_¢ = (8_w"6>+<8_v’ﬂxr> (a—w+rxa—v,ﬁ>

- (G 5v) (57)
est exactement égale a 'intégrale de la projection du moment cinétique sur 'axe 3. Les fonctions
J&Z(?—g+rxg—é,a’> = <g—g+rxg—$,acos¢—~ysin¢>
= <g—g+rxg$ >cos¢ <g—g+rxg$ >sin¢:0
..7’7’:<§—;\2+rx%,’7'> = <STI; +rxgé7asin¢+7cos¢>

oA oA OA OA

= <a—ﬂ+rxﬁ,a>sm¢+<an XW,'y)cosz/):O (88)

ne changent pas de valeur au cours des mouvements, c’est-a-dire qu’elles sont aussi des intégrales pre-
miéres. On voit aussi que l'intégrale de I’énergie — Painlevé-Jacobi du systéme initial

(g—i,w>+<g—€,v> <ggn+¢ﬂ> (g\A, v+¢ng>_L
oA oA 0N OA
(o) + (5v¥) 4+ (G0 v *=2)
OA OA -
= AZ_AO'f"(/}pl/J (89)

différe d’une constante additive de la méme intégrale par rapport au systéme tournant.

Comme on ’a signalé, c’est dans le cadre de ’approximation des satellites que la considération des
repéres tournant uniformément est la plus utile, en dehors de ce cas les repéres de ce type ne s’intro-
duisent pas aussi naturellement. Néanmoins, d’aprés la théorie développée par [77], les points critiques
du potentiel augmenté sont en correspondance bijective avec les mouvements stationnaires. De plus, pour
les points critiques indépendants de la valeur du paramétre v, les conditions suffisantes coincident. Pour
I’études des équilibres relatifs et des conditions suffisantes de leur stabilité dans notre probléme, cette cir-
constance justifie la considération de la restriction de la fonction Ay aux variétés de niveau de l'intégrale
géométrique J33.

Jo
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4 Emploi de la théorie de Routh

Pour obtenir des mouvements stationnaires on peut aussi considérer directement des valeurs critiques
de l'intégrale d’énergie Jy sur un niveau fixé des intégrales Jg = py, Jo = J, = 0 et de toutes les intégrales
géométriques. En utilisant la méthode de Routh construisons une fonction de Routh sous la forme

J)\ = JO + Z )\a't]zr + Z MJO’(S) Mo = Héo- (90)

2
o=a,8,y o,0=a,8,y

Les points critiques de cette fonction peuvent étre déduits des équations

aJy 52 LOL . 2L 'L oL
w002 ow T awav Y ZA ( t dwov (””)>
= 8—L<W+ZA a> Lv (V—f—z/\gaxr):O, (91)
ol &L 0’L 0L OL 8%L 8%L
v = avaw“”fw”a—v‘a—v DA <—avaw“"+w(””>>

8v8w (w-i—Z)\ a> —<v+Z)\ axr>—0 (92)

oh _ 0L, 0L v—a—L+Z/\ oL 2L (axr)+a—L><a
or Ordw orov or ~ 7 \ Ordw orov ov
0L oL
= 5o (w—l—;/\UJ)%— (v—k;/\gaxr)—g
oL
+zg:)\aaxa—v:0, (93)
aJn OL oL
Do Aa (a_w +rX av> + aa® + pasB + oy =0, (94)
oJ OL oL
8—,8)\ = As (5 +rx 8_> + o + paB + psyy =0, (95)
oJ OL oL
5—';\ = A <% +rX 8_v> + Hyal + pyp + pryy = 0. (96)

Considérons d’abord les équations (94) — (95). Aprés multiplication de chacune de ces équations par «,
B et «, compte tenu des valeurs des intégrales premiéres on a

Haa =0, Aapw + pap = 0, Koy = 0,
poa =0, Agpy +pss =0, pgy =0,
Hya =0, Aypy +piyp =0, gy =0,

D’aprés la symétrie de la matrice pu,5 on en déduit
Ao =Ay =0 (97)

Toutes le composantes de la matrice j1,5 sauf p1gg sont égales & zéro. Alors si les indices de Ag et de pgg
sont suprimés on a les équations
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GIN 9L 9°L

e = gz WTAB)F 5 (v+AB xT) =0, (98)
aJ. 0’L 0*L
S = aung WA o (VB x1) =0, (99)
gy oL oL
8Jy _  0°L 82L oL oL
S = ed (w+>\ﬂ)+arav (v+/\ﬁxr)—g+>\ﬂxa—v_0 (101)
La matrice

rL oL

Ow?  Owiv

PL L |

Ovow  Ov?

qui correspond & D’énergie cinétique, est définie positive, donc inversible. Le systéme formé des équa-
tions (98), (99) admet donc pour solution unique :

w+ A3 =0, v+ A8 xr=0, (102)

c’est-a-dire qu’au cours des mouvements stationnaires le systéme tourne autour 'axe @ avec la vitesse
angulaire —\ et le point C', dont la vitesse est v = w X r, est fixe par rapport au repére tournant.

L’équation (100) conduit & deux cas :
— Premier cas :

alors nécessairement A = y = 0 et w = v = 0. Le systéme est alors en équilibre absolu et r est
déterminé par :

_OL _9oU _
or  Or
— Second cas : ol oL
<8_+rxa—v> X,B_O,

il existe alors des solutions A, p non nulles de (100) et elles sont déterminées & une constante
multiplicative prés par

— +r X

N oL 8_L
Ow ov’

ﬂ>+u=0,

Pour traiter le second cas, remarquons que, compte tenu de (102) le systéme (101) se réduit 4 :

oL oL
—op TABX 5 =0 (103)

ce qui équivaut a :

— soit
L L L
6— x | B x 8_ =0, B x 6— # 0 et A\ est déterminé de facon unique, (104)
Or ov ov
o oL\ oL
(ﬂ X 8_v> EO et A est indéterminé. (105)
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L’équation (103) entraine toujours :

()0 ()=

Or Or’ Ov

La premiére égalité signifie que le point C' se meut dans le plan orthogonale au moment cinétique seulement
pour la premiére approximation ; en situation réelle le point C' quitte ce plan. Des phénoménes de ce type
concernant la position du centre d’inertie sont connus en dynamique des systémes dans le vide (voir par
exemple, [52] pour les références).

Pour préciser les mouvements stationnaires il faut préciser la distribution des masses et la forme du
corps.

Remarque. Nous avons seulement discuté ici le cas de la vitesse angulaire w constante. Lorsque
ce parameétre peut étre considéré comme une fonction d’état du systéme on peut alors utiliser l'idée de
Lyapunov sur l’extension de la méthode de Routh aux systémes de ce type. Pour ce faire, on peut par
exemple modifier les arguments de la publication [52]. En pratique il faut choisir la vitesse angulaire
du repére mobile de fagon que 'intégrale linéaire de la projection du moment cinétique total sur 8 soit
identiquement satisfaite, c’est-a-dire que le moment cinétique du systéme par rapport au repére mobile
soit identiquement nul.
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