
Sur le mouvement d'un orps rigide et d'un liquide dans unhamp entral d'attration Newtonienne �A.A.Bourov et D.P.Chevallier21 novembre 2001RésuméIl est bien onnu que le mouvement d'un orps dans un liquide di�ère substantiellement du mou-vement du même orps dans le vide en raison des e�orts exerés par le liquide. En e�et, la présenedu liquide entraîne en général que les translations du orps provoquent à la fois un e�ort résultantet un ouple et que les rotations provoquent de même un ouple et un e�ort résultant ; es e�ortsdépendent onsidérablement de l'orientation de la vitesse relative du liquide par rapport au orps.Dans et artile, on étudie les propriétés du mouvement d'un orps rigide dans un liquide parfaitemplissant tout l'espae et en repos à l'in�ni. On suppose que l'ensemble du système se meut sousl'ation de l'attration Newtonienne produite par un entre d'attration �xe dans l'espae. On disutela struture des e�orts engendrés par ette attration s'exerçant à la fois sur le solide et sur le liquide.Les équations de la dynamique du système omplet orps plus liquide sont expliitées, on meten évidene leurs intégrales premières et on étudie leurs propriétés. On reherhe ensuite une pos-sibilité de simpli�ation du problème fondée sur une analogie ave la lassique �approximation dessatellites� valable lorsqu'on peut onsidèrer le mouvement du orps autour de son entre d'inertieindépendamment du mouvement de e entre.Finalement, on reherhe les mouvements stationnaires et des onditions su�santes pour leurstabilité à l'aide de la méthode de Routh.Il existe une importante littérature onsarée à la dynamique d'un ou plusieurs orps rigides dansun liquide parfait. La liste des référenes remonte probablement à la publiation de Thomson etTait [1℄ où le prinipe de Hamilton a été appliqué pour obtenir les équations du mouvement (voirPetrov [2℄ pour les détails). L'exposé systématique du problème du mouvement d'un orps rigidedans un éoulement irrotationnel d'un liquide parfait remplissant tout l'espae et en repos à l'in�nipeut être trouvé, par exemple, dans Lamb [3℄, Kohin Kibel et Roze [4℄, [5℄. L'étude des foreshydrodynamiques agissant sur le orps dans un éoulement non-stationnaire d'un liquide parfait a étéabordée par Taylor [7℄, [8℄, Cummins [9℄, [10℄, Landweber et ses ollaborateurs [11℄ à [14℄ (voir aussi[15℄, [16℄) et par Haskind [17℄. L'utilisation systématique de la méthode de symétrie de Shwarz dansles problèmes aux limites pour l'équation de Laplae dans un domaine de géométrie variable a étéexposée par F.L.Chernous'ko [18℄. Plusieurs études ont été onsarées aux problèmes de dynamiquedes orps déformables Lighthill [19℄, ou d'ensembles de orps déformables et bulles de vapeur parMiloh et Galper [20℄ à [33℄. Dans le adre de l'utilisation systématique des prinipes variationnels,les mêmes problèmes on été abordés par A.G.Petrov et ses ollaborateurs, voir [2℄ et [34℄ à [44℄.Finalement, les multiples problèmes de dynamique et de stabilité du mouvement des orps rigidesdans un éoulement rotationnel on été onsidérés par V.A.Vladimirov et ses ollaborateurs [45℄ à [49℄.Entre autres publiations onsarées à e sujet nous pouvons aussi mentionner [50℄ à [60℄.De nombreux problèmes onernant la dynamique du orps rigide dans un liquide parfait, enpartiulier le ontr�le, ont également été onsidérés par N.E.Leonard et ses ollaborateurs [61℄ à [75℄.
�L'essentiel de e travail fait l'objet d'un artile soumis à la revue PMM.1



1 Struture Lagrangienne et intégrales premières des équationsdu mouvementConsidérons le mouvement d'un orps rigide G dans un liquide parfait inompressible, oupant toutl'espae et se trouvant au repos à l'in�ni, sous l'ation de fores entrales d'attration newtonienne dontle entre N est �xe dans l'espae. Soient NX1X2X3 un repère inertiel, C un point �xé dans le orps,Cx1x2x3 un repère mobile lié au orps. Soient� = (�1; �2; �3); � = (�1; �2; �3);  = (1; 2; 3);les veteurs unitaires du repère absolu NX1X2X3; r = (r1; r2; r3) le veteur ��!NC . Soient ! = (!1; !2; !3)la vitesse angulaire absolue du orps, v = (v1; v2; v3) la vitesse absolue du point C: Ii et dans la suite,sauf mention du ontraire, tous les veteurs et tenseurs sont donnés par leurs oordonnés dans le repèremobile. Il sera montré dans la setion (2) que les théorèmes de la quantité de mouvement et du momentdes quantités de mouvement pour le système formé du solide et du �uide peuvent alors être expriméssous la forme des équations de Lagrange-Euler-Poinaré8>>><>>>: ddt �L�! = �L�! � ! + �L�v � v + �L�v � r;ddt �L�v = �L�v � ! + �L�r ; (1)où la fontion de Lagrange s'exprime lassiquement omme la di�érene de l'énergie inétique et del'énergie potentielle L(!;v; r) = T (!;v)� U(r)Ces équations doivent être omplétées par l'équation inématique exprimant la variation du veteur r parrapport au repère mobile _r = v + r� !: (2)Lorsque les équations (1) et (2) sont intégrées, on peut alors déterminer le hangement de l'orientationdu orps par intégration des équations de Poisson_� = �� !; _� = � � !; _ =  � !: (3)Les équations (1) et (2) ave une fontion de Lagrange indépendante du temps admettent l'intégralepremière de l'énergie-Painlevé-JaobiJ0��L�! ;!�+��L�v ;v�� L = h (4)On peut voir en plus que, d'après les équations (1) et (2), on a la relationddt � �L�! + r� �L�v���L�! + r� �L�v�� ! (5)qui exprime la loi d'évolution du moment inétique total par rapport au repère mobile et signi�e que lemoment inétique total est invariable dans l'espae. Chaune de ses projetions sur une diretion �xéedans l'espae est don une intégrale première des équations du mouvement ; hoisissons trois intégralesindépendantes J� = ��L�! + r� �L�v ;�� ; (6)J� = ��L�! + r� �L�v ;�� ; (7)J = ��L�! + r� �L�v ;� ; (8)2



exprimant les projetions du veteur moment inétique total sur les axes du repère inertiel. En hoisissantalors pour haque mouvement les axes de e repère de façon que, par exemple, le moment inétique soitdirigé au départ selon �, on a J� = 0; J� = p ; J = 0: (9)Les intégrales J� ;J� ;J et les six intégrales géométriques des équations de Poisson exprimant l'ortho-normalité du repère NX1X2X3, à savoirJ�� = (�;�)� 1 = 0; J�� = (�;�)� 1 = 0; J = (;)� 1 = 0;J�� = (�;�) = 0; J� = (�;) = 0; J� = (;�) = 0; (10)permettent de réduire l'ordre du système des équations du mouvement et de se ramener à l'intégrationdes équations de Lagrange ave inq degrés de liberté. Pour e�etuer ette intégration, à part l'intégralede l'énergie, il faut onnaître quatre intégrales premières indépendantes et qui ommutent. Mais, saufhoix spéial du repère absolu, on peut alors (et il faut) utiliser l'intégraleJ1��L�! + r� �L�v ; �L�! + r� �L�v� (11)exprimant le arré du moment inétique total et dont l'existene est laire au vu du système (5). Laonstane de ette intégrale ne dépend pas du hoix d'un repère absolu.2 Equations dynamiques du système solide plus �uideSous la forme (1), les équations de la dynamique sont lassiquement établies pour les systèmes onsti-tués d'un nombre �ni d'éléments rigides. Cette setion justi�e leur emploi pour le système onstitué d'unsolide et d'un �uide. Pour e faire, on s'appuie sur des raisonnements proposés par M.D.Haskind [17℄pour évaluer les parties �hydrodynamiques�.2.1 L'énergie inétique du systèmePour dérire la dynamique du système il faut onnaître expliitement la fontion de Lagrange. SoitLC = TC � UCla fontion de Lagrange du orps où TC est l'énergie inétique, UC est le potentiel des fores massiquesappliquées au orps, égal à UC = ZG �C(x)U(x)d�(x)où �B est la densité du orps, U est la densité du hamp potentiel (par unité de volume).8>>><>>>: ddt �TC�! = �TC�! � ! + �TC�v � v +MN +ML;ddt �TC�v = �TC�v � ! + FN + FL;où FN et MN sont la fore et le moment résultant de l'attration newtonienne agissant sur le orps, FLet ML la fore et le moment résultant de la pression super�ielle agissant sur le orps et engendrées parla dynamique du liquide et qui peuvent être dérites par les formules (voir, par exemple, [3℄, [4℄, [17℄)FL = � Z�G p � nd�(x); ML = � Z�G p � (x� n)d�(x)3



où p est la pression du liquide, n(x) est le veteur normal unitaire à la surfae �G dirigé vers l'extérieurdu orps. On suppose que le genre de la surfae �G est nul et que l'éoulement du liquide est potentiel :il existe don une fontion univoque � = �(x; t) qui véri�e l'équation de Laplae �� = 0 et détermine lehamps des vitesses du liquide selon la formulev(x) = ���x : (12)Si l'équation de la frontière du orps est f(x) = 0, le veteur unitaire de la normale s'éritn(x) = �f�x � �����f�x �����1 :Dans e as les onditions à la frontière du orps et à l'in�ni s'expriment par���n = ����x ;n(x)� = (v + ! � x;n(x))���x ! 0; jxj ! 1et la détermination du potentiel d'éoulement se ramène à la solution d'un problème aux limites extérieurdu type de Neumann. (Notons que, si le genre de la surfae du orps �G est positif il faut alors herherun potentiel multivoque en utilisant, par exemple, la méthode des membranes imaginaires. Mais, de toutesfaçons, la formule (12) déterminant le hamps des vitesses sera enore utilisable. Voir par exemple [4℄pour les détails.)Lorsque le problème de Neuman est résolu on peut alors déterminer la pression en utilisant l'intégralede Cauhy-Lagrange bien onnue en hydrodynamique irrotationnelle du liquide parfait. Si l'on supposeque le liquide se trouve dans le hamp du potentiel U des fores massiques alors ette intégrale s'éritp� p0 = ��L����t + 12 ����x ; ���x�+ U(x)� (13)Les expressions de FL et ML peuvent alors être déomposées sous la formeFL = FD + FS ; ML =MD +MSoù les quantités ave l'indie �D� orrespondent aux deux premiers termes de la partie droite de l'intégralede Cauhy-Lagrange (13) et ont une origine hydrodynamique tandis que les quantités ave l'indie �S�orrespondent au dernier terme de la partie droite et ont une origine hydrostatique (e sont les foreset moments dits arhimédiens). D'après des raisonnements développés par M.D.Haskind [17℄ les partieshydrodynamiques FD et MD s'ériventFD = �dKdt � ! �K; MD = �dLdt � ! � L� v �Koù K et L sont respetivement le veteur prinipal et le moment prinipal des pressions impulsivesK = ��L Z�G � � n(x)d�(x); L = ��L Z�G � � (x� n(x)) d�(x) (14)Préisons que la publiation [17℄ ontient des formules plus générales valables pour la desription dumouvement lorsqu'un hamp de vitesses non-stationnaire à l'in�ni est presrit.Il est bien onnue (voir par exemple [3℄) que l'équation de Laplae et les onditions aux limites étantlinéaires par rapport à la vitesse de translation et la vitesse angulaire, l'expression du potentiel est� = (';v) + (�;!) (15)4



où les 'i et �i (i = 1; 2; 3) sont les solutions de six problèmes aux limites indépendants :8>>><>>>: �'i = 0; �'i�n = ni; i = 1; 2; 3;��i = 0; ��i�n = (x� n)i; i = 1; 2; 3:La substitution du développement (15) dans les formules (14) donne les expressions onnues pour K et L,expressions linéaires par rapport aux omposantes vi et !i des vitesses linéaire et angulaire. En vertu desonditions limites on aKi = ��L Z�G � �'i�n d�(x) = ��L Z�G ((';v) + (�;!)) �'i�n d�(x)Li = ��L Z�G ((';v) + (�;!)) ��i�n d�(x)soit Ki (BL:! +CL:v)i ; Li �AL:! +BTL:v�iave 8>>>>>>>>><>>>>>>>>>:
ALij = ��L Z�G �j ��i�n d�(x);BLij = ��L Z�G �j �'i�n d�(x);CLij = ��L Z�G 'j �'i�n d�(x):Si TL 12 ((AL:!;!) + 2 (BL:!;v) + (CL:v;v))est l'énergie inétique du liquide, on voit qu'alorsK = �TL�v ; L = �TL�! :Don, relativement au repère �xé dans le orps, l'énergie inétique du système est dé�nie par l'expressionT = TC + TL = 12 ((A:!;!) + 2 (B:!;v) + (C:v;v)) (16)où les matries A; B et C sont onstantes et de la formeA = IC +AL; B = BC +BL; C =MCE+CL;BGMG0� 0 �R3 R2R3 0 �R1�R2 R1 0 1A : (17)Ii IC est le tenseur d'inertie du orps par rapport au point G, le veteur R = (R1;R2;R3) représente le veteur��!CG, G étant le entre d'inertie du orps, E est la matrie unité 3 � 3. La quantité MC est la masse du orps,les matries AL; BL et CL, dont les termes sont aussi onstants, dé�nissent le tenseur des masses ajoutées. Ilest bien onnu [3℄ que les omposantes de es matries dépendent seulement de la géométrie de la surfae duorps. La méthode de alul des termes de es matries, fondée sur des solutions de problèmes de Neumann dansle domaine extérieurs au orps pour l'équation de Laplae, est dérites dans di�érentes publiations (voir, parexemple, [3℄, [4℄). 5



On en déduit que les équations du mouvement peuvent être représentées sous la formeddt �T�! �T�! � ! + �T�v � v +Me; ddt �T�v �T�v � ! + Fe (18)où Fe = FN + FS ; Me =MN +MSsont respetivement les sommes des fores et des moments des fores gravitationnelles et hydrostatiques,la partie hydrodynamique étant maintenant intégrée dans le terme en T .2.2 Potentiel des fores.L'énergie potentielle du système est omposée de l'énergie potentielle des fores �hydrostatiques�, 'est-à-dire des fores d'Arhimède et de l'énergie potentielle d'attration Newtonienne. Nous examinerons esdeux types d'énergie potentielle séparément.2.2.1 Energie potentielle des fores arhimédiennes.Considérons les parties hydrostatiques FS et MS ; elles sont engendrées par le troisième terme departie droite de (13), la pression hydrostatique �p = ��LU . Nous admettons que le liquide est soumisaux mêmes fores potentielles que le orps, 'est-à-dire que la densité du hamps extérieur s'exprime enfontion de X = (X1; X2; X3) par U(X) = �fNMN 1(X;X)1=2Alors la fore hydrostatique appliquée au orps s'éritFS = � Z�G �pn d�(X) = �L Z�G U(X)n d�(X); (19)(la seule singularité de l'expression sous le signe d'intégrale se trouvant en dehors du orps). Par la formulede Gauss-Ostrogradsky on obtient FS = �L ZG �U�X (X) d�(X)Mais �U�X (X) = fNMN X(X;X)3=2Pour mettre en évidene un potentiel fontion de la variable r et pour les aluls d'approximations dupotentiel de la setion 2.4, il est avantageux d'exprimer X sous la forme X = r+ x (r = ��!NC). Comme�U�X (X) = ��rU(r+ x) = fNMN r+ x(r+ x; r+ x)3=2on a FS = ��r ��L ZG U(r+ x)d�(x)� � �UA�r (r) (20)où le potentiel UA de la fore hydrostatique FS s'éritUA(r) = ��L ZG U(r+ x) d�(x) = fNMN�L ZG 1(r+ x; r+ x)1=2 d�(x)Le moment des fores hydrostatiques ou bien de la fore d'Arhimède s'érit de mêmeMS = ��UA�r � r (21)6



2.2.2 Fores d'origine gravitationnelle.Le potentiel de l'attration Newtonienne, la fore d'attration et son moment s'ériventUN = �fNMN ZG �C(x)d�(x)(r+ x; r+ x)1=2FN = ��UN�r = �fNMN ZG �C(x)(r + x)d�(x)(r+ x; r+ x)3=2 (22)MN = ��UN�r � rfNMN ZG �C(x) (r� x) d�(x)(r+ x; r+ x)3=2 (23)Finalement, les fores hydrostatiques et newtoniennes admettent le potentielU(r) = UN (r) + UA(r) (24)qui s'exprime expliitement par :U(r) = �fNMN ZG �C(x)� �L(r+ x; r+ x)1=2 d�(x) = �fNMN ZG dma(x)(r+ x; r+ x)1=2 :en désignant par dma(x) = (�C(x)��L)d�(x) la distribution de masse apparente du solide dans le liquide.2.2.3 Remarque : approhe heuristique.Sur le système onsidéré, en dehors des fores et des moments d'origine hydrodynamique liés au tenseurdes masses ajoutées, agissent des fores et des moments diretement ou indiretement liés au hamp del'attration newtonienne. Le potentiel total des fores newtoniennes s'érit sous la formeU(r) = �fM ZG dmG(x)(r+ x; r+ x)1=2 � fM ZR3nG dmL(x)(r+ x; r+ x)1=2= �fM ZG dmG(x)(r+ x; r+ x)1=2 + fM ZG �Ld�(x)(r+ x; r+ x)1=2 � fM ZR3 �Ld�(x)(r+ x; r+ x)1=2où f est la onstante de Newton,M est la masse du entre d'attration, dmG(x) et dmL(x) sont les massesdes volumes élémentaires du orps et du liquide respetivement au point x = (x1; x2; x3). Le dernier termene dépend pas de r et ne ontribue don pas à l'expression des fores et moments. La fontion U apparaîtdon omme une somme U = UN + UA où UN(r) est le potentiel des fores newtoniennes et UA(r) estle potentiel des fores arhimédiennes orrespondant à l'attration des points du liquide qui pourraientremplaer le orps si e orps était extrait du liquide.2.3 ConlusionIl résulte de (18), (20), (21), (22) et (23) que les équations du mouvement du solide et du �uidepeuvent e�etivement s'exprimer sous la forme (1) où T = TC + TL (énergie inétique du solide plusénergie inétique du �uide exprimée par (16)), U = UN +UA (énergie potentielle du orps solide dans lehamp newtonien plus potentiel des fores d'Arhimède). Par substitution de (16), la forme expliite deséquations est :8>>><>>>: ddt �A:! +BT :v� = �A:! +BT :v�� ! + (B:! +C:v)� v � �U�r � rddt (B:! +C:v) (B:! +C:v)� ! � �U�r (25)les parties hydrostatiques et gravitationnelles étant intégrées dans le potentiel U dont des expressionsapprohées vont être étudiées dans les setions suivantes.7



2.4 Approximations du potentiel.2.4.1 Remarques sur les tenseurs d'inertieLe tenseur d'inertie I d'une distribution de masse (représentée par une mesure positive �dm�, portéepar un ensemble borné G e qui assure la onvergene des intégrales dans la suite) relativement à un pointest dé�ni par : I:! = ZG x� (! � x) dm(x); (! 2 R3)ou, e qui est équivalent, par la forme bilnéaire symétrique assoiée(I:!1;!2) = ZG (!1 � x;!2 � x) dm(x); (!1; !2 2 R3):La trae de I peut être aisément exprimée :Tr(I)2 ZG x2 dm(x):Pour prouver e résultat, fe1; e2; e3g étant une base orthonormée quelonque, on aTr(I) = 3Xk=1 (I:ek; ek) = ZG 3Xk=1(ek � x)2 dm(x)Or, en utilisant les propriétés du produit vetorielP3k=1(ek � x)2 =P3k=1 e2kx2 � (ek;x)2 = 2x2.Comme à tout tenseur symétrique on peut assoier à I un tenseur de trae nulle I0 (déviateur de I)dé�ni par I0 = I� 13Tr(I)E;qui s'exprime par :�I0:!1;!2� = ZG �(!1 � x;!2 � x) � 23 x2(!1;!2)� dm(x); (!1; !2 2 R3):2.4.2 Formes réduites du potentielDans les équations (1) et (25) on peut utiliser l'expression exate ou bien diverses approximations dupotentiel (24). Ces approximations peuvent être liées, par exemple, à une hypothèse sur la petitesse duorps par rapport à son éloignement du entre d'attration. Dans e as le paramètre " = sup jxj=r; où r =�r21 + r22 + r23�1=2 est petit et on peut représenter le potentiel (24) sous la forme d'un développement limité.Pour obtenir e développement, un alul lassique dans les approximations des potentiels newtoniensdonne le développement asymptotique :1(r+ x; r+ x)1=2 = 1r (1 + u1(r;x) + u2(r;x)) + o� 1r3� ; r = krk:où la fontion o� 1r3� est négligeable devant 1r3 lorsque r tend vers 1 et x reste borné etu1(r;x) = � (r;x)r2 ; u2(r;x)) = x2r2 � 32 (r� x)2r4 :En intégrant par rapport à x sur l'ensemble borné G et par rapport à la mesure de masse apparente dmaon obtient d'abord ZG u1(r;x) dma(x) = � 1r2 �r; ZG x dma(x)� :8



L'intégrale �gurant dans le membre de droite est liée au baryentre de la distribution de masse apparentedu orps ; plus préisément soient Ma = RG dma(x) la masse apparente totale du orps (qui peut êtrepositive, négative ou nulle) et Ca le baryentre de la distribution de masse apparente. On a8>>><>>>: ZG x dma(x) =Ma��!CCa lorsque Ma 6= 0;ZG x dma(x) = � veteur indépendant du hoix de l'origine, lorsque Ma = 0:(Le veteur � représente un �moment dipolaire�). Finalement :ZG u1(r;x) dma(x)8>><>>: �Ma 1r2 (r;��!CCa) lorsque Ma 6= 0;� 1r2 (r;�) lorsque Ma = 0:Si MG est la masse du orps et ML la masse du liquide remplaé par le orps et si CG est le entred'inertie du orps et CL son entroïde, 'est-à-dire le entre d'inertie du liquide remplaé par le orps, ona Ma =MG �ML et : 8><>: Ma��!CCaMG��!CCG �ML��!CCL; lorsque Ma 6= 0;� =MG��!CLCG; lorsque Ma = 0:Les termes du seond ordre sont liés au déviateur I0a du tenseur d'inertie Ia de la distribution de masseapparente : ZG u2(r;x) dma(x) = 32 1r4 ZG �23r2x2 � (r� x)2� dma(x) = �32 1r4 I�a(r; r):Finalement, le potentiel (24) s'exprime en général parU(r) = U0(r) + U1(r) + U2(r) + o� 1r3� (26)ave 8>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>:
U0(r) = �fNMNMar ;U1(r) = fNMNMa (r;��!CCa)r3 ; lorsque Ma 6= 0;U1(r) = fNMN (r;�)r3 ; lorsque Ma = 0;U2(r) = �2 (Dr; r)r5 ; (D = 3I0a tenseur de trae nulle, � onstante):Deux formes réduites du potentiel se présentent don :1) Ma 6= 0. On peut alors hoisir C = Ca et le potentiel prend la formeU(r) = U0(r) + U2(r) + o� 1r3� = �fNMNMar + �2 (Dr; r)r5 + � � � :9



Dans une première approximation le potentiel est égal à U0 et e potentiel engendre don une foreattrative ou répulsive vers le entre d'attration N selon que Ma > 0 (MG > ML) ou que Ma < 0(MG < ML). Notons que le potentiel de la première approximation n'exere d'in�uene direte que surles translations du orps mais n'en exere auune sur les rotations : 'est le potentiel U2 qui déterminel'orientation du orps.2) Ma = 0. Le potentiel prend alors la formeU(r) = U1(r) + U2(r) + o� 1r3� = fNMN (r;�)r3 + �2 (Dr; r)r5 + � � � :On a alors une situation neutre en première approximation. Ave l'approximation supérieure le poten-tiel dépend toujours de l'orientation. Le premier terme est le potentiel d'un dip�le � dans un hampnewtonien. Le potentiel U2 est néessaire pour déterminer omplètement l'orientation du orps.Notons aussi que e seond as n'a d'intérêt que lorsque le orps est non homogène (pour un orpshomogène on ne peut avoir Ma = 0 que lorsque �G = �L don dma = 0 et U(r) = 0).Le tenseur symétrique D, qui joue un r�le prépondérant pour la détermination de l'orientation duorps, est un tenseur symétrique de trae nulle dont les valeurs propres sont signe quelonque et qui n'estpas néessairement oaxial au tenseur d'inertie. Lorsque le orps est homogène on a Ia = IG � ILIi = �iI; I0i = Ii � 23 �iJ; i 2 fG;Lgoù I est le tenseur d'un orps homogène de densité égale à l'unité et J = ZG x2d� (x). Don :D = (�G � �L) (3I� 2J E) :et les tenseurs IG, IL et D sont alors oaxiaux.2.5 Approximations des omposantes du tenseur des masses ajoutées.En méanique des orps rigides �l'approximation des satellites�, permet de simpli�er le problème endéouplant l'e�et des translations et des rotations du orps. La question se pose de savoir si la mêmeapproximation peut être ou non utilisée pour ertaines valeurs des paramètres lorsque le orps se meutdans un espae rempli par un liquide.Considérons la question de la petitesse du orps de la façon suivante. Supposons qu'il existe une famillede orps homothétiques entre eux et ayant le point C omme entre d'homothétie ommun ; ette familleest paramétrisée par le rapport d'homothétie ". Soitf �x1" ; x2" ; x3" � = 0l'équation paramétrique des surfaes de es orps. Lorsque "! 0; les dimensions du orps tendent aussivers zéro. Les densités du orps et du liquide sont supposées indépendantes des dimensions des orps. Lasolution de l'équation du problème de Neuman extérieur à la surfae du orps peut alors être expriméeomme une fontion de ". En substituant ette solution dans les expressions des termes de la matrie del'énergie inétique on obtient la dépendane de es termes en fontion de " et l'on a :Mk(") = "3Mk(1); k 2 fG;Lg;IG(") = "5IG(1); BG(") = "4BG(1)AL(") = "5AL(1); BL(") = "4BL(1); CL(") = "3CL(1);10



de sorte que pour l'expression de l'énergie inétique on a les relationsA(") = "5A(1); B(") = "4B(1); C(") = "3C(1):Pour les mêmes raisons D(") = "5D(1);U(r; ") = U0(r; ") + U1(r; ") + U2(r; ") + � � � = "3U0(r; 1) + "4U1(r; 1) + "5U2(r; 1) + � � � (27)Considérons par exemple un orps en forme d'ellipsoïde. Supposons que le entre et les axes prinipauxde l'ellipsoïde oïnident ave eux du repère mobile. Dans l'équationx21a21 + x22a22 + x23a23 = 1remplaçons les demi axes ai par ai=". On obtientx21("a1)2 + x22("a2)2 + x23("a3)2 = 1Les omposantes du tenseur des masses ajoutées sont bien onnues (voir, par exemple, [3℄). Posons� = ��a21 + �� �a22 + �� �a23 + ���1=2 ; Æi (a1; a2; a3) = a1a2a3 Z 10 d�(a2i + �)� ; (28)alors CL = diag(CL1; CL2; CL3); CLi = Æi2� Æi �LV ; i = 1; 2; 3où V = 43�a1a2a3 est le volume du orps. La matrie B s'annule. La matrie A s'éritAL = diag(AL1; AL2; AL3); AL1 15 �a22 � a23�2 (Æ3 � Æ2)2 (a22 � a23) + (a22 + a23) (Æ2 � Æ3)�LV ; (123)En substituant les expressions ai = a0i" et � = �0"2 dans (28) et en onservant la densité �L onstante onobtient que : Æi(a1; a2; a3) = Æi(a01; a02; a03)CLi(a1; a2; a3) = "3CLi(a01; a02; a03); ALi(a1; a2; a3) = "5ALi(a01; a02; a03)2.6 Problème restreintAlors par substitution dans les équations (25) des expressions approhées obtenues dans les setionspréédentes. Après division par "3 (supposé non nul) et suppression des arguments 00(1)00 devant lesmatries on a :ddt �"2A:! + "BT :v� �"2A:! + "BT :v� � ! + ("B:! +C:v)� v ��"�U1�r + "2 �U2�r + � � ��� rddt ("B:! +C:v) ("B:! +C:v) � ! ���U0�r + "�U1�r + � � �� (29)Il faut herher les solutions sous forme de séries formelles! = !0 + "!1 + � � � ; v = v0 + "v1 + � � � ; r = r0 + "r1 + � � �11



et identi�er les termes du même ordre pour obtenir les systèmes déterminant !0, v0, r0 et les orretions!1, v1, r1 et. Ii nous disuterons seulement les termes d'ordre le plus bas et l'indie 0 sera partoutomis.Supposons le tenseur C non sphérique. Alors, dans le premier groupe des équations (29), le paramètre" est en fateur de la dérivée d'ordre le plus élevé. A la limite lorsque "! 0 on a le systèmeC:v � v = 0; ddtC:v = C:v � ! � �U0�r : (30)La partie algébrique de e système montre que, dans le adre de ette approximation, le orps ne peut semouvoir que dans la diretion d'un des axes propres du tenseur C. Soit v le veteur propre du tenseurC assoié à la valeur propre ; 'est-à-dire que C:v = vLa deuxième équation de (30) determine alors la loi du mouvement du point C. Si l'on utilise l'expressionR = S:r; S = 0� �1 �2 �3�1 �2 �31 2 3 1A ; (31)de la transformation des veteurs du repère mobile en eux du repère absolu, la deuxième équation (30)s'érit alors ddt �L0� _R �L0�R ; (32)ave L0 �R; _R� 2 _R2 + fM (MG �ML) 1r ; r = (r; r)1=2;soit expliitement d2Rdt2 = �1 fM (MG �ML) Rr3 : (33)Cette équation, qui est analogue à elle du problème de Kepler, peut être intégrée de la même façon maisles propriétés qualitatives du mouvement du point C peuvent être omplètement di�érentes.� LorsqueML < MG, omme dans le problème de Kepler, la fore est attrative et les orbites peuventêtre hyperboliques, paraboliques ou elliptiques, mais alors les paramètres de es orbites dépendentdes masses MG, ML ainsi que de la valeur propre  du tenseur des masses ajoutées.� Lorsque ML > MG, la fore est répulsive et il n'existe pas d'orbite fermée ontrairement au as deKepler.� Lorsque ML =MG alors, dans ette approximation, le point C se meut ave une vitesse onstantele long d'une droite ne passant pas obligatoirement par N , e qui est impossible dans le problèmede Kepler.Dans tous les as l'un des axes prinipaux de C, axe lié au orps, doit rester tangent à l'orbite auours du mouvement et le problème n'entre don pas dans les onditions d'appliation de l'approxi-mation des satellites sous la forme lassique (dans laquelle l'orientation autour de C n'est soumise àauune ontrainte). Ce n'est que si ML =MG que l'e�et du moment gravitationnel joue un r�le prépon-dérant mais, omme on le voit, le problème n'entre plus alors dans le adre de la dynamique d'un satellite.Supposons maintenant que C = E soit un tenseur sphérique. Alors, dans le premier groupe deséquations (29), le dernier terme s'annule. On peut diviser es équations par " et passer ensuite à la limite"! 0 e qui donne ddtBT :v = BT :v � ! +B:! � v � �U1�r � r; (34)dvdt = v � ! � 1 �U0�r : (35)12



Comme on le voit, l'équation (35) équivaut à l'équation (30) onsidérée plus haut et tous les argumentsprésentés plus haut et onernant de l'intégration de ette équation sont enore valables.Finalement, soient C = E; B = 0 et MG 6= ML: Alors, après division par "2 de (29), on obtientl'équation ddtA:! = A:! � ! � �U2�r � r = A:! � ! � �r5D:r� r (36)qui, ave les équations de Poisson, dérit les hangements d'orientation du orps. Dans le as général eséquations sont enore les équations d'Euler - Lagrange - Poinaré.ddt �L�! �L�! � ! + �L�r � r; L(!; r) = 12(A!;!)� U2(r) (37)Le mouvement du point C est enore dé�ni par l'équation (33).Lorsque l'équation (33) est intégrée on peut exprimer le veteur r omme une fontion de l'orientationet du temps r = ST :R(t) (38)En substituant r de (38) dans le système (36) et en onsidérant le dernier système et les équations dePoisson, on a un système fermé non autonome de douze équations par rapport à douze variables pour ladétermination de l'orientation du orps et des hangement de la vitesse angulaire.2.7 Équation de KeplerNéanmoins, on peut ontinuer les transformations du système (35). Par analogie ave le problèmede Kepler dans l'approximation onsidérée, le point C se meut dans un plan �xe dans l'espae absoluet perpendiulaire à la omposante du moment inétique orrespondant aux équations (33). D'après lesintégrales (9) e plan oïnide ave le plan NX1X3: Pour intégrer les équations (33), supposons quele mouvement du point C se réalise dans le même plan, soit dans le plan NX1X3. Introduisons lesoordonnées polaires dans e plan R3 = r os ; R1 = r sin :La fontion de Lagrange (32) s'érit alorsL� _r; _ ; r� 2 � _r2 + r2 _ 2�+ fM (MG �ML) 1r :La oordonnée  est ylique et l'intégrale première orrespondante s'éritr2 _ = p ; (39)d'où _ = p r2 ;et la fontion de Routh peut être représentée parR( _r; r; p ) = 2 _r2 � Ua(r; p ); Ua(r; p ) = p2 2r2 + U(r); (40)où Ua(r; p ) est le potentiel amendé. Les points ritiques de e potentiel orrespondent aux rayons desorbites irulaires. On a �Ua�r = � p2 r3 + fM (MG �ML) 1r2 = 0d'où l'on déduit r = p2 fM (MG �ML) = �fM (MG �ML) _ 2 �1=3 ; (41)13



ou bien, sous la forme "de la loi de Kepler"r3 _ 2 = fM (MG �ML)d'où résultent la relation entre le rayon de l'orbite, les masses et les masses ajoutées.Au lieu du temps on peut utiliser l'anomalie vrai  omme variable indépendante. Dans le as del'orbite elliptique e hangement permet de trouver l'équation de l'orbiter = p1� e os (42)où p et e sont respetivement le paramètre et l'exentriité de l'ellipse. Par substitution de (42) dans (39)on obtient l'équation, appelée équation de Kepler, déterminant  en fontion du temps t. Sauf dans leas du mouvement irulaire, la solution de ette équation ne peut être exprimée à l'aide des fontionsélémentaires. Pour éviter ette résolution sous la forme expliite on fait parfois ainsi le hangement devariable du temps dans les équations dérivant le hangement de l'orientation du orps.3 Dynamique du système par rapport au repère mobile.Considérons maintenant un repère orbital NX 01X 02X 03 qui tourne autour l'axe NX 02 oïnidant avel'axe NX2: Soient NX 03 l'axe dirigé selon le veteur ��!NC; l'axe NX 02 orthogonal au plan de l'orbite, l'axeNX 01 se trouvant dans le plan de l'orbite et omplétant NX 03 et NX 02: Soient�0 = (�01; �02; �03); �0 = (�01; �02; �03); 0 = (01; 02; 03);les veteurs unitaires de e repère. Alors�0 = � os �  sin ; �0 = �; 0 = � sin +  os Dans le as général du mouvement elliptique e repère ne tourne pas uniformément. Considérons seulementle as du mouvement irulaire ; la vitesse angulaire orbitale est alors _ = onste: Soit 
 la vitesseangulaire relative au repère NX 01X 02X 03; ette vitesse et la vitesse angulaire absolue ! sont reliées par :! = 
+ _ � (43)Posons $(
;�;) = L(
+ _ �; r)Ii et dans la suite de ette setion et dans la setion suivante les primes sont supprimés. On a�$�
 � �L�! ; �$�� _ �L�! ; �$� r�L�r :D'où en vertu des équations (37)ddt �$�
 = �L�! � �
+ _ ��+ 1r �$� � (r)= �$�
 �
+ �$�� � � + �$� � : (44)La fontion de Lagrange pour le problème onsidéré est de la forme$ = 12 �A�
+ _ �� ;
+ _ ��� �r3 (D;)= 12 (A
;
) + _ (A
;�) + _ 22 (A�;�)� K2 (D;) ; K = �r3 (45)14



Les équations de Poisson pour le repère NX 01X 02X 03 sont_� = ��
; _� = � �
; _ =  �
: (46)D'après es équations, les équations d'Euler - Lagrange - Poinaréddt (A
+ _ A�) = (A
+ _ A�)�
+ (A _ 
+A _ 2�)� � �KD � prennent la formeA _
 = A
�
+ _ [A� �
+A
� � �A (� �
)℄ + _ 2A� � � �KD �  (47)A part les intégrales géométriquesJ�� = (�;�)� 1 = 0; J�� = (�;�)� 1 = 0; J = (;)� 1 = 0;J�� = (�;�) = 0; J� = (�;) = 0; J� = (;�) = 0; (48)le système (46) et (47) possède une intégrale de l'énergie - Painlevé - JaobiJI = ��$�
 ;
��$ = 12 (A
;
) + "K2 (D;)� _ 22 (A�;�)# : (49)La fontion Ua(�;) = �$(0;�;) = � _ 22 (A�;�) + K2 (D;) (50)est appelée le potentiel augmenté du système onsidéré. Pour l'intégrabilité omplète des équations dans"l'approximation des satellites" et dans le as de l'orbite irulaire il manque deux intégrales premièresomplémentaires, ommutatives et indépendantes.3.1 Equilibres relatifs dans le adre de l'approximation des satellites.Par la méthode de Routh on peut trouver des mouvements établis et étudier les onditions su�santesde leur stabilité dans le adre de �l'approximation des satellites�. Considérons la fontion de RouthW = JI + �2J� + �2J + �J� ; (51)et posons � = r3 _ 2=� = _ 2=K:Puisque le veteur � n'intervient pas dans la fontion de Lagrange, les intégrales ave � ne sont pasintroduites dans ette ombinaison linéaire. Les points ritiques de la fontion (51) orrespondent auxmouvements établis du système onsidéré et peuvent être déduites des équations�W�
 = �2$�
2 
+ �$�
 � �$�
 �2$�
2 
 = A
 = 0; (52)�W�� = �2$���
 
� �$�� + �� + � �Ua�� + �� + � = 0; (53)�W� = �2$��
 
� �$� + �� + � �Ua� + �� + � = 0: (54)Pour déterminer les équilibres il faut éliminer les multipliateurs de Lagrange de es équations.15



Si, omme 'est le as en méanique, la matrie �2$�
2 = A est non dégénérée, l'équation (52) admettoujours la solution unique 
 = 0. Du point de vue inématique, l'égalité 
 = 0 signi�e que, pour lesmouvements établis, le système est immobile par rapport au repèreNX 01X 02X 03, 'est-à-dire que le systèmeest en équilibre relativement au repère tournant uniformément ; de tels mouvements sont des équilibresrelatifs.Des équations (53) et (54) on déduit� _ 2A� + �� + � = ��E� _ 2A�� + � = 0 (55)KD + �� + � = (KD+ �E) + �� = 0 (56)En multipliant salairement la première équation par  et la deuxième équation par � on obtient� = _ 2(A�;) = �K(D�;): (57)En multipliant salairement la première équation par � et la deuxième équation par  on obtient� = _ 2(A�;�); � = �K(D;): (58)Néanmoins, e proédé d'élimination des multipliateurs de Lagrange ne donne auune possibilitéd'obtenir un sous-système fermé par rapport à � ou bien : Pour e faire, on peut pro�ter de l'approheexposée dans [76℄ pour obtenir une ondition néessaire sur  ou sur �. En L'équation (55) s'exprimeaussi par � _ 2A� �E�� = �:Le produit salaire des parties gauhe et droite, l'uniité de � et  et l'expression pour �� de (58)impliquent que � = "1 �� _ 2A� �E��;� _ 2A� �E���1=2= "1 ��2 � 2� _ 2(A�;�) + _ 4(A�;A�)�1=2= "1 _ 2 �(A�;�)2 � (A�;A�)�1=2= "1 _ 2 (A� � �;A� � �)1=2 ; "1 = �1: (59)Alors, d'après la même équation = "1 (A� � �;A� � �)�1=2 (A� (A�;�)E)� (60)si A� n'est pas olinéaire à � ou bien si � 6= 0: En utilisant (56) on trouve de même que� = "2K (D � ;D � )1=2 ; "2 = �1; (61)� = "2signK (D � ;D � )�1=2 ((D;)E�D) : (62)Par substitution de (62) en (60) on obtient une équation du typeB() = C();ou bien (B()� C()) = 0:Don  doit être un veteur du noyau de la matrie (B()�C()) et l'existene de la solution néessite quedet(B()� C()) = 0, e qui revient à dire que les solutions sont loalisées sur une surfae dans l'espae. De plus, es solutions sont dans l'intersetion de ette surfae ave la sphère d'équation 2 � 1 = 0:16



On peut obtenir des onditions analogues sur � en substituant (60) dans (62).Bien entendu, les solutions stationnaires peuvent être déduites diretement du système des équationsde mouvement relatif. En posant 
 = 0 dans (47) on obtient le système d'équations algébriques_ 2A:� � � = KD: �  (63)expriment le bilan du moment des fores atives et du moment des fores entrifuges. Les projetions dees moments sur les axes du repère orbitale s'érivent8<: _ 2(A:� � �;�) = K(D: � ;�)_ 2(A:� � �;�) = K(D: � ;�)_ 2(A:� � �;) = K(D: � ;)En utilisant les égalités � = � � , � =  ��,  = �� � et les propriétés du produit mixte on obtient8<: � _ 2(A:�;) = K(D:;�)0 = �K(D:;�)_ 2(A:�;�) = 0On voit que les deuxième et troisième équations oïnident respetivement ave les équations (55) et(56). La première équation équivalent à l'équation (57). Notons que les prolongements de la méthode deRouth, omme la onstrution de fontions de Lyapunov, permettent d'obtenir des onditions su�santesde stabilité et d'instabilité des mouvements stationnaires ou de validité des approxiamtions linéariséesdes équations dynamiques.3.2 Traitement du point de vue de la géométrie algébrique.Des équations (53) et (54) on déduit le système omplet qui détermine les mouvements stationnaires :(S) 8>>>>><>>>>>: ��E� _ 2A�� + � = 0;(KD+ �E) + �� = 0;(�;�) = 1;(;) = 1;(�;) = 0:et e système équivaut à : (I) 8>><>>: (A:�;� � ) = 0;(D:;� � ) = 0;(�;) = 0;(D:;�) + �(A:�;) = 0;(II) � (�;�) = 1;(;) = 1;et (III) 8>><>>: � = _ 2(A:�;�);� = �K(D:;);� = _ 2(A:�;);(ou bien � = �K(D:;�)):En e�et, si les trois dernières équations de (S) sont satisfaites, pour que A:� (resp. D:) soit dans leplan engendré par � et , il faut et il su�t que A:� (resp. D:) soit orthogonal à � � . Pour que lavaleur de � soit la même dans les deux premières équations il faut et il su�t que la quatrième équationde (I) soit satisfaite. 17



Le système (I) est homogène et, pour haque solution non nulle � 6= 0,  6= 0 de e système, onpeut onstruire une solution de (I) et (II) en normant es veteurs. Le système (III) donne alors lavaleur des multipliateurs de Lagrange. En dé�nitive, la ondition néessaire et su�sante d'existene dessolutions de (S) est l'existene de solutions non nulles de (I) et es solutions déterminent elles du systèmeomplet (S).La ondition néessaire et su�sante d'existene des mouvements stationnaire est don : il existe desveteurs normés et orthogonaux � et  tels que A:� et D: soient dans le plan de � et  et(D:;�) = ��(A:�;):La première ondition détermine l'orientation du orps par rapport au plan de l'orbite et au entred'attration N , la seonde ondition détermine le paramètre � , 'est-à-dire la relation entre la vitesseangulaire et le rayon de l'orbite qui doit être satisfaite pour permettre un mouvement stationnaire aveette orientation du orps.Il résulte du système (I) que (D:;�) et (A:�;) sont simultanément nuls où simultanément non nuls(on suppose � 6= 0). Les solutions sont don de deux types (préisons que par �axes prinipaux d'inertie�on entend ii les diretions propres de A = IG +AL, 'est-à-dire que l'inertie omporte à la fois l'inertiedu orps et l'inertie induite par le liquide) :Solutions de première espèe : � n'est pas un veteur propre de A et  n'est pas un veteurpropre de D (et (A:�;) 6= 0, (D:;�) 6= 0).Pour haune de es solutions, les axes prinipaux d'inertie sont en position générale par rapport auveteur normal au plan de l'orbite � et au veteur ��!NC (éventuellement orientés dans des plans prinipauxmais pas selon des axes prinipaux) et la valeur du produit r3 _ 2 est �xée (e qui établit une relationentre le rayon de l'orbite et la vitesse angulaire.)Solutions de seonde espèe : � est un veteur propre de A et  est un veteur propre de D, � estun nombre quelonque (et (A:�;) = (D:;�) = 0). Pour es solutions une diretion prinipale d'inertieest orientée selon le veteur normal au plan de l'orbite et une diretion prinipale de D est orientée selonle veteur ��!NC et les valeurs du rayon de l'orbite et de la vitesse angulaire sont arbitraires.Compte tenu de la symétrie de A et D et des propriétés du produit mixte, le système (I) peut êtreexprimé sous l'une ou l'autre des deux formes :(I 0) 8>><>>: (�;) = 0;(A:� � �;) = 0;(D:� + �A:�;) = 0;(D:;� � ) = 0: (I 00) 8>><>>: (;�) = 0;(D: � ;�) = 0;(D: + �A:;�) = 0;(A:�;� � ) = 0:L'existene de  6= 0 véri�ant (I'), 'est-à-dire orthogonal à trois veteurs donnés, néessite que(�;A:� � �;D:� + �A:�) = 0;et une solution  est alors donnée par  = � � (A:� � �); (64)(les autres solutions s'en déduisant par multipliation par un fateur non nul, qui peut être utilisé pournormaliser ). La ondition pour que  véri�e la quatrième équation est(D(� � (A:� � �));A:� � �) = 0:(en remarquant que � � (� � (A:� � �)) = �(�;�)A:� � � et en simpli�ant par �(�;�)).18



En dé�nitive, pour que (I) ait des solutions non nulles il faut et il su�t (en tenant ompte de lasymétrie de D) que : 8<: �� � (A:� � �);D:(A:� � �)� = 0;�D:� � �;A:� � ��+ ��A:� � ��2 = 0: (65)et pour haque solution de e système  est déterminé (à un fateur près) par (70).La première équation (65) représente, dans l'espae des �, un �ne du inquième degré qui ontientles diretions prinipales d'inertie du orps. A haque veteur non nul � (que l'on peut supposer nor-malisé) appartenant à e �ne et qui n'est pas dirigé selon une diretion prinipale d'inertie orrespondune solution de première espèe (�;; �) (et une base orthonormée direte f�;�;g ave � de mêmediretion que A(�)�� ). Par ontre, les veteurs � dirigés selon les diretions prinipales peuvent être ounon des solutions, néessairement de seonde espèe. L'intersetion de e �ne ave la sphère (�; �) = 1est omposée par les ourbes déterminant les positions possibles des axes dans l'espae �:Un raisonnement analogue à partir du système (I 00) est bien entendu possible en éhangeant lesr�les de � et . L'existene de � 6= 0 néessite que (;D: � ;D: + �A:) = 0 et une solutionest � =  � (D: � ). Pour que ette solution satisfasse la quatrième équation il faut et il su�t que( � (D: �);A(D: �)) = 0: Le système déterminant  est don analogue à elui qui détermine � :8<: ( � (D: � );A(D: � )) = 0;(D: � )2 + �(A: � ;D: � ) = 0: (66)3.2.1 Forme expliite des équations déterminant �L'étude du �ne qui vient d'être mis en évidene est équivalente à elle d'une ourbe du plan projetif.Pour exprimer plus expliitement les équation (65), hoisissons un repère prinipal d'inertie fG; e1; e2; e3gdu solide (en supposant la base fe1; e2; e3g orthonormée et d'orientation direte) :A(ek) = akek; k = 1; 2; 3;et, soient dij les termes de la matrie de D dans e repère :dij = (D:ei; ej) = (ei;D:ej) pour i; j = 1; 2; 3:Si l'on pose � = x1e1 + x2e2 + x3e3;alors A:� = x1a1 e1 + x2a2 e2 + x3a3 e3;A:� � � = C1x2x3e1 + C2x3x1e2 + C3x1x2e3;D�A:� � �� = C1x2x3D (e1) + C2x3x1D (e2) + C3x1x2D (e3) ;� � �A(�)� ��x1P1(x) e1 + x2P2(x) e2 + x3P3(x) e3;où l'on a posé : C1 = a3 � a2; C2 = a1 � a3; C3 = a2 � a1;P1(x) = C3x22 � C2x23; P2(x) = C1x23 � C3x21; P3(x) = C2x21 � C1x22:19



Les équations (65) équivalent don au système suivant :8<: x1x2x3R(x) + d23x1Q1(x) + d31x2Q2(x) + d12x3Q3(x) = 0;��C21 (x2x3)2 + C22 (x3x1)2 + C23 (x1x2)2�+G(x) = 0; (67)Pour haque solution de la première équation (67) qui n'est pas une diretion prinipale d'inertie lesvaleurs de � et de  sont ensuite déterminées par la seonde équation et par : = �(x1P1(x) e1 + x2P2(x) e2 + x3P3(x) e3)où � est un fateur de normalisation. Notons que l'on peut démontrer que les équations x1P1(x) = 0,x2P2(x) = 0, x3P3(x) = 0 n'ont en général pas d'autre solution réelle que x1 = x2 = x3 = 0.Dans (67), on a posé : R(x) = d11C1P1(x) + d22C2P2(x) + d33C3P3(x);8<: Q1(x) = C3x22P2(x) + C2x23P3(x);Q2(x) = C1x23P3(x) + C3x21P1(x);Q3(x) = C2x21P1(x) + C1x22P2(x);G(x) = d11x21P1(x) + d22x22P2(x) + d33x23P3(x)++d12x1x2�P1(x) + P2(x)� + d23x2x3�P2(x) + P3(x)� + d31x3x1�P3(x) + P1(x)�:Plus expliitement on a :R(x)(d33 � d22)C2C3x21 + (d11 � d33)C3C1x22 + (d22 � d11)C1C2x23;8<: Q1(x) = C1(C3 � C2)x22x23 + C22x23x21 � C23x21x22;Q2(x) = C2(C1 � C3)x23x21 + C23x21x22 � C21x22x23;Q3(x) = C3(C2 � C1)x21x22 + C21x22x23 � C22x23x21;G(x)8<: C1(d22 � d33)(x2x3)2 + d23x2x3�(C2 � C3)x21 + C1(x23 � x22)�;C2(d33 � d11)(x3x1)2 + d31x3x1�(C3 � C1)x22 + C2(x21 � x23)�;C3(d11 � d22)(x1x2)2 + d12x1x2�(C1 � C2)x23 + C3(x22 � x21)�:Le système (67) est formé de deux équations homogènes du inquième et du quatrième degré représen-tant deux ourbes algébriques projetives. Si, omme on le fait ii, l'on onsidère que � est une inonnuedu problème alors, haque point de la ourbe du inquième degré qui di�ère d'un axe prinipal d'inertiereprésente une orientation relative du orps par rapport à la normale à l'orbite et au entre d'attrationpermettant un mouvement stationnaire ave une valeur déterminée de � .Par ontre, si � était donné, e qui serait le as si l'on onsidérait un problème de Cauhy, les orien-tations initiales du orps dans l'espae qui permettent un mouvement stationnaire ave ette valeur de �seraient dé�nies par les points d'intersetion des deux ourbes algébriques, e qui onduit à un problèmedu vingtième degré dont il faut disuter l'existene et le nombre de solutions réelles e qui est beauoupplus di�ile.3.2.2 Solutions partiulières.1) Solutions de seonde espèe.Comme on l'a vu, tout ouple (�;) de veteurs normés orthogonaux et qui sont respetivementveteurs propres de A et D, dé�nit ave � quelonque, une solution du système (S) pour laquelle lesmultipliateurs de Lagrange sont (a et d désignant les valeurs propres) :� = _ 2a; � = �Kd; � = 0:20



Notons que les onditions d'existene d'un veteur propre  de D orthogonal au veteur propre � = e1,e2 ou e3 de A sont respetivement :(1) (d33 � d22)d31d12 + d32(d212 � d231) = 0;(2) (d11 � d33)d12d23 + d13(d223 � d212) = 0;(3) (d22 � d11)d23d31 + d21(d231 � d223) = 0: (68)Lorsqu'une de es onditions est satisfaite il existe une solution de seonde espèe.Prouvons, par exemple que la seonde ondition est néessaire et su�sante pour que le veteur ,supposé orthogonal à e2, soit un veteur propre de la matrie D assoié à la valeur propre d. On doitavoir 0� d11 d12 d13d12 d22 d23d13 d23 d33 1A0� sin �0os � 1A = d0� sin �0os � 1Asoit le système 8<: (d11 � d) sin � + d13 os � = 0;d12 sin � + d23 os � = 0;d13 sin � + (d33 � d) os � = 0:Lorsque d12 = d23 = 0 il est toujours possible de trouver d et � véri�ant le système. Lorsque un au moinsdes nombres d12 et d23 est non nul, la seonde équation équivaut à9k 6= 0 tel que sin � = kd23; os � = �kd12:Il existe toujours une solution k et � est ensuite déterminé par :sin � = �d23D1 ; os � = �d12D1 ; D1 = �d223 + d212�1=2 : (69)Après simpli�ation par k, les première et troisième équations du système donnent alors :� (d11 � d)d23 � d13d12 = 0;d13d23 � (d33 � d)d12 = 0:En éliminant d, on obtient la ondition néessaire et su�sante d'existene de � et d (qui, remarquons le,ontient le as d12 = d23 = 0) : (d11 � d33)d12d23 + d13(d223 � d212) = 0:2) Solutions telles que x1 = 0.Ces solutions sont telles qu'un axe prinipal d'inertie (disons (G ; e1)) reste tangent à l'orbite (iru-laire), le plan (�;) est don un plan prinipale d'inertie. L'inlinaison du orps par rapport au plan del'orbite est alors déterminée par la matrie D. Les solutions de (67) telles que x1 = 0 sont déterminéespar x22x23(a3 � a2)2�d12x3 � d31x2� = 0:Lorsque e1 n'est pas un veteur propre de D, d12 et d31 ne sont pas tous deux nuls et il existe alorsinq solutions � dans le plan (e2; e3) : une solution de première espèe de la forme� = �(0; d12; d31) ave  = �(0;�d31; d12)où � est un fateur de normalisation, et les solutions � = �e2 et � = �e3 ave la multipliité 2, qui sontéventuellement des solutions de seonde espèe du problème.Lorsque e1 est un veteur propre ommun à A et D on a d12 = d31 = 0, la ourbe du inquième degréest déomposée en une droite et une ourbe du quatrième degré, et tous les ouples (�;) de veteurs21



orthogonaux appartenant au plan (e2; e3), 'est-à-dire tels que x3 = 0, sont des solutions de (67) ; lespoints � di�érents de �e2 et �e3 sont des solutions de première espèe, �e2 et �e3 sont éventuellementdes solutions de seonde espèe.3) Cas où les matries A et D sont simultanément diagonalisablesNous onsidérerons le as où les valeurs propres a1, a2, a3 de A d'une part et d1, d2, d3 de D d'autrepart sont deux à deux distintes (e qui entraîne en partiulier que Ci est non nul pour i = 1; 2; 3) ; sansrestreindre la généralité, on peut supposer quea1 < a2 < a3:Les équations (67) se réduisent alors à8<: x1x2x3R(x) = 0;[C1(d2 � d3) + �C21 ℄(x2x3)2 + [C2(d3 � d1) + �C22 ℄(x3x1)2 + [C3(d1 � d2) + �C23 ℄(x1x2)2 = 0: (70)La ourbe du inquième degré est don déomposée en trois droites d'équations respetivesx1 = 0; x2 = 0; x3 = 0;et une onique, non dégénérée vu les hypothèses faites sur les valeurs propres, d'équation :(d3 � d2)C2C3x21 + (d1 � d3)C3C1x22 + (d2 � d1)C1C2x23 = 0; (71)(dont les trois droites onstituent un triangle onjugué). L'étude des signes des oe�ients de (71) montreque :1. Lorsque d1 < d2 < d3 ou bien d3 < d2 < d1, la onique est imaginaire et les seules solutions sontles ouples (�;) dans des plans prinipaux d'inertie.2. Lorsque d1 < d3 < d2 ou bien d2 < d3 < d1, la onique est réelle et ne oupe pas la droite x1 = 0(en des points réels) et oupe les droites x2 = 0 et x3 = 0 en des points doubles de la ourbe duinquième degré. Aux solutions du as 1) s'ajoutent don les � appartenant à un �ne du seondordre qui oupe haun des plans prinipaux d'inertie orthogonaux à e2 et e3.3. Lorsque d2 < d1 < d3 ou bien d3 < d1 < d2, aux solutions du as 1) s'ajoutent les � appartenant àun �ne du seond ordre qui oupe haun des plans prinipaux d'inertie orthogonaux à e1 et e2.remarqueIl est possible de aluler les solutions des équations (70). L'équation (71) peut être exprimée sous laforme (d3 � d2) x21C1 + (d1 � d3) x22C2 + (d2 � d1) x23C3 = 0;une équations linéaire par rapport à x21C1 , x22C2 , x23C3 . Comme8<: (d3 � d2) + (d1 � d3) + (d2 � d1) = 0;(d3 � d2)d1 + (d1 � d3)d2 + (d2 � d1)d3 = 0la onique peut être représentée paramétriquement à l'aide de deux paramètres u et v en posant� x21C1 ; x22C2 ; x23C3� = u(1; 1; 1) + v(d1; d2; d3)22



et, à haque ouple (u; v) orrespondent en général quatre points - distints ou onfondus, réels ouimaginaires - sur la onique. En substituant es expressions dans la seonde équation (70) il vient (aprèsdivision par C1C2C3) :�d2 � d3 + �C1�(u+ vd2)(u+ vd3) + �d3 � d1 + �C2�(u+ vd3)(u+ vd1)+�d1 � d2 + �C3�(u+ vd1)(u+ vd2) = 0e qui, ompte tenu de la relation C1 + C2 + C3 = 0, se réduit à une relation de la formev (Pu+Qv) = 0:ave 8<: P = � [C1(d2 + d3) + C2(d3 + d1) + C3(d1 + d2)[;Q = d2d3(d2 � d3) + d3d1(d3 � d1) + d1d2(d1 � d2) + ��C1d2d3 + C2d3d1 + C3d1d2�:Pour étudier les solutions (u; v) de ette équation, toujours sous l'hypothèse faite sur les valeurs propresde A et D, on peut d'abord démontrer les propriétés suivantes :1. Pour que P = 0 il faut et il su�t qu'il existe des nombres réels � 6= 0 et � tels que A = �D+ �E.2. Pour que P = Q = 0 il faut et il su�t que la ondition préédente soit satisfaite et que de plus�� = 1.En e�et, ompte tenu de la dé�nition des Ci, la relation P = 0 équivaut au systèmeC1 + C2 + C3 = 0; C1(d2 + d3) + C2(d3 + d1) + C3(d1 + d2) = 0;ou enore à C1 + C2 + C3 = 0; C1d1 + C2d2 + C3d3 = 0:Le veteur (C1; C2; C3) doit don être orthogonal à deux veteurs indépendants, 'est-à-dire qu'il existeun nombre � (6= 0) tel que, � désignant le produit vetoriel :(C1; C2; C3) = �(1; 1; 1)� (d1; d2; d3)Mais on peut remarquer que (C1; C2; C3) = (1; 1; 1)�(a1; a2; a3), de sorte que ette ondition s'érit aussi(1; 1; 1)� [(a1; a2; a3)� �(d1; d2; d3)℄ = 0;et équivaut à l'existene d'un nombre � tel que :(a1; a2; a3)� �(d1; d2; d3) = �(1; 1; 1):La première propriété en résulte. Pour établir la seonde propriété il su�t d'exprimer Q en tenant omptedu résultat préédent ; on aQ = �d2d3(d2 � d3) + d3d1(d3 � d1) + d1d2(d1 � d2)�(1� ��) = (d2 � d1)(d3 � d2)(d1 � d3)(1� ��):Les valeurs propres de D étant deux à deux distintes, la ondition Q = 0 équivaut don à �� = 1.Revenons à l'étude des solutions du système (70) et notons d'abord que les solutions telles que v = 0ne sont pas admissibles pour le problème méanique posé vu qu'alorsx21 + x22 + x23 = (C1 + C2 + C3)u = 0et qu'il n'existe don pas de veteur (réel) � 6= 0. Les valeurs admissibles de (u; v) permettant de satisfaireles deux équations (70) sont don : 23



- lorsque P 6= 0 ('est-à-dire qu'il n'existe pas de relation de la forme A = �D+ �E) :u = �kQ; v = kP; k 2 R; k 6= 0;où k est déterminé de façon à normaliser �. On obtient ainsi en général quatre solutions, admissibles si ellessont réelles, et les veteurs � orrespondants se déduisent de l'un d'entre eux par symétrie relativementaux plans prinipaux ommuns de A et D.- lorsque P = Q = 0 : n'importe quel ouple (u; v) ave v 6= 0 tel que Ci(u+ vdi) � 0 pour i = 1; 2; 3(de façon à obtenir des solutions réelles) ; la onique déterminée par la première équation (70) est alorsontenue dans la ourbe du quatrième degré déterminée par la seonde équation et à haque point (réel)de ette onique orrespond don une solution � et une valeur de � déterminée.3.3 Conditions su�santes de stabilité des équilibres relatifs.Etudions les onditions su�santes de stabilité dans le as simple où les tenseursA et D sont oaxiaux.Pour trouver les onditions su�santes de stabilité il su�t d'étudier la signature de la restrition de lavariation seonde de la fontion de Routh W sur la variété linéaireÆJ �(Æ�; Æ) j (�; Æ�) = 0; (; Æ) = 0; (�; Æ) + (; Æ�) = 0	:La variation seonde, évaluée sur un équilibre relatif, peut être exprimée sous la forme2Æ2W = ��2$�
2 Æ
; Æ
�+���2$��2 + �E� Æ�; Æ��+���2$�2 + �E� Æ; Æ�++ 2�� �2$��� + �E� Æ; Æ��soit 2Æ2W (AÆ
; Æ
) + ���E� _ 2A� Æ�; Æ��+ ((�E+KD) Æ; Æ) + � (Æ�; Æ) (72)Sur les solutions les plus simples l'un des axes prinipaux des matries A et D est dirigé selon � et unautre selon : Alors, par exemple,� = (�1; 0; 0); � = (0;�1; 0);  = (0; 0;�1):Dans e as � = _ 2a2; � = �Kd3; � = 0;et la variété linéaire est dé�nie par les égalitésÆ�2 = 0; Æ3 = 0; �2Æ2 + 3Æ�3 = 0 , Æ2 = �Æ�3 = � (73)La restrition de la variation seonde à la variété linéaire donne alors2Æ2W ��(73) = (AÆ
; Æ
) + _ 2 (a2 � a1) Æ�21 + _ 2 (a2 � a3) Æ�23 ++ K (d1 � d3) Æ21 +K (d2 � d3) Æ22= (AÆ
; Æ
) + _ 2 (a2 � a1) Æ�21 +K (d1 � d3) Æ21 ++ h _ 2 (a2 � a3) +K (d2 � d3)i�2: (74)Le premier terme est toujours positif d'après la positivité de l'énergie inétique du système. Le deuxièmeterme est positif si a2 � a1 > 0 (75)24



'est-à-dire lorsque moment d'inertie généralisé par rapport à l'axe normal au plan de l'orbite est plusgrand que le moment d'inertie généralisé par rapport à l'axe tangent à l'orbite. Le troisième terme estpositif si d1 � d3 > 0 (76)'est-à-dire lorsque la valeur propre de la matrie D orrespondant au veteur propre dirigé selon latangente est plus grande que la valeur propre de la matrie D orrespondant au veteur propre dirigéselon la vertiale loale. La dernière ondition de positivité dé�nie est_ 2 (a2 � a3) +K (d2 � d3) > 0: (77)L'annulation de l'un des membres de gauhe de (75), (76) ou (77) provoque une bifuration de lasolution onsidérée. En partiulier, la violation de la ondition (77) implique la naissane des solutionsdu type (69). Si l'indie de la forme quadratique (74) 'est-à-dire le degré d'instabilité, est impair lemouvement onsidéré est instable. Si l'indie de ette forme est pair et non nul, alors il existe une possibilitéde stabilisation gyrosopique, 'est-à-dire de stabilité en première approximation. Cette possibilité seraréalisée si toutes les raines de l'équation aratéristique sont purement imaginaires. Il faut noter que,d'après la théorie developpée dans [77℄, les mêmes onditions seront valables si on onsidère la stabilitédes mouvements stationnaires, mais es onditions douvent être omplétées par les onditions appropriéessur le rayon de l'orbite.3.3.1 Cas de l'approximation des satellitesDans le adre de ette approximation on utilise un repère tournant par rapport auquel le mouvementdu orps à un point �xe. On peut aussi onsidérer le mouvement du système initial par rapport au repèreNX 01X 02X 03 tournant à vitesse angulaire onstante autour d'un axe �xe dans l'espae absolu, par exempleautour de l'axe NX2 oïnidant ave l'axe NX 02. Dans e as, le mouvement du orps n'a pas de point �xepar rapport au repère tournant. Soit  l'angle de la rotation, les veteurs unitaires de es deux repèressont alors reliés par �0 = � os �  sin ; �0 = �; 0 = � sin +  os (78)ou bien � = �0 os + 0 sin ; � = �0;  = ��0 sin + 0 os (79)Les vitesses angulaire et linéaires absolues ! et v et les vitesse angulaire et linéaires 
 et V relatives aurepère tournant sont toujours reliées par! = 
+ _ �; v = V + _ � � r (80)Considérons maintenant la fontion � telle que�(
;V; r;�; _ ) � L(
+ _ �;V + _ � � r; r;�) (81)On a �(
;V; r;�; _ ) = 12 �A�
+ _ �� ;�
+ _ ���+ �B�
+ _ �� ;V+ _ (� � r)�+ 12 �C�V + _ (� � r)� ;V + _ (� � r)�� �2r5 (Dr; r) + fMMG �MLrNotons que l'approximation utilisée pour les termes de la dernière ligne ne joue auun r�le dans la suite,es termes pourraient être remplaés par �U2(r). En développant :�(
;V; r;�; _ )�2(
;V) + �1(
;V; �; r) + �0(�; r)25



où �2, �1 et �0 sont des fontions homogènes de degré 2, 1 et 0 respetivement par rapport à 
 et Vdé�nies par : que :8>>>>>>><>>>>>>>: �2(
;V) = 12(A
;
) + (B
;V) + 12(CV;V)�1(
;V; �; r) = _ [(A
;�) + (B
;� � r) + (B�;V) + (CV;� � r)℄�0(�; r) = _ 22 [(A�;�) + 2(B�;� � r) + (C(� � r);� � r)℄� �2r5 (Dr; r) + fMMG �MLrLa fontion Wa(�; r) = ��0(�; r) (82)est le potentiel augmenté du système omplet. Le oe�ientJ(�; r) = (A�; �) + 2(B�; � � r) + (C(� � r); � � r) (83)du terme _ 2=2 est une extension du moment d'inertie lassique par rapport à l'axe de rotation NX 02.Supposons maintenant que le repère mobile tourne uniformément, 'est-à-dire que _ = onstante, etexprimons les équations de la dynamique (1) à l'aide des vitesses relatives à e repère. Par di�érentiationde (81) on obtient8>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>:
���
 = �L�! ; ���V = �L�v ;���r1 = �L�r1 + �L�v1 � 0 +� �L�v2 � (�3) + �L�v3 � (��2)� _ ()���r = �L�r + _ ���V � �����1 = _ �L�!1 � 0 +� �L�v1 � 0 + �L�v2 � (�r3) + �L�v3 � (r2)� _ ()���� = _ � ���
 + r� ���V�

(84)
En substituant es expressions dans les équations (1) on obtient les équations dynamiques exprimées enfontion des vitesses relatives au repère mobile NX 01X 02X 03 et de la fontion � :8>>><>>>: ddt ���
 = ���
 �
+ ���V �V + ���r � r+ ���� � �ddt ���V = ���V �
+ ���r (85)Pour trouver la loi du hangement d'orientation du orps il faut ompléter e système par les équationsinématiques pour r et les équations de Poisson pour le repère NX 01X 02X 038>>><>>>: drdt = V + r�
;ddt�0 = �0 �
; ddt� = � �
; ddt0 = 0 �
: (86)26



En e�et, en utilisant l'identité de Jaobix� (y � z) + y � (z� x) + z� (x� y) = 0;les membres de droite de la première et la seonde des équations (1) s'expriment respetivement par :���
 � �
+ _ ��+ ���V � �V + _ (� � r)�+����r � _ ���V � ��� r���
 �
+ ���V �V + ���r � r+ ���� � �;�L�v � ! + �L�r = ���V � (
+ _ �) + ���r � _ ���V � � ���V �
+ ���rD'après (80) on a drdt = v + r� ! = V + r�
:On trouve aussi que la dérivée��� _ = ��L�! ;��+��L�v ;� � r���L�! + r� �L�v ;��= � ���
 + r� ���V ;�� (87)est exatement égale à l'intégrale de la projetion du moment inétique sur l'axe �. Les fontionsJ 0� = � ���
 + r� ���V ;�0� = � ���
 + r� ���V ;� os �  sin �= � ���
 + r� ���V ;�� os �� ���
 + r� ���V ;� sin = 0J 0 = � ���
 + r� ���V ;0� = � ���
 + r� ���V ;� sin +  os �= � ���
 + r� ���V ;�� sin +� ���
 + r� ���V ;� os = 0 (88)ne hangent pas de valeur au ours des mouvements, 'est-à-dire qu'elles sont aussi des intégrales pre-mières. On voit aussi que l'intégrale de l'énergie � Painlevé-Jaobi du système initialJ0 = ��L�! ;!�+��L�v ;v� � L� ���

+ _ ��+� ���V ;V+ _ � � r�� L= � ���
 ;
�+� ���V ;V�� �+ _ � ���
 + ���V � r;��= � ���
 ;
�+� ���V ;V�� �+ _ p = �2 � �0 + _ p (89)di�ére d'une onstante additive de la même intégrale par rapport au système tournant.Comme on l'a signalé, 'est dans le adre de l'approximation des satellites que la onsidération desrepères tournant uniformément est la plus utile, en dehors de e as les repères de e type ne s'intro-duisent pas aussi naturellement. Néanmoins, d'après la théorie développée par [77℄, les points ritiquesdu potentiel augmenté sont en orrespondane bijetive ave les mouvements stationnaires. De plus, pourles points ritiques indépendants de la valeur du paramètre _ , les onditions su�santes oïnident. Pourl'études des équilibres relatifs et des onditions su�santes de leur stabilité dans notre problème, ette ir-onstane justi�e la onsidération de la restrition de la fontion �0 aux variétés de niveau de l'intégralegéométrique J�� . 27



4 Emploi de la théorie de RouthPour obtenir des mouvements stationnaires on peut aussi onsidérer diretement des valeurs ritiquesde l'intégrale d'énergie J0 sur un niveau �xé des intégrales J� = p , J� = J = 0 et de toutes les intégralesgéométriques. En utilisant la méthode de Routh onstruisons une fontion de Routh sous la formeJ� = J0 + X�=�;�; ��J� + X�;Æ=�;�; ��Æ2 J�Æ ; ��Æ = �Æ� : (90)Les points ritiques de ette fontion peuvent être déduits des équations�J��! = �2L�!2 ! + �L�! + �2L�!�v v � �L�! +X� �� ��2L�!2 � + �2L�!�v (� � r)�� �2L�!2  ! +X� ���!+ �2L�!�v  v +X� ��� � r! = 0; (91)�J��v = �2L�v�! ! + �2L�v2 v + �L�v � �L�v +X� �� � �2L�v�!v; � + �2L�v2 (� � r)�� �2L�v�!  ! +X� ���!+ �2L�v2  v +X� ��� � r! = 0; (92)�J��r = �2L�r�! ! + �2L�r�v v � �L�r +X� �� � �2L�r�! � + �2L�r�v (� � r) + �L�v � ��� �2L�r�!  ! +X� ���!+ �2L�r�v  v +X� ��� � r!� �L�r+X� ��� � �L�v = 0; (93)�J��� = ����L�! + r� �L�v�+ ����+ ���� + �� = 0; (94)�J��� = �� ��L�! + r� �L�v�+ ����+ ���� + �� = 0; (95)�J�� = � � �L�! + r� �L�v�+ ���+ ��� + � = 0: (96)Considérons d'abord les équations (94) � (95). Après multipliation de haune de es équations par �,� et , ompte tenu des valeurs des intégrales premières on a��� = 0; ��p + ��� = 0; �� = 0;��� = 0; ��p + ��� = 0; �� = 0;�� = 0; �p + �� = 0; � = 0:D'après la symétrie de la matrie ��Æ on en déduit�� = � = 0 (97)Toutes le omposantes de la matrie ��Æ sauf ��� sont égales à zéro. Alors si les indies de �� et de ���sont suprimés on a les équations 28



�J��! � �2L�!2 (! + ��) + �2L�!�v (v + �� � r) = 0; (98)�J��v � �2L�v�! (! + ��) + �2L�v2 (v + �� � r) = 0; (99)�J��� � �� �L�! + r� �L�v�+ �� = 0; (100)�J��r � �2L�r�! (! + ��) + �2L�r�v (v + �� � r)� �L�r + �� � �L�v = 0: (101)La matrie 0BBB� �2L�!2 �2L�!�v�2L�v�! �2L�v2 1CCCA ;qui orrespond à l'énergie inétique, est dé�nie positive, don inversible. Le système formé des équa-tions (98), (99) admet don pour solution unique :! + �� = 0; v + �� � r = 0; (102)'est-à-dire qu'au ours des mouvements stationnaires le système tourne autour l'axe � ave la vitesseangulaire �� et le point C, dont la vitesse est v = ! � r, est �xe par rapport au repère tournant.L'équation (100) onduit à deux as :� Premier as : ��L�! + r� �L�v�� � 6= 0;alors néessairement � = � = 0 et ! = v = 0. Le système est alors en équilibre absolu et r estdéterminé par : ��L�r � �U�r = 0:� Seond as : ��L�! + r� �L�v�� � = 0;il existe alors des solutions �, � non nulles de (100) et elles sont déterminées à une onstantemultipliative près par �� �L�! + r� �L�v ;��+ � = 0;Pour traiter le seond as, remarquons que, ompte tenu de (102) le système (101) se réduit à :��L�r + �� � �L�v = 0 (103)e qui équivaut à :� soit �L�r � �� � �L�v� = 0; �� � �L�v� 6= 0 et � est déterminé de façon unique; (104)� soit �� � �L�v� �L�r 0 et � est indéterminé. (105)29
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