
Equations aux d�eriv�ees partielles / Partial di�erential equationsArguments math�ematiques pour un nouveau mod�ele de plaquesen �elasti
it�e lin�eaireR�egis MONNEAUR�esum�e. Nous montrons 
omment le mod�ele bidimensionnel 
lassique de Kir
hho�-Love d�e
rivantles plaques en �elasti
it�e lin�eaire peut être ra�n�e pour rendre 
ompte de fa�
on optimale de la v�eritablesolution tridimensionnelle. Nous donnons en parti
ulier une estimation d'erreur optimale pour 
enouveau mod�ele, et 
e sans supposer au
une r�egularit�e suppl�ementaire sur les for
es appliqu�ees.L'appro
he d�evelopp�ee i
i est potentiellement appli
able �a de nombreux autres probl�emes de r�edu
tionde dimensions.Mathemati
al arguments for a new plate model in linear elasti
ity.Abstra
t. We show how the 
lassi
al two-dimensional Kir
hho�-Love model des
ribing plates inlinear elasti
ity 
an be re�ned to take into a

ount the true three-dimenional solution in an optimalway. We give in parti
ular an error estimate whi
h is optimal for this new model, without requiringany additional regularity on the for
es. The approa
h developped here is potentially appli
able tomany other problems involving dimensional redu
tion.Abridged English Version.We 
onsider the linear elasti
 plate problem on 
 = !� (�1; 1) where ! is an open set of R2.We introdu
e the set of displa
ementsV = nu = (u1; u2; u3); ui 2 H1lo
(
); i = 1; 2; 3oWe note eij(u) = 12 (�iuj + �jui) and e"ij(u) =  e��(u) 1"e�3(u)1"e�3(u) 1"2 e33(u) !. We de�ne the bilinearform on V � C10 (! � [�1; 1℄)a"(u; v) = Z
 �e"ii(u)e"jj(v) + 2�e"ij(u)e"ij(v)and the linear form l(v) = Z
 fv + Z�
 gvfor f 2 L2lo
(
) and g 2 H 12lo
(�
). We 
onsider the solutions u 2 V of the problema"(u; v) = l(v); 8v 2 C10 (! � [�1; 1℄) (1)It is well known that the singular perturbation theory applied to this problem allows to geterror estimates on u � U0 where U0 is a Kir
hho�-Love displa
ement. Nevertheless theseestimates are not obtained in the natural norms (i.e. H2 norms here) ex
ept if we assume1



additional regularity on the data f; g. The purpose of this note is to present a new plate modelwhi
h is a better approximation of the three-dimensional solution and allows to get optimalestimates in some natural norms. To this end we de�neU "(�) = 0BB� �� � x3���3 + "2 � ��+2� x232 ��div 0� + a(x3)���0�3��3 + "2 ��+2� ��x3div 0� + x232 �0�3� 1CCAwhere div 0� = �1�1 + �1�2; �0 = �21 + �22 ; a(x3) =  3�+ 4�� + 2� ! x333! � 2 �+ ��+ 2�!x3Then we 
onsider solutions � su
h that u"(�) 2 V anda"(U "(�); U "(�)) = l(U "(�)); 8� 2 C10 (!) (2)In this new model, the fun
tion � satis�es equations whi
h depend on " and whi
h redu
e tothe 
lassi
al Kir
hho�-Love model if we take formally " = 0 in these equations. Moreover weprove theTheorem 1 (Error estimates)Let 
 = ! � (�1; 1) with ! a general open set of R2 (possibly unbounded), and
d = !d � (�1; 1); where !d = nx0 2 R2; dist (x0; !) < doFor 1 < p < +1 we de�ne the normjvjLp"(
) = supx2
 jvjLp(B"(x)\
)and the following semi-normNLp"(
)(v) = supx2
 inf�2�"(x0) jv3 � U "3 (�); " (v� � U "�(�))jLp(B"(x)\
)where �"(x0) = n� 2 C1(B2"(x0)); M0� = 0 on B2"(x0)owhere the operator M0 is given by (3)-(6). There exist two 
onstants C; 
 > 0 only dependingon �; � and p, su
h that for every solution � of (2) on !d with g � 0 and for every solution uof (1), we have the following estimate on w = u� U "(�) (where the greek indi
es �; �; 
 takethe values 1; 2)"2 je"(w)jLp"(
)j�33w3jLp"(
)" j�33w�jLp"(
) ; " j�3�w3jLp"(
)"2 j�3�w�jLp"(
) ; "2 j���w3jLp"(
)"3 j���w
jLp"(
)
9>>>>>>>=>>>>>>>; � C 0BB� "3 �jf�jLp"(
d) + " jf3jLp"(
d)�+"2e�
 d" �je"(w)jLp"(
d) +NLp"(
d)(u)� 1CCA2



It is also possible to give W k;p and Ck;� versions of this estimate with g 6� 0.I. INTRODUCTION.Nous 
onsid�erons une plaque tridimentionnelle 
" = !�(�"; ") o�u ! est un ouvert quel
onquede R2. Nous nous int�eressons aux d�epla
ements de 
ette plaque lin�eairement �elastique sousl'a
tion de for
es de volume f = (f1; f2; f3) et de surfa
e g = (g1; g2; g3). Une fois le probl�emerenormalis�e (
f. [2℄ Ciarlet), les d�epla
ements u = (u1; u2; u3) d�e�nis sur 
 = ! � I ave
I = (�1; 1), sont solutions des �equations de l'�elasti
it�e mises �a l'�e
helleL"u = f dans ! � Io�u L" est un op�erateur elliptique lin�eaire du se
ond ordre dont les 
oeÆ
ients d�ependent de ".A 
e syst�eme s'ajoutent les 
onditions au bordB"u = g sur ! � �IOn notera x0 = (x1; x2) un point de ! et x = (x0; x3) un point de 
. On utilisera les indi
es gre
s�; �; ::: prenant les valeurs f1; 2g et les indi
es latins i; j; ::: prenant les valeurs f1; 2; 3g. L'id�eeprin
ipale de l'hypoth�ese de Kir
hho�-Love (
f. [8, 10℄) peut se r�esumer math�ematiquementen disant que la solution tridimensionnelle u est bien repr�esent�ee en premi�ere approximationpar un d�epla
ement (appel�e de Kir
hho�-Love) du typeU0(�) =  ��(x0)� x3���3(x0)�3(x0) !o�u � = (��; �3) satisfait les �equations de Kir
hho�-Love de la th�eorie des plaques. Un abondantelitt�erature m�e
anique et math�ematique a �et�e 
onsa
r�ee �a 
e sujet. Citons en parti
ulier lestravaux de Shoikhet [15℄ et Ciarlet, Destuynder [3, 6, 1℄ pour les premi�eres estimations d'erreurrigoureuses sur la di�eren
e u � U0 entre la solution tridimensionnelle et le d�epla
ement deKir
hho�-Love. Ces estimations d'erreur s'appuyent sur la th�eorie des perturbations singuli�eresd�evelopp�ee depuis les ann�ees 1960 (
f. [9℄). Il est bien 
onnu que les perturbations singuli�erespr�esentent un ph�enom�ene de perte de r�egularit�e qui emp�e
he d'estimer u�U0 dans les normesnaturelles. Par exemple même dans le 
as tr�es parti
ulier d'une plaque p�eriodique (i.e. ! =R2nZ2), si f 2 L2(
) et g 2 H 12 (�
), il n'est pas 
onnu d'estimation de ju � U0jH2(
) enO("2). Dans tous les 
as 
onnus il faut, ou bien se 
ontenter d'une estimation de r�egularit�eplus faible sur u � U0, ou bien demander plus de r�egularit�e sur les for
es impos�ees f etg. Cette appro
he de perturbation singuli�ere a �et�e appliqu�ee �a de tr�es nombreux probl�emesde r�edu
tion de dimension. Cependant �a notre 
onnaissan
e, tous sou�rent de 
ette mêmediÆ
ult�e de r�egularit�e. Citons �a 
e propos Ja
ques-Louis Lions ([9℄, p. 92):Les estimations donn�ees (...) sont dans l'espa
e H1. En fait en utilisant les r�esultats 
lassiquesde r�egularit�e des probl�emes aux limites elliptiques (...), les solutions u (...) sont dans desespa
es plus petits (de Sobolev, de S
hauder, et
.). Quelles sont les estimations d'erreur dans
es espa
es?L'objet de 
ette note est de proposer une r�eponse possible �a 
ette question, en 
ontournant ladiÆ
ult�e 
lassique grâ
e �a l'introdu
tion d'un nouveau mod�ele r�eduit.3



Ainsi sur le 
as des plaques, nous sommes ammen�es �a rempla
er le d�epla
ement de Kir
hho�-Love U0(�) par un d�epla
ement plus 
omplet U "(�) qui d�epend de " et qui se r�eduit aud�epla
ement de Kir
hho�-Love en prenant formellement " = 0. Par ailleurs � = (�1; �2; �3)satisfait un syst�eme d'�equations (
f. (6) pour une forme plus expli
ite)M "� = S"f + T "g sur ! (3)Contrairement au mod�ele de Kir
hho�-Love, 
e mod�ele bidimensionnel fait intervenir le param�etre" et se r�eduit au mod�ele de Kir
hho�-Love lorsqu'on fait formellement " = 0 dans 
es �equations.Ce nouveau mod�ele de plaque pr�esente un avantage majeur sur le mod�ele 
lassique de Kir
hho�-Love: il �evite les pertes de r�egularit�e inh�erente �a l'appro
he 
lassique. Il est ainsi possibled'�etablir (th�eor�eme 1) une estimation d'erreur du type (en prenant g � 0 pour simpli�er)���D2 (u� U "(�))��� � C"2 jf jave
 la même norme j�j �a gau
he et �a droite. I
i u� U "(�) est bien mesur�e ave
 deux degr�esde r�egularit�e de plus que les for
es f 
omme nous nous y attendions naturellement.Signalons aussi un autre point fort de 
e mod�ele: il est robuste fa
e �a une situation d'homog�en�eisation.Par exemple si les for
es os
illent ave
 une fr�equen
e en 1=", la solution tridimenionnelle u estreste bien approxim�ee par U "(�) ave
 la même estimation d'erreur.II. RAPPEL DU MODELE TRIDIMENSIONNEL.On d�e�nit l'espa
e des d�epla
ements de la plaqueV = nu = (u1; u2; u3); ui 2 H1lo
(
); i = 1; 2; 3oOn introduit eij(u) = 12 (�iuj + �jui) et e"ij(u) =  e��(u) 1"e�3(u)1"e�3(u) 1"2 e33(u) !. Ce
i permet de d�e�nirla forme bilin�eaire sur V � C10 (! � [�1; 1℄)a"(u; v) = Z
 �e"ii(u)e"jj(v) + 2�e"ij(u)e"ij(v)et la forme lin�eaire l(v) = Z
 fv + Z�
 gvpour f 2 L2(
) et g 2 H 12 (�
). On 
onsid�ere les solutions u 2 V du probl�emea"(u; v) = l(v); 8v 2 C10 (! � [�1; 1℄) (4)III. UN NOUVEAU MODELE DE PLAQUE.On d�e�nit U "(�) = 0BB� �� � x3���3 + "2 � ��+2� x232 ��div 0� + a(x3)���0�3��3 + "2 ��+2� ��x3div 0� + x232 �0�3� 1CCA4



o�u div 0� = �1�1 + �1�2; �0 = �21 + �22 ; a(x3) =  3�+ 4�� + 2� ! x333! � 2 �+ ��+ 2�!x3On 
her
he alors � tel que U "(�) 2 V eta"(U "(�); U "(�)) = l(U "(�)); 8� 2 C10 (!) (5)Il est possible de voir que (5) est �equivalent �a8>>><>>>: a1�0�� + a2��div 0� + "2a3���0div 0� + "4a4���02div 0� = p� + "2��qa5�02�3 + "2a6�03�3 + "4a7�04�3 = p3 + "2�0q3 (6)o�u ai; i = 1; :::; 7 sont des 
onstantes qui s'expriment en fon
tion de �; �, et p�; p3; q; q3 sontdes fon
tions de f3; g3; div 0f; div 0g; �; �.Remarque 1 La forme tr�es parti
uli�ere de U "(�) est d�etermin�ee de sorte que M0� = 0 dans! implique L" (U "(�)) = 0 dans ! � I et B" (U "(�)) = 0 sur ! � �I.IV. ESTIMATIONS D'ERREUR.Dans les estimations suivantes nous prendrons g = 0 pour simpli�er l'�ennon
�e, bien qu'unr�esultat similaire existe pour g non nul.Nous 
ommen�
ons par une estimation d'erreur int�erieure dans le 
as d'un ouvert g�en�eral (nonp�eriodique). Cette estimation est optimale en 
e qui 
on
erne la r�egularit�e.Th�eor�eme 1 (Estimations d'erreur)Soit 
 = ! � (�1; 1) ave
 ! un ouvert quel
onque (eventuellement non born�e) de R2, et
d = !d � I; o�u !d = nx0 2 R2; dist (x0; !) < doOn d�e�nit la norme pour 1 < p < +1jvjLp"(
) = supx2
 jvjLp(B"(x)\
)et la semi-normeNLp"(
)(v) = supx2
 inf�2�"(x0) jv3 � U "3 (�); " (v� � U "�(�))jLp(B"(x)\
)o�u �"(x0) = n� 2 C1(B2"(x0)); M0� = 0 on B2"(x0)oo�u l'op�erateur M0 est donn�e par (3)-(6). Il existe deux 
onstantes C; 
 > 0 d�ependant unique-ment de �; � et p , telles que pour toute solution � de (6) sur !d ave
 f 2 Lplo
(
d), g � 0,5



et pour toute solution u de (4), on a l'estimation suivante sur w = u� U "(�) (o�u les indi
esgre
s prennent les valeurs 1; 2)"2 je"(w)jLp"(
)j�33w3jLp"(
)" j�33w�jLp"(
) ; " j�3�w3jLp"(
)"2 j�3�w�jLp"(
) ; "2 j���w3jLp"(
)"3 j���w
jLp"(
)
9>>>>>>>=>>>>>>>; � C 0BB� "3 �jf�jLp"(
d) + " jf3jLp"(
d)�+"2e�
 d" �je"(w)jLp"(
d) +NLp"(
d)(u)� 1CCAIl est aussi possible de donner des versions W k;p et Ck;� de 
ette estim�ee.Remarque 2 Ce r�esultat serait faux en rempla
ant U "(�) par le d�epla
ement U0 de Kir
hho�-Love (il suÆt de 
onsid�erer des d�epla
ements de la forme u = u"(�) ave
 � = �("Æx0)).A titre d'illustration, on en d�eduit leCorollaire 1 (Bornes L1 dans le 
as p�eriodique)Il existe une 
onstante C > 0 qui ne d�epend que de �; � telle que pour la plaque p�eriodique(i.e. ! = R2nZ2), si f 2 L1(
) et g = 0 alors���e"ij(u)� e"ij(U "(�))���L1(
) � C" �jf�jL1(
) + " jf3jL1(
)�V. CONCLUSION ET QUESTIONS OUVERTES.Le nouveau mod�ele que nous avons pr�esent�e est un ra�nement du mod�ele de Kir
hho�-Lovequi approxime mieux la solution tridimensionnelle �a l'int�erieur de la plaque. La question desavoir s'il existe une estim�ee de u � U "(�) dans H2(
) sans re
ourrir au sup sur des boules(th�eor�eme 1) reste ouverte. Une autre question parti
uli�erement int�eressante serait de 
her
herun mod�ele equivalent tenant 
ompte des 
onditions aux bord sur �! � I. Dans 
e 
adre une�etude plus pouss�ee des 
ou
hes limites semble faisable, mais reste �a faire.En�n il serait int�eressant d'appliquer notre appro
he �a de nombreux autres probl�emes dans desouverts min
es ave
 ph�enom�ene de r�edu
tion de dimension, tels que par exemple, les plaquesanisotropes, les 
oques, les ar
s, les probl�emes similaires en �elasti
it�e non lin�eaire, les �equationsd'�evolutions, les probl�emes d'homog�en�eisation, et
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