
Equations aux d�eriv�ees partielles / Partial di�erential equationsJusti�
ation de la th�eorie non lin�eaire de Kir
hho�-Love,
omme appli
ation d'une nouvelle m�ethode d'inversion singuli�ereR�egis MONNEAUR�esum�e. Nous 
onsid�erons dans le 
adre de l'�elasti
it�e non lin�eaire une plaque tridimensionnelleisotrope homog�ene de St Venant-Kir
hho�, d'�epaisseur 2" et p�eriodique dans les deux autres dire
-tions. Le probl�eme se ram�ene par 
hangement d'�e
helle �a un probl�eme non lin�eaire de perturbationssinguli�eres sur un ouvert �xe. Nous introduisons une nouvelle m�ethode d'inversion singuli�ere. En ap-pliquant 
ette m�ethode nous prouvons, pour des for
es ext�erieures suÆsamment petites et �x�ees, quela solution tridimensionnelle en d�epla
ement 
onverge vers la solution du mod�ele de Kir
hho�-Lovenon lin�eaire des plaques lorsque l'�epaisseur 2" tend vers z�ero. Le mod�ele de plaque limite 
ontienten parti
ulier 
elui de von K�arm�an. Nous donnons aussi une estimation a priori de la vitesse de
onvergen
e. Justi�
ation of the nonlinear Kir
hho�-Love theory,as the appli
ation of a new singular inverse methodAbstra
t. In the framework of nonlinear elasti
ity, we 
onsider a three-dimensional plate made ofa St Venant-Kir
hho� isotropi
 and homogeneous material of thi
kness 2" and periodi
 in the twoother dire
tions. By a 
hange of s
ales, the problem 
an be mapped on a �xed open set, and seen asa nonlinear singular perturbation problem. We introdu
e a new singular inverse method. Applyingthis method, we prove that for �xed and small enough exterior for
es, the three-dimensional displa
e-ment 
onverges to the solution of the nonlinear Kir
hho�-Love theory of plate as the thi
kness 2"tends to zero. The limit plate model 
ontains in parti
ular this one of von K�arm�an. We also give aquantitative estimate of the 
onvergen
e.Abridged English Version.We 
onsider a periodi
 plate of thi
kness 2"
" = ! � (�"; ") with ! = R2nZ2submitted to exterior volumi
 for
es f " and exterior surfa
i
 for
es g". We re
all the nonlinearelasti
 energyEF "(u") = Z
" �2 (Ekk(u"))2 + � (Ekl(u")Elk(u"))� f "i u"i � Z!�f+"g g"iu"i + Z!�f�"g g"iu"iwhere Eij(w) = 12(�iwj + �jwi + �iwk�jwk)Here we have used the Einstein 
onvention of summation on repeated indi
es. We are interestedin the res
aled quantities de�ned on 
 = !� (�1; 1), and we note u; F = (f; g) the quantities1



de�ned on 
 and u"; F " = (f "; g") the 
orresponding quantities de�ned on 
" and related by(see Ciarlet [1℄) u"� = "2u� f "� = "2f� g"� = "3g�u"3 = "u3 f "3 = "3f3 g"3 = "4g3The quantities indexed by " are evaluated at the point x" = (x1; x2; "x3) 2 
" and the quantitieswithout indi
es " are evaluated at the point x = (x1; x2; x3) 2 
. The greek indi
es take thevalues 1; 2. We see that u" is formally a 
riti
al point of the energy EF " if and only if u satis�esthe Euler-Lagrange equations that we noteA"(u) = F on 
where A" is a quasilinear di�erential operator in
luding the nonlinear boundary 
onditions.Theorem 1 (3d-2d Convergen
e and error estimate)There exist "0; R0;M > 0 su
h that for every " 2 [0; "0) and every F satisfying the equilibrium
ondition (3) su
h that jF jH4 < R0 (where the norm on F is de�ned in (5)), there exists asolution u 2 H3(
) of A"(u) = Fbeyong the solutions satisfying the normalization 
ondition (4). Moreover if we note u0 thesolution for " = 0 given by the nonlinear Kir
hho�-Love theory, then we 
an build a \two-dimensionnal solution" v = u0 + "2u2[u0℄ where the 
orre
tor u2[u0℄ only depends on u0, su
hthat we have jr"(u� v)jH2(
) � �M (1)where r" is de�ned in (6). Moreover every solution satisfying (1) is unique up to the normal-ization (4).This theorem is a 
onsequen
e of a new singular inverse method whi
h is a mixing betweenthe requirement of a �xed point theorem and the 
exibility of the 
lassi
al inverse fun
tiontheorem.I. PRESENTATION DU RESULTAT.Nous 
onsid�erons une plaque p�eriodique d'�epaisseur 2"
" = ! � (�"; ") ave
 ! = R2nZ2soumise �a des for
es volumiques ext�erieures f " et des for
es surfa
iques ext�erieures g". Nousrappelons l'�energie �elastique non lin�eaire pour un mat�eriau de St Venant-Kir
hho�EF "(u") = Z
" �2 (Ekk(u"))2 + � (Ekl(u")Elk(u"))� f "i u"i � Z!�f+"g g"iu"i + Z!�f�"g g"iu"io�u Eij(w) = 12(�iwj + �jwi + �iwk�jwk)2



I
i nous avons utilis�e la 
onvention d'Einstein de sommation sur les indi
es r�ep�et�es. Noussommes int�eress�es par les quantit�es \res
al�ees" d�e�nies sur 
 = ! � (�1; 1), et nous notonsu; F = (f; g) les quantit�es d�e�nies sur 
 et u"; F " = (f "; g") les quantit�es 
orrespondantesd�e�nies sur 
" et reli�ees par (
f. Ciarlet [1℄)u"� = "2u� f "� = "2f� g"� = "3g�u"3 = "u3 f "3 = "3f3 g"3 = "4g3o�u les quantit�es ind�ex�ees par " sont �evalu�ees au point x" = (x1; x2; "x3) 2 
" et les quantit�essans indi
e " sont �evalu�ees au point x = (x1; x2; x3) 2 
. Les indi
es gre
s prennent les valeurs1; 2. Nous voyons que u" est formellement un point 
ritique de l'�energie EF " si et seulement siu satisfait les �equations d'Euler-Lagrange que nous notons sous forme 
ompa
teA"(u) = F sur 
 (2)o�u A" est un op�erateur di��erentiel quasilin�eaire in
orporant les 
onditions non lin�eaires auxbords.Il est �etabli dans Ciarlet [1℄ que toute solution de (2) 
onverge formellement vers une fon
tionu0 donn�ee par u0 = 8><>: u0� = ��(x0)� x3���3(x0)u03 = �3(x0)o�u x0 = (x1; x2) et � est la solution de l'�equation non lin�eaire des plaques sur ! (th�eorie nonlin�eaire de Kir
hho�-Love):8>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>:
���n��(�) = h�8�(�+ �)3(�+ 2�)�2�3 � �� (n��(�)���3) = h3o�u n��(�) = 4���+ 2�E0

(�)Æ�� + 4�E0��(�)et E0��(�) = 12(���� + ���� + ���3���3); h� = IF�; h3 = IF3 + ��I(x3F�)o�u l'op�erateur I est d�e�ni par IFi(x0) = R +1�1 fi(x0; x3)dx3 + [gi(x0; x3)℄x3=+1x3=�1.Toute fon
tion u0 telle que d�e�nie pr�e
�edemment sera appel�ee une solution de l'�equationA0(u0) = F sur 
pour 
onserver le même type de notations.En parti
ulier l'existen
e d'une telle solution demande formellement que la 
ondition d'�equilibresuivante soit satisfaite Z
 f + Z�
 g = 0 (3)3



et on 
her
hera alors les solutions u de moyenne nulleZ
 u = 0 (4)NotationsPour une fon
tion h nous notonsDlh l'ensemble de toutes les d�eriv�ees de h jusqu'�a l'odre l 2 N:Dlh = f�l11 �l22 �l33 hgli�0;i=1;2;3;l1+l2+l3=l et DlTh = f�L11 �l22 hgl��0; l1+l2=l. Pour k � 0, nous disonsque F = (f; g) 2 Hk si et seulement si f 2 Hk(
) et g 2 Hk(�
) et nous d�e�nissons lesnormes 
orespondantes (
e 
hoix n'est pas optimal)jF jHk = kXl=0 jDlf jL2(
) + jDlTgjL2(�
) (5)Nous d�e�nissonsr"u =  e33(u)"2 ; e13(u)" ; e23(u)" ; e12(u); e11(u); e22(u); e�13(u); e�23(u); e�12(u)! (6)o�u eij(u) = 12 (�iuj + �jui) et e�ij(u) = 12 (�iuj � �jui) = �e�ji(u)De plus �etant donn�ee une fon
tion u0, nous notons u2 = u2[u0℄ la fon
tionu2[u0℄ = 8><>: u2� = 0u23 = T (e33(u2))ave
 Th = R x30 h(x0; s)ds pour une fon
tion g�en�erale h, et o�u e33(u2) est donn�e par:e33(u2) = � E233(u0) + ��+ 2�E0��(u0)!E0ij(u) = 12(�iuj + �jui + �iu3�ju3); E2ij(u) = 12�iu
�ju
Nous sommes maintenant en position pour �enon
er pr�e
is�ement notre r�esultatTh�eor�eme 1 (Convergen
e 3d-2d et estimation d'erreur)Il existe "0; R0;M > 0 tels que pour tout " 2 [0; "0) et tout F satisfaisant la 
ondition d'�equilibre(3) tel que jF jH4 < R0, il existe une solution u 2 H3(
) deA"(u) = Fparmi les solutions satifaisant la 
ondition de normalisation (4). De plus si nous notons u0 lasolution pour " = 0, et v = u0 + "2u2[u0℄, alors nous avonsjr"(u� v)jH2(
) � �M (7)Pour �nir toute solution satisfaisant (7) est unique modulo la normalisation (4).4



Ce r�esultat r�esoud (dans le 
as �a bords p�eriodiques seulement) un probl�eme ouvert signal�e dansCiarlet [1, 3℄. Par ailleurs, 
e r�esultat est valable sans hypoth�eses suppl�ementaires, 
ontraire-ment par exemple �a 
elles suppos�ees dans Paumier [16℄ pour pouvoir appliquer le th�eor�eme deNash-Moser, ou bien 
elles que l'on trouve dans John [10℄ o�u les d�eformations sont suppos�eesborn�ees en tout points et seul le 
as sans for
es de volume est trait�e.Signalons qu'il existe des r�esultats di��erents dans la 
adre de la �-
onvergen
e 
omme 
euxde Le Dret, Raoult [14℄, Friese
ke, James, M�uller [9℄. En�n mentionnons que la m�ethode devari�et�e 
entrale bien 
onnue en th�eorie des syst�emes dynamiques a �et�e appliqu�ee ave
 su

�esau 
as des poutres droites par Mielke [15℄.II. APPROCHE GENERALE: UNE METHODE D'INVERSION SINGULIERELa preuve du th�eor�eme 1 repose sur une nouvelle m�ethode d'inversion singuli�ereappliqu�ee �a la r�esolution de l'�equation A"(u) = F �a partir de " = 0. Cette m�ethode g�en�erales'applique en 
inq �etapes. Dans la pr�esentation qui suit, on utilise des normes qui restentabstraites pour fa
iliter la 
ompr�ehension.M�ethode d'Inversion Singuli�ereEtape 1: Pour " = 0, la solution u0 de A0(u0) = F peut être obtenue pour jF j < R0, grâ
e auth�eor�eme d'inversion lo
ale 
lassique �a partir de la solution parti
uli�ere u0 = 0 
orrespondant�a F = 0.Etape 2: Pour 
haque " > 0, la solution u de A"(u) = F peut être obtenue pour jF j <R", grâ
e au th�eor�eme d'inversion lo
ale 
lassique �a partir de la solution parti
uli�ere u = 0
orrespondant �a F = 0. (Mais �a 
e stade, R" n'est pas 
ontrôl�e lorsque " tend vers z�ero.)Etape 3: Il existe une 
onstante 
 = 
(R0) > 0 telle que pour toutM > 0, pour tout jF j < R0,il existe un "0 = "0(M;R0) > 0 tel que pour toute fon
tion u de l'ensembleK"M = nu; jju� u0jj � "Moet pour tout " 2 (0; "0), nous avons(DuA�(u) � w;w) � 
jwj2 (8)
e qui prouve en parti
ulier que DuA�(u) est inversible.Remarquons qu'i
i la norme jj � jj est une norme plus forte que la norme j � j sur w.Etape 4: A l'aide de (8) et pour tout " 2 (0; "0), nous prouvons l'estimation a priori9M > 0; 8jF j < R0; (u 2 K�M et A�(u) = F ) =) �u 2 K�M2 � (9)Etape 5: Con
lusion. Grâ
e �a (8), le lin�earis�e est inversible tant que u 2 K"M . Or la solutionu ne peut sortir de K"M , 
ar u 2 K"M=2 par (9). Nous 
on
luons a posteriori, que le th�eor�emed'inversion lo
ale 
lassique s'applique �a l'�etape 2 uniform�ement en " 2 (0; "0), pour toutes lesfon
tions F v�eri�ant jF j < R0. De plus l'in�egalit�e (8) implique l'uni
it�e de la solution u surK"M .III. QUELQUES RESULTATS INTERMEDIAIRESDe fa�
on plus pr�e
ise, pour appliquer notre m�ethode d'inversion singuli�ere, nous prouvons lesdeux r�esultats interm�ediaires suivants o�u on noteK"M(F ) = nu 2 H3(
); jr"(u� v)jH2(
) � "Mo5



o�u v = u0 + "2u2[u0℄ pour u0 solution de A0(u0) = F ave
 jF jH4 < R0.Proposition 1 (Coer
ivit�e)Il existe "00 = "00(M;R0) > 0 et 
 > 0 tels que pour tout jF jH4 < R0, si u 2 K"M(F ) ave
" 2 (0; "00), alors 8w 2 H1(
); (DuA�(u) � w;w) � 
jr"wj2L2(
)Pour obtenir 
ette estimation, une borne L1 sur ru est n�e
essaire dans notre appro
he, 
'estla raison pour laquelle nous travaillons ave
 u 2 H3(
). Par ailleurs notre estimation a prioriest la suivanteProposition 2 (Estimation a priori)Il existe M > 0 et "0 < "00(M;R0) tels que si " 2 (0; "0) alors pour tout jF jH4 < R0:(A"(u) = F et u 2 K"M(F )) =) �u 2 K"M2 (F )�REMERCIEMENTSJe remer
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