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t: We prove a su�
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ondition for the L2 stability of a se
ond-ordera

urate �nite volume s
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ases illustrate the potential of our s
heme and we widen our study with another test 
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S
hémas en volumes �nis ave
 �ux 
entrés pour la propagation des ondes en aéroa
oustique 5Introdu
tion
Nous pouvons a�rmer que l'aéroa
oustique est un sujet ré
ent, non pas au sens théorique puisque lespremiers résultats datent du début du siè
le mais au sens numérique. En e�et l'amélioration depuis vingtans des te
hniques de simulation numérique ont permis de modéliser des problèmes aussi 
omplexes que
elui de la génération et de la propagation de bruits générés par les stru
tures turbulentes d'é
oulementsstationnaires. Les appli
ations nombreuses dans le domaine des transports justi�ent 
ette évolution etils existent don
 aujourd'hui de nombreuses appro
hes (voir [2, 5, 12, 18℄). Nous pouvons 
ataloguer lesdi�érentes méthodes numériques existantes en deux grandes familles. Tout d'abord les méthodes dire
tesqui 
onsistent à résoudre de manière très pré
ise les équations posées par la physique, la di�
ulté majeureà surmonter pour 
e 
hoix étant l'élaboration d'algorithmes numériques 
apables à la fois de 
al
uler des�u
tuations a
oustiques de très faibles amplitudes par rapport au 
hamp aérodynamique et d'assurer lapropagation des ondes a
oustiques sur de longues distan
es sans e�et notable de di�usion et de disper-sion. De plus l'élaboration de 
onditions aux limites performantes s'avère 
ru
iale puisqu'il faut à toutprix minimiser les ré�exions parasites perturbant l'analyse des �u
tuations a
oustiques. En fait par sa
omplexité, 
e type d'appro
he est inutilisable dans le 
as de géométries 
omplexes. Cela justi�e l'exis-ten
e de méthodes hybrides qui 
onsistent à dé
oupler les déterminations des 
hamps aérodynamiques eta
oustiques, le 
hamp de vitesse obtenu étant introduit dans un opérateur de propagation sous la formede termes sour
es, les di�
ultés de 
ette appro
he résidant dans le fait qu'une légère erreur au niveau del'opérateur de propagation ou des termes sour
es peut 
onduire au �nal à des é
arts importants au niveaudu 
hamp sonore rayonné. Ce rapport 
onstitue une suite logique des travaux pré
édents [4℄. Dans 
erapport nous nous étions intéressé à l'utilisation de s
hémas en volumes �nis ave
 �ux 
entrés pour l'étudede petites perturbations autour d'un é
oulement stationnaire, le but étant à long terme de 
onstruire etde valider une méthode numérique performante pour la propagation de 
es perturbations, 
'est-à-direen fait de 
onstruire un opérateur de propagation pré
is et e�
a
e. Nous avions réussi à obtenir desrésultats très intéressants dans le 
as de petites perturbations autour d'un é
oulement uniforme en uneet deux dimensions d'espa
e pour un domaine sans parois, tandis que dans le 
adre de petites perturba-tions autour d'un é
oulement stationnaire non uniforme, seuls des résultats partiels ont été démontrésen une dimension d'espa
e. En e�et dans le 
adre non uniforme, les di�
ultés théoriques et numériquesauxquelles nous avons été 
onfronté se sont a

rues 
onsidérablement.Pour pouvoir améliorer la 
ompréhension de 
e do
ument et éviter au le
teur de devoir obligatoirementse plonger dans la le
ture du rapport de re
her
he 
ité 
i-dessus, nous avons dé
idé de rappeler briève-ment en annexe les di�érents résultats importants que nous avons impli
itement utilisés pour 
e nouveaurapport. Quant aux apports nouveaux, nous pouvons les répartir de la façon suivante :� Elargissement des résultats déjà obtenus au 
as de perturbations dans un é
oulement uniforme entrois dimensions d'espa
e dans un 
adre isentropique ou non� Introdu
tion de 
onditions aux limites absorbantes et ré�é
hissantes� Illustration de 
es résultats� Introdu
tion au 
adre non uniforme
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6 Berna
ki & Piperno1 S
héma en volumes �nis pour l'a
oustique 3D (é
oulement uni-forme)1.1 Les équations modèlesD'après l'annexe 1.3.ii), si nous 
onsidérons les équations d'Euler linéarisées autour d'un é
oulementuniforme , nous obtenons pour M = 0BB� �0
0Æu�0
0Æv�0
0ÆwÆp 1CCA le système suivant:�M�t +0BB� u0 0 0 
00 u0 0 00 0 u0 0
0 0 0 u0 1CCA| {z }A �M�x +0BB� v0 0 0 00 v0 0 
00 0 v0 00 
0 0 v0 1CCA| {z }B �M�y +0BB� w0 0 0 00 w0 0 00 0 w0 
00 0 
0 w0 1CCA| {z }C �M�z = 0: (1)En fait nous négligeons l'équation portant sur Æ� 
ar dans le 
adre de petites perturbations autour d'uné
oulement uniforme nous avons la relation��t �Æp� 
20Æ��+ u0 ��x �Æp� 
20Æ��+ v0 ��y �Æp� 
20Æ��+ w0 ��z �Æp� 
20Æ�� = 0;
e qui nous permet 
onnaissant Æp, de déterminer Æ�:Æ� (t;x;y;z) = Æ� (0;x� u0t;y � v0t;z � w0t) + 1
20 (Æp (t;x;y;z)� Æp (0;x� u0t;y � v0t;z � w0t)) :Finalement, 
ela justi�e que nous nous intéressions aux problèmes de la forme8>>>>>>><>>>>>>>: 
 un ouvert deIRmU : 
� [0;T ℄! IRmA i ;m matri
es 
arrées symétriques de L (IRm)�U�t + mXi=1 A i �U�xi = �U�t + mXi=1 �Fi (U)�xi = �U�t + div �~F (U)� = 0U (x;0) = U0 (x) (2)Après avoir rappelé des résultats théoriques d'existen
e et d'uni
ité, nous verrons que l'utilisation des
hémas en volumes �nis ave
 �ux 
entrés permet de 
onstruire pour 
e type de problème un s
héma nondi�usif sur maillage non stru
turé, ainsi que des 
onditions aux limites absorbantes et ré�é
hissantes.1.2 Systèmes symétriques de Friedri
hsCette partie 
onstitue un rappel très bref de la théorie sur les systèmes de Friedri
hs [7℄. Rappelonsle 
adre général proposé par Friedri
hs pour étudier les systèmes symétriques d'équations aux dérivéespartielles du premier ordre. On se restreint i
i aux problèmes d'évolution posés dans des domaines de laforme 
 � [0;T ℄ où 
 est un ouvert de IRm et né
essitant la donnée de la fon
tion in
onnue au tempst = 0. Soient A i (x;t), m matri
es 
arrées symétriques de L(IRp) dont les 
oe�
ients sont lips
hitziensdans 
� [0;T ℄ et A 0 (x;t) une matri
e 
arrée de L(IRp) dont les 
oe�
ients sont dans L1 (
� [0;T ℄). On
her
he une fon
tion U : 
� [0;T ℄! IRp, solution de8><>: �U�t + mXi=1 A i �U�xi + A 0U = FU (x;0) = U0 (x) (3)ave
 U0 2 �L2 (
)�p ; F 2 �L2 (
� [0;T ℄)�p INRIA



S
hémas en volumes �nis ave
 �ux 
entrés pour la propagation des ondes en aéroa
oustique 7Pour 
 di�érent de IRm, il faut rajouter à (3) des 
onditions aux limites. Une solution proposée parFriedri
hs pour obtenir un problème bien posé est la suivante : soient � = �
 et n ve
teur normal à �,orienté vers l'extérieur. On pose B (x;t) = mXi=1 niA i (x;t) 8x 2 �Soit M (x;t), une matri
e 
arrée de L(IRp), dé�nie 8x 2 �, et telle que :M + M t � 0Ker (B � M ) �Ker (B + M ) = IRpAlors la 
ondition aux limites homogène est :U (x;t) 2 Ker (B (x;t)� M (x;t)) 8x 2 �: (4)On se rapportera à Phillips-Sarason [14℄ pour la théorie générale et on retiendra pour la suite le résultatsuivant: sous des hypothèses 
onvenables de régularité, le problème dé�ni par (3) et la
ondition aux limites (4) admet une solution unique.1.3 Un s
héma en volumes �nis ave
 �ux 
entrés de type saute-mouton1.3.1 Introdu
tionLe système des équations d'Euler linéarisées autour d'un é
oulement uniforme auquel nous nousintéressons, synthétisé par le système (2), est linéaire, hyperbolique et 
onservatif en la variable U. Celaexplique le 
hoix de s
hémas en volumes �nis, initialement 
onstruits pour la résolution numérique detels systèmes. L'idée de base de 
es méthodes est de diviser le domaine spatial d'existen
e des équationsen 
ellules appelées volumes �nis et de former les équations dis
rètes à partir de la formulation faibledu système de lois de 
onservation, é
rite pour 
haque 
ellule. A partir d'un maillage bidimensionnel detype éléments �nis triangulaires, il existe di�érents 
hoix possibles de 
ellules, 
e qui ne 
hange en rienle s
héma. Un des 
hoix possibles est dé�ni par des polygones 
entrés autour des noeuds du maillage endimension deux (par des polyèdres en dimension trois), 
e qui est représenté sur la �gure suivante :
i

Ci Cj
Ck ~n

j
�

Fig. 1 � Exemple de 
ellules internes et aux bordsL'interse
tion entre deux 
ellules internes (par exemple : 
i et 
j) est une réunion de deux segmentset 
k est une 
ellule d'intégration au bord. Pour 
haque 
ellule 
i, j
ij 
orrespond à son volume etÆ�i;Æui;Ævi;Æwi;Æpi aux valeurs moyennes respe
tives des variables physiques dans la 
ellule. Nous appelonsinterfa
e interne entre deux 
ellules leur interse
tion et interfa
e externe l'interse
tion entre une 
elluleRR n° 4699



8 Berna
ki & Pipernoau bord et le bord lui-même (noté � pour la �gure 1). Pour 
haque interfa
e interne 
ij = 
i \ 
j , nousdé�nissons8>>>><>>>>: ~Iij = Z
i\
j ~n dS ave
 ~n la normale unitaire à �
i \ �
j dirigée de 
i vers 
jlij = k~Iijk~nij = 1lij ~IijDe la même manière, nous étendons 
es dé�nitions aux interfa
es externes, l'indi
e j 
orrespondant alors àune 
ellule �
tive à l'extérieur du domaine. En�n pour toute 
ellule 
i, nous nommons s (i) la réunion desindi
es des 
ellules voisines à 
i et Pi la mesure dis
rète de la frontière de la 
ellule 
i : Pi =Pj2s(i) lij .1.3.2 Formulation faibleUne formulation faible est obtenue en intégrant le système (2) sur 
haque 
ellule 
i et en prenant
omme fon
tions tests les fon
tions 
ara
téristiques des 
ellules. On obtient grâ
e aux formules de Green,une équation véri�ée sur 
haque 
ellule :j
ij��U�t �i + Z�
i ~F (U) � ~ndS = 0 (5)
e que l'on peut ré
rire j
ij��U�t �i + Xj2s(i) lijHij = 0 (6)où lijHij est une approximation que nous allons dé�nir du �ux R�
i ~F (U) � ~ndSFlux interne 
entré Comme 
ela est annon
é, le �ux interne 
hoisi est un �ux 
entré. On 
onsidèredon
 8>>><>>>: Hij = H (Ui;Uj ;~nij)H (u;v;~n) = ~F (u) + ~F (v)2 � ~n =Xk �Fk (u) + Fk (v)2 �nk =  Xk nkA k!| {z }P �u+ v2 � (7)Dis
rétisation temporelle Le s
héma en temps 
hoisi est un s
héma de type saute-mouton. Finale-ment l'équation dis
rète que nous obtenons sur 
haque 
ellule et pour tout instant tk = k�t ave
 k 2 Z,�t le pas de temps, tk 2 [0;T ℄ et Uk l'approximation numérique de U à l'instant tk, s'é
rit:8>>>>>>>>><>>>>>>>>>:
Uk+1i � Uk�1i2�t + 1j
ij Xj2s(i) lijHij �Uki ;Ukj ;nij� = 0ave
 le �ux interne Hkij � Hij �Uki ;Ukj ;nij� =  ~F �Uki �+ ~F �Ukj �2 ! � nij = Pij  Uki + Ukj2 !ave
 Pij = mXk=1 nijkA k (8)

Remarque 1.1 :� Pour une interfa
e externe 
ij , le �ux numérique 
orrespondant à une 
ondition absorbante et 
elui
orrespondant à une 
ondition ré�é
hissante seront donnés par la suite.� Nous rappelons les résultats géométriques élémentaires suivants:lij = lji INRIA



S
hémas en volumes �nis ave
 �ux 
entrés pour la propagation des ondes en aéroa
oustique 9~nij = �~nji =) Pij = �PjiXj2s(i) lij~nij = ~0 =) Xj2s(i) lijPij = 0� En utilisant la te
hnique des équations équivalentes, nous pourrions démontrer le résultat suivant(
e qui est fait dans [4℄ et rappelé dans l'annexe 2 pour le 
as des équations d'Euler linéarisées endeux dimensions d'espa
e):Lemme 1.1 En supposant le milieu de propagation in�ni, le s
héma (8) est d'ordre deux en tempset en espa
e sur un maillage régulier.(voir [16, 15℄ pour la théorie).1.4 Une 
ondition su�sante de stabilitéDans 
ette partie nous supposerons que seules des 
onditions absorbantes sont imposées aux bordsdu domaine.1.4.1 Etude d'une énergieLe but de 
ette partie est de démontrer, dans le 
adre de nos équations, l'existen
e d'une 
onditionsu�sante de stabilité pour notre s
héma en tenant 
ompte de 
onditions aux limites absorbantes qu'ilnous reste à déterminer. De manière similaire à l'énergie introduite dans [4℄ et rappelée dans l'annexe 2,
ommençons par 
onsidérer l'énergie suivante :En =Xi j
ij �tUni � Uni +t Un+1i � Un�1i � (9)Le fait que l'énergie dis
rète donnée par (9) soit une forme quadratique dé�nie positive des variablesUni et Un�1i pour tout i n'a rien d'évident, 
ela repose sur l'expression du s
héma. Dans la suite, nousprouverons que la somme de 
ette énergie ave
 des termes de 
orre
tion aux frontières absorbantes, dé
roîtà 
haque pas de temps et 
onstitue une forme quadratique dé�nie positive sous une 
ondition de typeCFL. Ce résultat nous donnant alors une 
ondition su�sante de stabilité L2 pour notre s
héma.Posons �E = En �En�1, nous avons alors le premier résultat suivant:Proposition 1.1 En notant Hnij les �ux aux niveaux des interfa
es externes qu'ils restent à dé�nir, nousavons �E = ��t interfa
esXexternes lij �tUni � �2Hn�1ij � PijUn�1i �+t Un�1i � �2Hnij � PijUni �� (10)Démonstration 1.1�E = En �En�1 =Xi j
ij �tUni � �Uni � Un�2i �+t Un�1i � �Un+1i � Un�1i ��= �2�tXi Xj2s(i) lij �tUni �Hn�1ij +t Un�1i �Hnij�La double sommation peut être ré
rite 
omme une somme sur les interfa
es sous la forme suivante :�E = �t (�interne + �externe)ave
 �interne = �2 interfa
esXinternes �lij �tUni �Hn�1ij +t Un�1i �Hnij�+ lji �tUnj �Hn�1ji +t Un�1j �Hnji���externe = �2 interfa
esXexternes �lij �tUni �Hn�1ij +t Un�1i �Hnij��RR n° 4699



10 Berna
ki & PipernoEn utilisant (8) et les résultats géométriques énon
és pré
édemment, on peut ré
rire �interne sous laforme : �interne = � interfa
esXinternes �ltijUni Pij �Un�1i + Un�1j �+t Un�1i Pij �Uni + Unj ��t Unj Pij �Un�1i + Un�1j ��t Un�1j Pij �Uni + Unj ��De plus d'après les hypothèses initiales, les matri
es A k pour k 2 f1;::;mg sont symétriques. Don
 pourtout ve
teur ~nij la matri
e Pij est symétrique. Ce qui permet d'a�rmer quetUki PijUkj =t Ukj PijUki 8i;j;kdon
 �interne = �2 interfa
esXinternes lij �tUni PijUn�1i �t Unj PijUn�1i ��nalement�E = ��t"2 interfa
esXinternes lij �tUni PijUn�1i �t Unj PijUn�1i �+ 2 interfa
esXexternes lij �tUni PijUn�1i �+ interfa
esXexternes lij �tUni � �2Hn�1ij � PijUn�1i �+t Un�1i � �2Hnij � PijUni ��#�E = ��t"interfa
esXexternes lij �tUni � �2Hn�1ij � PijUn�1i �+t Un�1i � �2Hnij � PijUni ��+2Xi Xj2s(i) lij �tUni PijUn�1i �35| {z }=tUni (PiPj2s(i) lijPij)Un�1i =0On obtient le résultat annon
é�E = ��t interfa
esXexternes lij �tUni � �2Hn�1ij � PijUn�1i �+t Un�1i � �2Hnij � PijUni �� �Remarque 1.2 :� La première remarque que nous pouvons faire est que la variation d'énergie s'é
rit uniquementen fon
tion des interfa
es externes, don
 sur un domaine de 
al
ul in�ni ou périodique l'énergiese 
onserve. (Ce résultat étant démontré dans [4℄ toujours dans le 
adre des équations d'Eulerlinéarisées en deux dimensions d'espa
e, voir annexe 2).� De plus, nous pouvons voir que la 
onstru
tion d'une forme quadratique dé�nie positive dé
roissanteà 
haque pas de temps dépend uniquement du 
hoix d'un �ux externe, une in�nité de 
hoix s'o�reà nous.Nous allons maintenant travailler dans le 
adre parti
ulier d'interfa
es externes uniquement absorbantes,pour 
ela il nous reste à 
onstruire un �ux absorbant. Revenons à la forme générale de Pij =Pk nij kA k :
omme toutes les matri
es A k sont symétriques, Pij l'est aussi pour tout ve
teur ~nij . Don
 Pij estdiagonalisable dans une base orthonormale de ve
teurs propres, 
'est-à-dire que pour tout ve
teur ~nij ilexiste Tij matri
e orthonormée et D ij matri
e diagonale telles quePij = TijD ij tTij
onsidérons alors P�ij = TijD�ij tTij ave
 D�ij = diag ���i �jPij j = Tij jD ij jt Tij ave
 jD ij j = diag (j�ij) INRIA
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oustique 11exemple Dans le 
adre du système (1), nous avons en posant ~U0 = 0� u0v0w0 1APij =0BBB� ~U0 � ~nij 0 0 
0nijx0 ~U0 � ~nij 0 
0nijy0 0 ~U0 � ~nij 
0nijz
0nijx 
0nijy 
0nijz ~U0 � ~nij 1CCCAen 
onsidérant le ve
teur ~nij unitaireD ij = ~U0 � ~nijId+ diag (0;0;
0;� 
0)Nous proposons pour le �ux au niveau d'une interfa
e absorbante:Hnij = 12 �PijUni + jPij jUn�1i � (11)Grâ
e à (10), en remplaçant le �ux absorbant par son expression, nous obtenons dire
tement le résultatsuivantLemme 1.2 �E = ��t interfa
esXabsorbantes lij �tUn�1i jPij jUn�1i +t Uni jPij jUn�2i � (12)1.4.2 Termes 
orre
tifsLa variation d'énergie donnée par (12) ne répond pas à nos attentes puisqu'elle n'a au
une raisond'être négative à 
haque pas de temps. Cela justi�e l'utilisation de termes 
orre
tifs, 
onsidérons alorsFn = En � �t2 interfa
esXabsorbantes lij �tUni jPij jUni �t Un�1i jPij jUn�1i � (13)Nous pouvons déjà remarquer que la 
orre
tion 
hoisie ne 
on
erne que les interfa
es absorbantes 
e quise justi�e par la 
onservation de l'énergie E lorsque le domaine ne 
omporte pas d'interfa
es absorbantes.Nous allons maintenant montrer que Fn est bien une forme quadratique dé�nie positive des variables Uniet Un�1i pour tout i et que de plus elle est dé
roissante à 
haque pas de temps.Proposition 1.2 Fn donnée par (13) est une suite dé
roissante, plus pré
isément nous avons�F = Fn � Fn�1 = ��t2 interfa
esXabsorbantes ltij �Uni + Un�2i � jPij j �Uni + Un�2i � � 0 (14)Démonstration 1.2 En reprenant l'expression (13) de Fn, nous avons dire
tement�F = �E � �t2 interfa
esXabsorbantes lij �tUni jPij jUni � 2tUn�1i jPij jUn�1i +t Un�2i jPij jUn�2i �et en utilisant (12), on obtient le résultat annon
é:�F = ��t2 interfa
esXinterfa
es ltij �Uni + Un�2i � jPij j �Uni + Un�2i �de plus d'après 
ette expression,�F est bien toujours négatif 
ar jPij j est une matri
e positive. Finalementla suite Fn est bien une suite dé
roissante et 
ela indépendamment du pas de temps.RR n° 4699



12 Berna
ki & Piperno�Remarque 1.3 : Le le
teur attentif pourra s'étonner du 
hoix du �ux absorbant, 
ar en e�et tout lesrésultats pré
édents resteraient vrais si dans l'expression du �ux absorbant nous avions 
hoisi à la pla
ede jPij j n'importe quelle matri
e positive. Seulement, nous verrons dans la pro
haine partie que la 
ondi-tion de stabilité dépend du rayon spe
tral de la matri
e 
hoisie, plus pré
isément un rayon spe
tral plusimportant a

élérerait la dé
roissan
e de F mais en même temps diminuerait le pas de temps maximalassurant la stabilité. De plus, il est évidemment né
essaire que notre 
ondition au limite ne rende pasnotre s
héma in
onsistant.1.4.3 Une 
ondition su�sante de stabilitéThéorème 1.1 En utilisant le s
héma dé�ni par (8) et (11) sur un maillage quel
onque, l'énergie Fndé�nit par (13) est à la fois une suite dé
roissante et une forme quadratique dé�nie positive des variablesUni ; Un�1i 8i (assurant ainsi la stabilité L2 du s
héma) sous la 
ondition su�sante suivante8 (i;j) nj 2 s (i) ; �t < 2 j
ijPi� (Pij) ; (15)ave
 � la fon
tion rayon spe
tral.Démonstration 1.3 Repartons deEn =Xi j
ij �tUni � Uni +t Un+1i � Un�1i � =Xi j
ij �kUni k2 + kUn�1i k2 +t Un�1i � �Un+1i � Un�1i ��En =Xi 24j
ij �kUni k2 + kUn�1i k2�� 2�ttUn�1i � Xj2s(i) lijHnij35or8i Xj2s(i) lijPij = 0 =) En =Xi 24j
ij �kUni k2 + kUn�1i k2�� 2�ttUn�1i � Xj2s(i) lij �Hnij � 12PijUni �35En = interfa
esXinternes lij � j
ijPi �kUni k2 + kUn�1i k2���ttUn�1i PijUnj+ j
j jPj �kUnj k2 + kUn�1j k2�+�ttUn�1j PijUni �+ interfa
esXabsorbantes lij � j
ijPi �kUni k2 + kUn�1i k2���ttUn�1i jPij jUn�1i �don
 Fn = interfa
esXinternes lij � j
ijPi �kUni k2 + kUn�1i k2���ttUn�1i PijUnj+ j
j jPj �kUnj k2 + kUn�1j k2�+�ttUn�1j PijUni �+ interfa
esXabsorbantes lij � j
ijPi �kUni k2 + kUn�1i k2�� �t2 �tUni jPij jUni +t Un�1i jPij jUn�1i ��Fn � interfa
esXinternes lij � j
ijPi �kUni k2 + kUn�1i k2���tkUn�1i kkUnj k� (Pij)�+ interfa
esXinternes lij � j
j jPj �kUnj k2 + kUn�1j k2���tkUn�1j kkUni k� (Pij)�+ interfa
esXabsorbantes lij � j
ijPi �kUni k2 + kUn�1i k2�� �t2 �kUni k2 + kUn�1i k2� � (jPij j)� INRIA
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 �ux 
entrés pour la propagation des ondes en aéroa
oustique 13FinalementFn � interfa
esXinternes lij ��kUni k2 + kUn�1i k2�� j
ijPi � �t2 � (Pij)�+ �kUnj k2 + kUn�1j k2�� j
j jPj � �t2 � (Pij)��+ interfa
esXabsorbantes lij �kUni k2 + kUn�1i k2�� j
ijPi � �t2 � (jPij j)�Et 
omme � (Pij) = � (jPij j), on en déduit la 
ondition de stabilité annon
ée8 (i;j) nj 2 s (i) ; �t < 2 j
ijPi� (Pij)
ar Fn est bien sous 
ette 
ondition de type CFL une forme quadratique dé�nie positive des variablesUn�1i et Uni pour tout i. �Remarque 1.4 :� Pour véri�er 
e qui a été dit dans la pré
édente remarque, nous pouvons voir que le fait de 
hoisirune matri
e positive autre que jPij j dans l'expression du �ux absorbant (que l'on appellera G ij )aurait 
onduit à la 
ondition de stabilité plus restri
tive suivante8 (i;j) nj 2 s (i) ; �t < min� 2 j
ijPi� (Pij)�8 (i;j) nj 2 s (i) et 
j 
ellule �
tive; �t < min� 2 j
ijPi� (Pij) ; 2 j
ijPi� (G ij )�Il existe dans la littérature de nombreuses façons de 
onstruire une 
ondition de type absorbantedans le 
adre de nos équations, voir par exemple [5℄,[18℄,[9℄,[13℄. Une des méthodes les plus simple àmettre en pratique par rapport à notre s
héma serait 
elle dé
rite dans [9℄ et [13℄, elle est basée surune appro
he de type 
ara
téristique. Le système hyperbolique est diagonalisé a�n de faire disparaîtreles ondes entrantes aux niveaux des parois absorbantes, 
ette 
ondition absorbante 
onnaît malheu-reusement plusieurs défauts majeurs, tout d'abord elle n'est pas adaptée aux in
iden
es obliques etle traitement des 
oins s'avère problématique. La méthode 
onstruite par Tam & Dong [18℄, estbeau
oup plus e�
a
e 
ar de nature multidimensionnelle, elle 
onsiste à utiliser les expressionsasymptotiques des équations d'Euler obtenues en 
hamp lointain. Nous ne rentrerons i
i pas plusdans les détails, 
ar bien que 
es di�érents types de 
onditions absorbantes aient prouvé leur e�
a-
ité, elles mettraient en défaut les résultats du théorème 1.1.� Nous tenions également à remarquer que les résultats que nous venons de présenter dans 
ettepartie sont en tous points analogues ave
 
eux démontrés dans [17℄ dans le 
adre de l'utilisationd'un s
héma volumes �nis ave
 �ux 
entrés sur les équations de Maxwell.� En 
on
lusion, nous venons de démontrer dans le 
adre de petites perturbations autour d'un é
oule-ment uniforme que le s
héma d'ordre 2 dé�ni par (8) et (11) était sur maillage non stru
turé, sousune 
ondition de type CFL, stable et même non di�usif sur un domaine sans parois absorbantes.

RR n° 4699



14 Berna
ki & Piperno1.5 Une 
ondition de type ré�é
hissanteLe but de 
ette partie est de 
onstruire dans un 
ontexte bien parti
ulier une 
ondition aux limitesré�é
hissante en deux dimensions d'espa
e. Le prin
ipe que nous allons utiliser est très 
onventionnelpuisqu'il s'agit de 
onsidérer les interfa
es ré�é
hissantes 
omme des �miroirs�. Cependant nous verronsque le 
ontexte parti
ulier de petites perturbations autour d'un é
oulement uniforme restreint l'utilisationde 
ette méthode. Le dessin suivant rappel que les interfa
es à la frontière, par rapport au type de maillageque nous avons 
hoisi, peuvent être une droite ou une réunion de deux droites.

ellule au bord ~n~Ufi
tif~U ~U ~n~Ufi
tif paroi re�e
hissante
ellule �
tive ~n Cellule �
tiveCellule au bord~U

Paroi re�e
hissante~Ufi
tif
Fig. 2 � Parois ré�é
hissantesNous allons dans le 
as simple d'une interfa
e ré�é
hissante re
tiligne introduire un �ux ré�é
hissantet démontrer que sous 
ertaines hypothèses l'introdu
tion de 
onditions aux limites ré�é
hissantes vial'utilisation de 
e �ux ne modi�e pas la variation d'énergie dé�nie par (14). Le problème que nous 
onsi-dérons est 
elui de petites perturbations autour d'un é
oulement uniforme en deux dimensions d'espa
erégit par le système suivant:��t 0� �0
0Æu�0
0ÆvÆp 1A+0� u0 0 
00 u0 0
0 0 u0 1A ��x 0� �0
0Æu�0
0ÆvÆp 1A+0� v0 0 00 v0 
00 
0 v0 1A ��y 0� �0
0Æu�0
0ÆvÆp 1A = 0 (16)L'idée physique souvent utilisée pour la 
onstru
tion de parois ré�é
hissantes est de traiter 
es parois
omme des �miroirs�, 
e qui est illustré par la �gure 2 
i-dessus. Il s'agit en fait d'imaginer une 
ellule�
tive où les di�érentes grandeurs physiques seraient le re�et de 
elles de la 
ellule au bord. Dans le
as d'une paroi linéaire (dessin de droite), en indiçant par j la 
ellule �
tive, par i la 
ellule au bordet en notant t (nx;ny) la normale unitaire (dirigée de 
i vers 
j) à l'interfa
e, nous obtenons les égalitéssuivantes: 0BB� Æ�jÆujÆvjÆpj 1CCA = 0BB� 1 0 0 00 1� 2n2x �2nxny 00 �2nxny 1� 2n2y 00 0 0 1 1CCA0BB� Æ�iÆuiÆviÆpi 1CCAWj = �I+ ~H ij�Wi ave
 ~H ij = 0BB� 0 0 0 00 �2n2x �2nxny 00 �2nxny �2n2y 00 0 0 0 1CCASi nous revenons à la forme générale du �ux interne que nous avons 
hoisi, nous obtenons par identi�
ationle �ux au niveau d'une paroi ré�é
hissante pour le système (16) (nous ne tenons don
 pas 
ompte de Æ�) :Hij = 12Pij (Wi +Wj) =) Hij;r�efl�e
hissant = 12Pij (I+ H ij )Wi (17)INRIA
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 �ux 
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oustique 15ave
 Pij = 0� u0nijx + v0nij y 0 
0nijx0 u0nijx + v0nijy 
0nij y
0nijx 
0nijy u0nijx + v0nijy 1AH ij = 0� 1� 2nij2x �2nijxnijy 0�2nijxnijy 1� 2nij2y 00 0 1 1ANous avons alors le résultat suivant:Proposition 1.3 En supposant que� les équations régissant l'évolution de la perturbation soient données par (16)� les interfa
es ré�é
hissantes soient linéaires� l'é
oulement uniforme véri�e au niveau des interfa
es ré�é
hissantes l'équation suivante ~U0 �~nij = 0� les �ux internes et absorbants soient 
eux dé�nis par (8) et (11)alors l'énergie Fn dé�nie par (13) véri�e toujours�F = Fn � Fn�1 = ��t2 interfa
esXabsorbantes ltij �Wni +Wn�2i � jPij j �Wni +Wn�2i � � 0et de plus si 8><>: 8 interfa
e interne Iij ; �t < 2 j
ijPi� (Pij)8 interfa
e ré�é
hissante d'une 
ellule 
i; �t < 2 j
ijPi
0l'énergie dis
rète Fn est une forme quadratique dé�nie positive des variables Wni et Wn�1i , 8i.Démonstration 1.4 En reprenant le résultat obtenu en (10) et en tenant 
ompte de la présen
e d'in-terfa
es ré�é
hissantes et absorbantes, nous obtenons�E = ��t" interfa
esXabsorbantes lij �tWn�1i jPij jWn�1i +t Wni jPij jWn�2i �+ interfa
esXr�efl�e
hissantes lij �tWni PijH ijWn�1i +t Wn�1i PijH ijWni �35Or sous l'hypothèse u0nx + v0ny = 0 (pour les interfa
es ré�é
hissantes)PijH ij = 0� 0 0 
0nijx0 0 
0nijy�
0nijx �
0nij y 0 1Ala matri
e PijH ij est antisymétrique, don
 tWni PijH ijWn�1i +tWn�1i PijH ijWni = 0 8 (i;j). Finalementnous retrouvons les relations (12) et (14)�E = ��t interfa
esXabsorbantes lij �tWn�1i jPij jWn�1i +t Wni jPij jWn�2i �) �F = ��t2 interfa
esXabsorbantes ltij �Wni +Wn�2i � jPij j �Wni +Wn�2i �
RR n° 4699



16 Berna
ki & Pipernoet Fn reste une suite dé
roissante. De plus, si nous reprenons le même prin
ipe que la démonstration 1.3en tenant 
ompte des parois ré�é
hissantesEn = interfa
esXinternes lij � j
ijPi �kWni k2 + kWn�1i k2���ttWn�1i PijWnj+ j
j jPj �kWnj k2 + kWn�1j k2�+�ttWn�1j PijWni �+ interfa
esXabsorbantes lij � j
ijPi �kWni k2 + kWn�1i k2���ttWn�1i jPij jWn�1i �+ interfa
esXr�efl�e
hissantes lij � j
ijPi �kWni k2 + kWn�1i k2���ttWn�1i PijH ijWni �Fn � interfa
esXinternes lij ��kWni k2 + kWn�1i k2�� j
ijPi � �t2 � (Pij)�+ �kWnj k2 + kWn�1j k2�� j
j jPj � �t2 � (Pij)��+ interfa
esXabsorbantes lij �kWni k2 + kWn�1i k2�� j
ijPi � �t2 � (jPij j)�+ interfa
esXr�efl�e
hissantes lij �kWni k2 + kWn�1i k2�� j
ijPi � �t2 � (PijH ij )�et 
omme � (Pij) = 
0, on obtient le résultat annon
é. Ce théorème nous fournit don
 une 
onditionsu�sante de type CFL pour la stabilité L2 du s
héma. �Remarque 1.5 :� la première remarque qui s'impose est une synthèse du résultat obtenu : dans le 
adre de petitesperturbations autour d'un é
oulement uniforme en deux dimensions d'espa
e ave
 des 
onditionsaux limites absorbantes ou ré�é
hissantes (sous 
ertaines hypothèses au niveau du bord), nous avons
onstruit un s
héma qui pour tout type de maillage est stable sous une 
ondition de type CFL, nondi�usif si le domaine ne 
omporte pas de parois absorbantes et d'ordre deux en temps et en espa
esi le maillage est régulier.� Malheureusement, la 
ondition de type ré�é
hissante que nous avons utilisée est très restri
tive. Ene�et, tout d'abord nous devons remarquer que la démonstration de la 
onservation de l'énergie auniveau des interfa
es ré�é
hissantes s'appuie sur l'hypothèse géométrique d'interfa
es re
tilignes,elle reste véri�able si l'interfa
e au bord est 
omposé de deux droites (toujours sous la 
ondition~U0 � ~nij , ave
 ~nij = R
i\
j ~n dS). Finalement la 
onservation de l'énergie repose sur une 
onditionforte 
on
ernant la géométrie des parois. De plus il 
onvient également de se demander 
e quedevient la 
ondition u0nx + v0ny = 0 dans le 
ontexte d'un é
oulement uniforme. Cette 
onditiond'orthogonalité entre l'é
oulement moyen et la normale d'une interfa
e ré�é
hissante restreint en
orel'utilisation de notre �ux absorbant, elle a 
ependant un sens physique évident. Le dessin suivantillustre un domaine d'é
oulement et un é
oulement uniforme pour lesquels nous pouvons utilisernotre 
ondition aux limites ré�é
hissante.
reflechissante

reflechissante

absorbante absorbante

Ecoulement uniforme

horizontal

paroi

paroi

paroi paroi

Fig. 3 � Exemple de géométrie INRIA
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onditions initiales é
oulements porteurs domaines �gures parois maillages légendes�g 5 101� 101 représentation de Æp pourÆ� (0;x;y) = 0 �0 = 1 �g 7 absorbantes 501� 501 t=0, 0.4, 0.7, 1, 1.3, 1.6 s
as test 1 Æu (0;x;y) = 0 u0 = 0:5 �1 � x � 1 �g 8 501� 501 résidu et énergiepour 0 � t � 2uniforme Æv (0;x;y) = 0 v0 = 0 �1 � y � 1 �g 6 absorbantes 101� 101 représentation de Æp pourÆp (0;x;y) = exp ��100(x2 + y2�) p0 = 1=
 �g 9 en amont 501� 501 t=0, 0.4, 0.7, 1, 1.3, 1.6 s�g 10 et en aval 501� 501 résidu et énergiepour 0 � t � 2Æ� (0;x;y) = 0 �0 = 1 absorbantes représentation de Æp pour
as test 2 Æu (0;x;y) = 0 u0 = 0:1 �5 � x � 5 t=0.5, 1, 1.5, 2, 2.5, 3, 3.5 sen amontuniforme Æv (0;x;y) = 0 v0 = 0 �0:5 � y � 0:5 �g 11 1001 � 101et en aval énergie pourÆp (0;x;y) = exp ��100(x2 + y2�) p0 = 1=
 0 � t � 3:5Æ� (0;x;y) = � exp�� ln(2)b2 �x2 + y2�� �g12 101� 101 représentation de Æp pourt=40, 80, 120 sÆu (0;x;y) = 0 �0 = 1 �g 13 301� 301 et 
omparaison entre
as test 3 �50 � x � 50 la 
oupe en y=0Æv (0;x;y) = 0 u0 = 0:5 �g14 absorbantes 501� 501 pour t=120 suniforme et la solution exa
teÆp (0;x;y) = � exp�� ln(2)b2 �x2 + y2�� v0 = 0 �50 � y � 50 101� 101�g15 log du résidu en pression� = 10�3, b = 3 p0 = 1=
 501� 501 pour 0 � t � 200f (x;y) = exp�� ln(2)9 �x2 + y2��g (x;y) = exp�� ln(2)25 �(x� 67)2 + y2�� �0 = 1 101� 101 représentation deÆ� (x;y;40)
as test 4 Æ� (0;x;y) = f (x;y) + 0:1g (x;y) u0 = 0:5 �100 � x � 100 �g 16 absorbantesuniforme Æu (0;x;y) = 0:04yg (x;y) v0 = 0 �100 � y � 100 301� 301 
omparaison deÆ� (x;14;40)Æv (0;x;y) = �0:04 (x� 67) g (x;y) p0 = 1=
 ave
 la solution exa
te501� 501Æp (0;x;y) = f (x;y) �0 = 1Æ� (0;x;y) = 0 représentation de Æp pour
as test 5 Æu (0;x;y) = 0 u0 = 8<: 0:1y pour jyj � 101 pour y � 10�1 pour y � �10 �50 � x � 50 t=0, 10, 20, 30, 40, 50,non �g 11 absorbantes 501� 501 60, 70, 80, 100 suniforme Æv (0;x;y) = 0 v0 = 0 �50 � y � 50 énergie pourÆp (0;x;y) = exp ��(x2 + y2�) p0 = 1=
 0 � t � 100

Cetableaurésumelesdonnéesdesdi�érents
astestsauxquelsnousnoussommesintéressésetque
nousallonsàprésentdétailler.
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18 Berna
ki & Piperno2.1 Cas test 12.1.1 La formulation du 
as testLe premier 
as test est assez simple, il s'agit de visualiser la propagation d'une impulsion a
oustiqueen deux dimensions d'espa
e, introduite au 
entre d'un maillage 
onstruit à partir d'un maillage régulieren drapeau anglais de 101� 101 puis de 501� 501 points (
omme l'illustre la �gure 4). Cela en présen
ed'un é
oulement uniforme horizontal de vitesse égale à Ma
hM = 0:5. Le but de 
e 
as test est de mettreen pratique les résultats théoriques obtenus et de voir 
omment se 
omporte la perturbation au niveaudes parois absorbantes et ré�é
hissantes. Pour 
ela nous 
onsidérons pour les deux maillages le 
as oùtoutes les parois sont absorbantes et 
elui où seules les parois en amont et en aval le sont (
e qui est ena

ord ave
 la remarque 1.5). De plus on détermine à 
haque itération temporelle, la valeur de l'énergieFn, la variation théorique de 
ette énergie donnée par la formule (14), la variation e�e
tivement obtenuede 
ette énergie et la norme L2 dis
rète des �u
tuations de pression sur le domaine de 
al
ul. Ce taux de�u
tuations que l'on appellera résidu de pression est exprimé sous la formeRpression =s 1n
Xi Æp2; ave
 n
 le nombre de 
ellules du maillageDans tous 
es 
as, le domaine de 
al
ul est dé�ni par �1 � x;y � 1 . A t = 0, on impose les 
onditionsinitiales suivantes: 8>><>>: Æ� (0;x;y) = 0Æu (0;x;y) = 0Æv (0;x;y) = 0Æp (0;x;y) = exp ��100 �x2 + y2�� ave
 8>><>>: �0 = 1u0 = 0:5v0 = 0p0 = 1=


interne

absorbante  ou  reflechissante   
interface

interface

absorbante
interface

����������������������������������������������

Fig. 4 � Maillage utilisé
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S
hémas en volumes �nis ave
 �ux 
entrés pour la propagation des ondes en aéroa
oustique 192.1.2 Les résultats numériquesMaillage 101� 101 ave
 
ondition absorbante sur toute la frontière :

Fig. 5 � Impulsion de pression en deux dimensions pour t=0s, t=0.4s, t=0.7s, t=1s, t=1.3s, t=1.6sMaillage 101� 101 ave
 
ondition absorbante en amont et en aval de l'é
oulement :

Fig. 6 � Impulsion de pression en deux dimensions pour t=0s, t=0.4s, t=0.7s, t=1s, t=1.3s, t=1.6s
RR n° 4699



20 Berna
ki & PipernoMaillage 501� 501 ave
 
ondition absorbante sur toute la frontìère :

Fig. 7 � Impulsion de pression en deux dimensions pour t=0s, t=0.4s, t=0.7s, t=1s, t=1.3s, t=1.6s
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Fig. 8 � log du résidu en pression, énergie, variation théorique d'énergie et variation d'énergie obtenue.
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 �ux 
entrés pour la propagation des ondes en aéroa
oustique 21Maillage 501� 501 ave
 
onditions absorbante et ré�é
hissante :

Fig. 9 � Impulsion de pression en deux dimensions pour t=0s, t=0.4s, t=0.7s, t=1s, t=1.3s, t=1.6s
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Fig. 10 � log du résidu en pression, énergie, variation théorique d'énergie et variation d'énergie obtenue.2.1.3 Analyse� Tout d'abord nous pouvons visualiser grâ
e aux �gures 5 et 7, le 
omportement logique de laperturbation à l'intérieur du domaine. En e�et le pulse s'étend dans toutes les dire
tions du plan àla vitesse du son en étant 
onve
té horizontalement par l'é
oulement et de plus l'amplitude dé
roît.� En étant pré
is (représentation de 20 iso
ontours pour Æp variant de -0.07 à 0.07) nous pouvons
onstater toujours grâ
e aux �gures 5 et 7 la présen
e de ré�exions parasites aux niveaux des paroisabsorbantes. En fait leurs amplitudes sont faibles 
omparativement à 
elle de l'onde a
oustiquelorsqu'elle atteint les parois: de l'ordre de 8% pour le maillage 101� 101 et de l'ordre de 5% pourle maillage 501� 501.Evidemment l'erreur 
ommise n'est pas négligeable, 
ela montre que notre 
ondition au limiteabsorbante doit être améliorée.� Quant à notre 
ondition ré�é
hissante, les résultats paraissent satisfaisants pour le maillage 101�101et très bons pour le maillage 501 � 501, les erreurs 
ommises sont di�
iles à interpréter puisqueRR n° 4699



22 Berna
ki & Pipernonous avons à la fois deux sortes de 
onditions aux limites. Cette raison justi�e l'étude du 
as testque nous verrons dans la partie suivante où seules des 
onditions aux limites ré�é
hissantes serontà prendre en 
onsidération.� Les résultats représentés par la �gure 8 sont intéressants. Nous pouvons véri�er l'a

ord parfaitentre la variation théorique d'énergie et la variation 
onstatée au 
ours du temps, nous pouvonségalement visualiser sur la 
ourbe représentative du log du résidu en pression (ainsi que sur la
ourbe représentative de l'énergie) trois 
hangements de pente su

essifs (
e qui 
orrespond auxinstants où la perturbation atteint les parois aval, haute et basse). En�n, le résidu restant au boutde t=2s est de l'ordre de 3% du résidu initial.� De même, les résultats présentés par la �gure 10 illustrent l'a

ord entre les résultats théoriques etnumériques.
2.2 Cas test 2
2.2.1 La formulation du 
as test

Ce se
ond 
as test 
onsiste à tester les performan
es de notre 
ondition ré�é
hissante et de véri�erqu'elle n'in�ue pas sur le bilan énergétique (d'après (14)). Pour 
ela nous allons 
onsidérer un domainere
tangulaire dix fois plus long que large et étudier l'évolution d'un pulse en pression introduit au 
entredu maillage au sein d'un é
oulement uniforme horizontal. Comme 
ela est expliqué dans la remarque1.5, d'après la forme de l'é
oulement 
hoisi, nous imposons des 
onditions aux limites absorbantes enamont et en aval. Le 
hoix du domaine nous permettant tout de même de 
onsidérer que seules les paroisré�é
hissantes in�uent sur les perturbations a
oustiques pendant un temps signi�
atif. On détermine à
haque itération temporelle la valeur de l'énergie Fn. Le domaine de 
al
ul est dé�ni par �0:5 � y � 0:5,�5 � x � 5 et le maillage est formé de 101 � 1001 points (�x = �y = 0:01). A t=0, on impose les
onditions initiales suivantes8>><>>: Æ� (0;x;y) = 0Æu (0;x;y) = 0Æv (0;x;y) = 0Æp (0;x;y) = exp ��100 �x2 + y2�� ave
 8>><>>: �0 = 1u0 = 0:1v0 = 0p0 = 1=
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hémas en volumes �nis ave
 �ux 
entrés pour la propagation des ondes en aéroa
oustique 232.2.2 Les résultats numériques

0.031414

0.0314142

0.0314144

0.0314146

0.0314148

0.031415

0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5

E

temps

representation de l’energie

’ener’

Fig. 11 � Impulsion de pression en deux dimensions pour t=0.5s, t=1s, t=1.5s, t=2s, t=2.5s, t=3s ett=3.5s; représentation de l'énergie pour t variant de 0 à 3.5s2.2.3 Analyse� Les résultats sont très expli
ites et montrent la qualité de notre 
ondition ré�é
hissante, nouspouvons véri�er que la variation de l'énergie est quasiment nulle (après 
al
ul: de l'ordre de 2 �10�4%).2.3 Cas test 32.3.1 La formulation du 
as testCe troisième 
as test est inspiré de la littérature, en e�et il provient de [6℄ et son intérêt prin
ipalréside dans le fait que nous 
onnaissons de manière analytique la solution exa
te. Le but est de testernotre 
ondition absorbante mais 
ette fois 
omparativement à une solution de référen
e. Le domaine de
al
ul est dé�ni par �50 � x;y � 50 et nous réalisons le 
al
ul sur un domaine de 101� 101, 301� 301 et501� 501 points. On 
onsidère toujours la propagation d'une impulsion a
oustique de forme Gaussiennedans un é
oulement uniforme horizontalM = 0:5, de masse volumique et de pression �0 = 1 et p0 = 1=
.RR n° 4699



24 Berna
ki & PipernoA t = 0, on impose les 
onditions initiales suivantes:8>>>>>><>>>>>>: Æ� (0;x;y) = � exp�� ln (2)b2 �x2 + y2��Æu (0;x;y) = 0Æv (0;x;y) = 0Æp (0;x;y) = � exp�� ln (2)b2 �x2 + y2��ave
 une demi-largeur de la Gaussienne de b = 3 et une amplitude de l'impulsion de pression de � = 10�3.De plus à 
haque itération temporelle, on 
al
ul 
omme pour les 
as-tests pré
édents le résidu basé surla norme L2 de la �u
tuation de pression.On étudie les 
hamps de pression aux trois instants t = 40s, t = 80 et 120s, et l'évolution temporelledu résidu de t = 0s à t = 200s.2.3.2 Solution analytiqueCe problème admet 
omme unique solution:Æp (t;x;y) = �2� Z +10 � exp�� �24�� 
os (
0�t) J0 (��) d�ave
 8>><>>: � = ln (2)b2� =q(x� u0t)2 + y2J0 (z) la fon
tion de Bessel de première espè
e d'ordre 02.3.3 Les résultats numériques
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Fig. 12 � Sur un maillage 101 � 101: représentation de Æp pour t=40s,80s et 120s (20 iso
ontours);
omparaison entre la 
oupe en y=0 et la solution exa
te pour t=120s
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Fig. 13 � Sur un maillage 301 � 301: représentation de Æp pour t=40s, 80s et 120s (20 iso
ontours);
omparaison entre la 
oupe en y=0 et la solution exa
te pour t=120s
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Fig. 14 � Sur un maillage 501 � 501: représentation de Æp pour t=40s,80s et 120s (20 iso
ontours);
omparaison entre la 
oupe en y=0 et la solution exa
te pour t=120s
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Fig. 15 � Représentation pour un maillage 101 � 101 et 501 � 501 de l'évolution du log du résidu enpression ave
 t variant de 0 à 200s2.3.4 AnalyseLe résultat le plus intéressant de 
e 
as test est la 
omparaison pour 
haque type de maillage entrela 
oupe en y=0 et la solution exa
te. Nous pouvons véri�er que dans les 
as d'un maillage 301� 301 et501 � 501 les valeurs numériques obtenues sont pro
hes de la solution au niveau de la paroi en amont(pro
he de x=-50) mais nous pouvons également noter la présen
e d'une variation brutale 
entré en x=-5, 
ette erreur illustre les ré�exions parasites dues aux trois autres parois. Le rapport entre l'amplitudede la perturbation lorsqu'elle atteint la paroi en amont(t ' 100s) et l'amplitude de 
ette erreur est del'ordre de 7% pour le maillage 301� 301 et de l'ordre de 6% pour le maillage 501� 501. Ce qui 
orroborel'erreur que nous avions obtenu pour le premier 
as test. En�n nous pouvons véri�er sur la �gure 13 queles ré�exions parasites sont rapidement absorbées puisque le résidu en t=200s est de l'ordre de 0.1% durésidu initial.
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S
hémas en volumes �nis ave
 �ux 
entrés pour la propagation des ondes en aéroa
oustique 272.4 Cas test 4Ce quatrième 
as test est lui aussi issu de la littérature (voir [1, 12℄). Tout d'abord 
omme pour le 
astest pré
édent nous 
onnaissons la solution exa
te. Son but est de tester la pré
ision de notre s
héma dansla partie interne du domaine de l'é
oulement ave
 une perturbation initiale plus 
omplexe (
omposée dedeux pulses).2.4.1 La formulation du 
as testLe domaine de 
al
ul est dé�ni par �100 � x;y � 100 et 
omme pour le 
as test pré
édent nousutilisons su

essivement un maillage 101�101, 301�301 et 501�501. Nous supposons que la perturbationest introduite dans un é
oulement uniforme horizontal de Ma
h=M=0.5, de masse volumique et depression �0 = 1 et p0 = 1=
. A t=0s, on impose les 
onditions initiales suivantes:8>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>:
Æ� (0;x;y) = exp�� ln (2)9 �x2 + y2��+ 0:1 exp�� ln (2)25 �(x� 67)2 + y2��u (0;x;y) = 0:04y exp�� ln (2)25 �(x� 67)2 + y2��v (0;x;y) = �0:04 (x� 67) exp�� ln (2)25 �(x� 67)2 + y2��p (0;x;y) = exp�� ln (2)9 �x2 + y2��2.4.2 Solution analytiqueCe problème admet 
omme unique solution:8>>>>>>>>><>>>>>>>>>:
Æ� (t;x;y) = 9I02 ln (2) + 0:1 exp�� ln (2)25 �(x� 67�Mt)2 + y2��Æu (t;x;y) = 9 (x�Mt) I12 ln (2) � + 0:04y exp�� ln (2)25 �(x� 67�Mt)2 + y2��Æv (t;x;y) = 9yI12 ln (2) � + 0:04y exp�� ln (2)25 �(x� 67�Mt)2 + y2��Æp (t;x;y) = 9I12 ln (2)ave
 8>>>>><>>>>>: � (x;y) =q(x�Mt)2 + y2I0 (t;x;y) = Z +10 exp�� 9�24 ln (2)� J0 (��) 
os (�t) d�I1 (t;x;y) = Z +10 exp�� 9�24 ln (2)� J1 (��) sin (�t) d�2.4.3 Les résultats numériquesLes résultats présentés 
i-dessous représentent Æ� (40;x;y) et une 
omparaison de Æ� (40;x;14) ave
 lasolution exa
te pour les maillages 101� 101, 301� 301 et 501� 501.RR n° 4699
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Representation de la variation de la masse volumique
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representation de la variation de la masse volumique
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Representation de la variation de la masse volumique
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Fig. 16 � Représentation de Æ� (x;y;40) et de Æ� (x;14;40) pour un maillage 101 � 101, 301 � 301 et501� 501.2.4.4 AnalyseCes résultats illustrent que la solution numérique donnée par notre s
héma est réaliste pour le maillage301 � 301 et parfaite pour le maillage 501 � 501. La né
essité d'un maillage aussi �n s'explique par lefait que notre s
héma �n'est que� d'ordre 2, 
ependant la qualité des résultats obtenus par rapport au
ara
tère peu 
oûteux de l'implémentation est très intéressant. Il est en fait très en
ourageant d'obtenirde tels résultats, il s'o�re à nous de nombreuses possibilités pour améliorer la pré
ision.3 Introdu
tion au 
as d'un é
oulement non uniforme3.1 Introdu
tionLes résultats de la partie pré
édente ont illustré l'e�
a
ité de notre s
héma dans le 
adre de petitesperturbations d'un é
oulement uniforme, 
e qui évidemment justi�e l'idée d'utiliser de telles méthodesINRIA



S
hémas en volumes �nis ave
 �ux 
entrés pour la propagation des ondes en aéroa
oustique 29dans le 
adre beau
oup plus 
omplexe de petites perturbations autour d'un é
oulement stationnaire nonuniforme. En e�et dans 
e nouveau 
adre les grandeurs physiques de l'é
oulement sont dépendantesde l'espa
e et rendent don
 le s
héma que nous avons 
onstruit dans la première partie inutilisable.Cependant l'idée d'utiliser des s
hémas en volumes �nis ave
 �ux 
entrés reste justi�ée pour les mêmesraisons que dans le 
adre uniforme. Les di�
ultés a
tuelles majeures de 
e 
hoix étant l'absen
e totale derésultats théoriques tels que la 
onservation d'une énergie dis
rète ou l'existen
e d'une 
ondition su�santede stabilité et le fait qu'il n'existe pas pour 
e type de problème de solution de référen
e (à part pour
ertains 
as très parti
uliers où l'équation de Lilley nous fournit une solution analytique), il sera don
di�
ile de juger de la pré
ision des 
al
uls. Toutefois 
omme nous allons le voir, sur le 
as test suivant,rien ne nous empê
he d'un point de vue qualitatif et par des 
al
uls de résidus ou d'énergie de véri�er lebon sens de nos résultats.
3.2 Formulation du s
hémaSi nous restons dans le 
adre le plus générale qui soit, nous pouvons 
onsidérer le problème suivant8>>>>>>><>>>>>>>: 
 un ouvert deIRmU : 
� [0;T ℄! IRmA i ;m matri
es 
arrées de L (IRm) ;fon
tions dex1;::;xm�U�t + mXi=1 ��xi (A iU) = 0U (x;0) = U0 (x) (18)
Exemple Dans le 
adre de la linéarisation des équations d'Euler en deux dimensions, nous aurions (voirannexe 1)U = 0BBB� Æ��0Æu+ u0Æ��0Æv + v0Æ�Æp
 � 1 + 12Æp �u20 + v20�+ �0 (u0Æu+ v0Æv) 1CCCAA 1 = 0BBB� 0 1 0 012 �(
 � 1) v20 + (
 � 3)u20� �u0 (
 � 3) �v0 (
 � 1) (
 � 1)�u0v0 v0 u0 0u0 ��
2 � 1� �u20 + v20�� 
20
�1� v202 + 
20
�1 + � 32 � 
�u20 � (
 � 1)u0v0 
u0 1CCCAA 2 = 0BBB� 0 0 1 0�u0v0 v0 u0 012 �(
 � 1)u20 + (
 � 3) v20� �u0 (
 � 1) �v0 (
 � 3) (
 � 1)v0 ��
2 � 1� �u20 + v20�� 
20
�1� � (
 � 1)u0v0 u202 + 
20
�1 + � 32 � 
� v20 
v0 1CCCA

(19)
Flux et dis
rétisation temporelle Par analogie ave
 les �ux dé�nis dans le 
as de petites perturba-tions autour d'un é
oulement uniforme, 
onsidérons le s
héma suivantRR n° 4699
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8>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>:

Un+1i � Un�1i2�t + 1j
ij Xj2s(i) lijHij �Uni ;Unj ;~nij� = 0Hnij interne = Hinterne �Uni ;Unj ;~nij� = 12 �PiijUni + PjijUnj �Pkij =Xl A l (xk;yk)nij lHnijabsorbant = Habsorbant �Uni ;Unj ;~nij� = 12 �PiijUni + ��Piij��Un�1j �Hnijr�efl�e
hissant = Hr�efl�e
hissant �Uni ;Unj ;~nij� = 12Piij �I+ H iij �UniH iij = 0BBBBB� 1 0 0 02nijx �nijxu0i + nijyv0i� 1� 2nij2x �2nijxnijy 02nijy �nijxu0i + nijyv0i� �2nijxnijy 1� 2nij2x 02�nijxu0i + nijyv0i�2 �2nijx �nijxu0i + nij yv0i� �2nijy �nijxu0i + nijyv0i� 1 1CCCCCA
(20)

(voir Annexe 1.3.iii pour la diagonalisation de la matri
e Piij)
3.3 La formulation du 
as testCe 
as test 
onsiste toujours à visualiser la propagation d'un pulse a
oustique, introduit au 
entred'un maillage 501�501 borné par des parois de type absorbantes, mais 
ette fois au sein d'un é
oulement
isaillé (solution des équations d'Euler) dé�ni par

�0 = 1; u0 = 8<: 0:1y pour jyj � 101 pou y � 10�1 pour y � �10 ; v0 = 0; p0 = 1=

Le domaine de 
al
ul est dé�ni par �50 � x;y � 50. A t=0, on impose les 
onditions initiales suivantes8>><>>: Æ� (0;x;y) = 0Æu (0;x;y) = 0Æv (0;x;y) = 0Æp (0;x;y) = exp �� �x2 + y2��

INRIA



S
hémas en volumes �nis ave
 �ux 
entrés pour la propagation des ondes en aéroa
oustique 313.4 Les résultats numériques

-5.4

-5.2

-5

-4.8

-4.6

-4.4

-4.2

-4

-3.8

-3.6

-3.4

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100

lo
g

(r
e

s
id

u
)

temps en s

Representation du log du residu

"residu"
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ki & Piperno3.5 AnalyseIl nous est impossible de 
ritiquer quantitativement les résultats obtenus puisque nous ne 
onnaissonspas la solution exa
te d'un tel problème. Nous pouvons 
ependant faire plusieurs remarques d'ordrequalitatifs:� Nous pouvons tout d'abord remarquer que la 
onve
tion de la perturbation est en a

ord ave
 laforme de l'é
oulement 
isaillé.� Nous pouvons véri�er sur les représentations de Æp en t=70 s, 80 s et 100 s l'apparition de ré�exionsparasites.� En�n nous pouvons véri�er, grâ
e au dernier graphique, que le résidu en t=100 s est de l'ordre de1% du résidu initial.
Con
lusionDans 
e rapport, nous avons démontré l'existen
e d'une 
ondition su�sante de stabilité sur maillagequel
onque dans le 
adre d'un s
héma en volumes �nis ave
 �ux 
entrés appliqué aux équations d'Eulerlinéarisées autour d'un é
oulement uniforme en deux et trois dimensions d'espa
e. Pour être plus pré
is,nous avons montré l'existen
e d'une énergie ayant la propriété sur maillage non stru
turé, sous une
ondition de type CFL, soit de se 
onserver si le domaine ne 
omporte pas de parois absorbantes, sinonde dé
roître à 
haque itération temporelle. Les di�érents 
as tests illustrant 
e rapport démontrent lapotentialité de 
e s
héma dans le domaine de l'aéroa
oustique. En e�et nous avons obtenu des résultatsde bonne qualité 
omparativement aux 
oûts de 
al
uls très faibles et à l'implémentation assez simple,or la littérature existante dans 
e domaine regorge de s
hémas très 
omplexes et très lourds.Cependant ou plut�t heureusement, de nombreuses améliorations peuvent être apportées à notre s
héma,tout d'abord au niveau de la pré
ision en augmentant l'ordre mais surtout aux niveaux des 
onditions auxlimites où nos résultats numériques ne sont pas assez performants. De nombreuses possibilités s'o�rentà nous pour remédier à nos problèmes : introdu
tion d'une zone éponge en sortie de domaine de typePML [3, 10℄, optimisation de notre �ux absorbant, utilisation de la méthode Galerkin-dis
ontinue [11℄...Cependant nous aimerions 
onserver la propriété remarquable de notre s
héma: son 
ara
tère non di�usifsur un maillage non stru
turé d'un domaine sans parois absorbantes (
e que permet la méthode Galerkin-dis
ontinue). En e�et, l'obje
tif prin
ipal est de pouvoir utiliser notre méthode sur des domaines de
al
uls 
ompliqués d'où la né
essité d'utiliser des maillages non stru
turés. Evidemment nos deux sou
ismajeurs restent le passage du domaine uniforme au domaine stationnaire non uniforme et l'introdu
tionde termes sour
es 
ar bien que notre méthode reste appli
able et �able, 
omme l'illustre le 
as test 5,nous n'avons pour l'instant au
un résultat théorique tangible.
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34 Berna
ki & PipernoAnnexeAnnexe 1: Forme des équations1.1 Lois de 
onservation des équations d'Euler instationnaires en 3 dimensions d'espa
e :Le système des équations d'Euler sous forme 
onservative s'é
rit dans le 
as d'un gaz parfait:�W�t + �F (W )�x + �G (W )�y + �H (W )�z = 0 (21)W = 0BBBB� ��u�v�wE 1CCCCA F (W ) = 0BBBB� �u�u2 + p�uv�uw(E + p)u 1CCCCA G (W ) = 0BBBB� �v�vu�v2 + p�vw(E + p) v 1CCCCA H (W ) = 0BBBB� �w�wu�wv�w2 + p(E + p)w 1CCCCAave
 � la masse volumique, u, v et w les 
omposantes du ve
teur vitesse �!U et E l'énergie totale par unitéde volume.La pression p est donnée par la loi d'état des gaz parfait:p = (
 � 1)�E � 12� �u2 + v2 + w2��où 
 est le rapport des 
haleurs spé
i�ques.1.2 Forme générale de la linéarisation des équations d'Euler :Dans l'hypothèse de la régularité de la solution W, au se
ond ordre près, nous avons8>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>:

��t 0BBBB� Æ��0Æu+ u0Æ��0Æv + v0Æ��0Æw + w0Æ�1
�1Æp+ 12Æ� �u20 + v20 + w20�+ �0 (u0Æu+ v0Æv + w0Æw) 1CCCCA+ ��x 0BBBBBBBB� �0Æu+ u0Æ�u20Æ�+ 2u0�0Æu+ Æpu0�0Æv + v0�0Æu+ u0v0Æ�u0�0Æw + w0�0Æu+ u0w0Æ�u0 � 

�1Æp+ 12Æ� �u20 + v20 + w20�+ �0 (u0Æu+ v0Æv + w0Æw)�+Æu� 

�1p0 + 12�0 �u20 + v20 + w20��
1CCCCCCCCA

+ ��y 0BBBBBBBB� �0Æv + v0Æ�u0�0Æv + v0�0Æu+ u0v0Æ�v20Æ�+ 2v0�0Æv + Æpw0�0Æv + v0�0Æw + w0v0Æ�v0 � 

�1Æp+ 12Æ� �u20 + v20 + w20�+ �0 (u0Æu+ v0Æv + w0Æw)�+Æv � 

�1p0 + 12�0 �u20 + v20 + w20��
1CCCCCCCCA

+ ��z 0BBBBBBBB� �0Æw + w0Æ�u0�0Æw + w0�0Æu+ u0w0Æ�v0�0Æw + w0�0Æv + w0v0Æ�w20Æ�+ 2w0�0Æw + Æpw0 � 

�1Æp+ 12Æ� �u20 + v20 + w20�+ �0 (u0Æu+ v0Æv + w0Æw)�+Æw � 

�1p0 + 12�0 �u20 + v20 + w20��
1CCCCCCCCA = 0

(22)
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oustique 351.3 Formes parti
ulières et diagonalisation :� i) Dans le 
adre d'un é
oulement isentropique nous avonsÆp = 
20Æ�Dans le 
adre d'un é
oulement uniforme quel
onque nous avonsÆ� (t;x;y;z) = Æ� (0;x� u0t;y � v0t;z � w0t) + 1
20 (Æp (t;x;y;z)� Æp (0;x� u0t;y � v0t;z � w0t))� ii) Dans le 
adre de petites perturbations autour d'un é
oulement uniforme en trois dimensionsd'espa
e et en ne tenant pas 
ompte de l'équation sur la masse volumique le système pré
édentpeut s'é
rire�W�t +0BB� u0 0 0 
00 u0 0 00 0 u0 0
0 0 0 u0 1CCA| {z }A �W�x +0BB� v0 0 0 00 v0 0 
00 0 v0 00 
0 0 v0 1CCA| {z }B �W�y +0BB� w0 0 0 00 w0 0 00 0 w0 
00 0 
0 w0 1CCA| {z }C �W�z = 0ave
 W = 0BB� �0
0Æu�0
0Æv�0
0ÆwÆp 1CCADe plus pour tout ve
teur normé ~n = 0� nxnynz 1A, la matri
e P = nxA +nyB +nz C est diagonalisabledans une base orthonormée de ve
teurs propres:P = TDT�1où D = diag �~U � ~n;~U � ~n;~U � ~n+ 
0;~U � ~n� 
0� ~U = 0� u0v0w0 1A� iii) Dans un 
adre stationnaire non uniforme en deux dimensions d'espa
e, nous pouvons égalementé
rire�W�t + ��t (AW ) + ��y (BW ) = 0 ave
 W = 0BB� Æ��0Æu+ u0Æ��0Æv + v0Æ�1
�1Æp+ 12Æ� �u20 + v20�+ �0 (u0Æu+ v0Æv) 1CCAet pour tout ve
teur ~n = � nxny �, la matri
e P = nxA + nyB s'é
ritP =0BBB� 0 nx�u0v0ny + 12nx �(
 � 1) v20 + (
 � 3)u20� v0ny � u0 (
 � 3)nx�u0v0nx + 12ny �(
 � 1)u20 + (
 � 3) v20� v0nx � u0 (
 � 1)ny(u0nx + v0ny)��
2 � 1� �u20 + v20�� 
20
�1� nx �v202 + 
20
�1 + � 32 � 
�u20�� ny (
 � 1)u0v0ny 0u0ny � v0 (
 � 1)nx (
 � 1)nxu0nx � v0 (
 � 3)ny (
 � 1)nyny �u202 + 
20
�1 + � 32 � 
� v20�� nx (
 � 1)u0v0 
 (u0nx + v0ny) 1CCCARR n° 4699
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ki & PipernoDe plus quelque soit l'é
oulement stationnaire et le ve
teur unitaire ~n, P est diagonalisableP = TDT�1ave
 D = diag (u0nx + v0ny;u0nx + v0ny;u0nx + v0ny + 
0;u0nx + v0ny � 
0)en prenant T = 0BB� 0 nx�ny u0nx + v0nynx 0v0nx � u0ny 12 ��u20 � v20�nx + 2u0v0ny�1 1u0 + nx
0 u0 � nx
0v0 + ny
0 v0 � ny
012 �u20 + v20�+ 
0 �u0nx + v0ny + 
0
�1� 12 �u20 + v20�+ 
0 ��u0nx � v0ny + 
0
�1� 1CCCAsi et seulement si nx 6= 0 
ar det (T) = 2
30nx
 � 1sinon en prenant T = 0BB� 0 ny�ny 0nx u0nx + v0nyv0nx � u0ny 12 ��v20 � u20�ny + 2u0v0nx�1 1u0 + nx
0 U0 � nx
0v0 + ny
0 v0 � ny
012 �u20 + v20�+ 
0 �u0nx + v0ny + 
0
�1� 12 �u20 + v20�+ 
0 ��u0nx � v0ny + 
0
�1� 1CCCA
ar det (T) = 2
30ny
 � 1et ~n étant supposé unitaire, nous ne pouvons avoir (nx;ny) = (0;0).Annexe 2Linéarisation des équations d'Euler autour d'un é
oulement uniforme en deux dimensionsd'espa
es :Le théorème démontré dans le rapport RR-4506 et qui à été généralisé dans 
e présent rapport est lesuivantThéorème 3.1 Dans le 
adre de petites perturbations autour d'un é
oulement uniforme en deux dimen-sions d'espa
e et en ne tenant pas 
ompte de l'équation sur la pression, le système véri�é par les grandeursphysiques est le suivant�W�t +0� u0 
0 0
0 u0 00 0 u0 1A| {z }A �W�x +0� v0 0 
00 v0 0
0 0 v0 1A| {z }B �W�y = 0 ave
 0� XYZ 1A = 0� 
0Æ��0Æu�0Æv 1A :de plus, le s
héma dé�nit par (7) et (8) possède les propriétés suivantes:� Il est d'ordre deux en temps et en espa
e sur un maillage in�ni régulier INRIA
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oustique 37� L'énergie dé�nie parEn =Xi j
ij�(Xni )2 +Xn+1i Xn�1i + (Y ni )2 + Y n+1i Y n�1i + (Zni )2 + Zn+1i Zn�1i �se 
onserve sur un maillage in�ni quel
onque� Sous la 
ondition su�sante suivantej
ijPi � �t�12 ju0j+ 12 jv0j+ j
0j� 8il'énergie dé�nie pré
édemment est une forme quadratique dé�nie positive des variablesXni ,Xn+1i ,Y ni ,Y n+1i ,Zni et Zn+1i 8i. �
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