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A New Discontinuous Galerkin method for 3D Maxwell’s
equations on non-conforming orthogonal mesh

Abstract: In this report, we propose an explicit scheme based on the Discontinuous
Galerkin (DG) formulation which is able to deal with structured non-conforming grids.
We use a leap-frog time scheme coupled with a centered flux formula depending on a
parameter «. Although the refinement rate is high, the dispersion is very small. This
method provides the conservation of a discrete energy on non-conforming grids ensuring
the stability of the scheme

Key-words: Maxwell’s equations 3D - Discontinuous Galerkin - Non-conforming mesh -
Energy conserving
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Introduction

On s’intéresse a la résolution numeérique du systéme de Maxwell dans le domaine tem-
porel. Pour celle-ci, on dispose de plusieurs méthodes aux avantages différents. Les plus
utilisées sont les méthodes éléments finis, volumes finis ou encore la méthode des différences
finies qui est de nos jours la plus populaire. Toutes ces méthodes éprouvées se heurtent
toutefois dans des problémes de diffraction & des difficultés liées & la géomeétrie de ’objet
diffractant. L’objet peut étre par exemple de trés petite taille par rapport au domaine
de calcul. Dans le cas du schéma de Yee qui nécessite ’emploi d’une grille réguliére, ceci
donne lieu & des calculs de taille prohibitive. Des problémes analogues apparaissent lorsque
la section de l'objet est faible par rapport aux longueurs d’onde impliquées (cas d’antennes
filaires). La modélisation de l'objet conduit alors & un choix de pas d’espace trés petit
générant alors un probléme de trop grande taille.

Une solution classique dans ces cas est 'emploi de grilles localement raffinées. Plu-
sieurs travaux ont été menés pour étendre le schéma de Yee a ce type de maillages. Citons
parmi d’autres les travaux de Kim et Hoefer 6], de Prescott et Shuley [8], de Chevalier et
al. [2]. Aucun de ces travaux ne présente de méthode dont la stabilité est garantie. Joly
et Fouquet|5| ont proposé une nouvelle méthode de raffinement spatio-temporel en trois
dimensions d’espace garantissant un raccord stable entre les grilles basée sur la conserva-
tion d’une énergie électromagnétique discréte. Les résultats numériques présentés dans [5]
montrent cependant que la qualité des solutions se dégrade dés que le niveau de raffine-
ment est supérieur & deux. Pour procéder a des raffinements supérieurs, on doit utiliser
des raffinements successifs de rapport deux. De plus cette méthode nécessite la résolution
d’un systéme linéaire sur tout raccord de grilles.

Le schéma VFC (Volume Fini Centré) introduit par Remaki [10]| peut a priori traiter
ce type de probléme: la conservation d’une énergie discréte nous assure la stabilité. Mal-
heureusement, tout comme le schéma de Yee, ce schéma se révéle trés dispersif dés lors que
le pas de temps est éloigné du pas de temps maximal autorisé par la condition de stabilité.
Les résultats numeériques obtenus sur des grilles raffinées sont alors fortement dégradés.

Pour remeédier & ces difficultés nous proposons ici un schéma totalement explicite dont
I’approximation spatiale est basée sur la méthode de Galerkin Discontinu. Cette derniére a
été introduite en 1973 par Reed et Hill [9] pour résoudre I’équation de transport des neu-
trons et a été analysée par Lesaint et Raviart [4] en 1974. Sous I'impulsion de Cockburn
en particulier, on assiste dans les les années 90 & un essor conséquent de cette méthode
avec de nombreux travaux d’étude théorique et d’applications numériques principalement
en mécanique des fluides. On trouvera un historique relativement exhaustif de ces tra-
vaux dans [3]. Les applications aux équations de Maxwell en domaine temporel sont peu
nombreuses et la plupart des travaux sinon tous (voir [11] et [13] par exemple) utilisent
d’une part des formules de quadrature dans I'approximation spatiale et des schémas de
type Runge-Kutta pour l'intégration en temps. Ces choix ont pour conséquence d’accroitre
sensiblement le coiit de la méthode d’une part et de ne pas garantir la conservation de
I’énergie électromagnétique discréte d’autre part. Le schéma que nous présentons ici utilise
un ensemble particulier de fonctions de base choisi pour minimiser le cotit mémoire (4 fonc-
tions de base locales pour un maillage en cubes), une approximation centrée des intégrales
de surface et un schéma temporel de type saute-mouton d’ordre deux. Cette approche nous
permet de démontrer la conservation d’une énergie discréte. Nous introduisons de plus un
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parameétre pour controler les phénoménes de dispersion. Le schéma résultant s’est révélé
particuliérement apte a traiter des grilles fortement raffinées qu’elle soient conformes on
non-conformes. Cet aspect reflétant la faible dépendance de la méthode par rapport au

maillage constitue & notre avis 'un des principaux attraits de la méthode de Galerkin
Discontinu.
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1 Présentation de la méthode

On s’intéresse a la résolution du systéme de Maxwell dans un milieu linéaire sans charge
ni courant:

E
sd— = rot(H),
dt 1)
dH
—_— = E).
L rot(E)

ou E et H désignent respectivement le champ électrique et le champ magnétique, ¢ et x sont
les permittivité électrique et la perméabilité magnétique variant éventuellement en espace.
On considére des maillages orthogonaux raffinés de fagon conforme ou non conforme et
constitués de parallélépipedes notés V.

Nous rappelons que dans la méthode de Galerkin Discontinu le choix des fonctions de base
locale est libre et nous considérons ici sur chaque élément V', les fonctions de base suivantes:

@%/(X) =T = TGy,

ey (X) =y —yay,

\ @%/(X) = Z = ZGy>
ou X =(z,y,2) et Gy = "(xgy ,Yay -2y ), désigne le centre de 1’élément V' Avec une telle
représentation nous avons 4 degrés de liberté pour chaque composante des champs (E et
H) par élément alors qu’une approximation continue (éléments finis Q1) nécessiterait le
double. On suppose de plus que la "¢ composante de chaque champ est constante dans
sa direction ce qui diminue encore le nombre d’inconnues et on a finalement trois plus de
degrés de liberté que le schéma de Yee [14] ou le schéma VFC [10].

Sur chaque élément du maillage la composante U, du champ U s’écrit :
4
U (X) =Y Ul (X)
k=1
ou U désigne E ou H et » = 2,y ou z.

Remarque 1 Si U, est un polyndéme de degré un sur un volume V', les degrés de liberté de
U, sont respectivement la valeur au centre de gravité de V les dérivées dans les directions
x,y et z. Si U, est quelconque, les degrés de liberté sont alors des approrimations & [’ordre
1 de ces quantités.

On multiplie le systéme (1) par les fonctions de base ¢}, (k = 1,.4) et on intégre sur
chaque élément V' en supposant constants € et p sur I’élément, on obtient :

dE
€V/801\‘:/d—:—/v¢1\c/><H+/ i n x H,
1% t 1% v
dH
Mv/ﬂﬂl‘c/d—:/vwlxc/XH—/ ot n x E,
1% t 1% v
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ou n est la normale extérieure a V.

Les termes volumiques sont calculés en utilisant la représentation des champs E et H dans
la base locale de I’élément. Cette représentation étant discontinue, une approximation est
nécessaire au calcul des intégrales de bord a l'interface entre deux éléments.

On propose ici une formule d’interpolation utilisant les valeurs (bien définies) des champs

de part et d’autre de l'interface:
/ k <UVV’ + Uvrv>
Py DX |
ovNav' 2

/ P nx U=
A%
—_
HU2 Uy Ugy).Gy Gyyr
Uyyr = Ul +a t(Ujv,Ugv,U;V).GVGWi ,

-

t(U,gva?VvaV)-GVGVV’

Viev(V)

ou

Gy désigne le centre de la face commune aux éléments V et V' et a un parameétre réel.
Choisir a = 0 revient & imposer une représentation des champs constante par éléments (ie
P0) alors que choisir aw = 1 revient a supposer une variation linéaire (P1 discontinu) plus
classique. Nous montrerons par la suite qu’un choix judicieux de « permet de controler les
phénomeénes de dispersion.

On note My la matrice de masse dont les coefficients sont donnés par My (i,j) = /V np@np{, dv

(i,j = 1,..,4) et on pose:

Evvr + EV’V -
/ o n x (— = Fir(Eyy,Eyiy),
avVNav! 2

H r 4+ Hyr -
/ Pl mx <M> = Gx(Hyv Hyry).
ovNav! 2

On peut remarquer que les fonctions de base que nous avons choisies sont orthogonales.
Ainsi, pour tout élément V', les matrices My sont diagonales.

En utilisant un schéma saute-mouton d’ordre deux pour la discrétisation en temps, le
schéma, que nous appelons Galerkin Pondéré (GP), peut s’écrire sur chaque élément du
maillage, (en omettant 'indice V', k variant de 1 & 4 et r désignant x,y et z):

H.""5 — H."3 .
M /wk <E" = Y (B By |
VIev(V) . )

1
El‘n+ _ Ern

M
: At

- 1 1
(frem x aamtia

Viev(v) .

A la surface d’'un conducteur parfait, la condition aux limites s’écrit n x E = 0. Pour tout
volume V' ayant une face métallique F', on prend en compte cette condition de la maniére
suivante :

/annXE = 0,
F

(3)
/FQDVHXH = L@VHXHmv
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ou

H! “H2,,H3, HY,).GvGr

Hyn=| H, | +a| "(H}, H3V, yv) GvGr
—_—

Hzl (HzQVvHSVv ) GyGp

G est le centre de gravité de la face F.

Remarque 2 Pour o = 0 et une représentation des champs constants par éléments (ie
P0) on retrouve le schéma volumes finis centrés (VFC) [7].

Remarque 3 Nous rappelons que la iéme composante est supposée constante dans sa di-
rection ce qui raméne le nombre de degrés de liberté a 3 par composante et par élément au
liew de 4. Le tableau 1 résume le nombre de degrés de liberté nécessaires a la méthode GP
comparé au schéma VEC pour les cas 1D, 2D et 3D.

VFC | GP
1D 2 4
2D 3 7
3D 6 18

TAB. 1 — Nombre de degrés de liberté

2 Une condition suffisante de stabilité

Proposition 1 Le schéma GP conserve sur tout maillage orthogonal (conforme ou non-
conforme) un équivalent discret de l’énergie électromagnétique dont ’expression a l'instant
nAt est donnée par:

Zalv(Eln—i-Hl”)—l—OéZZCle(EZn-FHln) (4)

Vo oi=2
ol

( ;2

;v = Ly dV,

|4
B = EV(E”V +E, +Ezv),
ino t,n+1/2 yri,n—1/2 zn+1/2 t,n—1/2 i,n+1/2 t,n—1/2

\ H%/ = Hv (Hz,V Hz,V +H Hy,V +H2,V zV )

Preuve : Pour plus de lisibilité, on propose une démonstration dans les cas bi-dimensionnel.
La démonstration est identique dans le cas tri-dimensionnel. On considére donc le systéme
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de Maxwell 2D dans la polarisation TE:

( OH. 0E, OE,
S T e
EaEw B 0H, _0

ot dy ’
e% + 0H. =0.
L Ot ox

On se donne un maillage orthogonal infini (conforme ou non-conforme). Chaque élément
C; est donc un carré de taille (Ax;,Ay;). On note €; et u; respectivement la permittivité
et la perméabilité du milieu sur I'élément Cj.

On appelle interface 'intersection de deux éléments lorsqu’il s’agit d’arétes. On les note
ai; = C; N C;. Sur chaque interface a;j, on note 7;; = *(n;j4.ni;y) intégrale de la normale
unitaire orientée de C; vers C; le long de a;;. On note enfin ﬁ_l; le vecteur unitaire associé
et V; ensemble des éléments C; voisins de C; (ie C; (N C; # 0).

Pour toute grille orthogonale conforme ou non-conforme, on a les propriétés suivantes :

( Z n}-'j =0
JEV;
i = (5)
Z |nwm| = 2Ay; et Z |7’Lijy| = 2Aux;.

\ JEV: JEV:

Trois degrés de liberté par composante de champs sont nécessaires. Pour la composante
1

H., on désigne par H:fz = Y(HL, H? H2) le vecteur constitué des 3 degrés de liberté a

Iinstant n + 1/2.

On rappelle qu’avec la représentation choisie, E2, = 0 et ESz = 0. Le schéma GP (2) peut

alors se réécrire:

(gt g —(Kij + Kji)nie + (Gij + Gji)niy
pM =Bt — _MVEL + MPEY 4 Y —Awi(Kij + Kji)|nija] /2
jev: Ayi(Gij + Gji)|nijyl/2
Fij + Fji)ni;

En:i—l — En 1 ( Y JTay

EiMiW - _MinZiJrz + Z 0
7€Vi \ Ayi(Fij + Fji)|nijyl/2

— " (Eij + Fji)nijy

eiMl-W =M, 2 = Y | Axi(Fj + Fji)|nigal /2 |,

JEV; 0
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ou les flux entre les éléments C; etC; ont les expressions suivantes :

( H1 A:): - Ay,
F;j = 5 1 lnl]xHQ + a—— 1 nm,H3
EL A
Gij = —Zm ta 4yl iy B
1
. ; Ax;
\ Ixij = '+ a 1 lnl]szi .

Dans le cas 2D, les matrices M;, M* et MY ont 'expression suivante :
) Y (A (A

Ax;Ay; 0 0
M, = 0 Az Ay; /12 0 ,
0 0 Ayl Awx; /12
0 0 0 0 0 0
MP =1 Ax;Ay; 0 0 et M/ = 0 0 0
0 0 0 Az;Ay; 00
Az; Ay; 0 0
On introduit la matrice d’énergie M = 0 aAzd Ay; /12 0
0 0 aAyd Ax; /12
On définit alors I’énergie discréte
= 3 B MOED, + ¢ (ELMEED, + 1 (HY 2 MOHD, 2
- Zel xiVl; By + € yit*i Hyi + Hi zi i vz
La variation d’énergie est donnée par
AE = gntl— gn
SR+ EReMI(EL - BY)
i
o n, +3 o/ ppts -3
+( tE;iH + tE;i)eiMz’ (E;fl - Ey‘) + H;li ? piM; (H; ? - H;li *)

Le systéme (6) permet d’écrire :

, ntd  pn-i —(Kij + Kji)nije + (Gij + Gjidnijy
oty T — —aMVEE MR+ Y | —ada Ky + Kl 2
FEV; OéAyi(Gij + sz’)|nijy|/2
Fij + Fji)ni;

EnH _ En 1 g - iy

(M= = —aMYH; ? + > 0
JEV; Oszi(Fij + Fji)|nijy|/2

EMH o (Eij + Fji)nijy

eiMiaTy — OngH Z OcA.CUl'(Fij + Fji)|nz’j$|/2
JEV; 0
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En notant Eyx; = E2M + ED;,
variation d’énergie :

AE = At(la+b+c+d),

a = HzQz - anwE;szlz
i JEV; IS
1
b= 5D D Mgy BniHz — nije By Hojmijy HO By — nije HZ By
i JEV;
2
(6%
i JEV;
d = > alw;Ay(HLE), — HLZEY, — ELHY + By HY)
%
Ayl|nl]y| EO H2 E2 HO Axl|nl]$| EO Hl El HO
+Z ZQT( willZ; + L zi) _a#( yi i+ yi zi)

1 JEV;
Nous avons:
—a=0car Znijfc =0 et Znijy =0.
JEV: JEV:
- b=0.
Vérifions le pour par exemple les termes en EYH)
1
0 770 0 0
52 Z Nijy By Hoj + nijy H By
1 JEV;

1
= 5 2 iy B H + nigy HO By + njay B HE o+ oy HES B

aq]
= 0.
car nijw = —n]'i$ et nijy = —njl-y.
— ¢ =0 pour les mémes raisons.
— d =0 car Vi, Z |nmx| = 2Ay; et Z |7’Lijy| = 2Aux;.
JEV: JeVi
Finalement AE = 0.

2
DD iy EgHY — nij. By HY; + %Z > nijy By

xt

1
Ey; = E;,‘IJ“ 1y E;,‘i et H,; = H;l:_z, on peut alors évaluer la

Proposition 2 Sous la condition (7) et o > 0, ’énergie E™ est une forme quadratique
définie positive bornée des inconnues numériques. La condition (7) nous assure donc la

stabilité du schéma.

( At? 4
% < 25 i?el{}i(eiﬂjvfjﬂi)a
Atd?,, 2 ( )

min (€; ;. €5,
. TS50 i,5EV; ihgr€iHti)s

At? - 16 in ( )
—— < —— min (& /;,€5/4;),
a2 . 22502 ijev;s

L mn

0l dpin, = min(Ax;,Ay;,Az), dper = max(Ax;,Ay;,Az;), et V; Uensemble des cellules

voisines de la cellule ©.
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Preuve:
On considére un maillage infini constitué de cellules I; ; ;. de taille (Ax;,Ay;,Az;). On note

Vijk = Az;Ay;jAz,. On introduit les quantités suivantes :
E?n(%]?k) = Ei,j,k(E;},m(ivjak)Q + E;},m(ivjvk)Q + E?,m(ivjvk)2)
ng(%]vk) = Ml]k(Hga;ll/2(z7]7k)H +1/2( 0, k) +Hn 1/2( 0, k)H +1/2( 7j7k)

FHE P (g k) S (6,5 ,k)2)

oo —1/2,. . n—1/2 L2
Bm(lvjvk) = Ml]k(H / ( 7.77k) H / ( 7] k) / ( 7] k) )
N AyiAzp At . . n /e
fw(Ex) = Jf( (Z + ]-7.77k) m,l(l - ]-7.77k) + OéAxiE:cQ(Zv]vk)
—a=TELEL (i + k) — a =S By (i - 1K)
n AaclAzkAt . nose - no/. -
fy(Ex) = f( ( 7.7 +1 k) :c,l(Zv] - 17k) + OéijE:c,?)(Zv]vk)

A A o
%“EM k) — y; LER (6,5 — 1,k))

N Ax;Ay;At nos no/e -
fZ(Ex) = fj( ( 7.77k + 1) z,l(%]ak - 1) + OéAzkEmA(Zv]vk)

Azk-;-l

n Azk— n /e -
E:c 4( 2Y) 7k + 1) 2 1Ea:,4(27]7k - 1))

0o(BD) = TR G L) + D Lk — 20201 k)~
ST+ 100) + 0= Bl (i - 18)
gu(B) = LB (0 4 1R+ B G~ 1K)~ 20 (1.0)-
—aAyQJ“ " (,j+1k)+o¢Ay2] LB (i) — 1K)
g-(B2) = NG (k1) + B gk~ 1) — 2B (k)
oS EH B (k1) + 0L Gk 1)
On note enfin:
ay(i,j,k) = / q’},j,kq’},j,k dx dy dz
am(i,j,k) = / Q% @7 ) dr dy dz, 2 <m < 4
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Avec ces notations, ’énergie s’écrit

En = Z Zam 7.77 +Hg1(z7]7k))

ivjvkm 1
= Z Zam (4.4,k) + By, (i.j.k))
igk m—=1

+ 3 H PGk (Fo(BD) — £y (B2)) + HY k) g (BE) — H V2 (6 kg, (ED)
4,3,k

3 Hy T 050k) (Fo(BR) = £ (B2) + Hyy ' (1,.6) 9. (ER) = Hy s V*(.3.k) . (ER)
43,k

Y HIT (k) (£ (BR) = fo(B2)) + HLS (05, k) gy (BR) — L5 (1.5 k) g, (E2)
4,3,k

On scinde la somme en 6 termes:

= STHI P4k f(ED) + HY 05,k g (BD) +

l]?

+a3;u’z,] sz 1/2( 7j7k)

ai 1/2
9 - Mi,g, k:Hn / ( 7] k)

9 @1 nose - a1
—€ijkr1Ey 1 (6,5,k + 1)?+ —

z : €ijh1Ey1(ij,k —1)°

2ay no[s -
+ —€ijrer1 By 4(i,5,k + 1)?

Et ],kE ( 7j7k)2 5

10

2a4 noge s a4 noge -
+?€i,j,k—1Ey,4(Z7J7k —1)* + Eei,j,kEyA(Zv]vk)z

a1 n—1/2
- Mij, ch / ( 7.7 k)

= 3 - H PG (B - B kg, (BY) + 5

1,3,k

. a
+a4uz] k:H 1/2( 7] k) glet Jj+1, kE ( 1) + 17k)2 :

+ ?t—i,j—l,kE?,l(ivj — L,k)?

. 2a3 ..
+10€z,] WE2(1,5.k) + Tei,j—l—l,kEgﬁ(Za] +1,k)?

2a .. a ..
+?35i,j—1,kE?,3(17] —Lk)* + ggﬁi,j,kE?,g(w,k)Q
n—1/2 n—1/2
= Y H)TP (i) fo (BD) + Hy 5 2 (6,50 g0 (BR) +
1,7,k

taz ],kH 2 1/2( 7] k) El-l-l,] k?E (Z + 17J k) ?161 1,7, k?E ( 17j7k)2

al n—1/2,. .
jﬂi,j,kHy,l P2 (1,,k)?

a L 2a
e BT (i,,k) + T2

2@2 a9 .
+T€i—1,j,kE22( 7] k) 5 = €5, kE ( 7]7k)2
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&'

ai

S~ HI gk f(BR) — HE gk g (BR) 4+ Ty Hl (1 k)2

4,7,k 2
n—1/2,. . a1 no/e - a1 nore -
aapij ity 4 (i5.k)? + Eei,j,kJrlEm,l(Za]ak +1)° + Eei,j,kflEm,l(%]vk — 1)
a4 n .. 2
Ez] kEz 1( 4, k) 6i,j,k+1E$,4(27]7k + 1)
10 )
2a4 a4 L.
5 E;}Ll( 7] k — ) + EE:T(:ZA(%]?k)Q
1/2 1/2 . 1/2 .
ZHn / 7] k fy(En) +Hn / ( Jvk)gy(En) 2 ul],an / ( Jvk)
4,7,k
—1/2 a1 a1
+a3ﬂz] kH / ( 7] k) ?El 7+1, kEz 1( 7.7 + 1 k) 5 = €51 lcE;c 1( 7] 1 k)2
ai . a o
+10€z 7, lcE (Zvjvk)2 + ?36i,j+1,kE:c,3(z7] + 17k)2
2@3 n (s - n
= :(:3( 1k) + E3(7]k)
) )
1/2 1/2 a1 1/2
o HI k) fo (BY) — Iy (6.3,k) g (BY) + G juHE (1. ,k)?
4,7,k
—1/2 . a1 n o /- . ay n /- .
+a2;uz,j ch / ( 7.77k) + E€i+1,j,kEy,1(Z + ]-7.77k)2 + ?eifl,j,lcEE/,I(Z - ]-7.77k)2
. 2az ) .
10€Z,j lcE (Z,],k)2 + T€i+1,j,kE;},2(Z + 17.77k)2
2a2 . . a9 ..
+?€i71,j,kEg,2(l — Lj,k)* + Efi,j,kEgﬂ(za]ak)Q
6
=Y & (8)
=1
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On peut minorer chacun de ces 6 termes de maniére identique. Ainsi, pour £}, nous avons

(en notant p = p; ;i et € = l

min €47, :
_min it L k41

n— . szAy At 1 2 .
no> pH"T? LeEr 1)? - =2 gt E! 1
51 = 12]310 z,1 (7]k) 106 (7]7k+ ) | (7]k|| (7]7k+ )|
. o Az Ay AL s
+1_0 H 1/2( 7] k) EEE ( 7]7k - 1)2 y] |H 1/2( (2YE )|| ( L]? - ]-)|
n— n /. - QAT Ay Az At .
o )+ By (1K) - S M )| E .6))
n—1/2 as _n .. QAT Ay Az (1AL 12, 0o
o k) + By (i k + 1) — R P B 4 Gk + 1))
n—1/2 as o . . QAT Ay Az (1AL 12, 0o
TR (0GR + SheBy (k1) - PR By (k= 1)
n— 1/2 a1 o 9 Vz]k U n—1/2 .
+_ H ( 7.7 k) _OEEy,l(zajak + 1) |H ( 7] k ||E ( 7]7k + 1)|
', V2 002 4 O g 2 z],szt H, 120 BN (g — 1
+_ ( ., ) EE y,l(zvjv - ) - | ( 7] )|| ( 4],k = )|
n— 1/2 . a1 o e N2 z],kAt n—1/2 .
+_ H ( Jvk) EEEy,l(ZJvk) |H ( 7] k)HE ( 7]7k)|
n— . A JAN .
P MR 4 e gk 4 1) — 0 BRI 26 k4 1)
TS H R By ik = 1) = o=t S G )| B Gk~ 1))

On note dyyin, = min(Az;,Ay;,Az;) et dpa, = max(Az;,Ay;,Az;). On vérifie que £ > 0 et
(A (A

que &P =0 = V(i,j,k),E
0 si At est tel que

/

\

n (s - n (s - n— 1 2 . n—1/2 .
y,l(lvjvk) =0, Ey,4(z7.77k) =0, H / ( 7.77k) =0et H / ( 7.77k)

At? - in ( )
o DI €5 [b5,€5 15
d72nm 25 i,jEV; ’ ’
At d? 2
T < Toa iy (i)
At? 16 ( )
5 1N (€/6,€5445).
2. 22502 ijev,

Des minorations identiques sur les cinq autres termes de (8) nous permettent de vérifier
que sous la condition (7) I’énergie discréte est une forme quadratique définie positive. Elle
est de plus bornée (proposition 1). Le schéma est donc stable.

3 Analyse de la dispersion

Proposition 3 Pour toute onde plane dont le vecteur d’onde k est colinéaire a *(1,1,1),
le schéma GP vérifie sur une grille constituée de cubes la relation de dispersion a l’ordre /
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st et seulement st

(L 7)oy (9)
C\2T ) T3 T T

ot v = At /Ar=2 + Ay=2 + Az=2 = \/3At/Ax.

Preuve:
On considére une grille réguliére telle que Ax = Ay = Az. On cherche une solution du
schéma GP sous la forme d’une onde plane de vecteur d’onde colinéaire a *(1,1,1) soit :

{ H}’iﬁp — Hyei (@t $)A+VERA(j+mtp))

n _ W(wnAt+v3kAz(j+m—+
EP. o = Eoe ( (J ).

Quelques notations :

n—l—%
Vn: j;m)p
E}‘:‘m,p
[ isin(V3kAz) 0 0 0 a 0 b —a 0 —b
Az 00 0 0 0 0 — 0 —d
ol 00 0 ¢ 0 d 0 0 0
b=— (1= cos(V3kAzx
2( ( )) ~a 0 —b 0 0 0 a b 0
3 A= 0 0 0o 0o 0 0 ¢ d 0 et
CZA—QSQ(%OS(\@M%)—?) —c 0 —=d 0 0 0 0 0 0
a b 0 —a —-b 0 0 0 O
d:—3aisin(\/§kA:c) 0 0 0 —c —=d 0 0 0 0
Ax d 0 0 0 0 0 0 0
\
0 A
re(4 1),
V1 vérifie alors: o At
Kzt sin (%) V" = pyn,

On cherche & calculer les valeurs propres de P afin d’obtenir une relation de dispersion
discréte. A 'ordre 1, on obtient les 18 valeurs propres suivantes :

ik (multiplicité 2)
—ik (multiplicité 2)
0 (multiplicité 2)
iv3ak  (multiplicité 6)
—iv3ak (multiplicité 6)

Supposons o # 41/v/3. Les deux seules valeurs propres consistantes sont celles dont le
terme d’ordre 0 est ¢k ou —tk. Un développement limité a 1’ordre 2 sur ces valeurs propres
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nous permet d’écrire la relation de dispersion discréte suivante :

—+————= | +0(a"h.
B (27 321 >+( )

Le terme d’ordre 2 est donc nul si et seulement si

1 V2 1 V2
2
T R N — 1
a<2+4> a+3 12 (10)

Le polynome (10) posséde deux racines (a; < ag). On vérifie que ces deux racines sont
réelles. De plus, si v € [0,1] alors a1 € [1/3,1 — /3/3] et as € [1,1 ++/3/3]. Ces deux
racines sont donc différentes de +1/v/3.

Supposons & présent o = +1/ V/3. Les valeurs propres dont le terme d’ordre 0 est iv/3ak
ou —2v/3ak sont aussi consistantes. La relation de dispersion discréte est alors:

Ax? 2
W=k + k4c4% (% +V3 - 2) +0(A%).

En aucun cas le terme d’ordre 2 ne peut s’annuler. La relation de dispersion ne peut donc
étre vérifiée a 'ordre 4 lorsque a = £1/+/3.
4 Stratégie sur une grille raffinée

Le polynome (9) posséde deux racines réelles (a1 < ) données par:

1 4 — 202 4 vt
W) =1 ap (1 12

1 4 — 202 4
az(v) = T2 (1+ — 0 )

On constate numériquement sur une grille réguliére que le schéma GP est stable lorsque
v<leta=a(v)
v<1/2 et a= az(v).

On considére & présent une grille orthogonale constituée de cellules i de taille (Ax;,Ay;,Az;).
On note:

dynin, = Min \/Ax? + Ay? + Az?
(2

Amar = Max \/Ax? + Ay? + Az
2

Nous avons les deux choix suivants

At = dpnin ol At = dpin /2
a = a1 (At/dmaz) a = a(At/dmaz)
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Nous sommes ainsi assurés dans les deux cas que sur la grille grossiére, toute onde plane de
vecteur d’onde colinéaire & f(1,1,1) solution du schéma GP satisfait la relation de dispersion
al’ordre 4. Dans la grille fine, la relation de dispersion est satisfaite a ’ordre 2. Pour a = iy
et v =1/2, ce terme d’ordre 2 est majoré par:

A2, 1 Ax

214 min N max

fpr—mm ] = .
¢ 144 ( 7“2> ) U T AZmin

On rappelle que le schéma de Yee vérifie aussi la relation de dispersion & l'ordre 2. Par
exemple, pour une onde plane de vecteur d’onde colinéaire a *(1,0,0), ce terme d’ordre 2
est donné par (v =1):
Ax?
2,48207 _
k= (V3-1).
La méthode que nous proposons est donc trés peu dispersive.

5 Reésultats numériques dans le cas mono-dimensionnel

Dans le cas mono-dimensionnel, on montre que le schéma GP vérifie la relation de
dispersion & l'ordre 4 si et seulement si

4 —p?

CT 3 e

(11)
On a noté v = At/Axz. On constate numériquement que le schéma GP issu de la for-
mule (11) est stable dés lors que v < 1. Des résultats numériques illustrent ci-dessous ces
propriétés.

5.1 Grille réguliére

On simule I’évolution d’un pulse 1D dans une cavité métallique. On stoppe la simulation
dés lors que le pulse a effectué 10 allers-retours. On a représenté sur les figures suivantes la
solution en espace d’'un des champs lorsque le calcul est terminé. On montre sur la figure
(1) la solution obtenue par Galerkin P1 (o = 1). pour le CFL maximal (qui est dans
ce cas égal a 1/2). Les phénomeénes de dispersion apparaissent clairement. Pour le méme
CFL (figure 2), la solution obtenue par GP ne présente pas de dispersion. On montre sur
la figure (3) la solution obtenue par GP lorsque le CFL est égal a 1. La solution est a
nouveau de trés bonne qualité. Ainsi, sur des grilles réguliéres 1D, la pondération des flux
nous permet de réduire considérablement les phénomenes de dispersion tout en disposant
d’une condition de stabilité deux fois moins restrictive.

5.2 Un cas hétérogéne

On simule la propagation d’un pulse dans un milieu hétérogéne. Le pulse est initialisé
dans le vide (e = ¢) et se propage vers le matériau (e = 20¢g). Le parameétre a est choisi
de maniére a satisfaire la relation de dispersion a l'ordre 4 dans le matériau. Malgré le fort
saut d’indice, la solution obtenue (figure 4) se compare parfaitement a la solution exacte.
Le maillage correspond a trente points dans le support de la gaussienne. La méthode GP
est donc & méme de traiter de fortes hétérogénéités.
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‘Galerkin 1"
'Solution exacte’

Fic. 1 - Galerkin P1 (a« =1) / CFL = 3

T T T
'Galerkin Pondere’
'Solution exacte’

T T T
'Galerkin Pondere’
'Solution exacte’

-0.5 -0.4 -0.3 -0.2 -0.1 0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5

FiG. 3 - Galerkin Pondéré / CFL =1 <a = —)

1
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3 T T T

'Galerkin
"Solution Exacte’ -+~ i

b Materiau Vide 7

: i Onde reflechie
| / | / i

Onde transmise

P I I I I I I I I I
-1 -08 -06 -04 -0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8

FiG. 4 — Propagation d’un pulse dans un matériau : € = 20¢

5.3 Un exemple de raffinement : couches minces de matériaux

On propose de simuler la propagation d’un pulse dans un domaine constitué de vide et
de deux couches minces de matériau (figure 5). La taille du domaine est 4 métres. L’épais-
seur de chacune des couches est de 2 centimétres. La permittivité du premier matériau
est € = 50¢p et celle du second est € = 100¢p. On stoppe la simulation a t = 6,7 ns. Les
figures suivantes montrent la solution en espace du champ F a la fin du calcul. La finesse
de chacune des couches nous incite a raffiner localement le maillage autour des couches. La
figure 6 montre qu’on obtient de trés bons résultats avec le schéma Galerkin Pondéré avec
un maillage composé de 300 points (dont 100 points sur la grille fine autour des couches
de matériaux). La solution est comparée & une solution de référence obtenue par le schéma,
de Yee avec 20000 points.

Le schéma VFC peut aussi traiter ce type de probléme en utilisant des grilles raffinés.
On considére maintenant un maillage deux fois plus fin (soit 600 points) que celui utilisé
précédemment. Le nombre de degré de liberté est alors le méme que précédemment (le
schéma GP requiert en 1D deux fois plus de ddl que le schéma VFC). La figure 7 montre
que les résultats obtenus sont bien moins bons que ceux obtenus avec la méthode Galerkin
Pondéré. On obtient des résultats de qualité similaire avec le schéma VFC lorsque la grille
est constituée de 1500 points (dont 500 sur le grille fine).

La figure 8 montre enfin le résultat obtenu avec le schéma de Yee sur une grille uniforme
de 600 points. La grille est clairement trop grossiére. Pour obtenir des résultats de qualité
équivalente & ceux du schéma GP, 5000 points sont nécessaires. Le tableau 2 montre les
cotits de ces différentes approches pour une qualité de résultats équivalente. Pour ce type
de simulation, la méthode Galerkin Pondéré est la plus performante.

6 Reésultats numériques dans le cas tri-dimensionnel

6.1 Grilles réguliéres

On simule I’évolution du mode propre (1,1,1) dans une cavité métallique cubique maillée
de maniére uniforme. Le CFL est ici égal a 1/4. On obtient des résultats identiques pour
d’autres valeurs du CFL. La simulation porte sur 45 périodes. On montre 1’évolution en
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Materiau 2
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[}
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Fic. 5 — Couches minces : diagramme de la simulation

04 ‘ ‘
Galerkin Pondere  +
Solution de reference -------
A A
02t +1 7 |
i 7 P4
ot I 41
P £ A
W; E &y 4_; t‘ N j X
R
0 W* \ 2 M& P e
ot ]
T
-02 J“r | |
P
04 | N |
i
-06 1 |
4
08 | |
* ‘ . - L L 1 1
2 15 1 05 0 05 1 15 2

F1G. 6 — Couches minces / Solution en espace du champ E at = 6,7 ns: Galerkin pondéré
et maillage raffiné (300 points)

0.4 T

VFC
Solution de reference -------

FiG. 7— Couches minces / Solution en espace du champ E at = 6,7 ns: VFC et maillage
raffiné (600 points)
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0.4 T

§ Yee
Solution de reference -------

FiG. 8 = Couches minces : / Solution en espace du champ E 4t = 6,7 ns: Schéma de Yee
(600 points)

Nbr de cellules | Nbr ddl | Itérations en temps | Temps CPU (sec)

GP (maillage raffiné) 300 1200 3124 0,6
VFC (maillage raffiné) 1500 3000 3518 1,6
Yee 2000 10000 2525 3,9

TaB. 2 — Coiit des méthodes en 1D pour une précision identique

temps de la composante E, en un point de la grille zoomeée sur les 5 derniéres périodes. La
figure 9 montre les résultats obtenus pour les deux valeurs possibles de « sur un maillage
a 7 points par longueur d’onde. Les résultats sont bien meilleurs pour o« = «vp. Lorsque le
maillage est plus fin (14 points par longueur d’onde), les résultats (figure 10) sont alors
tout & fait comparables. La dispersion est dans les deux cas trés faible.

6.2 Grilles non-conformes

On présente ici des résultats numériques sur des grilles non-conformes pour les deux
valeurs possibles de «. On parlera de raffinement 1:n lorsque le rapport entre la grille
grossiére et la grille fine est n. La figure 11 montre un exemple de raffinement 1:2 non-
conforme. On simule 1’évolution d’un mode propre dans une cavité métallique. Le maillage
de la cavité est raffiné au milieu de maniére non-conforme. Le taux de raffinement est 4.
La simulation porte sur 45 périodes. On montre I’évolution en temps sur les 5 derniéres
périodes de la composante E..

Les résultats de la figure 12 sont ceux obtenus lorsque le maillage de la grille grossiére
correspond a 8 points par longueur d’onde. Comme dans le cas uniforme, les résultats
sont meilleurs lorsque a@ = ao. On rappelle que ce choix nécessite ’emploi d’un pas de
temps deux fois plus petit que celui utilisé lorsque « = «. Le temps de calcul est alors
deux fois plus long. Lorsque la grille grossiére est maillée & 16 points par longueur d’onde
(figure 13), les résultats pour les deux valeurs de « sont trés proches. La dispersion est
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. 'Solution exacte' -->=--- "Solution exacte' --z----
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45 46 47 48 49 50 45 46 47 48 49 50

(a) a=aq (b) a = as

Fi1G. 9 — Composante E, : évolution en temps / Maillage : \/7

04

04

T T
“Galerkin pondere’ “Galerkin pondere’
'Solution exacte’ ------- "Solution exacte’ -------

L L L L L L L L
45 46 47 48 49 50 45 46 47 48 49 50

(a) a=an (b) a =

Fi1G. 10 — Composante E. : évolution en temps / Maillage : \/14

parfaitement maitrisée. On a représenté (figure 14) I'énergie au cours du temps pour la
simulation relative & la figure 13. Comme prévu, ’énergie est parfaitement conservée sur
des maillages non-conformes.

Le choix de la valeur de o dépend donc du probléme que l'on a traiter. Supposons que
I'on ait & traiter un fil d’épaisseur 0,6mm avec une longueur d’onde A de 30cm. Le pas
d’espace imposé par la taille du fil sera donc de A/500. Si on utilise un raffinement 1:10,
le pas d’espace de la grille grossiére sera A\/50. Le maillage de la grille grossiére sera donc
suffisamment “fin” pour obtenir de trés bons résultats avec o = ;. Si comme sur la figure
12, la grille grossiére est trop “grossiére” (moins de 8 points par longueur d’onde), il faut
choisir &« = ap. Le nombre d’itérations en temps est alors deux fois plus grand.
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FiGc. 11 — Raffinement 1:2 non-conforme

0.4 0.4

T T
Galerkin Pondere Galerkin Pondere ——
Solution exacte ------- Solution exacte -

04 L L L L 04 L L L L
45 46 47 48 49 50 45 46 47 48 49 50

(a) a=a (b) a=as

F1G. 12 — Composante E, : évolution en temps / Raffinement 1:4 / Maillage : \/8

6.3 Evolution d’un mode propre sur une grille fortement raffinée

On présente ici les résultats obtenus pour un mode propre (1,1,1) sur une grille raffiné
non-conforme ou le taux de raffinement est 10. Le maillage de la grille grossiére est de
17 points par longueur d’onde. Celui de la grille fine correspond alors & 170 points par
longueur d’onde. Nous avons choisi @ = «a3. Le CFL vaut donc 1/2. La simulation est
stoppée aprées 90 périodes. 1l s’agit donc d’une simulation en temps long. Bien que le taux
de raffinement soit élevé, les solutions obtenues ne sont pas dispersées (figure 15). La figure
16 montre une coupe du champ E, a la fin du calcul projeté sur la grille grossiére. La
solution calculée se compare trés bien a la solution exacte.

INRIA



0.4

04
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Galerkin Pondere Galerkin Pondere
Solution exacte ------- Solution exacte -------

45

F1G. 13 — Composante E, : évolution en temps / Raffinement 1:4 / Maillage : A/16

0.124925

' Energie '

0.124924 1
0.124923 1
0.124922 ~

0.124921 1

0.12492 1

0.124919 1

0.124918 ~

0.124917 1

0.124916 1

0.124915 L L L L L L L L L
0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50

Fi1G. 14 — Energie au cours du temps pour le raffinement 1:4

0.3 T
Galerkin Pondere

Solution exacte -------

95 96 97 98 99 100

Fi1G. 15 — Champ E. : évolution en temps / Zoom sur les cing derniéres périodes / Raffi-
nement 1:10
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Galerkin Pondere

Solution exacte

F1G. 16 — Champ E. calculé (gauche) et exact (droite) sur le plan d’équation x+y+z = 3/2

/ Raffinement 1:10
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Conclusion

Nous avons présenté une nouvelle méthode de Galerkin Discontinu capable de trai-
ter les équations de Maxwell tridimensionnelles sur des maillages orthogonaux conformes
ou non-conformes. La conservation d’un équivalent discret de ’énergie électromagnétique
nous assure la stabilité du schéma. Malgré la présence de trois fois plus de degrés de li-
berté que le schéma de Yee, les forts taux de raffinements autorisés rendent la méthode
attrayante. Néanmoins, la version présentée ici n’a été validée en 3D que sur le cas du mode
propre dans une cavité métallique. La connaissance de la solution exacte nous a permis de
montrer le caractére peu dispersif du schéma sur des grilles fortement raffinées. Des tests
complémentaires restent donc a réaliser pour valider totalement la méthode.
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