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Résumé : On propose dans 
e rapport un s
héma expli
ite basé sur la formulation GalerkinDis
ontinu 
apable de traiter des grilles stru
turées non-
onformes. On utilise un s
hématemporel de type saute-mouton auquel on asso
ie un 
al
ul de �ux 
entré dépendant d'unparamètre �. Ce paramètre nous permet de maîtriser la dispersion même lorsque le taux dera�nement est élevé. De plus, 
ette méthode 
onserve une énergie dis
rète sur des maillagesnon-
onformes nous assurant ainsi la stabilité.Mots-
lés : Équations de Maxwell 3D - Galerkin Dis
ontinu - Maillage non-
onforme -Conservation de l'énergie



A New Dis
ontinuous Galerkin method for 3D Maxwell'sequations on non-
onforming orthogonal meshAbstra
t: In this report, we propose an expli
it s
heme based on the Dis
ontinuousGalerkin (DG) formulation whi
h is able to deal with stru
tured non-
onforming grids.We use a leap-frog time s
heme 
oupled with a 
entered �ux formula depending on aparameter �. Although the re�nement rate is high, the dispersion is very small. Thismethod provides the 
onservation of a dis
rete energy on non-
onforming grids ensuringthe stability of the s
hemeKey-words: Maxwell's equations 3D - Dis
ontinuous Galerkin - Non-
onforming mesh -Energy 
onserving
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4 Ni
olas Canouet - Loula Fezoui - Serge PipernoIntrodu
tionOn s'intéresse à la résolution numérique du système de Maxwell dans le domaine tem-porel. Pour 
elle-
i, on dispose de plusieurs méthodes aux avantages di�érents. Les plusutilisées sont les méthodes éléments �nis, volumes �nis ou en
ore la méthode des di�éren
es�nies qui est de nos jours la plus populaire. Toutes 
es méthodes éprouvées se heurtenttoutefois dans des problèmes de di�ra
tion à des di�
ultés liées à la géométrie de l'objetdi�ra
tant. L'objet peut être par exemple de très petite taille par rapport au domainede 
al
ul. Dans le 
as du s
héma de Yee qui né
essite l'emploi d'une grille régulière, 
e
idonne lieu à des 
al
uls de taille prohibitive. Des problèmes analogues apparaissent lorsquela se
tion de l'objet est faible par rapport aux longueurs d'onde impliquées (
as d'antennes�laires). La modélisation de l'objet 
onduit alors à un 
hoix de pas d'espa
e très petitgénérant alors un problème de trop grande taille.Une solution 
lassique dans 
es 
as est l'emploi de grilles lo
alement ra�nées. Plu-sieurs travaux ont été menés pour étendre le s
héma de Yee à 
e type de maillages. Citonsparmi d'autres les travaux de Kim et Hoefer [6℄, de Pres
ott et Shuley [8℄, de Chevalier etal. [2℄. Au
un de 
es travaux ne présente de méthode dont la stabilité est garantie. Jolyet Fouquet[5℄ ont proposé une nouvelle méthode de ra�nement spatio-temporel en troisdimensions d'espa
e garantissant un ra

ord stable entre les grilles basée sur la 
onserva-tion d'une énergie éle
tromagnétique dis
rète. Les résultats numériques présentés dans [5℄montrent 
ependant que la qualité des solutions se dégrade dès que le niveau de ra�ne-ment est supérieur à deux. Pour pro
éder à des ra�nements supérieurs, on doit utiliserdes ra�nements su

essifs de rapport deux. De plus 
ette méthode né
essite la résolutiond'un système linéaire sur tout ra

ord de grilles.Le s
héma VFC (Volume Fini Centré) introduit par Remaki [10℄ peut a priori traiter
e type de problème : la 
onservation d'une énergie dis
rète nous assure la stabilité. Mal-heureusement, tout 
omme le s
héma de Yee, 
e s
héma se révèle très dispersif dès lors quele pas de temps est éloigné du pas de temps maximal autorisé par la 
ondition de stabilité.Les résultats numériques obtenus sur des grilles ra�nées sont alors fortement dégradés.Pour remédier à 
es di�
ultés nous proposons i
i un s
héma totalement expli
ite dontl'approximation spatiale est basée sur la méthode de Galerkin Dis
ontinu. Cette dernière aété introduite en 1973 par Reed et Hill [9℄ pour résoudre l'équation de transport des neu-trons et a été analysée par Lesaint et Raviart [4℄ en 1974. Sous l'impulsion de Co
kburnen parti
ulier, on assiste dans les les années 90 à un essor 
onséquent de 
ette méthodeave
 de nombreux travaux d'étude théorique et d'appli
ations numériques prin
ipalementen mé
anique des �uides. On trouvera un historique relativement exhaustif de 
es tra-vaux dans [3℄. Les appli
ations aux équations de Maxwell en domaine temporel sont peunombreuses et la plupart des travaux sinon tous (voir [11℄ et [13℄ par exemple) utilisentd'une part des formules de quadrature dans l'approximation spatiale et des s
hémas detype Runge-Kutta pour l'intégration en temps. Ces 
hoix ont pour 
onséquen
e d'a

roîtresensiblement le 
oût de la méthode d'une part et de ne pas garantir la 
onservation del'énergie éle
tromagnétique dis
rète d'autre part. Le s
héma que nous présentons i
i utiliseun ensemble parti
ulier de fon
tions de base 
hoisi pour minimiser le 
oût mémoire (4 fon
-tions de base lo
ales pour un maillage en 
ubes), une approximation 
entrée des intégralesde surfa
e et un s
héma temporel de type saute-mouton d'ordre deux. Cette appro
he nouspermet de démontrer la 
onservation d'une énergie dis
rète. Nous introduisons de plus un
INRIA



Galerkin Dis
ontinu pour Maxwell 3D sur des maillages non-
onformes 5paramètre pour 
ontr�ler les phénomènes de dispersion. Le s
héma résultant s'est révéléparti
ulièrement apte à traiter des grilles fortement ra�nées qu'elle soient 
onformes onnon-
onformes. Cet aspe
t re�étant la faible dépendan
e de la méthode par rapport aumaillage 
onstitue à notre avis l'un des prin
ipaux attraits de la méthode de GalerkinDis
ontinu.
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6 Ni
olas Canouet - Loula Fezoui - Serge Piperno1 Présentation de la méthodeOn s'intéresse à la résolution du système de Maxwell dans un milieu linéaire sans 
hargeni 
ourant: 8>>><>>>: "dEdt = rot(H);�dHdt = �rot(E): (1)où E etH désignent respe
tivement le 
hamp éle
trique et le 
hamp magnétique, " et � sontles permittivité éle
trique et la perméabilité magnétique variant éventuellement en espa
e.On 
onsidère des maillages orthogonaux ra�nés de façon 
onforme ou non 
onforme et
onstitués de parallélépipèdes notés V .Nous rappelons que dans la méthode de Galerkin Dis
ontinu le 
hoix des fon
tions de baselo
ale est libre et nous 
onsidérons i
i sur 
haque élément V , les fon
tions de base suivantes:8>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>:
'1V (X) = 1;'2V (X) = x� xGV ;'3V (X) = y � yGV ;'4V (X) = z � zGV ;où X = t(x;y;z) et GV = t(xGV ;yGV ;zGV ); désigne le 
entre de l'élément V Ave
 une tellereprésentation nous avons 4 degrés de liberté pour 
haque 
omposante des 
hamps (E etH) par élément alors qu'une approximation 
ontinue (éléments �nis Q1) né
essiterait ledouble. On suppose de plus que la ieme 
omposante de 
haque 
hamp est 
onstante danssa dire
tion 
e qui diminue en
ore le nombre d'in
onnues et on a �nalement trois plus dedegrés de liberté que le s
héma de Yee [14℄ ou le s
héma VFC [10℄.Sur 
haque élément du maillage la 
omposante Ur du 
hamp U s'é
rit :Ur(X) = 4Xk=1Ukr 'kV (X)où U désigne E ou H et r = x;y ou z.Remarque 1 Si Ur est un polyn�me de degré un sur un volume V , les degrés de liberté deUr sont respe
tivement la valeur au 
entre de gravité de V les dérivées dans les dire
tionsx;y et z. Si Ur est quel
onque, les degrés de liberté sont alors des approximations à l'ordre1 de 
es quantités.On multiplie le système (1) par les fon
tions de base 'kV (k = 1;::4) et on intègre sur
haque élément V en supposant 
onstants " et � sur l'élément, on obtient :8>><>>: "V ZV 'kV dEdt = � ZV r'kV �H+ Z�V 'kV n�H;�V ZV 'kV dHdt = ZV r'kV �H� Z�V 'kV n�E; INRIA



Galerkin Dis
ontinu pour Maxwell 3D sur des maillages non-
onformes 7où n est la normale extérieure à V .Les termes volumiques sont 
al
ulés en utilisant la représentation des 
hamps E et H dansla base lo
ale de l'élément. Cette représentation étant dis
ontinue, une approximation estné
essaire au 
al
ul des intégrales de bord à l'interfa
e entre deux éléments.On propose i
i une formule d'interpolation utilisant les valeurs (bien dé�nies) des 
hampsde part et d'autre de l'interfa
e :Z�V 'kV n�U = XV 02V(V ) Z�V \�V 0 'kV n� �UV V 0 +UV 0V2 �où UV V 0 = U1V + �0B� t(U2xV ;U3xV ;U4xV ):������!GVGV V 0t(U2yV ;U3yV ;U4yV ):������!GVGV V 0t(U2zV ;U3zV ;U4zV ):������!GVGV V 0 1CA ;GV V 0 désigne le 
entre de la fa
e 
ommune aux éléments V et V 0 et � un paramètre réel.Choisir � = 0 revient à imposer une représentation des 
hamps 
onstante par éléments (ieP0) alors que 
hoisir � = 1 revient à supposer une variation linéaire (P1 dis
ontinu) plus
lassique. Nous montrerons par la suite qu'un 
hoix judi
ieux de � permet de 
ontr�ler lesphénomènes de dispersion.On noteMV la matri
e de masse dont les 
oe�
ients sont donnés parMV (i;j) = ZV 'iV 'jV dV(i;j = 1;::;4) et on pose :Z�V \�V 0 'kV n� �EV V 0 +EV 0V2 � = ~Fk(EV V 0 ;EV 0V );Z�V \�V 0 'kV n� �HV V 0 +HV 0V2 � = ~Gk(HV V 0 ;HV 0V ):On peut remarquer que les fon
tions de base que nous avons 
hoisies sont orthogonales.Ainsi, pour tout élément V , les matri
es MV sont diagonales.En utilisant un s
héma saute-mouton d'ordre deux pour la dis
rétisation en temps, les
héma, que nous appelons Galerkin Pondéré (GP), peut s'é
rire sur 
haque élément dumaillage, (en omettant l'indi
e V , k variant de 1 à 4 et r désignant x;y et z) :8>>>>>><>>>>>>: �MHrn+ 12 �Hrn� 12�t = 0�Z r'k �En � XV 02V(V ) ~Fk(EnV V 0 ;EnV 0V )1Ar ;"MErn+1 �Ern�t = 0��Z r'k �Hn+ 12 + XV 02V(V ) ~Gk(Hn+ 12V V 0 ;Hn+ 12V 0V )1Ar : (2)A la surfa
e d'un 
ondu
teur parfait, la 
ondition aux limites s'é
rit n�E = 0. Pour toutvolume V ayant une fa
e métallique F , on prend en 
ompte 
ette 
ondition de la manièresuivante : ZF 'V n�E = 0;ZF 'V n�H = ZF 'V n�Hm; (3)
RR n° 4750



8 Ni
olas Canouet - Loula Fezoui - Serge Pipernooù Hm = 0B� H1xH1yH1z 1CA+ �0B� t(H2xV ;H3xV ;H4xV ):����!GVGFt(H2yV ;H3yV ;H4yV ):����!GVGFt(H2zV ;H3zV ;H4zV ):����!GVGF 1CA :GF est le 
entre de gravité de la fa
e F .Remarque 2 Pour � = 0 et une représentation des 
hamps 
onstants par éléments (ieP0) on retrouve le s
héma volumes �nis 
entrés (VFC) [7℄.Remarque 3 Nous rappelons que la ième 
omposante est supposée 
onstante dans sa di-re
tion 
e qui ramène le nombre de degrés de liberté à 3 par 
omposante et par élément aulieu de 4. Le tableau 1 résume le nombre de degrés de liberté né
essaires à la méthode GP
omparé au s
héma VFC pour les 
as 1D, 2D et 3D.VFC GP1D 2 42D 3 73D 6 18Tab. 1 � Nombre de degrés de liberté2 Une 
ondition su�sante de stabilitéProposition 1 Le s
héma GP 
onserve sur tout maillage orthogonal (
onforme ou non-
onforme) un équivalent dis
ret de l'énergie éle
tromagnétique dont l'expression à l'instantn�t est donnée par :En =XV a1;V �E1;nV +H1;nV �+ �XV 4Xi=2ai;V �Ei;nV +Hi;nV � (4)où 8>>>>>>><>>>>>>>: ai;V = ZV 'iV 2dV;Ei;nV = �V �Ei;nx;V 2 +Ei;ny;V 2 +Ei;nz;V 2� ;Hi;nV = �V �Hi;n+1=2x;V Hi;n�1=2x;V +Hi;n+1=2y;V Hi;n�1=2y;V +Hi;n+1=2z;V Hi;n�1=2z;V � :Preuve : Pour plus de lisibilité, on propose une démonstration dans les 
as bi-dimensionnel.La démonstration est identique dans le 
as tri-dimensionnel. On 
onsidère don
 le système
INRIA



Galerkin Dis
ontinu pour Maxwell 3D sur des maillages non-
onformes 9de Maxwell 2D dans la polarisation TE :8>>>>>>><>>>>>>>: ��Hz�t + �Ey�x � �Ex�y = 0;��Ex�t � �Hz�y = 0;��Ey�t + �Hz�x = 0:On se donne un maillage orthogonal in�ni (
onforme ou non-
onforme). Chaque élémentCi est don
 un 
arré de taille (�xi;�yi): On note �i et �i respe
tivement la permittivitéet la perméabilité du milieu sur l'élément Ci.On appelle interfa
e l'interse
tion de deux éléments lorsqu'il s'agit d'arêtes. On les noteaij = CiTCj . Sur 
haque interfa
e aij , on note �!nij = t(nijx;nijy) l'intégrale de la normaleunitaire orientée de Ci vers Cj le long de aij . On note en�n �!enij le ve
teur unitaire asso
iéet Vj l'ensemble des éléments Cj voisins de Ci (ie CiTCj 6= ;).Pour toute grille orthogonale 
onforme ou non-
onforme, on a les propriétés suivantes :8>>>>>>><>>>>>>>:
Xj2Vi ~nij = 0~nij = � ~njiXj2Vi jnijxj = 2�yi et Xj2Vi jnijyj = 2�xi: (5)Trois degrés de liberté par 
omposante de 
hamps sont né
essaires. Pour la 
omposanteHz, on désigne par Hn+12zi = t(H1zi;H2zi;H3zi) le ve
teur 
onstitué des 3 degrés de liberté àl'instant n+ 1=2.On rappelle qu'ave
 la représentation 
hoisie, E2xi = 0 et E3yi = 0. Le s
héma GP (2) peutalors se réé
rire :8>>>>>>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>>>>>>:

�iMiHn+12zi �Hn�12zi�t = �Myi En+1xi +Mxi En+1yi + Xj2Vi0B� �(Kij +Kji)nijx + (Gij +Gji)nijy��xi(Kij +Kji)jnijxj=2�yi(Gij +Gji)jnijyj=2 1CA�iMiEn+1xi �Enxi�t = �Myi Hn+12zi + Xj2Vi0B� (Fij + Fji)nijy0�yi(Fij + Fji)jnijyj=2 1CA�iMiEn+1yi �Enyi�t = Mxi Hn+12zi � Xj2Vi0B� (Fij + Fji)nijy�xi(Fij + Fji)jnijxj=20 1CA ; (6)
RR n° 4750



10 Ni
olas Canouet - Loula Fezoui - Serge Pipernooù les �ux entre les éléments Ci etCj ont les expressions suivantes :8>>>>>>>><>>>>>>>>: Fij = H1zi2 + ��xi4 enijxH2zi + ��yi4 enijyH3ziGij = E1xi2 + ��yi4 enijyE3xiKij = E1yi2 + ��xi4 enijxE2yi :Dans le 
as 2D, les matri
es Mi, Mxi et Myi ont l'expression suivante :Mi = 0B� �xi�yi 0 00 �x3i�yi=12 00 0 �y3i�xi=12 1CA ,Mxi = 0B� 0 0 0�xi�yi 0 00 0 0 1CA et Myi = 0B� 0 0 00 0 0�xi�yi 0 0 1CA :On introduit la matri
e d'énergie M�i = 0B� �xi�yi 0 00 ��x3i�yi=12 00 0 ��y3i�xi=12 1CA.On dé�nit alors l'énergie dis
rèteEn =Xi �i tEnxiM�i Enxi + �i tEnyiM�i Enyi + �i tHn+12zi M�i Hn�12zi :La variation d'énergie est donnée par�E = En+1 � En= Xi ( tEn+1xi + tEnxi)�iM�i ( En+1xi � Enxi)+( tEn+1yi + tEnyi)�iM�i ( En+1yi � Enyi) +t Hn+12zi �iM�i (Hn+32zi �Hn�12zi ):Le système (6) permet d'é
rire :8>>>>>>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>>>>>>:
�iM�i Hn+12zi �Hn�12zi�t = ��Myi En+1xi + �Mxi En+1yi + Xj2Vi0B� �(Kij +Kji)nijx + (Gij +Gji)nijy���xi(Kij +Kji)jnijxj=2��yi(Gij +Gji)jnijyj=2 1CA�iM�i En+1xi �Enxi�t = ��Myi Hn+12zi + Xj2Vi0B� (Fij + Fji)nijy0��yi(Fij + Fji)jnijyj=2 1CA�iM�i En+1yi �Enyi�t = �Mxi Hn+12zi � Xj2Vi0B� (Fij + Fji)nijy��xi(Fij + Fji)jnijxj=20 1CA :

INRIA



Galerkin Dis
ontinu pour Maxwell 3D sur des maillages non-
onformes 11En notant Exi = En+1xi +Enxi, Eyi = En+1yi +Enyi et Hzi = Hn+12zi , on peut alors évaluer lavariation d'énergie : �E = �t(a+ b+ 
+ d);a = Xi Xj2VinijyE0xiH0zi � nijxE0yiH0zi + �24 Xi Xj2VinijyE2xiH2zi � nijxE1yiH1zib = 12Xi Xj2VinijyE0xiH0zj � nijxE0yiH0zjnijyH0ziE0xj � nijxH0ziE0yj
 = �28 Xi Xj2Vi�xi�xjnijx(E1yiH1zj +H1ziE1yj)��yi�yjnijy(E2xiH2zj +H2ziE2xj)d = Xi ��xi�yi(H1ziE0yi �H2ziE0xi �E2xiH0zi +E1yiH0zi)+Xi Xj2Vi��yijnijyj2 (E0xiH2zi +E2xiH0zi)� ��xijnijxj2 (E0yiH1zi +E1yiH0zi)Nous avons :� a = 0 
ar Xj2Vinijx = 0 et Xj2Vinijy = 0.� b = 0.Véri�ons le pour par exemple les termes en E0xH0z12Xi Xj2VinijyE0xiH0zj + nijyH0ziE0xj= 12Xaij nijyE0xiH0zj + nijyH0ziE0xj + njiyE0xjH0zi + njiyH0zjE0xi= 0:
ar nijx = �njix et nijy = �njiy.� 
 = 0 pour les mêmes raisons.� d = 0 
ar 8i;Xj2Vijnijxj = 2�yi et Xj2Vijnijyj = 2�xi.Finalement �E = 0.Proposition 2 Sous la 
ondition (7) et � > 0, l'énergie En est une forme quadratiquedé�nie positive bornée des in
onnues numériques. La 
ondition (7) nous assure don
 lastabilité du s
héma. 8>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>:
�t2d2min < 425 mini;j2Vi(�i�j;�j�i);�t2d2mind4min < 275� mini;j2Vi(�i�j;�j�i);�t2d2min < 16225�2 mini;j2Vi(�i�j;�j�i); (7)

où dmin = mini (�xi;�yi;�zi), dmax = maxi (�xi;�yi;�zi), et Vi l'ensemble des 
ellulesvoisines de la 
ellule i.RR n° 4750



12 Ni
olas Canouet - Loula Fezoui - Serge PipernoPreuve :On 
onsidère un maillage in�ni 
onstitué de 
ellules Ii;j;k de taille (�xi;�yj ;�zk). On noteVi;j;k = �xi�yj�zk. On introduit les quantités suivantes :Enm(i;j;k) = �i;j;k(Enx;m(i;j;k)2 +Eny;m(i;j;k)2 +Enz;m(i;j;k)2)Hnm(i;j;k) = �i;j;k(Hn�1=2x;m (i;j;k)Hn+1=2x;m (i;j;k) +Hn�1=2y;m (i;j;k)Hn+1=2y;m (i;j;k)+Hn�1=2z;m (i;j;k)2Hn+1=2z;m (i;j;k)2)Bnm(i;j;k) = �i;j;k(Hn�1=2x;m (i;j;k)2 +Hn�1=2y;m (i;j;k)2 +Hn�1=2z;m (i;j;k)2)fx(Enx) = �yj�zk�t2 (Enx;1(i+ 1;j;k) �Enx;1(i� 1;j;k) + ��xiEnx;2(i;j;k)���xi+12 Enx;2(i+ 1;j;k) � ��xi�12 Enx;2(i� 1;j;k))fy(Enx) = �xi�zk�t2 (Enx;1(i;j + 1;k)�Enx;1(i;j � 1;k) + ��yjEnx;3(i;j;k)���yj+12 Enx;3(i;j + 1;k) � ��yj�12 Enx;3(i;j � 1;k))fz(Enx) = �xi�yj�t2 (Enx;1(i;j;k + 1)�Enx;1(i;j;k � 1) + ��zkEnx;4(i;j;k)���zk+12 Enx;4(i;j;k + 1)� ��zk�12 Enx;4(i;j;k � 1))gx(Enx) = Vi;j;k�t4 (Enx;1(i+ 1;j;k) +Enx;1(i� 1;j;k) � 2Enx;1(i;j;k)����xi+12 Enx;2(i+ 1;j;k) + ��xi�12 Enx;2(i� 1;j;k))gy(Enx) = Vi;j;k�t4 (Enx;1(i;j + 1;k) +Enx;1(i;j � 1;k) � 2Enx;1(i;j;k)����yj+12 Enx;3(i;j + 1;k) + ��yj�12 Enx;3(i;j � 1;k))gz(Enx) = Vi;j;k�t4 (Enx;1(i;j;k + 1) +Enx;1(i;j;k � 1)� 2Enx;1(i;j;k)����zk+12 Enx;4(i;j;k + 1) + ��zk�12 Enx;4(i;j;k � 1))
:

On note en�n : a1(i;j;k) = ZIi;j;k�1i;j;k�1i;j;k dx dy dzam(i;j;k) = �ZIi;j;k�mi;j;k�mi;j;k dx dy dz; 2 � m � 4:
INRIA



Galerkin Dis
ontinu pour Maxwell 3D sur des maillages non-
onformes 13Ave
 
es notations, l'énergie s'é
ritEn = Xi;j;k 4Xm=1am(Enm(i;j;k) +Hnm(i;j;k))= Xi;j;k 4Xm=1am(Enm(i;j;k) +Bnm(i;j;k))+Xi;j;kHn�1=2x;1 (i;j;k)�fz(Eny)� fy(Enz )�+Hn�1=2x;4 (i;j;k)gz(Eny)�Hn�1=2x;3 (i;j;k)gy(Enz )+Xi;j;kHn�1=2y;1 (i;j;k) (fx(Enz )� fz(Enx)) +Hn�1=2y;2 (i;j;k)gx(Enz )�Hn�1=2y;4 (i;j;k)gz(Enx)+Xi;j;kHn�1=2z;1 (i;j;k)�fy(Enx)� fx(Eny)�+Hn�1=2z;3 (i;j;k)gy(Enx)�Hn�1=2z;2 (i;j;k)gx(Eny)On s
inde la somme en 6 termes :En1 = Xi;j;kHn�1=2x;1 (i;j;k)fz(Eny) +Hn�1=2x;4 (i;j;k)gz(Eny) + a12 �i;j;kHn�1=2x;1 (i;j;k)2+a3�i;j;kHn�1=2x;3 (i;j;k)2 a15 �i;j;k+1Eny;1(i;j;k + 1)2 + a15 �i;j;k�1Eny;1(i;j;k � 1)2+a110�i;j;kEny;1(i;j;k)2 + 2a45 �i;j;k+1Eny;4(i;j;k + 1)2+2a45 �i;j;k�1Eny;4(i;j;k � 1)2 + a45 �i;j;kEny;4(i;j;k)2En2 = Xi;j;k�Hn�1=2x;1 (i;j;k)fy(Enz )�Hn�1=2x;3 (i;j;k)gy(Enz ) + a12 �i;j;kHn�1=2x;1 (i;j;k)2+a4�i;j;kHn�1=2x;4 (i;j;k)2 + a15 �i;j+1;kEnz;1(i;j + 1;k)2 + a15 �i;j�1;kEnz;1(i;j � 1;k)2+a110�i;j;kEnz;1(i;j;k)2 + 2a35 �i;j+1;kEnz;3(i;j + 1;k)2+2a35 �i;j�1;kEnz;3(i;j � 1;k)2 + a35 �i;j;kEnz;3(i;j;k)2En3 = Xi;j;kHn�1=2y;1 (i;j;k)fx(Enz ) +Hn�1=2x;2 (i;j;k)gx(Enz ) + a12 �i;j;kHn�1=2y;1 (i;j;k)2+a2�i;j;kHn�1=2y;2 (i;j;k)2 a15 �i+1;j;kEnz;1(i+ 1;j;k)2 + a15 �i�1;j;kEnz;1(i� 1;j;k)2+a110�i;j;kEnz;1(i;j;k)2 + 2a25 �i+1;j;kEnz;2(i+ 1;j;k)2+2a25 �i�1;j;kEnz;2(i� 1;j;k)2 + a25 �i;j;kEnz;2(i;j;k)2
RR n° 4750



14 Ni
olas Canouet - Loula Fezoui - Serge PipernoEn4 = Xi;j;k�Hn�1=2y;1 (i;j;k)fz(Enx)�Hn�1=2x;4 (i;j;k)gz(Enx) + a12 �i;j;kHn�1=2y;1 (i;j;k)2+a4�i;j;kHn�1=2y;4 (i;j;k)2 + a15 �i;j;k+1Enx;1(i;j;k + 1)2 + a15 �i;j;k�1Enx;1(i;j;k � 1)2+a110�i;j;kEnx;1(i;j;k)2 + 2a45 �i;j;k+1Enx;4(i;j;k + 1)2+2a45 Enx;4(i;j;k � 1)2 + a45 Enx;4(i;j;k)2En5 = Xi;j;kHn�1=2z;1 (i;j;k)fy(Enx) +Hn�1=2z;3 (i;j;k)gy(Enx) + a12 �i;j;kHn�1=2z;1 (i;j;k)2+a3�i;j;kHn�1=2z;3 (i;j;k)2 + a15 �i;j+1;kEnx;1(i;j + 1;k)2 + a15 �i;j�1;kEnx;1(i;j � 1;k)2+a110�i;j;kEnx;1(i;j;k)2 + 2a35 �i;j+1;kEnx;3(i;j + 1;k)2+2a35 Enx;3(i;j � 1;k)2 + a35 Enx;3(i;j;k)2En6 = Xi;j;k�Hn�1=2z;1 (i;j;k)fx(Eny)�Hn�1=2z;2 (i;j;k)gx(Eny) + a12 �i;j;kHn�1=2z;1 (i;j;k)2+a2�i;j;kHn�1=2z;2 (i;j;k)2 + a15 �i+1;j;kEny;1(i+ 1;j;k)2 + a15 �i�1;j;kEny;1(i� 1;j;k)2+a110�i;j;kEny;1(i;j;k)2 + 2a25 �i+1;j;kEny;2(i+ 1;j;k)2+2a25 �i�1;j;kEnx;2(i� 1;j;k)2 + a25 �i;j;kEny;2(i;j;k)2On a En = 6Xi=1Eni : (8)
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Galerkin Dis
ontinu pour Maxwell 3D sur des maillages non-
onformes 15On peut minorer 
ha
un de 
es 6 termes de manière identique. Ainsi, pour En1 , nous avons(en notant � = �i;j;k et � = minl=�1;0;1 �i+l;j+l;k+l) :En1 � Xi;j;ka110�Hn�1=2x;1 (i;j;k)2 + a110�Eny;1(i;j;k + 1)2 � �xi�yj�t2 jHn�1=2x;1 (i;j;k)jjEny;1(i;j;k + 1)j+a110�Hn�1=2x;1 (i;j;k)2 + a110�Eny;1(i;j;k � 1)2 � �xi�yj�t2 jHn�1=2x;1 (i;j;k)jjEny;1(i;j;k � 1)j+a110�Hn�1=2x;1 (i;j;k)2 + a45 �Eny;4(i;j;k)2 � ��xi�yj�zk�t2 jHn�1=2x;1 (i;j;k)jjEny;4(i;j;k)j+a110�Hn�1=2x;1 (i;j;k)2 + a45 �Eny;4(i;j;k + 1)2 � ��xi�yj�zk+1�t4 jHn�1=2x;1 (i;j;k)jjEny;4(i;j;k + 1)j+a110�Hn�1=2x;1 (i;j;k)2 + a45 �Eny;4(i;j;k � 1)2 � ��xi�yj�zk+1�t4 jHn�1=2x;1 (i;j;k)jjEny;4(i;j;k � 1)j+a45 �Hn�1=2x;4 (i;j;k)2 + a110�Eny;1(i;j;k + 1)2 � Vi;j;k�t4 jHn�1=2x;4 (i;j;k)jjEny;1(i;j;k + 1)j+a45 �Hn�1=2x;4 (i;j;k)2 + a110�Eny;1(i;j;k � 1)2 � Vi;j;k�t4 jHn�1=2x;4 (i;j;k)jjEny;1(i;j;k � 1)j+a45 �Hn�1=2x;4 (i;j;k)2 + a110�Eny;1(i;j;k)2 � Vi;j;k�t2 jHn�1=2x;4 (i;j;k)jjEny;1(i;j;k)j+a45 �Hn�1=2x;4 (i;j;k)2 + a45 �Eny;4(i;j;k + 1)2 � �Vi;j;k�zk+1�t8 jHn�1=2x;4 (i;j;k)jjEny;4(i;j;k + 1)j+a45 �Hn�1=2x;4 (i;j;k)2 + a45 �Eny;4(i;j;k � 1)2 � �Vi;j;k�zk�1�t8 jHn�1=2x;4 (i;j;k)jjEny;4(i;j;k � 1)jOn note dmin = mini (�xi;�yi;�zi) et dmax = maxi (�xi;�yi;�zi). On véri�e que En1 � 0 etque En1 = 0 =) 8(i;j;k);Eny;1(i;j;k) = 0; Eny;4(i;j;k) = 0; Hn�1=2x;1 (i;j;k) = 0 et Hn�1=2x;4 (i;j;k) =0 si �t est tel que 8>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>:
�t2d2min < 425 mini;j2Vi(�i�j;�j�i);�t2d2mind4min < 275� mini;j2Vi(�i�j;�j�i);�t2d2min < 16225�2 mini;j2Vi(�i�j;�j�i):Des minorations identiques sur les 
inq autres termes de (8) nous permettent de véri�erque sous la 
ondition (7) l'énergie dis
rète est une forme quadratique dé�nie positive. Elleest de plus bornée (proposition 1). Le s
héma est don
 stable.3 Analyse de la dispersionProposition 3 Pour toute onde plane dont le ve
teur d'onde k est 
olinéaire à t(1;1;1),le s
héma GP véri�e sur une grille 
onstituée de 
ubes la relation de dispersion à l'ordre 4RR n° 4750
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olas Canouet - Loula Fezoui - Serge Pipernosi et seulement si �2  12 + �24 !� �+ 13 � �212 = 0; (9)où � = �t �p�x�2 +�y�2 +�z�2 = p3�t=�x.Preuve :On 
onsidère une grille régulière telle que �x = �y = �z. On 
her
he une solution dus
héma GP sous la forme d'une onde plane de ve
teur d'onde 
olinéaire à t(1;1;1) soit :8<: Hn+12j;m;p = H0ei(!(n+ 12 )�t+p3k�x(j+m+p))Enj;m;p = E0ei(!n�t+p3k�x(j+m+p)):Quelques notations :Vn = 0B� Hn+12j;m;pEnj;m;p 1CA ;8>>>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>>>:
a = i sin(p3k�x)�xb = �2 �1� 
os(p3k�x)�
 = 3�x2 �2
os(p3k�x)� 2�d = �3�i sin(p3k�x)�x , A =

0BBBBBBBBBBBBBB�
0 0 0 a 0 b �a 0 �b0 0 0 0 0 0 �
 0 �d0 0 0 
 0 d 0 0 0�a 0 �b 0 0 0 a b 00 0 0 0 0 0 
 d 0�
 0 �d 0 0 0 0 0 0a b 0 �a �b 0 0 0 00 0 0 �
 �d 0 0 0 0
 d 0 0 0 0 0 0 0

1CCCCCCCCCCCCCCA et
P =  0 AtA 0 ! :Vn véri�e alors : 2i�t sin�!�t2 �Vn = PVn:On 
her
he à 
al
uler les valeurs propres de P a�n d'obtenir une relation de dispersiondis
rète. A l'ordre 1, on obtient les 18 valeurs propres suivantes :8>>>>><>>>>>: ik (multipli
ité 2)�ik (multipli
ité 2)0 (multipli
ité 2)ip3�k (multipli
ité 6)�ip3�k (multipli
ité 6)Supposons � 6= �1=p3. Les deux seules valeurs propres 
onsistantes sont 
elles dont leterme d'ordre 0 est ik ou �ik. Un développement limité à l'ordre 2 sur 
es valeurs propres

INRIA



Galerkin Dis
ontinu pour Maxwell 3D sur des maillages non-
onformes 17nous permet d'é
rire la relation de dispersion dis
rète suivante :!2 = k2
2 + k4
4�x218  �22 + 3�2 � 6� + 23�2 � 1 !+O(�4):Le terme d'ordre 2 est don
 nul si et seulement si�2  12 + �24 !� �+ 13 � �212 = 0: (10)Le polyn�me (10) possède deux ra
ines (�1 � �2). On véri�e que 
es deux ra
ines sontréelles. De plus, si � 2 [0;1℄ alors �1 2 [1=3;1 � p3=3℄ et �2 2 [1;1 + p3=3℄. Ces deuxra
ines sont don
 di�érentes de �1=p3.Supposons à présent � = �1=p3. Les valeurs propres dont le terme d'ordre 0 est ip3�kou �ip3�k sont aussi 
onsistantes. La relation de dispersion dis
rète est alors :!2 = k2
2 + k4
4�x218  �22 +p3� 2!+O(�4):En au
un 
as le terme d'ordre 2 ne peut s'annuler. La relation de dispersion ne peut don
être véri�ée à l'ordre 4 lorsque � = �1=p3.4 Stratégie sur une grille ra�néeLe polyn�me (9) possède deux ra
ines réelles (�1 � �2) données par :8>>>>>><>>>>>>: �1(�) = 11 + �2=2 0�1�s4� 2�2 + �412 1A�2(�) = 11 + �2=2 0�1 +s4� 2�2 + �412 1A:On 
onstate numériquement sur une grille régulière que le s
héma GP est stable lorsque� � 1 et � = �1(�)� � 1=2 et � = �2(�):On 
onsidère à présent une grille orthogonale 
onstituée de 
ellules i de taille (�xi;�yi;�zi).On note : 8><>: dmin = mini q�x2i +�y2i +�z2idmax = maxi q�x2i +�y2i +�z2i :Nous avons les deux 
hoix suivants( �t = dmin� = �1(�t=dmax) ou ( �t = dmin=2� = �2(�t=dmax) :
RR n° 4750



18 Ni
olas Canouet - Loula Fezoui - Serge PipernoNous sommes ainsi assurés dans les deux 
as que sur la grille grossière, toute onde plane deve
teur d'onde 
olinéaire à t(1;1;1) solution du s
héma GP satisfait la relation de dispersionà l'ordre 4. Dans la grille �ne, la relation de dispersion est satisfaite à l'ordre 2. Pour � = �2et � = 1=2, 
e terme d'ordre 2 est majoré par :
2k4�x2min144 �1� 1r2� ; où r = �xmax�xmin :On rappelle que le s
héma de Yee véri�e aussi la relation de dispersion à l'ordre 2. Parexemple, pour une onde plane de ve
teur d'onde 
olinéaire à t(1;0;0), 
e terme d'ordre 2est donné par (� = 1) : 
2k4�x212 �p3� 1� :La méthode que nous proposons est don
 très peu dispersive.5 Résultats numériques dans le 
as mono-dimensionnelDans le 
as mono-dimensionnel, on montre que le s
héma GP véri�e la relation dedispersion à l'ordre 4 si et seulement si� = 4� �23�2 + 6 : (11)On a noté � = �t=�x. On 
onstate numériquement que le s
héma GP issu de la for-mule (11) est stable dès lors que � � 1. Des résultats numériques illustrent 
i-dessous 
espropriétés.5.1 Grille régulièreOn simule l'évolution d'un pulse 1D dans une 
avité métallique. On stoppe la simulationdès lors que le pulse a e�e
tué 10 allers-retours. On a représenté sur les �gures suivantes lasolution en espa
e d'un des 
hamps lorsque le 
al
ul est terminé. On montre sur la �gure(1) la solution obtenue par Galerkin P1 (� = 1). pour le CFL maximal (qui est dans
e 
as égal à 1=2). Les phénomènes de dispersion apparaissent 
lairement. Pour le mêmeCFL (�gure 2), la solution obtenue par GP ne présente pas de dispersion. On montre surla �gure (3) la solution obtenue par GP lorsque le CFL est égal à 1. La solution est ànouveau de très bonne qualité. Ainsi, sur des grilles régulières 1D, la pondération des �uxnous permet de réduire 
onsidérablement les phénomènes de dispersion tout en disposantd'une 
ondition de stabilité deux fois moins restri
tive.5.2 Un 
as hétérogèneOn simule la propagation d'un pulse dans un milieu hétérogène. Le pulse est initialisédans le vide (� = �0) et se propage vers le matériau (� = 20�0). Le paramètre � est 
hoiside manière à satisfaire la relation de dispersion à l'ordre 4 dans le matériau. Malgré le fortsaut d'indi
e, la solution obtenue (�gure 4) se 
ompare parfaitement à la solution exa
te.Le maillage 
orrespond à trente points dans le support de la gaussienne. La méthode GPest don
 à même de traiter de fortes hétérogénéités. INRIA
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Fig. 1 � Galerkin P1 (� = 1) / CFL = 12
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Fig. 2 � Galerkin Pondéré / CFL = 12 �� = 59�
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Fig. 3 � Galerkin Pondéré / CFL = 1 �� = 13�
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Materiau Vide
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Fig. 4 � Propagation d'un pulse dans un matériau : � = 20�05.3 Un exemple de ra�nement : 
ou
hes min
es de matériauxOn propose de simuler la propagation d'un pulse dans un domaine 
onstitué de vide etde deux 
ou
hes min
es de matériau (�gure 5). La taille du domaine est 4 mètres. L'épais-seur de 
ha
une des 
ou
hes est de 2 
entimètres. La permittivité du premier matériauest � = 50�0 et 
elle du se
ond est � = 100�0. On stoppe la simulation à t = 6;7 ns. Les�gures suivantes montrent la solution en espa
e du 
hamp E à la �n du 
al
ul. La �nessede 
ha
une des 
ou
hes nous in
ite à ra�ner lo
alement le maillage autour des 
ou
hes. La�gure 6 montre qu'on obtient de très bons résultats ave
 le s
héma Galerkin Pondéré ave
un maillage 
omposé de 300 points (dont 100 points sur la grille �ne autour des 
ou
hesde matériaux). La solution est 
omparée à une solution de référen
e obtenue par le s
hémade Yee ave
 20000 points.Le s
héma VFC peut aussi traiter 
e type de problème en utilisant des grilles ra�nés.On 
onsidère maintenant un maillage deux fois plus �n (soit 600 points) que 
elui utilisépré
édemment. Le nombre de degré de liberté est alors le même que pré
édemment (les
héma GP requiert en 1D deux fois plus de ddl que le s
héma VFC). La �gure 7 montreque les résultats obtenus sont bien moins bons que 
eux obtenus ave
 la méthode GalerkinPondéré. On obtient des résultats de qualité similaire ave
 le s
héma VFC lorsque la grilleest 
onstituée de 1500 points (dont 500 sur le grille �ne).La �gure 8 montre en�n le résultat obtenu ave
 le s
héma de Yee sur une grille uniformede 600 points. La grille est 
lairement trop grossière. Pour obtenir des résultats de qualitééquivalente à 
eux du s
héma GP, 5000 points sont né
essaires. Le tableau 2 montre les
oûts de 
es di�érentes appro
hes pour une qualité de résultats équivalente. Pour 
e typede simulation, la méthode Galerkin Pondéré est la plus performante.6 Résultats numériques dans le 
as tri-dimensionnel6.1 Grilles régulièresOn simule l'évolution du mode propre (1,1,1) dans une 
avité métallique 
ubique mailléede manière uniforme. Le CFL est i
i égal à 1=4. On obtient des résultats identiques pourd'autres valeurs du CFL. La simulation porte sur 45 périodes. On montre l'évolution en
INRIA
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es : diagramme de la simulation
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Fig. 6 � Cou
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es / Solution en espa
e du 
hamp E à t = 6;7 ns : Galerkin pondéréet maillage ra�né (300 points)
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Fig. 8 � Cou
hes min
es : / Solution en espa
e du 
hamp E à t = 6;7 ns : S
héma de Yee(600 points) Nbr de 
ellules Nbr ddl Itérations en temps Temps CPU (se
)GP (maillage ra�né) 300 1200 3124 0,6VFC (maillage ra�né) 1500 3000 3518 1,6Yee 5000 10000 2525 3,9Tab. 2 � Coût des méthodes en 1D pour une pré
ision identiquetemps de la 
omposante Ez en un point de la grille zoomée sur les 5 dernières périodes. La�gure 9 montre les résultats obtenus pour les deux valeurs possibles de � sur un maillageà 7 points par longueur d'onde. Les résultats sont bien meilleurs pour � = �2. Lorsque lemaillage est plus �n (14 points par longueur d'onde), les résultats (�gure 10) sont alorstout à fait 
omparables. La dispersion est dans les deux 
as très faible.6.2 Grilles non-
onformesOn présente i
i des résultats numériques sur des grilles non-
onformes pour les deuxvaleurs possibles de �. On parlera de ra�nement 1:n lorsque le rapport entre la grillegrossière et la grille �ne est n. La �gure 11 montre un exemple de ra�nement 1:2 non-
onforme. On simule l'évolution d'un mode propre dans une 
avité métallique. Le maillagede la 
avité est ra�né au milieu de manière non-
onforme. Le taux de ra�nement est 4.La simulation porte sur 45 périodes. On montre l'évolution en temps sur les 5 dernièrespériodes de la 
omposante Ez.Les résultats de la �gure 12 sont 
eux obtenus lorsque le maillage de la grille grossière
orrespond à 8 points par longueur d'onde. Comme dans le 
as uniforme, les résultatssont meilleurs lorsque � = �2. On rappelle que 
e 
hoix né
essite l'emploi d'un pas detemps deux fois plus petit que 
elui utilisé lorsque � = �1. Le temps de 
al
ul est alorsdeux fois plus long. Lorsque la grille grossière est maillée à 16 points par longueur d'onde(�gure 13), les résultats pour les deux valeurs de � sont très pro
hes. La dispersion est
INRIA



Galerkin Dis
ontinu pour Maxwell 3D sur des maillages non-
onformes 23

-0.3

-0.2

-0.1

0

0.1

0.2

0.3

45 46 47 48 49 50

’Galerkin Pondere’
’Solution exacte’

(a) � = �1 -0.3

-0.2

-0.1

0

0.1

0.2

0.3

45 46 47 48 49 50

’Galerkin pondere’
’Solution exacte’

(b) � = �2Fig. 9 � Composante Ez : évolution en temps / Maillage : �=7
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(b) � = �2Fig. 10 � Composante Ez : évolution en temps / Maillage : �=14parfaitement maîtrisée. On a représenté (�gure 14) l'énergie au 
ours du temps pour lasimulation relative à la �gure 13. Comme prévu, l'énergie est parfaitement 
onservée surdes maillages non-
onformes.Le 
hoix de la valeur de � dépend don
 du problème que l'on a traiter. Supposons quel'on ait à traiter un �l d'épaisseur 0,6mm ave
 une longueur d'onde � de 30
m. Le pasd'espa
e imposé par la taille du �l sera don
 de �=500. Si on utilise un ra�nement 1:10,le pas d'espa
e de la grille grossière sera �=50. Le maillage de la grille grossière sera don
su�samment ��n� pour obtenir de très bons résultats ave
 � = �1. Si 
omme sur la �gure12, la grille grossière est trop �grossière� (moins de 8 points par longueur d'onde), il faut
hoisir � = �2. Le nombre d'itérations en temps est alors deux fois plus grand.
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Fig. 11 � Ra�nement 1:2 non-
onforme
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(b) � = �2Fig. 12 � Composante Ez : évolution en temps / Ra�nement 1:4 / Maillage : �=86.3 Évolution d'un mode propre sur une grille fortement ra�néeOn présente i
i les résultats obtenus pour un mode propre (1,1,1) sur une grille ra�nénon-
onforme où le taux de ra�nement est 10. Le maillage de la grille grossière est de17 points par longueur d'onde. Celui de la grille �ne 
orrespond alors à 170 points parlongueur d'onde. Nous avons 
hoisi � = �2. Le CFL vaut don
 1=2. La simulation eststoppée après 90 périodes. Il s'agit don
 d'une simulation en temps long. Bien que le tauxde ra�nement soit élevé, les solutions obtenues ne sont pas dispersées (�gure 15). La �gure16 montre une 
oupe du 
hamp Ez à la �n du 
al
ul projeté sur la grille grossière. Lasolution 
al
ulée se 
ompare très bien à la solution exa
te.
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(b) � = �2Fig. 13 � Composante Ez : évolution en temps / Ra�nement 1:4 / Maillage : �=16

0.124915

0.124916

0.124917

0.124918

0.124919

0.12492

0.124921

0.124922

0.124923

0.124924

0.124925

0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50

Energie

Fig. 14 � Energie au 
ours du temps pour le ra�nement 1:4

-0.3

-0.2

-0.1

0

0.1

0.2

0.3

95 96 97 98 99 100

Galerkin Pondere
Solution exacte

Fig. 15 � Champ Ez : évolution en temps / Zoom sur les 
inq dernières périodes / Ra�-nement 1:10RR n° 4750
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Galerkin Pondere Solution exacte

Fig. 16 � Champ Ez 
al
ulé (gau
he) et exa
t (droite) sur le plan d'équation x+y+z = 3=2/ Ra�nement 1:10
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lusionNous avons présenté une nouvelle méthode de Galerkin Dis
ontinu 
apable de trai-ter les équations de Maxwell tridimensionnelles sur des maillages orthogonaux 
onformesou non-
onformes. La 
onservation d'un équivalent dis
ret de l'énergie éle
tromagnétiquenous assure la stabilité du s
héma. Malgré la présen
e de trois fois plus de degrés de li-berté que le s
héma de Yee, les forts taux de ra�nements autorisés rendent la méthodeattrayante. Néanmoins, la version présentée i
i n'a été validée en 3D que sur le 
as du modepropre dans une 
avité métallique. La 
onnaissan
e de la solution exa
te nous a permis demontrer le 
ara
tère peu dispersif du s
héma sur des grilles fortement ra�nées. Des tests
omplémentaires restent don
 à réaliser pour valider totalement la méthode.
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