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Résumé : Nous proposons ii une méthode d'adaptation dynamique de maillage pour la ré-solution d'équations hyperboliques, linéaires ou non, stationnaires ou non, en une dimensiond'espae. Pour e faire, nous ouplons deux approhes souvent alternatives dans la littéra-ture : l'une repose sur des maillages mobiles à topologie onstante, l'autre onsiste à ra�ner,voire déra�ner, loalement et dynamiquement le maillage. Cette alliane vient ompléterun shéma numérique, fondé sur des formulations en volumes �nis des lois de onservation,érites sur un maillage variable (mobile et à topologie éventuellement variable) ave des �uxnumériques de type Godunov.Mots-lés : loi de onservation hyperbolique, volumes �nis, maillage mobile, adaptation.
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Dynami adaptation of gridfor one-dimensional hyperboli onservation lawsAbstrat: In this paper, we develop a dynami self-adaptative mesh method for solvinghyperboli linear or non-linear equations in one spae dimension. This method is based ontwo approahes: the �rst relies on a moving mesh proess without hanging mesh topology,the seond onsists in loal and dynamial grid re�nement-dere�nement. We employ a �nitevolume sheme based on variable grids (moving and re�ned) with numerial Godunov-type�ows.Key-words: hyperboli onservation laws, �nite volume, moving mesh, adaptation.



Adaptation dynamique 3IntrodutionNous présentons ii une méthode d'adaptation dynamique de maillage pour la résolu-tion d'équations hyperboliques, éventuellement non-linéaires, en une dimension. Nous nousintéressons notamment au problème de Cauhy suivant :� ut + f(u)x = 0u(x;0) = u0(x) ; (1)où u(x;t) est une fontion salaire, f une fontion de lasse C1, u0 désigne la donnée initiale,a � x � b et t � 0. Les indies x et t représentent respetivement des dérivations en espaeet en temps.Les problèmes onrets en Méanique des Fluides presrivent souvent un maillage trèsra�né dans ertaines zones : près des disontinuités, dans les régions importantes de l'éou-lement. Suivant l'étendue de es dernières, en général plus onséquente pour les éoulementsinstationnaires que stationnaires, le oût de alul s'avère parfois prohibitif. Il semble alorsnaturel d'adapter dynamiquement le maillage à la solution a�n de le réduire.La littérature distingue sur le thème de l'adaptation deux philosophies. La première résidedans des remaillages intermédiaires ave extrapolation en général non onservative [7, 28℄.Dans la seonde, le nouveau maillage résulte de rénovations de l'anien via deux optionssouvent alternatives, que sont le maillage mobile et le ra�nement-déra�nement. Suivant lapremière option, les n÷uds du maillage bougent de manière à migrer dans les régions de fortesativités. Pour e faire, nous disposons de divers outils. Selon P.A. Gno�o [11℄, J.T. Batina [1℄et B. Palmerio [24, 25℄, sur haque n÷ud s'exere une fore virtuelle, qui dépend des n÷udsvoisins et qui l'inite à se déplaer dans une diretion. E. Dorfy et L. Drury [8℄, W. Huang etR.D. Russell [17, 18℄ puis aompagnés par Y. Ren [16℄, modélisent le mouvement du maillagepar une équation aux dérivées partielles, ommunément appelée MMPDE (Moving MeshPartial Di�erential Equation). Malgré la diversité des tehniques proposées, nous déelonsun point ommun, moteur de ette démarhe : le prinipe d'équidistribution. Le maillageest don le fruit de l'équidistribution d'une fontion de ontr�le M . Elle est fréquemmenthoisie pour mesurer l'erreur numérique entre la solution approhée et la solution exate.Elle peut toutefois aratériser d'autres grandeurs mathématiques, omme par exemple legradient. A l'inverse de la première option, la proédure de ra�nement-déra�nement in�uesur le nombre de points de la disrétisation spatiale. Un ritère, souvent motivé par uneestimation de l'erreur, déide de l'ajout ou de la suppression des n÷uds [5, 21℄. L'ajout depoints orrespond à une volonté de ra�ner loalement. La suppression permet de réduire lenombre de points "inutiles". Rapidement des variantes ont vu le jour. Nous pouvons iterN. Maman [22℄ ainsi que F. Benkhaldoun, T. Fernandez, B. Larrouturou et P. Leyland [2℄,qui opèrent des ra�nements hiérarhiques sur des maillages non-struturés, ou enore M.J.Berger ave A. Jameson [3℄ ou J. Oliger [4℄, qui ra�nent non seulement en espae maiségalement en temps des maillages struturés.Notre objetif, outre e rapport, est de simuler des phénomènes d'interation �uide-struture. Ils mettent en jeu une struture mobile et un �uide, en éoulement autour ouRR n° 4696



4 Mériaux&Pipernoontre une partie de la struture. Pour des problèmes où le mouvement de maillage estune néessité, il serait évidemment judiieux de pro�ter du déplaement du maillage pourl'adapter. La littérature sur la simulation numérique des interations �uide-struture s'ap-puie ainsi très majoritairement sur des maillages mobiles à topologie onstante [1, 9, 12, 19℄.Nous adoptons également ette démarhe à l'originalité près que nous la ouplons ave uneproédure dynamique de ra�nement-déra�nement spatial. Cette alliane vient ompléterun shéma numérique, fondé sur des formulations en volumes �nis des lois de onservation,érites sur un maillage variable ave des �ux numériques de type Godunov [23℄. L'adjon-tion de l'adaptation au shéma numérique se traduit mathématiquement par di�érentestehniques. Chaune d'elles souligne plus ou moins l'interation entre le maillage et la solu-tion. Une approhe rigoureuse onsiste à onsidérer le maillage omme une des inonnues dusystème disret à résoudre [10, 16℄. Néanmoins, déterminer simultanément le maillage et lasolution est une démarhe extrêmement omplexe. Une première di�ulté réside dans l'aug-mentation onsidérable du nombre de variables. A ette remarque, s'ajoute la non-linéaritédu système, et e, même si la loi de onservation est linéaire. Pour des raisons de simpliité,nous envisageons une approhe di�érente, qui dissoie la détermination du maillage de larésolution de l'équation hyperbolique. Dans un premier temps, nous ontentant du maillageet de la solution ourants, nous herhons le nouveau maillage. Connaissant son évolutionentre deux instants suessifs, nous appliquons ensuite le shéma numérique.Le plan de e rapport est le suivant. Dans un premier temps, nous présentons l'extensionde la méthode de Godunov au maillage mobile pour des lois de onservations salaires enune dimension d'espae. Nous nous intéressons en partiulier à la résolution numérique del'équation d'advetion et de Burgers.Dans la deuxième partie, nous intégrons le shéma dans un ode de volumes �nis, où lesn÷uds se déplaent de manière automatique.A e dernier, nous gre�ons ensuite une proédure de ra�nement-déra�nement spatialet nous nous remémorons le shéma érit en topologie variable, étudié dans un préédentrapport [23℄. Les troisième et quatrième setions sont onsarées respetivement à l'additionet à la soustration de points.1 Le shéma numériqueDans ette setion, nous présentons l'adaptation de la méthode de Godunov au maillagemobile pour la résolution d'équations hyperboliques en une dimension d'espae. Nous dis-tinguons entre autres, l'advetion linéaire ( 2 R) :ut + ux = 0 ; (2)et l'équation de Burgers, non-linéaire :ut +�u22 �x = 0 : (3)
INRIA



Adaptation dynamique 51.1 Méthode des volumes �nisPour résoudre numériquement (1), nous hoisissons une formulation en volumes �nis.Le prinipe fondamental, présenté sur la Figure 1, est le suivant : le domaine spatial estpartitionné à tout instant t en ellules, dé�nies en une dimension d'espae parCi(t) = hxi� 12 (t);xi+ 12 (t)i où xi+ 12 (t) = xi(t) + xi+1(t)2 :Les n÷uds xi(t) sont supposés onnus pour tout i 2 Z et pour tout t � 0. Nous onsidéronsque la solution est onstante sur es ellules. Ainsi, les inonnues numériques uni représententdes approximations à l'instant tn de la moyenne de la solution inonnue u sur la elluleCni = Ci(tn), soit uni � 1�xni ZCni u(x;tn)dx ;ave �xni = xni+ 12 � xni� 12 � xi+ 12 (tn)� xi� 12 (tn) > 0 : (4)
tnt
n+1

������ CCCCCCCCCCCCrxni� 12 rxni+ 12 rxni+ 32
rxn+1i� 12 rxn+1i+ 12 rxn+1i+ 32V n+ 12i V n+ 12i+1

Fig. 1 � Prinipe des formulations en volumes �nis.Nous supposons également _xi = �xi(t)�t = onstante 8i 2 Z et 8t 2 [tn;tn+1℄. Cettehypothèse, ouplée à la ontrainte de non-retournement des ellules (4), nous garantit quele volume V n+ 12i est un trapèze. Finalement, nous intégrons l'équation de onservation (1)sur haque volume V n+ 12i . Nous obtenons alorsRCn+1i u(x;tn+1)dx � RCni u(x;tn)dx+ R tn+1tn �f(u(xi+ 12 (t);t)) � !n+ 12i+ 12 u(xi+ 12 (t);t)� dt = 0 ;� R tn+1tn �f(u(xi� 12 (t);t)) � !n+ 12i� 12 u(xi� 12 (t);t)� dtoù !n+ 12i+ 12 = xn+1i+ 12 � xni+ 12�tn et �tn = tn+1 � tn:!n+ 12i+ 12 représente la vitesse moyenne entre les instants tn et tn+1 du point xi+ 12 (t).RR n° 4696



6 Mériaux&Piperno1.2 Shéma onservatifNous utilisons alors un shéma dit onservatif, qui s'érit sous la forme :�xn+1i un+1i ��xni uni�tn + �ni+ 12 � �ni� 12 = 0 :Le �ux numérique �ni+ 12 approhe l'intégrale du �ux de la ellule Ci(t) vers la ellule Ci+1(t)au ours du pas de temps �tn. En général, il est donné par�ni+ 12 = �(uni ;uni+1;!n+ 12i+ 12 ) ;où la fontion � est une fontion de �ux numérique.Pour plus de lisibilité, dans la suite de e rapport, nous omettons les termes exponentielsquand nous évoquons �ni+ 12 et !n+ 12i+ 12 .1.3 Méthode de GodunovLa méthode de Godunov en maillage mobile [15℄ est un shéma en volumes �nis onser-vatif dont le �ux numérique s'appuie sur un solveur de Riemann exat, 'est-à-dire sur le �uxen haque interfae des solutions exates aux problèmes de Riemann loaux. La fontion de�ux numérique s'érit alors�G(ug;ud;!) = f(SR(!;ug;ud))� !SR(!;ug;ud) ; (5)où SR(x=t;ug;ud) est la valeur en (x;t) de la solution autosimilaire du problème de Riemanndont les états à gauhe et à droite sont ug et ud. Par exemple, pour l'équation d'advetion(2), le �ux de Godunov est donné par�G(ug ;ud;!) = (� !)+ug + (� !)�ud (6)ave� (� !)+ = max(� !;0)(� !)� = min(� !;0) ;et nous prenons pour �ux numérique en haque interfae�i+ 12 = �G(uni ;uni+1;!i+ 12 ) :Une simple analyse montre que e shéma expliite est TVD (Total Variation Diminishing)[13, 14℄ sous la ondition de type CFL :8i 2 Z; �tn�xn+1i h(� !i� 12 )+ � (� !i+ 12 )�i � 1 :Cette propriété signi�e qu'un shéma ne rée pas d'extremum loal, il véri�e don le prinipedu maximum et n'osille pas près des disontinuités. Nous remarquons que ette onditionde stabilité va se révéler extrêmement restritive sur le pas de temps �tn dès que nousutiliserons des maillages ra�nés. INRIA



Adaptation dynamique 71.4 Shéma loalement impliite en tempsPour s'a�ranhir de es restritions, nous onsidérons un shéma onservatif�xn+1i un+1i ��xni uni�tn + �i+ 12 � �i� 12 = 0 ; (7)où le �ux numérique est donné par�i+ 12 = �(un+�ii ;un+�i+1i+1 ;!n+ 12i+ 12 ) : (8)Dans l'équation préédente, les variables un+�ii sont des inonnues dépendant des grandeursuni et un+1i , et sont déterminées en introduisant les notations suivantes :8i; �xn+�ii = (1� �i)�xni + �i�xn+1i ; (9a)8i; �xn+�ii un+�ii = (1� �i)�xni uni + �i�xn+1i un+1i : (9b)Si (8i; �i = 0), nous retrouvons le shéma expliite en temps, qui a fait l'objet de la setionpréédente. Dès que (9i j�i 6= 0), le shéma est impliite.Dans un premier temps, sur l'exemple de l'équation d'advetion(2), nous justi�ons l'uti-lisation d'un tel shéma par un théorème de stabilité. Nous rappelons ensuite les fondementsde la onstrution d'un shéma impliite linéarisé pour l'équation de Burgers (3). Pour uneétude plus détaillée, nous renvoyons le leteur à [23℄.1.4.1 Équation d'advetionNous appliquons ii le shéma (7-8) muni de la fontion de �ux numérique (6) à l'équationd'advetion. E�etuant les opérations suivantes :� (1� �i)� (7) + �i�xn+1i un+1i��i � (7) + (1� �i)�xni uni ;nous trouvons un+1i = un+�ii + (1��i)�tn�xn+1i h(� !i+ 12 )� �un+�ii � un+�i+1i+1 �+ (� !i� 12 )+ �un+�i�1i�1 � un+�ii �i ;uni = un+�ii � �i�tn�xni h(� !i+ 12 )� �un+�ii � un+�i+1i+1 �+ (� !i� 12 )+ �un+�i�1i�1 � un+�ii �i :A�n de déterminer un+1i , il nous faut onnaître les valeurs un+�ii . Or, d'après la deuxièmeégalité, un+� = (un+�ii )i est solution d'un système linéaire Aun+� = un. Le système se réduiten fait aux points où �i 6= 0. Nous observons également que la matrie A est à diagonale
RR n° 4696



8 Mériaux&Pipernostritement dominante [23℄. Nous utilisons alors une méthode de relaxation pour inverser lesystème, omme par exemple la méthode de Jaobi.L'intérêt de e shéma, loalement impliite, réside dans le théorème suivant, dont ladémonstration se trouve dans le rapport [23℄.Théorème 1 Sous la ondition8n; 8i; �tn "(� !i� 12 )+ (1� �i)�xn+1i � (� !i� 12 )� (1� �i�1)�xn+1i�1 # � 1 ; (10)le shéma mixte (7-8-6) est TVD.Les problèmes de stabilité liés aux mailles les plus petites pourront alors être évités enprenant �i = 1 sur es ellules.1.4.2 Équation de BurgersPour l'équation de Burgers, les seules solutions entropiques bornées d'un problème deRiemann sont les suivantes :ho ug > ud : u(x;t) = � ug si xt < ug+ud2ud si xt > ug+ud2 ;détente ug < ud : u(x;t) = 8<: ug si xt < ugxt si ug < xt < udud si xt > ud :Ainsi, le �ux de Godunov (5) s'érit�G(ug ;ud;!) = 12 max�(ug � !)+2 ;(ud � !)�2�� 12!2 : (11)Si nous appliquons le shéma (7-8) muni de la fontion de �ux numérique (11) à l'équation deBurgers, nous sommes onfrontés à la résolution d'un système non-linéaire. A�n de revenirà un système linéaire, nous onstruisons un shéma impliite linéarisé. Pour e faire, nousremplaçons dans (7) le �ux numérique (8) par�i+ 12 = �(uni ;uni+1;!i+ 12 ) + �0u(uni ;uni+1;!i+ 12 )(un+�ii � uni )+ �0v(uni ;uni+1;!i+ 12 )(un+�i+1i+1 � uni+1) ;où �0u(u;v;!) et �0v(u;v;!) désignent respetivement les dérivées par rapport à u et v de�(u;v;!), ou des approximations de es dérivées si la fontion de �ux numérique � n'est pasdérivable [23℄.Dans la setion suivante, nous fournissons au shéma une gestion automatique du mou-vement du maillage. Dans e même soui d'auto-adaptation, nous nous intéressons ensuiteà l'addition et à la soustration loales de points et verrons omment étendre le shémapréédemment étudié au maillage à topologie variable. A�n d'illustrer l'e�aité de haqueproédé, nous aompagnons haque setion de résultats numériques sur les exemples del'équation d'advetion et de Burgers. INRIA



Adaptation dynamique 92 Maillage mobile auto-adaptatifNous tentons ii de répondre à la question: "Comment faire bouger les n÷uds du mail-lage?". Malgré la multipliité des tehniques proposées, nous déelons un point ommun,moteur de ette démarhe : le prinipe d'équidistribution.Dans le but d'en donner une interprétation mathématique, nous introduisons un hange-ment de oordonnées spatiales. Notons N +1 le nombre de points de disrétisation spatiale.Les oordonnées physiques sont toujours notées xi(t). Les oordonnées du domaine �tif sontnotées �i = iN . Nous dé�nissons le hangement de variables des oordonnées �tives versles oordonnées physiques par xi(t) = x(�i;t). La transformation x(�;t) satisfait le priniped'équidistribution si Z x(�;t)a M(s;t)ds = � � Z ba M(s;t)ds : (12)La fontion M(x;t) > 0 est appelée fontion de ontr�le. La distribution des points reposefortement sur le hoix de ette fontion. Elle mesure fréquemment, en théorie, l'erreur entrela solution approhée et la solution exate. Elle peut toutefois aratériser d'autres grandeursmathématiques. Un hoix usuel onsiste à prendreM =p1 + juxj2 ;a�n de analiser les n÷uds dans les régions de forts gradients. Néanmoins, leur onentrationse révèle parfois exessive. Il est alors onseillé d'utiliser une version régularisée, omme parexemple M =r1 + 1� juxj2 : (13)L'introdution du paramètre � > 0 permet de jouer sur l'intensité de la onentration nodale.W. Huang, Y. Ren et R.D. Russell [16℄ modélisent le mouvement du maillage par uneéquation aux dérivées partielles, ommunément appelée MMPDE (Moving Mesh PartialDi�erential Equation), obtenue en dérivant par rapport à t et/ou par rapport à �, la relationd'équidistribution (12). Ils déterminent ainsi de nombreuses MMPDEs, parmi lesquellesMMPDE1 ��� �M � _x���+ ��� ��M�� _x� = � ��� ��M�t �x��� ;ou enore MMPDE4 ��� �M� _x��� = �1� ��� �M �x��� :Le paramètre � peut être onsidéré omme un paramètre de relaxation temporelle. A titreindiatif, MMPDE7��� �M� _x���� 2 ��� �M �x��� � _x�� =�x�� = �1� ��� �M�x���orrespond à la méthode de E. Dorfy et L. Drury [8℄.RR n° 4696



10 Mériaux&PipernoUne fois la MMPDE hoisie, ils la disrétisent. Ils obtiennent ainsi un système d'équa-tions non-linéaires, qui dépend naturellement des grandeurs xn+1i , mais aussi des inonnuesun+1i en raison de la disrétisation de M . A�n de déterminer simultanément le maillageMn+1 et la solution un+1, ils ouplent e système aux équations issues du shéma numé-rique, ii aux équations (7-8). Ce proédé, d'une extrême rigueur, souligne la forte interationentre le maillage et la solution. Sa mise en oeuvre s'avére néanmoins omplexe. Une premièredi�ulté réside dans l'augmentation onsidérable du nombre de variables. D'autre part, l'ex-périene montre un usage fréquent de shémas temporels totalement impliites, 'est-à-dire�i = 1 8i dans (9). A es remarques, s'ajoute la non-linéarité du système, et e, même si la loide onservation est linéaire. Nos e�orts pour onserver une démarhe linéaire, en partiulierla onstrution du shéma impliite linéarisé pour l'équation de Burgers, deviennent alorsinutiles.Pour des raisons de simpliité, nous souhaitons dissoier la détermination du maillage dualul de la solution. A e stade de notre étude, nous disposons uniquement des grandeurs àl'instant tn. Une méthode simple onsiste à adapter le maillageMn+1 à la solution ouranteun. Pour e faire, nous adoptons le point de vue de J.T. Batina [1℄ et de B. Palmerio[24, 25℄, onnu dans la littérature sous le nom de "spring analogy". Nous supposons quehaque sommet xni est onneté aux sommets voisins xnj par une fore, notée Fij . Le nouveaumaillage résulte de l'obtention de l'état d'équilibre, qui s'érit8i; Xjjxnj voisin de xni Fij = 0 :Ces équations o�rent une formulation di�érente du prinipe d'équidistribution. En e�et, àtravers la reherhe de l'état d'équilibre, nous herhons à équirépartir l'ensemble des forespour haque sommet. A�n d'atteindre et objetif, nous proposons une méthode itérative.Nous ommençons par initialiser les variables en posant8i; x(0)i = xni et u(0)i = uni :Dans le but d'équidistribuer la fontion de ontr�le (13), nous alulons itérativement l'en-semble des fores qui s'appliquent sur haque sommet x(k)i de la manière suivante :F (k)i = ��x(k)i+1 � x(k)i �2 + 1� �u(k)i+1 � u(k)i �2�� ��x(k)i � x(k)i�1�2 + 1� �u(k)i � u(k)i�1�2� :Notre intention est que pour tout i, F (k)i ! 0 quand k ! 1. Il faut en fait distinguerplusieurs as, suivant le signe de F (k)i .Cas où F(k)i > 0. Il semble logique que le déplaement du n÷ud x(k)i traduise une attiranevers x(k)i+1, et don un éloignement de x(k)i�1. Nous suggérons alors de poserx(k+1)i = x(k)i + � (k)i F (k)i ; INRIA



Adaptation dynamique 11où le paramètre � (k)i > 0 est déterminé à partir des équations suivantes :(i) �x(k)i+1 � x(k+1)i �2 + 1� �u(k)i+1 � u(k+1)i �2 = �x(k+1)i � x(k)i�1�2 + 1� �u(k+1)i � u(k)i�1�2 ;(ii) u(k+1)i = u(k)i + � (k)i F (k)i u(k)i+1 � u(k)ix(k)i+1 � x(k)i :L'équation (i) i-dessus signi�e que la valeur reherhée pour x(k+1)i est telle que la foreF (k)i alulée ave x(k+1)i à la plae de x(k)i est nulle. La seonde équation (ii) signi�e quela valeur u(k+1)i est simplement interpolée linéairement dans l'intervalle [x(k)i ;x(k)i+1℄ puisqueF (k)i > 0 et le point xi va se déplaer vers la droite.Après développement, nous trouvons simplement� (k)i = 12 x(k)i+1 � x(k)i1� �u(k)i+1 � u(k)i ��u(k)i+1 � u(k)i�1�+ �x(k)i+1 � x(k)i ��x(k)i+1 � x(k)i�1� :Proposition 1 Si F (k)i > 0, alors � (k)i > 0.Preuve : l'inégalité se véri�e aisément. Le numérateur étant positif, il nous faut démontrerque le dénominateur D(k)i l'est également. Nous avonsD(k)i = �x(k)i+1 � x(k)i ��x(k)i+1 � x(k)i�1�+ 1� �u(k)i+1 � u(k)i ��u(k)i+1 � u(k)i�1� ; (14)que nous pouvons enore érire sous la formeD(k)i = �x(k)i+1 � x(k)i ��x(k)i � x(k)i�1�+ 1� �u(k)i+1 � u(k)i ��u(k)i � u(k)i�1�+�x(k)i+1 � x(k)i �2 + 1� �u(k)i+1 � u(k)i �2 :Nous déduisons de l'information F (k)i > 0 queD(k)i > 12 ��x(k)i+1 � x(k)i�1�2 + 1� �u(k)i � u(k)i�1�2� > 0 :Cas où F(k)i = 0. Les fores étant identiques de part et d'autre du n÷ud x(k)i , nous proposonsde prendre x(k+1)i = x(k)i et u(k+1)i = u(k)i .
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12 Mériaux&PipernoCas où F(k)i < 0. Le traitement de e as est simlaire à elui du as F (k)i > 0. Nousl'obtenons par symétrie. Nous proposons les formules suivantes : si F (k)i < 0, nous posons(i) x(k+1)i = x(k)i + � (k)i F (k)i ;(ii) u(k+1)i = u(k)i + � (k)i F (k)i u(k)i � u(k)i�1x(k)i � x(k)i�1 ;(iii) � (k)i = 12 x(k)i � x(k)i�11� �u(k)i � u(k)i�1��u(k)i+1 � u(k)i�1�+ �x(k)i � x(k)i�1��x(k)i+1 � x(k)i�1� > 0 :Il nous faut désormais véri�er que les n÷uds x(k+1)i sont tels que x(k+1)i+1 �x(k+1)i > 0. Nousmultiplions alors � (k)i par un paramètre �, ompris entre 0 et 1. Expliitement, l'algortihmeglobal se résume ainsi : itérer(i) F (k)i = h(x(k)i+1 � x(k)i )2 + (u(k)i+1 � u(k)i )2=�i�h(x(k)i � x(k)i�1)2 + (u(k)i � u(k)i�1)2=�i ;(ii+) si F (k)i > 0;8><>: � (k)i = �2 x(k)i+1�x(k)i(u(k)i+1�u(k)i )(u(k)i+1�u(k)i�1)=�+(x(k)i+1�x(k)i )(x(k)i+1�x(k)i�1)u(k+1)i = u(k)i + � (k)i F (k)i (u(k)i+1 � u(k)i )=(x(k)i+1 � x(k)i ) ;(ii�) si F (k)i < 0;8><>: � (k)i = �2 x(k)i �x(k)i�1(u(k)i �u(k)i�1)(u(k)i+1�u(k)i�1)=�+(x(k)i �x(k)i�1)(x(k)i+1�x(k)i�1)u(k+1)i = u(k)i + � (k)i F (k)i (u(k)i � u(k)i�1)=(x(k)i � x(k)i�1) ;(ii0) si F (k)i = 0;8><>: � (k)i = 0u(k+1)i = u(k)i ;(iii) x(k+1)i = x(k)i + � (k)i F (k)i ;jusqu'à e que kx(k+1) � x(k)k < TOL. Nous herhons sous quelles onditions sur �, lesontraintes de non-retournement des ellules sont satisfaites. Nous pouvons montrer la pro-position suivante.Proposition 2 Si � � 12 , alors les ellules du maillage ne se retournent pas.Preuve : Pour la démonstration, nous di�érenions quatre as :1. si F (k)i � 0 et F (k)i+1 � 0, nous avons alors que x(k+1)i+1 � x(k+1)i � x(k)i+1 � x(k)i > 0 sansauune ondition supplémentaire sur �;2. si F (k)i � 0 et F (k)i+1 � 0, nous onstatons quex(k+1)i+1 � x(k+1)i � x(k)i+1 � x(k)i � � (k)i F (k)i : INRIA



Adaptation dynamique 13Remplaçant � (k)i par son expression, nous trouvons quex(k+1)i+1 � x(k+1)i � (x(k)i+1 � x(k)i )"1� �2 F (k)iD(k)i # ;où D(k)i > 0 est donné pas l'égalité (14). Etant donné que 0 � � � 1, nous remarquonsque x(k+1)i+1 � x(k+1)i � (x(k)i+1 � x(k)i )"1� 12 F (k)iD(k)i # :Or, nous avons 2D(k)i �F (k)i = �x(k)i+1 � x(k)i�1�2+ 1� �u(k)i+1 � u(k)i�1�2 > 0. Nous déduisonsde ette information que x(k+1)i+1 � x(k+1)i > 0 8�;3. Si F (k)i � 0 et F (k)i+1 � 0, un raisonnement similaire au préédent nous permet deonlure que x(k+1)i+1 � x(k+1)i > 0 sans auune ondition sur �;4. Nous nous situons ii dans le adre où F (k)i > 0 et F (k)i+1 < 0. Nous avons l'égalitésuivante : x(k+1)i+1 � x(k+1)i = x(k)i+1 � x(k)i + � (k)i+1F (k)i+1 � � (k)i F (k)i :Substituant � (k)i et � (k)i+1 par leur expression, nous obtenonsx(k+1)i+1 � x(k+1)i = �(x(k)i+1 � x(k)i );où � = 1 + �2 F (k)i+1D(k)i+1 � �2 F (k)iD(k)i : Or, nous avons � F (k)i+1D(k)i+1 < 2 et F (k)iD(k)i < 2. Il s'en suit que� > 1� 2�. La ondition � � 12 nous garantit dès lors que x(k+1)i+1 � x(k+1)i > 0.Dans la suite de e rapport, nous posons � = 12 . Rappelons ii que l'algorithme i-dessusremplit trois fontions :� équirépartition des points;� interpolation des valeurs de u au ours des itérations (es valeurs sont utilisées pourl'équidistribution des points, mais pas pour la résolution en temps de l'équation deonservation);� assurane de non-retournement des volumes �nis.Nous montrons sur la Figure 2 une mise en appliation de ette méthode, que nousnommons Spring en référene à "spring analogy". Sur le premier graphe sont représentés(x(0)i ;u(0)i ) pour i = 1 à 50. Les noeuds x(0)i sont répartis uniformément et u(0)i = u(x(0)i ) aveu(x) = 2� artan(x). Sur le deuxième graphe sont représentés (x(k)i ;u(k)i ) après onvergene del'algorithme dérit i-dessus. Il apparaît que les n÷uds tendent à se onentrer au voisinagede 0, région de forts gradients.RR n° 4696
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-10 -5 0 5 10Fig. 2 � Répartition des n÷uds générée par Spring ave � = 0:1.Après onvergene de l'algorithme, nous posons �nalement xn+1i = x(k)i pour tout i.Connaissant l'évolution du maillage entre deux instants suessifs, il nous reste à appliquerle shéma numérique pour aluler un+1. A�n d'illustrer son e�aité et l'impat de l'adap-tation sur e dernier, nous présentons quelques résultats numériques. Sur les �gures 3(a) et4(a), nous montrons une itération en temps du shéma (7-8) appliquée à l'équation d'ad-vetion ut = 0 ave respetivement � = 0:1 et � = 0:01 dans Spring. Pour haque �gure,nous avons représenté la solution initiale u0(x) = 2� artan(x) sur un maillage uniforme et lasolution à t = 0:1. Les �gures 3(b) et 4(b) représentent la taille des mailles à t = 0:1. Nousremarquons d'ores et déjà que plus � est petit, plus la onentration des n÷uds dans leszones déisives est élevée. D'autre part, nous observons, prinipalement sur la Figure 4(a),que la solution approhée est plus abrupte que la solution initiale. Ce phénomène s'expliquepar le fait que les n÷uds se déplaent dans un soui d'équidistribution de la fontion deontr�le M . La vitesse du maillage ne orrespond pas alors à la vitesse du �ux, qui dans eas préis est nulle puisque  = 0. A�n d'atténuer ette di�érene, nous évitons de hoisirle paramètre � trop petit et proposons de prendreM0 préalablement adapté à la solutioninitiale u0.Nous onsidérons désormais l'équation d'advetion (2) ave  = 1. Sur la Figure 5(a),nous montrons la solution initiale et la solution à t = 2, générée par le shéma numérique(7-8) en prenant un pas de temps �tn onstant au ours du temps, égal à 0:1. Nous évitonsles restritions sur le pas de temps �tn imposées par les onditions de type CFL (10), enposant �i = 1 pour tout i. La solution exate de ette équation étant u(x;t) = u0(x � t),l'évolution du maillage, représentée sur la Figure 5(b), semble satisfaisante. Néanmoins, pourdes solutions moins régulières, e proessus peut fournir un maillage ra�né dans des régionsimportantes pour un mais sans interêt pour un+1. Nous déduisons de ette expliation ladi�usion numérique observée sur la Figure 6, où la donnée initiale est la fontion de Heaviside.Cette di�usion pourrait être éliminée en ra�nant plus abondamment dans une zone assezlarge. Pour ela, il su�rait de propager les hautes valeurs de la fontion de ontr�le M surune ertaine "épaisseur".
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Solution t=0 
Solution t=2 Fig. 6 � Solutions à t = 0 et à t = 2.A�n d'éviter e déalage, J.M. Stokie, J.A. Makenzie et R.D. Russell [27℄ proposentd'adapter le maillageMn+1 à eun+1, prédition de la solution reherhée un+1. Ils suggérentalors l'algorithme suivant :Moving Mesh Algorithm :1. n = 0;2. u0 etM0, les données initiales, représentent la solution et le maillage à t = 0;3. Itérations sur n(a) m = 0;(b) xn+1;0i = xni +�tn!ni tel que xn+1;0i �xn+1;0i�1 > 0 (Par exemple, xn+1;0i = xni );() Appliquer le shéma numérique �! un+1;0i ;(d) Itérations sur mi. Adapter le maillage à la solution ourante un+1;mi (a l'aide, par exemple,de l'algorithme Spring) �! xn+1;m+1i ;ii. Appliquer le shéma numérique ave!i+ 12 = xn+1;m+1i+ 12 � xni+ 12�tnet xn+1;m+1i+ 12 = 12 (xn+1;m+1i + xn+1;m+1i+1 ).�! un+1;m+1i ;iii. Si kxn+1;m+1 � xn+1;mk > TOL alors m m+ 1 et poursuivre en 3d;(e) xn+1i = xn+1;m+1i et un+1i = un+1;m+1i ;4. n n+ 1 et poursuivre en 3.
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Adaptation dynamique 17A haque itération en temps, et algorithme a reours au minimum deux fois au shémanumérique: une fois pour l'étape de prédition, une deuxième fois pour le alul de la solutionà l'instant tn+1. Sans remettre en ause l'e�aité de la méthode, nous raignons un oûtélevé en deux et trois dimensions. Nous envisageons, de e fait, une approhe di�érente, quionsiste à prédire la vitesse optimale du maillage entre les instants tn et tn+1.La vitesse d'un ho s = dxdt , dont les valeurs à droite et à gauhe sont notées ud et ug,est donnée par la relation de Rankine-Hugoniot :f(ud)� f(ug) = s(ud � ug) : (15)Nous espérons pro�ter de ette relation pour initer ertains points, que nous quali�ons destratégiques, à se déplaer à la vitesse du ho. Nous dirons qu'un point xi est stratégiquesi os�i > K ;où �i désigne l'angle dessiné sur la Figure 7. En d'autres termes, le n÷ud xi est dit stra-tégique si nous observons en e dernier un hangement de pente onsidérable. En pratique,nous prenons K = � 12 .
uiui�1
ui+1

xi+1xixi�1 �i
Fig. 7 � Représentation de l'angle �iPour e faire, notre démarhe est la suivante. En premier lieu, nous di�érenions lesn÷uds stratégiques des autres. Pour haun d'entre eux, nous déterminons ensuite quellessont les valeurs à droite et à gauhe du ho. Si le point xni est stratégique, nous proposonsde prendre � ug = unj tel que j = maxflj l < i et junl � unl�1j < �1gud = unk tel que k = minflj l > i et junl � unl+1j < �2g : (16)Notre objetif est que, pour les n÷uds stratégiques, xn+1i = xni +�tnsni , où sni est donné parla relation de Rankine-Hugoniot (15) et (16). Si nous e�etuons naïvement es a�etations,nous risquons de nous heurter aux ontraintes de non-retournement des ellules. A�n de les
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18 Mériaux&Pipernorespeter, nous optons pour une méthode itérative, davantage préventive. Nous ommençonspar une phase d'initialisation dans laquelle nous posonsxn+1;0i = xni ;Æ0i = 0 ;ÆR;0i = � �tnsni si xni est stratégique0 sinon :La grandeur ÆR;0i orrespond au déplaement reherhé pour le point xni . Nous alulonsitérativement le déplaement e�etif par une méthode reposant enore sur une analogieélastique. De manière imagée, e déplaement e�etif est alulé en tout point en supposantque le mailage lui-même est la trae d'un matériau élastique (des ressorts, dont la raideurest égale à l'inverse de la longueur des arêtes, relient les points voisins). L'algorithme s'éritde la manière suivante : Æmi = i� 12 Æm�1i�1 + iÆR;m�1i + i+ 12 Æm�1i+1i� 12 + i + i+ 12 ;où i� 12 , i et i+ 12 sont des fontions poids, que nous avons hoisies indépendantes de m.Elles permettent d'uniformiser le mouvement du maillage. Nous posons préisémenti+ 12 = 1xn+1;0i+1 � xn+1;0iet i = i� 12 + i+ 12 : Nous e�etuons ensuite les a�etationsxn+1;mi = xn+1;m�1i + "Æmi ;ave " = mini "i+ 12 ,"i+ 12 = ( 1 si xm�1i+1 � xm�1i + Æmi+1 � Æmi > 0� xm�1i+1 �xm�1iÆmi �Æmi+1 sinon ;et � est un paramètre ompris entre 0 et 1. L'introdution de la variable " nous garantit queles ellules ne se retournent pas. Si kxn+1;m � xn+1;m�1k > TOL, nous inrémentons m etpoursuivons les itérations, sans oublier de réinitialiser ÆR;mi omme suitÆR;mi = � ÆR;m�1i � Æmi si os�ni > K0 sinon :Après onvergene de la méthode, que nous nommons Info, nous posons �nalement xn+1i =xn+1;mi et pouvons désormais appliquer le shéma numérique pour aluler un+1i .
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Adaptation dynamique 19Avant d'illustrer la méthode par des résultats numériques, nous souhaitons ii mettrel'aent sur l'une de ses aratéristiques. Supposons que la solution ourante est très régu-lière. Elle peut, de e fait, ne posséder auun point stratégique. L'appliation de la méthodedérite i-dessus nous donne alors xn+1i = xni pout tout i. L'algorithme Spring aurait poursa part, susité un déplaement de ertains n÷uds. L'adaptation n'est ertes pas optimalemais a l'avantage de produire une évolution du maillage ohérente ave l'évolution de lasolution, omme le montre la Figure 5(b). En résumé, nous avons à notre disposition deuxméthodes, l'une qui semble mieux onvenir aux solutions régulières, l'autre qui adre davan-tage ave les solutions où apparaissent hos et disontinuités. A�n de traiter un éventaille plus large possible de problèmes, nous proposons de les oupler en une seule, qui s'éritalgorithmiquement omme suit :Notre algorithme :1. n = 0;2. u0 etM0 désignent la solution et le maillage initiaux;3. Itérations sur n(a) Repérer les n÷uds stratégiques et aluler, pour es derniers, la vitessereherhée sni ;(b) Appliquer Spring ave F (k)i = 0 si xni est stratégique. Pour es noeuds, x(k)i =xni pour tout k.�! x(k)i ;() Appliquer Info aux noeuds x(k)i (Seul hangement : xn+1;0i = x(k)i ).�! xn+1;mi ;(d) xn+1i = xn+1;mi ;(e) Appliquer le shéma numérique �! un+1i ;4. n n+ 1 et poursuivre en 3.Sur la Figure 8, sont représentées la solution initiale et la solution à t = 2 de l'équationd'advetion ave  = 1, obtenue en appliquant l'algorithme dérit i-dessus ave un pas detemps �tn onstant au ours du temps, égal à 0:1. Les noeuds stratégiques se deplaçantà la vitesse du �ux, en partiulier ii à la vitesse , nous observons sur la Figure 8 le bonomportement de la solution approhée. D'autre part, si nous appliquons et algorithme à lamême équation mais ave la donnée initiale u0(x) = 2� artan(x), les résultats seraient alorsles mêmes que eux observés sur les Figures 5(a) et 5(b), puisque la régularité des solutionsimplique la non-existene de noeuds stratégiques.Dans le but de valider notre méthode sur des équations non-linéaires, nous onsidéronsle problème de Cauhy (1) pour l'équation de Burgers (3), ave di�érentes données initiales.
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Solution t=2Fig. 8 � Solutions à t = 0 et à t = 2.Pour e hoix de la fontion non-linéaire f(u) = u22 , la relation de Rankine-Hugoniot (15)s'érit u2d2 � u2g2 = s(ud � ug) ;'est-à-dire, si ud 6= ug, s = ud + ug2 :Pour tous les exemples numériques qui suivent, nous appliquons le shéma ave un pas detemps onstant au ours du temps, égal à 0.1. Pour éviter les limitations sur le pas de tempsimposées par les onditions de type CFL, nous optons pour la version totalement impliitede e dernier.Sur la Figure 9(a), nous montrons la solution initiale u0(x) = � x1+jxj et la solutionapprohée à t = 2. Du fait de la régularité des solutions, à haque itération en temps, lemaillageMn+1 est uniquement le fruit de la proédure Spring, qui, nous rappelons, adapteMn+1 à la solution ourante un. Au fur et à mesure des itérations, la solution se raidissantau voisinage de 0, nous observons logiquement sur la Figure 9(b) un ra�nement progressifdu maillage en e voisinage.Sur la Figure 10, nous simulons un ho. A haque itération en temps, la solution ouranteposséde deux points stratégiques, de part et d'autre du ho. Nous initons es derniers à sedéplaer a la vitesse ud+ug2 , en partiulier ii 12 . La vitesse du maillage étant adéquate, lessolutions obtenues via le shéma numérique sont très satisfaisantes.Sur la Figure 11, nous représentons la solution initiale u0(x) = H(x), où H(x) est lafontion de Heaviside, et la solution à t = 2 générée par notre méthode. La solution initialeposséde deux n÷uds stratégiques, que nous initons via Info à se déplaer à la vitesse 12 .La vitesse étant inadéquate, le shéma fournit après une itération en temps une solutionlégèrement di�usée. Aux itérations suivantes, la solution ourante ne posséde auun pointstratégique à ause de la di�usion du shéma. Don, seul la proédure Spring opère. Le
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Adaptation dynamique 21maillage Mn+1 est alors adapté à la solution ourante un, et non à un+1. Nous justi�onsainsi la di�usion numérique observée sur la Figure 11.
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Fig. 10 � Chos à t = 0 et à t = 2.Dans ette setion, nous avons présenté une méthode peu originale d'adaption dynamiquede maillage, qui repose sur des maillages mobiles à topologie onstante. La littérature surla simulation numérique des interations �uide-struture utilise minoritairement un autreproédé, qui onsiste à ra�ner, voire déra�ner, loalement et dynamiquement le maillage.Nous nous intéressons don dans les setions suivantes à l'addition et à la soustrationloales de points. L'originalité de notre travail réside dans la oneption de l'addition et dela soustration. De ette oneption naît une extension du shéma au maillage à topologievariable.
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Detente t=0
Detente t=2Fig. 11 � Détentes à t = 0 et à t = 2.3 AdditionDans un soui d'adaptation, nous nous intéressons ii à l'addition loale de points. A estade de notre étude, nous destinons ette proédure à deux usages éventuels: soit elle vient segre�er au mouvement du maillage, soit nous la onsidérons omme une méthode d'adaptationà part entière. Malgré l'abondane de la littérature sur e sujet [5, 21℄, nous remarquons,à notre onnaissane, une ertaine analogie dans son implémentation. Un ritère, souventmotivé par une estimation de l'erreur, déide de l'ajout ou non de n÷uds sur le maillageourant Mn, omme le montre la Figure 12. Les modi�ations du maillage, s'il y en a,nous amènent à réinitialiser la solution ourante un, par le biais souvent de l'interpolation.Nous disposons alors d'un maillage Mn et d'une solution bun, sur lesquels nous appliquons�nalement le shéma numérique.

tnxni+1xnixni�1
bxni+1bxniMbxni�1 bxni1 ... tn ^

Fig. 12 � Addition lassique.Nous proposons ii une approhe originale de par sa mise en ÷uvre. Nous regardonsl'addition omme la division à l'instant tn+1 d'un ensemble de points onfondus à l'instanttn. De ette oneption, déoulent deux variantes, relativement semblables en une dimen-sion mais di�érentes en dimensions supérieures. L'une est fondée sur les mouvements des
INRIA



Adaptation dynamique 23interfaes entre volumes �nis, alors que l'autre repose sur les mouvements des sommets àpartir desquels sont onstruits les volumes �nis.� la première approhe est représentée sur la Figure 13. En l'interfae xni+ 12 se trouventune, voire plusieurs ellules de mesure nulle à l'instant tn et non-nulle à l'instant tn+1.� la seonde est représentée sur la Figure 14. L'addition est le fait de la distintion à
tn
tn+1

xni xni+1xni+12xni� 12
xn+1i xn+1i+1

xni+32
xn+11V n+121 V n+12MV n+12j V n+12i+1V n+12i xn+1j xn+1M

Fig. 13 � Addition basée sur les interfaes.
��������������������������������

xn+1i�1 tn+1V n+12jxn+11 xn+1j xn+1M xn+1i+1
xni�1 xni xni+1 tnV n+12i�1 V n+121 V n+12M V n+12i+1
Fig. 14 � Addition basée sur les sommets des ellules.l'instant tn+1 d'un ensemble de M sommets �xn1 ; � � � ;�xnM , onfondus ave le sommetxni à l'instant tn. A la di�érene ave la première optique, les ellules ainsi rééesne sont pas toutes de mesure nulle à l'instant tn. En e�et, nous remarquons que��xn1 = xni � xni� 12 6= 0 et ��xnM = xni+ 12 � xni 6= 0.Suivant l'une ou l'autre des deux stratégies, nous appliquons ensuite un shéma numérique,adaptation du shéma étudié préédemment, qui prend en ompte les modi�ations de latopologie. Nous pensons ainsi éviter les erreurs d'interpolation, qui s'immisent dans lesméthodes lassiques. Avant de présenter le shéma numérique, il nous faut faire un hoix
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24 Mériaux&Pipernoparmi les deux méthodes proposées. Dans la perspetive d'adapter ette proédure en deuxdimensions, il nous semble plus naturel d'opter pour elle qui repose sur les sommets desellules. D'après la Figure 15, où sont représentés des exemples de ellules entrées auxn÷uds (à partir d'une triangulation de type éléments �nis), il nous paraît di�ile en deuxdimensions d'imposer ertains mouvements à une interfae entre ellules ou de faire oïniderdeux interfaes. Il semble plus adapté de gérer les sommets de la triangulation. La situationserait similaire si les volumes �nis étaient les triangles eux-mêmes. Il semble plus naturel degérer des mouvements de sommets que des mouvements de segments entre sommets.

Fig. 15 � Maillage en deux dimensions.Nous nous situons don dans le adre préis de la Figure 14, où le n÷ud xni se subdiviseà l'instant tn+1 en M sommets, notés �xn+11 ; � � � ;�xn+1M . A�n de nous remémorer le shémaérit en topologie variable, nous introduisons ii quelques notations. Nous posons8><>: xn+1i� 12 = 12 (xn+1i�1 + �xn+11 ) ;xn+1i+ 12 = 12 (�xn+1M + xn+1i+1 ) ;�xn+1j+ 12 = 12 (�xn+1j + �xn+1j+1 ) 8j = 1; : : : ;M � 1:Nous dé�nissons la taille des mailles omme suit :8><>: ��xn+11 = �xn+132 � xn+1i� 12 ;��xn+1j = �xn+1j+ 12 � �xn+1j� 12 8j = 2; : : : ;M � 1;��xn+1M = xn+1i+ 12 � �xn+1M� 12 ; INRIA



Adaptation dynamique 25et déterminons la vitesse du maillage de la manière suivante :�!j+ 12 = �xn+1j+ 12 � xni�tn 8j = 1; : : : ;M � 1:Nous notons �unj et �un+1j l'approximation de u sur respetivement [�xnj� 12 ;�xnj+ 12 ℄ et [�xn+1j� 12 ;�xn+1j+ 12 ℄pour j = 1; � � � ;M . Dans un premier temps, nous proposons de prendre �unj = uni pour toutj. D'autre part, nous supposons que �! 32 � �! 52 � � � � � �!M� 12 et ��xn+11 > 0, ��xn+1M > 0,�xn+1j > 0 8j. Nous avons les égalités suivantes :8>>><>>>: �xn+1j = �xnj +�tn(!j+ 12 � !j� 12 ) ; j =2 fi� 1;i+ 1g ;��xn+11 = ��xn1 +�tn(�! 32 � !i� 12 ) ;��xn+1M = ��xnM +�tn(!i+ 12 � �!M� 12 ) ;��xn+1j = �tn(�!j+ 12 � �!j� 12 ) ; 8j = 2; � � � ;M � 1:Comme pour le shéma érit sur un maillage à topologie onstante, nous déterminons lesvariables �un+��jj tel que��xn+��jj = (1� ��j)��xnj + ��j��xn+1j ;��xn+��jj �un+��jj = (1� ��j)��xnj �unj + ��j��xn+1j �un+1j :Pour j = 2; � � � ;M � 1, étant donné que ��xnj = 0, nous avons �un+��jj = �un+1j . L'adaptationdu shéma onservatif (7-8-9) au maillage à topologie non-onstante est enore un shémaonservatif de la forme :�xn+1j un+1j ��xnj unj�tn + �(un+�jj ;un+�j+1j+1 ;!j+ 12 )� �(un+�j�1j�1 ;un+�jj ;!j� 12 ) = 08j =2 fi� 1;i+ 1g (17a)�xn+1i�1 un+1i�1 ��xni�1uni�1�tn + �(un+�i�1i�1 ;�un+��11 ;!i� 12 )� �(un+�i�2i�2 ;un+�i�1i�1 ;!i� 32 ) = 0; (17b)�xn+1i+1 un+1i+1 ��xni+1uni+1�tn + �(un+�i+1i+1 ;un+�i+2i+2 ;!i+ 32 )� �(�un+��MM ;un+�i+1i+1 ;!i+ 12 ) = 0; (17)��xn+11 �un+11 ���xn1 �un1�tn + �(�un+��11 ;�un+��22 ;�! 32 )� �(un+�i�1i�1 ;�un+��11 ;!i� 12 ) = 0; (17d)��xn+1M �un+1M ���xnM �unM�tn + �(�un+��MM ;un+�i+1i+1 ;!i+ 12 )� �(�un+��M�1M�1 ;�un+��MM ;�!M� 12 ) = 0; (17e)��xn+1j �un+1j�tn + �(�un+��jj ;�un+��j+1j+1 ;�!j+ 12 )� �(�un+��j�1j�1 ;�un+��jj ;�!j� 12 ) = 08j = 2; : : : ;M � 1: (17f)Sur l'exemple de l'équation d'advetion, nous simpli�ons le shéma dérit i-dessus. Nousrappelons ensuite sous quelles onditions, il est TVD. Pour l'équation de Burgers, nous nousontentons de présenter le shéma impliite linéarisé orrespondant.RR n° 4696



26 Mériaux&Piperno3.1 Équation d'advetionNous rappelons que pour l'équation d'advetion, la fontion de �ux numérique de Go-dunov est donnée par �G(uG;uD;!) = (� !)+uG + (� !)�uD. Avant de mentionner sousquelles onditions le shéma (17) muni du �ux de Godunov est TVD, nous souhaitons revenirsur son ériture a�n d'éventuellement la simpli�er.D'après l'équation (17f), pour j = 2; : : : ;M � 1, autrement dit pour j tel que ��xnj = 0,nous avons��xn+1j �un+1j�tn + �G(�un+��jj ;�un+��j+1j+1 ;�!j+ 12 )� �G(�un+��j�1j�1 ;�un+��jj ;�!j� 12 ) = 0:Utilisant le fait que �un+��jj = �un+1j et ��xn+1j = �tn(�!j+ 12 � �!j� 12 ), nous obtenons�un+1j = (� �!j+ 12 )��un+��j+1j+1 � (� �!j� 12 )+�un+��j�1j�1(� �!j+ 12 )� � (� �!j� 12 )+ :Nous avons supposé que �! 32 � �! 52 � � � � � �!M� 12 . Trois as de �gures se présentent :� Si  � �!j� 12 , nous avons �un+1j = �un+��j+1j+1 = � � � = �un+��MM ;� Si  � �!j+ 12 , nous avons �un+1j = �un+��j�1j�1 = � � � = �un+��11 ;� Si �!j� 12 <  < �!j+ 12 , nous déduisons des deux lignes préédentes que�un+1j = (� �!j+ 12 )�un+��MM � (� �!j� 12 )�un+��11(� �!j+ 12 )� (� �!j� 12 ) :Ces trois as de �gures peuvent être synthétisés en une unique formule. En e�et, nousobservons que�un+1j = h(� �!j� 12 )+ � (� �!j+ 12 )+i �un+��11 + h(� �!j� 12 )� � (� �!j+ 12 )�i �un+��MM(� �!j� 12 )� (� �!j+ 12 ) : (18)Cette formulation revient en fait, à appliquer, pour j = 2; : : : ;M � 1, le shéma suivant :��xn+1j �un+1j�tn + �G(�un+��11 ;�un+��MM ;�!j+ 12 )� �G(�un+��11 ;�un+��MM ;�!j� 12 ) = 0 :Pro�tant de l'égalité (18), nous pouvons également remplaer les équations (17d) et (17e)par respetivement��xn+11 �un+11 ���xn1 �un1�tn + �(�un+��11 ;�un+��MM ;�! 32 )� �(un+�i�1i�1 ;�un+��11 ;!i� 12 ) = 0 ;
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Adaptation dynamique 27��xn+1M �un+1M ���xnM �unM�tn + �(�un+��MM ;un+�i+1i+1 ;!i+ 12 )� �(�un+��11 ;�un+��MM ;�!M� 12 ) = 0 :dans le shéma (17). Pour résumer, appliquer le shéma (17) muni de la fontion de �uxnumérique de Godunov (6) à l'équation d'advetion, équivaut à appliquer le shéma suivant :�xn+1j un+1j ��xnj unj�tn + �(un+�jj ;un+�j+1j+1 ;!j+ 12 )� �(un+�j�1j�1 ;un+�jj ;!j� 12 ) = 08j =2 fi� 1;i+ 1g; (19a)�xn+1i�1 un+1i�1 ��xni�1uni�1�tn + �(un+�i�1i�1 ;�un+��11 ;!i� 12 )� �(un+�i�2i�2 ;un+�i�1i�1 ;!i� 32 ) = 0; (19b)�xn+1i+1 un+1i+1 ��xni+1uni+1�tn + �(un+�i+1i+1 ;un+�i+2i+2 ;!i+ 32 )� �(�un+��MM ;un+�i+1i+1 ;!i+ 12 ) = 0; (19)��xn+11 �un+11 ���xn1 �un1�tn + �(�un+��11 ;�un+��MM ;�! 32 )� �(un+�i�1i�1 ;�un+��11 ;!i� 12 ) = 0; (19d)��xn+1M �un+1M ���xnM �unM�tn + �(�un+��MM ;un+�i+1i+1 ;!i+ 12 )� �(�un+��11 ;�un+��MM ;�!M� 12 ) = 0; (19e)��xn+1j �un+1j�tn + �(�un+��11 ;�un+��MM ;�!j+ 12 )� �(�un+��11 ;�un+��MM ;�!j� 12 ) = 08j = 2; : : : ;M � 1: (19f)Comme dans la première setion, nous voudrions savoir sous quelles onditions le shéma(19) muni du �ux de Godunov est TVD. Dans un préédent rapport [23℄, nous avons formulées onditions pour le shéma où l'addition s'appuie sur les interfaes. Par un raisonnementanalogue, nous obtenons le théorème suivant.Théorème 2 Sous les onditions8>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>:
(i) 8j =2 fi� 1;ig; �tn �(� !j+ 12 )+ 1��j+1�xn+1j+1 � (� !j+ 12 )� 1��j�xn+1j � � 1;(ii) �tn �(� !i� 12 )+ 1���1��xn+11 � (� !i� 12 )� 1��i�1�xn+1i�1 � � 1;(iii) �tn �(� !i+ 12 )+ 1��i+1�xn+1i+1 � (+ !i+ 12 )� 1���M��xn+1M � � 1;(iv) ��tn(� �! 32 )� 1���1��xn+11 � 1;(iii) �tn(� �!M� 12 )+ 1���M��xn+1M � 1;le shéma en maillage mobile ave ajout de points (19) est TVD.Dans un premier temps, nous nous ontentons d'ajouter des noeuds sans faire bouger lemaillage. Par exemple, onsidérant que juni � uni+1j est grand, nous déidons de l'addition àl'instant tn+1 de deux n÷uds entre xni et xni+1, répartis uniformément, l'un onfondu avexni à l'instant tn, l'autre ave xni+1. Le maillage ainsi généré est shématisé sur la Figure 16.Sur la Figure 17, nous avons représenté la solution initiale et la solution approhée aprèsseulement une itération en temps du shéma pour l'équation d'advetion ut = 0. Nousremarquons sur la solution approhée la présene de marhes. Nous l'expliquons par le faitRR n° 4696



28 Mériaux&Piperno

tn
tn+1

xni�1 xni+2xni xni+1
xn+1i�1 xn+1i+2xn+1(i+1)2xn+1(i+1)1xn+1i2xn+1i1

Fig. 16 � Addition "uniforme".
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Adaptation dynamique 29qu'en l'interfae �xj+ 12 , la méthode de Godunov résout un problème de Riemann, dont lesétats à gauhe et à droite sont égaux à l'instant tn. En e�et, nous avons posé �un1 = �unM = uni .Nous n'aurions pas renontré ette di�ulté si nous avions hoisi de raisonner sur lesinterfaes. Si nous nous plaçons dans le adre de la Figure 13, l'adaptation du shéma (7-8-9)au maillage à topologie non-onstante s'érit alors :�xn+1j un+1j ��xnj unj�tn + �(un+�jj ;un+�j+1j+1 ;!j+ 12 )� �(un+�j�1j�1 ;un+�jj ;!j� 12 ) = 08j =2 fi;i+ 1g;�xn+1i un+1i ��xni uni�tn + �(un+�ii ;un+�i+1i+1 ;�! 12 )� �(un+�i�1i�1 ;un+�ii ;!i� 12 ) = 0;�xn+1i+1 un+1i+1 ��xni+1uni+1�tn + �(un+�i+1i+1 ;un+�i+2i+2 ;!i+ 32 )� �(un+�ii ;un+�i+1i+1 ;�!M+ 12 ) = 0;��xn+1j �un+1j�tn + �(un+�ii ;un+�i+1i+1 ;�!j+ 12 )� �(un+�ii ;un+�i+1i+1 ;�!j� 12 ) = 08j = 1; : : : ;M:En haque interfae, le shéma résoud également un problème de Riemann, où ette fois lesétats à gauhe et à droite sont distints. Malgré ette remarque, nous persistons dans notrehoix dans l'optique du passage à plus d'une dimension en espae, qui, nous le rappelons,onsiste à opérer sur les sommets du maillage.Pour remédier au problème de marhes, il faut don a�eter d'autres grandeurs que unià �un1 et �unM . Pour e faire, nous érivons �un1 et �unM omme une ombinaison linéaire de uni�1,uni et uni+1, soit �un1 = �uni�1 + �uni + �uni+1;�unM = �0uni�1 + �0uni + �0uni+1: (20)Nous demandons aux inonnues �;�;�;�0;�0 et �0 de onserver ertaines propriétés intrin-sèques :� préservation de la onservativité du shéma; en d'autres termes, il leur est demandéd'être tels que �xni uni = ��xn1 �un1 + ��xnM �unM . Nous obtenons alors les ontraintes sui-vantes : 8<: ��xnM�0 +��xn1�0 = 0 ;��xnM�0 +��xn1 � = 0 ;��xnM (�0 � 1) + ��xn1 (�� 1) = 0 :� préservation d'un hamp onstant; si uni�1 = uni = uni+1, il semble légitime de vouloirque �un1 = uni , e qui se traduit par la ondition suivante :�+ �+ � = 1 :� préservation d'un hamp linéaire; siuni � uni�1�xni�1+�xni2 = uni+1 � uni�xni +�xni+12 = r;nous voulons que �un1 � uni�1�xni�1+��xn12 = uni+1 � �unM��xnM+�xni+12 = r;RR n° 4696



30 Mériaux&Pipernoautrement dit �un1 = uni � ��xnM2 r;�unM = uni + ��xn12 r: (21)Si nous identi�ons les termes en uni�1 pour �un1 dans les expressions (20) et (21), nousavons alors que �(�xni�1 +�xni )� �(�xni +�xni+1) = ��xnM :Pour déterminer les inonnues �;�;�;�0;�0 et �0, nous disposons don de trois équations8><>: �0� = �0� = �0�1��1 = � ��xn1��xnM ;�+ �+ � = 1;�(�xni�1 +�xni )� �(�xni +�xni+1) = ��xnM :Nous proposons de poser � = 1. En résolvant le système érit i-dessus, nous trouvonsfailement que �un1 = uni � ��xnM�xni�1+2�xni +�xni+1 (uni+1 � uni�1)�unM = uni + ��xn1�xni�1+2�xni +�xni+1 (uni+1 � uni�1) (22)Les Figures 18(a), 19(a), 20(a) et 21(a) montrent la solution initiale sur un maillageomposé de 100 n÷uds et la solution approhée générée par le shéma (19) et (22). Commepréédemment, nous nous ontentons d'ajouter deux n÷uds uniformément entre les sommetsxni et xni+1, �xes au ours du temps, si juni+1 � uni j est jugé grand. En partiulier, noushoisissons omme ritère : juni+1 � uni j � ste � TV, où TV désigne la variation totalemoyenne de la solution ourante. D'autre part, a�n d'éviter une surabondane de points,nous ajoutons une ontrainte, qui est que xni+1 � xni � �xmin. Les Figures 18(a) et 19(a)sont onsarées à la résolution de l'équation d'advetion ave  = 0 et les données initialesrespetives u0(x) = 2� artan(x) et u0(x) = H(x), alors que les Figures 20(a) et 21(a)illustrent les résultats pour l'équation d'advetion ave  = 1 et les mêmes données initiales.Une autre approhe onsiste à onsidérer l'addition omme omplément au maillagemobile auto-adaptatif. Pour e faire, nous proposons la démarhe suivante : En premier lieu,un ritère déide de l'ajout éventuel de points. Supposons que le n÷ud xni se subdivise àl'instant tn+1 en M(M � 1) n÷uds, notés �xn+11 ; � � � ;�xn+1M . A haque �xn+1j , nous assoionsune grandeur �xnj , que nous onsidérons omme la position du point à l'instant tn. Par uneinterpolation, nous alulons ensuite �unj , qui orrespond à une estimation de la solution un ene point. Nous appliquons alors l'algorithme Spring+Info, dérit dans la setion préédente,a�n de déterminer la position des n÷uds �xn+1j . Il nous reste �nalement à appliquer le shémanumérique. Les Figures 18(b), 19(b), 20(b) et 21(b) illustrent ette démarhe. Les Figures18(b) et 20(b) sont onsarées à la résolution de l'équation d'advetion ave respetivement = 0 et  = 1, où la donnée initiale est u0(x) = 2� artan(x). Nous avons alors hoisi deposer � = 0:1 dans la mise en ÷uvre de l'algoritme Spring. Il en est de même pour lesFigures 19(b) et 21(b) à la di�érene que la donnée initiale est la fontion de Heavisideet avons pris � = 0:01. Le fait de faire bouger les points provoque quelques instabilités,INRIA



Adaptation dynamique 31prinipalement observables sur les Figures 18(b) et 20(b). Sur la Figure 22, nous avonsreprésenté les solutions obtenues après une itération en temps ave et sans adaptation.Ave adaptation, les n÷uds, y ompris eux résultant de l'addition, se déplaent dans unsoui d'équidistribution. Or, ertains ont tendane à s'éloigner des régions où leur additionsemble légitime d'après nos ritères. Nous justi�ons ainsi les irrégularités observées. Nousproposons alors de prosrire le deplaement des points issus de l'addition. Pour es derniers,nous posons F (k)i = 0 dans l'algorithme Spring. Les �gures 23, 24, 25 et 26 représentent lesrésultats obtenus ave et arti�e.
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Solution t=2Fig. 26 � Solutions à t = 0 (100 n÷uds) et t = 2 (748 n÷uds).3.2 Équation de BurgersNous nous ontentons ii d'érire le shéma impliite linéarisé orrespondant à (19) surl'exemple de l'équation de Burgers. Il onsiste à onsidérer les itérations de la forme :�xn+1j un+1j ��xnj unj�tn + F(un+�jj ;un+�j+1j+1 ;!j+ 12 )�F(un+�j�1j�1 ;un+�jj ;!j� 12 ) = 08j =2 fi� 1;i+ 1g;�xn+1i�1 un+1i�1 ��xni�1uni�1�tn + F(un+�i�1i�1 ;�un+��11 ;!i� 12 )�F(un+�i�2i�2 ;un+�i�1i�1 ;!i� 32 ) = 0;�xn+1i+1 un+1i+1 ��xni+1uni+1�tn + F(un+�i+1i+1 ;un+�i+2i+2 ;!i+ 32 )�F(�un+��MM ;un+�i+1i+1 ;!i+ 12 ) = 0;��xn+11 �un+11 ���xn1 �un1�tn + F(�un+��11 ;�un+��MM ;�! 32 )�F(un+�i�1i�1 ;�un+��11 ;!i� 12 ) = 0;��xn+1M �un+1M ���xnM �unM�tn + F(�un+��MM ;un+�i+1i+1 ;!i+ 12 )�F(�un+��11 ;�un+��MM ;�!M� 12 ) = 0;��xn+1j �un+1j�tn + �(�un+��11 ;�un+��MM ;�!j+ 12 )� �(�un+��11 ;�un+��MM ;�!j� 12 ) = 08j = 2; : : : ;M � 1;aveF(un+�ii ;un+�i+1i+1 ;!i+ 12 ) = �(uni ;uni+1;!i+ 12 ) +  0u(uni ;uni+1;!i+ 12 )(un+�ii � uni )+  0v(uni ;uni+1;!i+ 12 )(un+�i+1i+1 � uni+1);où � est la fontion de �ux numérique de Godunov et la fontion  est soit la fontion de�ux numérique de Engquist-Osher, soit la version entropique du �ux de Roe [23℄.Comme pour l'advetion, nous ajoutons au préalable des n÷uds uniformément, 'est-à-dire sans faire appel aux proédures Spring et Info. Les résultats ainsi obtenus sont présentéssur les Figures 27 et 28, où les données initiales sont respetivement u0(x) = H(x) etu0(x) = � x1+jxj .Lorsque la donnée initiale est u0(x) = 1 � H(x), nous observons après seulement uneitération en temps des instabilités, imagées en la Figure 29. Or, nous remarquons que es
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Detente t=2Fig. 27 � Détentes à t = 0 (100 n÷uds) et t = 2 (146 n÷uds).
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Fig. 28 � Solutions à t = 0 (100 n÷uds) et t = 2 (124 n÷uds).
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Fig. 29 � Solutions à t = 0 (100 n÷uds) et t = 0:1 (102 n÷uds).instabilités se produisent également sans addition de points. En e�et, nous montrons sur laFigure 30 une itération en temps de notre shéma sur un maillage �xe à topologie onstante.
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Fig. 30 � Solutions à t = 0 et t = 0:1.Nous rappelons que le shéma impliite linéarisé orrespondant à (7-8-9) s'érit alorspour tout j�xn+1j un+1j = �xnj unj ��tn �F(un+�jj ;un+�j+1j+1 ;!j+ 12 )�F(un+�j�1j�1 ;un+�jj ;!j� 12 )� ; (23)ave F(un+�jj ;un+�j+1j+1 ;!j+ 12 ) = �G(unj ;unj+1;!j+ 12 ) +  0u(unj ;unj+1;!j+ 12 )(un+�jj � unj )+  0v(unj ;unj+1;!j+ 12 )(un+�j+1j+1 � unj+1) :E�etuons l'opération ��j � (23) + (1� �j)�xnj unj . Nous obtenons ainsi :h�xnj +�tn�j � 0u(unj ;unj+1;!j+ 12 ) + !j+ 12 �  0v(unj�1;unj ;!j� 12 )� !j� 12�i (un+�jj � unj )��tn�j 0u(unj�1;unj ;!j� 12 )(un+�j�1j�1 � unj�1) + �tn�j 0v(unj ;unj+1;!j+ 12 )(un+�j+1j+1 � unj+1)= �tn�j h�G(unj�1;unj ;!j� 12 ) + !j� 12 unj � �G(unj ;unj+1;!j+ 12 )� !j+ 12 unj i :Le veteur Æn = (Ænj )j = (un+�jj � unj )j est don solution d'un système linéaire AÆn = b.Notons A = (aj;k)jk et b = (bj)j . Utilisant le fait que !j� 12 = 0 8j, nous avons8>>>><>>>>: aj;k = 0 pour k < j � 1 ou k > j + 1 ;aj;j = �xnj +�tn�j � 0u(unj ;unj+1;0)�  0v(unj�1;unj ;0)� ;aj;j�1 = ��tn�j 0u(unj�1;unj ;0) ;aj;j+1 = �tn�j 0v(unj ;unj+1;0) ;bj = �tn�j ��G(unj�1;unj ;0)� �G(unj ;unj+1;0)� :Nous proposons de prendre  = �EO, où �EO désigne la fontion de �ux numérique deEngquist-Osher, qui s'érit en maillage mobile omme suit :�EO(ug;ud;!) = 12(ug � !)+2 + 12(ud � !)�2 � 12!2 : INRIA



Adaptation dynamique 37Nous déduisons de ette expression que ��EO�ug = (ug � !)+, ��EO�ud = (ud � !)�. Remplaçant�G ,  0u et  0v par leurs expressions, nous trouvons8>>>>><>>>>>: aj;k = 0 pour k < j � 1 ou k > j + 1 ;aj;j = �xnj +�tn�j junj j ;aj;j�1 = ��tn�j(unj�1)+ ;aj;j+1 = �tn�j(unj+1)� ;bj = �tn�j2 �max�(unj�1)+2 ;(unj )�2��max�(unj )+2 ;(unj+1)�2�� :
1

 0

 

x
u0(x)

xi xi+1Fig. 31 � ho.Nous nous situons ii dans le adre préis de la Figure 31. La matrie A et le veteur bs'érivent alors aj;j�1 = � ��tn�j si 2 � j � i+ 10 si i+ 2 � j � N ;aj;j = � �xnj +�tn�j si 1 � j � i�xnj si i+ 1 � j � N ;aj;j+1 = 0 8j = 1; � � � ;N � 1 ;et bj = � 0 si j 6= i+ 1�tn�i+12 si j = i+ 1 :La résolution du système linéaire nous donneÆnj = ( 0 si j 6= i+ 1�i+12 �tn�xni+1 si j = i+ 1 :Dans l'implémentation du shéma, nous avons hoisi �j = 1 8j. Nous avons alorsun+1j = un+�jj = unj + Ænj = ( unj si j 6= i+ 1unj + 12 �tn�xni+1 si j = i+ 1 :RR n° 4696



38 Mériaux&PipernoLes instabilités, observées sur la Figure 30, proviennent don du (i+1)ème terme, en parti-ulier du seond membre b, non nul, en e point. Si nous prenons un pas de temps dix foisplus petit, autrement dit égal à 0.01, elles tendent à disparaître, omme le montre la Figure32.
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(b) �tn = 0:01Fig. 32 � Solutions en fontion du temps.Nous gre�ons désormais l'addition au maillage mobile. La tehnique est la même quepour l'advetion. Les résultats ainsi obtenus sont présentés sur les Figures 33 et 34, où lesdonnées initiales sont respetivement u0(x) = H(x) et u0(x) = 2� artan(x).
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Detente t=2Fig. 33 � Détentes à t = 0 (100 n÷uds) et t = 2 (164 n÷uds).Dans ette setion, nous nous sommes intéressés à l'addition loale de points et avonsprésenté un shéma numérique ohérent ave notre oneption de l'addition. L'ajout depoints orrespond à une volonté de ra�ner loalement le maillage. Si nous observons lesFigures 8, 10 ou enore 24, nous remarquons des populations relativement importantes den÷uds dans des régions de faible ativité. C'est pourquoi, nous onsarons la setion suivanteà la soustration, dont le but est de réduire le nombre de points "inutiles ". INRIA
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Fig. 34 � Solutions à t = 0 (100 n÷uds) et t = 1 (108 n÷uds).4 SoustrationNous étudions ii la soustration. Dans la littérature, son implémentation est similaire àelle de l'addition, que nous avons quali�ée de lassique. Un ritère déide de la suppressiond'une ellule sur le maillage ourant Mn, omme le shématise la Figure 35. La solutionourante est alors réinitialisée sur le nouveau maillage Mn par le biais de l'interpolation.Nous disposons don d'un maillage Mn et d'une solution bun, sur lesquels nous appliquons�nalement le shéma numérique.
tn
tn ^

xni� 12 xni+12xnixni�1
bxni�1 bxni+1

xni+1
bxni� 12 = bxni+12

Fig. 35 � Soustration lassique.Nous proposons une approhe di�érente, dont la oneption s'apparente à elle de l'ad-dition, présentée dans la setion préédente. Nous voyons la soustration omme la fusion àun ertain temps de deux interfaes.Nous nous situons don dans le adre préis de la Figure 36, où les interfaes xni� 12 etxni+ 12 se renontrent à l'instant tn+1 pour n'en former qu'une seule. Cette fusion a pour e�etla suppression de la ellule Cni à l'instant tn+1. Le shéma (7-8) nous donne une ontrainte
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tn
tn+1

xni� 12 xni xni+12 xni+1xni�1
xn+1i�1 xn+1i+1xn+1i� 12 = xn+1i+12V n+12i�1 V n+12i+1V n+12i

Fig. 36 � Fusion de deux points-interfaes.forte sur les vitesses des points onvergents, à savoir!i� 12 � !i+ 12 = �xni�tn > 0 : (24)Pour un pas de temps, nous onsidérons le shéma suivant :�xn+1j un+1j ��xnj unj�tn + �(un+�jj ;un+�j+1j+1 ;!j+ 12 )� �(un+�j�1j�1 ;un+�jj ;!j� 12 ) = 0j =2 fi� 1;i;i+ 1g; (25a)�xn+1i�1 un+1i�1 ��xni�1uni�1�tn + �(un+�i�1i�1 ;u�i ;!i� 12 )� �(un+�i�2i�2 ;un+�i�1i�1 ;!i� 32 ) = 0; (25b)�xn+1i+1 un+1i+1 ��xni+1uni+1�tn + �(un+�i+1i+1 ;un+�i+2i+2 ;!i+ 32 )� �(u�i ;un+�i+1i+1 ;!i+ 12 ) = 0; (25)ave �j 2 [0;1℄, �xn+�jj et un+�jj dé�nis par (9) pour j 6= i. Nous avons en outre �xn+1i = 0,e qui implique �xn+�ii = (1� �i)�xni et un+�ii = uni . Nous hoisissons u�i tel que��xni uni�tn + �(u�i ;un+�i+1i+1 ;!i+ 12 )� �(un+�i�1i�1 ;u�i ;!i� 12 ) = 0 : (26)La valeur �tive u�i peut être interprétée omme une valeur de un+1i . D'autre part, le shémaonserve ainsi sa forme générale, y ompris pour la ellule qui disparait au ours du pas detemps.Comme dans la setion onernant l'addition de points, nous évoquons, dans un premiertemps, les propriétés de e shéma muni du �ux numérique de Godunov sur l'équationd'advetion et présentons ensuite le shéma impliite linéarisé orrespondant pour l'équationde Burgers.
INRIA



Adaptation dynamique 414.1 Équation d'advetionNous rappelons ii suintement sous quelles onditions le shéma (25) est TVD. Ladémonstration du théorème qui suit, se trouve dans le rapport [23℄.Théorème 3 Sous les onditions8>>>><>>>>: (i) 8j =2 fi� 1;ig; �tn �(� !j+ 12 )+ 1��j+1�xn+1j+1 � (� !j+ 12 )� 1��j�xn+1j � � 1;(ii) ��tn(� !i� 12 )� 1��i�1�xn+1i�1 � 1;(iii) �tn(� !i+ 12 )+ 1��i+1�xn+1i+1 � 1;le shéma en maillage mobile ave soustration de point (25) est TVD.Nous déidons de la suppression de la ellule Cni à l'instant tn+1 si juni � uni�1j < " etjuni � uni+1j < ". Comme pour l'addition, nous pouvons ajouter à e ritère la ontrainte,xni+1 � xni�1 < �xmax, a�n d'éviter une soustration exessive. Si la solution est instation-naire, nous risquons de supprimer des ellules, jugées insigni�antes à l'instant tn, néanmoinsutiles à l'instant tn+1. Nous proposons alors de oupler la proédure de soustration avel'algorithme Spring+Info, a�n d'être ohérent ave l'évolution de l'éoulement. Les Figures37 et 38 représentent la solution initiale H(x) et la solution de l'équation d'advetion averespetivement  = 0 et  = 1, générée par le shéma où �tn = 0:1 8n. La �gure 39 montrela solution initiale u0(x) = 2� artan(x) et la solution à t = 2 obtenue également en prenantle pas de temps �tn onstant au ours du temps, égal à 0.1 pour l'équation d'advetion ave = 1. " est alors égal à 0:0001. La solution initiale est représentée sur un maillage de 1000n÷uds, alors que la solution à t = 2 n'en omporte que 867. A titre indiatif, si " = 0:001,après 20 itérations en temps, il ne reste que 308 ellules.4.2 Équation de BurgersNous nous ontentons ii d'érire le shéma impliite linéarisé orrespondant à (25) surl'exemple de l'équation de Burgers. Il onsiste à onsidérer les itérations de la forme :8>>>>>>><>>>>>>>:
�xn+1j un+1j ��xnj unj�tn +F(un+�jj ;un+�j+1j+1 ;!j+ 12 )�F(un+�j�1j�1 ;un+�ji ;!j� 12 ) = 08j =2fi� 1;i;i+ 1g;�xn+1i�1 un+1i�1 ��xni�1uni�1�tn + F(un+�i�1i�1 ;u�i ;!i� 12 )�F(un+�i�2i�2 ;un+�i�1i�1 ;!i� 32 ) = 0;�xn+1i+1 un+1i+1 ��xni+1uni+1�tn + F(un+�i+1i+1 ;un+�i+2i+2 ;!i+ 32 )�F(u�i ;un+�i+1i+1 ;!i+ 12 ) = 0;ave u�i tel que � �xni uni�tn + F(u�i ;un+�i+1i+1 ;!i+ 12 )�F(un+�i�1i�1 ;u�i ;!i� 12 ) = 0:
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Solution approcheeFig. 37 � Solution initiale (1000 n÷uds) et solution approhée (4 n÷uds).
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Solution t=2Fig. 38 � Solutions à t = 0 (1000 n÷uds) et t = 2 (4 n÷uds).
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Solution t=2Fig. 39 � Solutions à t = 0 (1000 n÷uds) et t = 2 (867 n÷uds).
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Adaptation dynamique 43Nous utilisons les linéarisations suivantes :8>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>:
F(un+�jj ;un+�j+1j+1 ;!j+ 12 ) = �(unj ;unj+1;!j+ 12 )+  0u(unj ;unj+1;!j+ 12 )(un+�jj � unj )+  0v(unj ;unj+1;!j+ 12 )(un+�j+1j+1 � unj+1); 8j =2 fi� 1;igF(un+�i�1i�1 ;u�i ;!i� 12 ) = �(uni�1;uni ;!i� 12 ) +  0u(uni�1;uni ;!i� 12 )(un+�i�1i�1 � uni�1)+  0v(uni�1;uni ;!i� 12 )(u�i � uni );F(u�i ;un+�i+1i+1 ;!i+ 12 ) = �(uni ;uni+1;!i+ 12 ) +  0u(uni ;uni+1;!i+ 12 )(u�i � uni )+  0v(uni ;uni+1;!i+ 12 )(un+�i+1i+1 � uni+1);où � est la fontion de �ux numérique de Godunov (11) et la fontion  est soit la fontionde �ux numérique de Engquist-Osher, soit la version entropique du �ux de Roe.Comme pour l'advetion, nous déidons de la suppression de la ellule Cni à l'instant tn+1si juni �uni�1j < " et juni �uni+1j < ". Nous utilisons également la version impliite du shémaérit i-dessus. La Figure 40 représente un ho à t = 0 et t = 2. La �gure 41 montre unedétente aux mêmes instants.
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Fig. 40 � Chos à t = 0 (1000 n÷uds) et t = 2 (4 n÷uds).Nous nous interrogeons ii sur la généralisation d'une telle méthode aux dimensionssupérieures. Comme pour l'addition, nous pensons qu'il est plus naturel de gérer, en deuxet trois dimensions, la fusion de sommets que la fusion d'interfaes, omme nous l'avonsprésentée i-dessus. Nous proposons don une approhe di�érente où la soustration naît dela renontre de deux sommets à l'instant tn+1, shématisée en la Figure 42. Une di�éreneave la première optique est que �xn+1j 6= 0 8j. Nous pouvons ainsi appliquer le shéma(7-8-9) omme il est érit dans la première setion. Il nous reste �nalement à fusionner lesellules Cn+1i et Cn+1i+1 en une seule, notée C, de mesure �x = �xn+1i +�xn+1i+1 , sur laquelle
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Detente t=2Fig. 41 � Détentes à t = 0 (1000 n÷uds) et t = 2 (138 n÷uds).nous approhons la moyenne de la solution paru = �xn+1i un+1i +�xn+1i+1 un+1i+1�xn+1i +�xn+1i+1 :

xni xni+1xni�1 xni+2
tn+1
tnxni+12 xni+32

xn+1i�1 xn+1i+2
xni� 12

V n+12iV n+12i�1 V n+12i+2V n+12i+1
xn+1i� 12 xn+1i = xn+1i+12 = xn+1i+1 xn+1i+32Cz }| {

Fig. 42 � Fusion de deux sommets.A première vue, ette démarhe s'apparente plus à la soustration "lassique", dérite audébut de la setion, qu'à l'approhe préédemment proposée. Néanmoins, nous nous sommeslimités ii à la fusion de deux sommets. Rien ne nous empêhe de onsidérer la fusion de Msommets xni1 ; � � � ;xniM où M � 2. Par exemple, situons-nous dans le adre de la Figure 43(M = 3), où les sommets xni�1, xni et xni+1 se renontrent à l'instant tn+1 pour n'en formerqu'un seul. La géométrie du maillage ainsi obtenue est semblable à la géométrie du maillage,représenté sur la Figure 36. Nous appliquons don exatement le shéma (25) ave (26) etINRIA
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tn+1
tnxni xni+1 xni+2xni�1xni�2

xn+1i+2xn+1i�2 xn+1i+32xn+1i� 32V n+12i�2 V n+12i+2V n+12i+1V n+12iV n+12i�1xni� 32 xni� 12 xni+12 xni+32
Cz }| {xn+1i�1 = xn+1i = xn+1i+1

Fig. 43 � Fusion de trois sommets.retrouvons la ontrainte (24). Une étape supplémentaire réside dans la fusion des ellulesCij pour j = 1; � � � ;M en une seule, notée C, de mesure�x = MXj=1�xn+1ij = �xn+1i1 +�xn+1iM ;sur laquelle nous approhons la moyenne de la solution paru = �xn+1i1 un+1i1 +�xn+1iM un+1iM�xn+1i1 +�xn+1iM :5 ConlusionDans e rapport, nous avons présenté et implémenté di�érentes approhes d'adaptationdynamique de maillage, omplémentaires au shéma numérique étudié dans [23℄ et qui, parailleurs, a fait l'objet de la première setion. Parmi es dernières, nous distinguons le maillagemobile adaptable, l'addition et la soustration dynamiques de n÷uds. Nous avons égalementpro�té de e rapport pour rappeler ertaines propriétés du shéma omme son aratèreTVD pour l'équation d'advetion, ainsi que les fondements d'un shéma impliite linéarisépour l'équation de Burgers. Toutefois, pour e dernier, le shéma impliite appliqué à lasimulation d'un ho, exhibe des instabilités. Il nous reste à omprendre le pourquoi de ephénomène. D'autre part, nous avons veillé à e que les proédures soient adaptables auxdimensions supérieures. Une prohaine étape de notre travail onsistera en l'obtention d'unode en deux dimensions pour les équations d'advetion et d'Euler.
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