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discontinous Galerkin method for the wave propagation in
aeroacoustics

Abstract: A discontinous Galerkin method is applied here to the numerical solution of the time-domain
Euler’s equations around an uniform or a non uniform flow. We use a centered mean approximation for
the surface integrals and a leap-frog scheme for advancing in time. We construct an absorbing boundary
condition and a reflecting boundary condition. We prove within the framework of an uniform flow a
sufficient CFL- L? stability condition. Some tests cases illustrate the potential of our scheme.

Key-words: linearisation of the Euler equations, uniform and non uniform flow, Py and P; discontinous
Galerkin method, absorbing boundary condition, reflecting boundary condition, leap-frog time scheme,
L? stability, unstructured meshes
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Méthode de type Galerkin-discontinu pour la propagation des ondes en aéroacoustique 5

Introduction

L’aéroacoustique est un domaine en pleine expansion, de nombreuses approches numériques sont ap-
parues ces derniéres années [2] or la plupart de ces méthodes appartiennent & la famille des computational
fluid dynamics (CFD), leur principe réside dans l'utilisation de schémas en différences finies trés précis,
leur robustesse n’est plus & démontrer [19]. D’autres méthodes tenant compte des particularités physiques
des perturbations étudiées ont permis & ce jour d’obtenir des résultats encore plus précis [25], [8], [4]-
De plus d’énormes améliorations au niveau du traitement des conditions aux limites ont été prposées ces
derniéres années [25],[16].

Malheureusement, il existe encore peu de méthodes permettant d’étudier la propagation de perturba-
tions acoustiques dans le cadre de géométries complexes nécessitant 'utilisation de maillages irréguliers.
De plus nous possédons peu de résultats quant a I’évolution de petites perturbations d’un écoulement
non uniforme [24].

Les résultats présentés dans ce rapport sont orientés dans ce sens. Le but de notre travail est la construc-
tion d’un opérateur de propagation précis et robuste utilisable en géométrie complexe et ce pour un
écoulement uniforme ou non. Nos précédents travaux développés dans [6] et [7] ont mis en évidence les
propriétés théoriques et numériques de 1'utilisation d’un schéma de type volumes finis avec flux centrés
en espace et saute-mouton en temps pour les équations d’Euler linéarisées (schéma qui avait déja été
étudié pour les équations de Maxwell [21]). Ce nouveau rapport constitue un approfondissement de cette
méthode puisque nous avons réussi & étendre tous les résultats théoriques au cas d’une approximation
en espace de type Galerkin-discontinu d’ordre P;. Plus précisément nous avons réussi & démontrer dans
ce nouveau cadre 'existence d’une condition suffisante de stabilité sur maillage quelconque en deux et
trois dimensions d’espace, pour cela nous avons montré I’existence d’une énergie ayant la propriété sur
maillage non structuré sous une condition de type CFL de se conserver si le domaine ne comporte pas
de parois absorbantes et de décroitre & chaque itération temporelle (des résultats similaires ont déja été
démontrés pour l'utilisation d’un tel schéma sur les équations de Maxwell [22]). Les intéréts principaux de
cette démarche résident dans I’amélioration de la précision qu’elles nous a apportée et dans sa souplesse
[17].

Nous commencerons par démontrer ces différents résultats théoriques en introduisant une condition aux
limites de type réfléchissante puis une condition aux limites de type absorbante. Sur trois cas test aca-
démiques en écoulement uniforme, nous comparerons la précision de approximation Py (volumes finis)
avec celle de ’approximation PP;. Nous comparerons également la qualité de notre condition absorbante
par rapport a une méthode PML développée par H.L. Atkins [3] et nous vérifierons le bon comportement
de notre condition aux limites réfléchissante. Enfin dans une derniére partie, nous illustrerons 'utilisation
de notre méthode dans le cas de la propagation d’une perturbation acoustique au sein d’un écoulement
cisaillé.

RR n°® 4932



6 Bernacki € Piperno

1 Meéthode Galerkin discontinue

1.1 Introduction

Pour fixer le cadre des équations qui nous intéressent nous pouvons rappeler que dans le contexte
de petites perturbations (6p,0u,6v,6w,0p) d’un écoulement uniforme caractérisé par (po,uo,vo,wo,Po), les

-
équations d’Euler linéarisées s’écrivent pour W = ¥ (pocodu,pocodv,pocodw,dp) :

aw L == [y ‘ — — —

S +div (F (W)) =0, avec F (W) - (AZWAyW,AZ W) : (1)
ou encore
_ Up 0 0 Co _ Vo 0 0 0 s Wo 0 0 0 s
3_W+ 0 uw 0 O 3_W+ 0 wo 0 ¢ 5_W+ 0 wg 0 O 8_W_0 @)
ot 0 0 U 0 ox 0 0 Vo 0 ay 0 0 wo Cp 0z o

Cop 0 0 Ug 0 Co 0 Vo 0 Co Wo
A A A

L’équation portant sur dp n’étant pas trés intéressante, en fait le calcul de ép nous fournit dp, car dans
le cadre isentropique ép = cZép, et dans un cadre quelconque

1
op (t,w,y,2) —6p (0,2 — uot,y — vot,z — wot) = — (0p (t,2,y,2) — 0p (0,2 — uot,y — vot,z —wot)).  (3)
i)

Pour ne pas alourdir le présent rapport, bien que les résultats théoriques que nous démontrerons soient
exacts pour une dimension d’espace quelconque, ils seront appliqués aux équations d’Euler linéarisées en
2D.

1.2 La discrétisation spatiale

Dans chaque volume fini indexé par i, les inconnues numériques correspondent aux projections ortho-

—
gonales de W sur une famille de fonctions de base préalablement choisie dans le volume que I'on notera
(31-]-)1 <j<, s avec d; le nombre local de degrés de liberté a ’intérieur de la cellule 7;. Nous tolérons le

fait que l’af)proximation puisse étre discontinue au niveau d’une interface entre deux cellules.
En multipliant ’équation (1) par une des fonctions de base 31‘3‘ et en intégrant sur la cellule 7;, on obtient:

.
ow ! —
/ G)ij . W = _/ taij : X:Asaav5 (W> ) (4)
Ti Ti s=1
soit
— av_[} d tog — = t— ! ~ i .
/T,- Y = ; 0, P ijAs W—/Oﬂ B ij ;nsﬁs W, Vje{l,..d}, (5)
avec ¢ la dimensi))n d’espace et fi le vecteur normal unitaire.

.
Si nous notons W; la projection orthogonale canonique de W sur Vect (Z’ij,l < 7 < d;) dans la cellule

— —
7;, nous pouvons dans ’équation (5) remplacer W par W,. Pour les intégrales de bords, comme aucune
continuité n’est imposée, de nombreuses approximations peuvent étre utilisées pour construire les valeurs
aux bords. Nous choisissons des flux centrés, soit

— —
W, + W,

-
kEﬁi,Vl'ETik,W—) B )

(6)

avec 1J; ’ensemble des indices des cellules appartenant a la partition G de notre domaine € voisines par

—
une surface de mesure non-nulle de la cellule 7; et 75, = 7 N 7. Le vecteur W peut étre décomposé sur
la base des fonctions propres de la cellule 7;, ce que ’on écrira sous la forme:

Veen, Wilet)= Y. Wiy()By(a). (7)

1<5<d;

INRIA



Méthode de type Galerkin-discontinu pour la propagation des ondes en aéroacoustique 7

—
Dans chaque cellule, le vecteur W; peut étre représenté par la famille de scalaires (W;;, 1 < j < d;). Nous
noterons W; = (W), ., - Finalement, on peut récrire (5) sous la forme

anl / /
7.l -
1 T

avec N, = M /||Tik]] ot 7, correspond a lintégrale de la normale unitaire de U'interface 7;;, orientée de
7; vers 7,,. Ou encore sous une forme plus condensée

OW, ~ o 2oa | W Z —)i+Wk
at — .,., T QD'L] 7. 2 B}
Po\s=l1 1<j<d;

kEd;

Vie{l,.,d},

q —
<Z "0, Gij A >W Z/ i (Zm A > lewk 8)
s=1
—_———

di

i

kE€D;

P

—~
O
=

avec

IW = [mzv] 1<u<ld; — [/ G)mj. : G)m;:| . (10)
1<v<d; - 1<u<d

Svsdy

1<v<d;

La matrice Ml est une matrice de produit scalaire, elle est donc symétrique définie positive.

1.3 Condition aux limites réfléchissante

Il est évidemment nécessaire de définir le sens de "approximation (6) lorsque 'interface 7 est au bord
du domaine et que I'indice k correspond & une cellule fictive. Nous allons définir deux sortes de conditions
aux limites. La premiére, qui est la plus évidente, correspond & une condition de type réfléchissante que
nous définissons comme suit

— — — 1 —
7 C Q, Tik C GQ, Vo € Tik W, (ZL‘) = H,, W; (1‘), W(l‘) — 5 (]I-l—]HI,ik)Wi, (].].)

avec dans le cas du systéme (2),

1—202 =20, ik, —20, ik, 0
foi Tirn =2 LT
H,L‘k _ —27}7.1% 7}7,'1@?/ 1 j 277/1-1% —2niky~’l’2Likz 0 7 (12)
=20k, Nik,  —2Mik,Nik, 1 =205 0
0 0 1

cette condition consiste simplement & traiter le bord du domaine comme un miroir pour les petites
perturbations, ce qui physiquement & un sens si et seulement si I’écoulement porteur est tangent a la
paroi.

1.4 Discrétisation temporelle

Nous utilisons un schéma de type saute-mouton. Nous définissons par At le pas en temps qui est sup-
posé constant. Les inconnues numériques sont évaluées aux instants t" = nAt et notées W/:. L’expression
du schéma se déduit directement de I’équation (9):

—

) W;'H-l _ W;’L—l n WZL + W
M I B </ (Z 0. FigA > Wi-2 / PP - 1
T" 1<5<d;

s kEY;

Pour le traitement des conditions aux limites réfléchissantes, d’aprés la section précédente, nous posons
au niveau d’une interface réfléchissante 7, entre une cellule interne 7; et une cellule fictive 7:

Vo € Tin, W (2) = Hpy W2 () . (14)

Nous verrons également dans la section 3, la construction de conditions aux limites absorbantes.

RR n°® 4932



8 Bernacki € Piperno

2 Une condition suffisante de stabilité

Nous allons & présent démontrer une condition suffisante pour la stabilité L? de notre nouveau schéma
deéfini par (13), en considérant uniquement des conditions aux limites réfléchissantes. Nous utilisons pour
cela la méme approche que dans [7], ou une forme quadratique joue le role d’une fonction de Lyapunov
de toutes les inconnues numériques.

2.1 Une énergie discreéte

En utilisant toujours ’approche que nous avions adaptée dans [7], nous définissons I’énergie discréte
sous la forme

Définition 2.1 Pour une partition G en volumes finis du domaine  avec seulement des conditions
réfléchissantes auz bords du domaine, nous considérons dans chaque cellule et sur [’ensemble du domaine
I’énergie suivante:

1

5 (WIMW? + WMWY, (19)

1
2

B =) E.

Ti€G

1l est loin d’étre trivial que cette énergie puisse s’identifier & une fonction de Lyapunov, car elle dépend
explicitement du schéma utilisé. Dans la suite, nous allons démontrer que cette énergie se conserve a
chaque pas de temps et qu’il s’agit d’'une forme quadratique définie positive de toutes les inconnues
numériques sous une condition de type CFL.

2.2 Conservation de I’énergie discréte

Lemme 2.1 En considérant le schéma défini par (18-14), ’énergie discréte définie par (15)est exacte-
ment conservée. C’est-a-dire
E* =E" ! (16)

Démonstration 2.1 Nous avons grace a la symétrie de M

530 WM (WIS W) WM (W W),

Er — Enfl —

i

de plus nous pouvons récrire (13) uniquement en fonction des W:

4W?+1_W?_1 ixxrn L Pr ik xArn
Mt S NW -5 ) (OEW + OFWR),
keY;
avec
L) Y BRC RPN IR R - X
s Ti 1<u<d; Tac 15“33"
1<v<d; Susy
donc

1 n n—1 n—1Rxgp n nR n—1
~ (B —E ) =) 'WITINW 4+ WIN'W]
1 n— 27 n n— i n nmet n— nme n—
= (WO W+ WITTOE W+ WO W+ WO W),
ked;
En sommant suivant le type d’interfaces, nous obtenons

1

- n _ mn—1Y) _
At(E B =

INRIA



Méthode de type Galerkin-discontinu pour la propagation des ondes en aéroacoustique 9

=> ((WIT'NW} + WINWT) (i)
inter faces
-5 > (WPTIOUWI A+ WETIOE W+ WO W+ WO W) (i)
internes
inter faces
— Y (WIORWIT WIOE W+ WEOE W+ WEOR W) (i)
internes
1 inter faces
- Y (‘WO W+ WO W+ WO W 4+ WROF W) (i)
reflechissantes
Or, comme Pj; = —P;;, et 'P;;, = P;;,, nous avons
ik o1 Va2 it
Qik = _t@)f; , t@ = O,
d’ou
inter faces
(i) + (iii) = — > ("WPTIOPW? + WO WY
internes
1 inter faces
(i) + (idd) + (itid) = = > Y "WITIOPW —— 37 ("W OF W+ WROEWE).
i k€Y; reflechissantes
(iv)
De plus
1 inter faces
(iv) = = Z / twn P Hy WP+ W”]Pl,chwn 1)
reflechissantes

Or grace aux expressions (2) et (12), nous savons que la matrice P;.H;i, est une matrice antisymétrique
sous la condition d’orthogonalité locale suivante:

-
¥ (ug,vo,w0) - 1 = 0,

sous cette hypothése, d’un sens physique évident, nous avons

(iv) = 0.
Finalement
é (B —E~") =) (WITINWPH WINWET) =Sy Wi lopwr,
7 1 k€Y,

1 n n— n— ik n npt n— 7 7 L 1 i1
A (5B =2 (WITRIWECWIREWIT), avee B = [riaJyigy =N -3 0 OF,
or

:Z/ t(a$\g_0)’b ] __Z/ (70174, 1k§01v7
s Ti kEY;
== Z/ ta)iuAS (aﬂveaw) +/ taiu (Z ASTNLS) 31'1} - Z / @zu ik Q‘szv
s YT ori s keﬁ

puis par symétrie de A, Vs € {1,..,q},
:_Z/ zQ‘QwAQ‘Qzu"_ Z/ Q‘QW sz‘Qzu—_vu
keﬂ
Donc la matrice R est antisymeétrique, et nous obtenons le résultat du lemme

E* —E! =0.

RR n°® 4932



10 Bernacki € Piperno

2.3 Le caractére défini positif de ’énergie discréte

Dans l'optique d’obtenir une condition de stabilité pour notre schéma, nous allons démontrer que
notre énergie discréte E™, sous une condition de stabilité portant sur At, est une forme quadratique
définie positive des inconnues numériques W7*. Commencons par donner certaines définitions.

— —
Définition 2.2 VX € Vect( i, 1 <j <d;), nous notons ||X||,, la norme L? du vecteur X sur 7,

c’est-a-dire ||X||3 =/ ||X||2 La méme notation sera utilisée pour la norme L? d’un vecteur sur une
i
interface T -

Définition 2.3 Nous supposerons une certaine régularité des fonctions de base 3”7 1 <j<d,. Plus
précisément, nous supposerons que sur chaque volume 7;, il existe des constantes c; et B (k € ;) telles
que

P
VX € Vet (Fiy, 1< <di), Vs € {1,q}, [0 Xl < &

(17)

ﬂmll n

Z

vfevect(aj7 1<j<d), Vkev,, ||X|| ”“” ||X|| (18)

Tk—

avec V; le volume de la cellule 7; et P; =), ||| son périmetre.

Définition 2.4 Grice a la symétrie des matrices Ag, nous rappelons le résultat suivant

VX € Vect (Bij, 1<j<di), Vs € {1,.q},

— — —
IAX2 =/ 1A X2 Spms)?/ IXI? = p(AL)?

avec p le rayon spectral. Nous noterons

)\:Zp(As% pi = p (Pir)

Lemme 2.2 En utilisant le schéma défini par (12)-(138)-(14), et les notations des définitions 2.2 a 2.4,
lénergie discrete EY définie par (15) vérifie,

a; P;AAt

WnTWan
Wl I

1 ~n <
B > 2 (W22 + W2 -

(19)

_|_

At j : pzkﬂzk“ nzk” —1
( || Ti Vk

4 Vi
kev;

2 pmﬂm‘HWkiH o2
—— IWZII%, ) -

En considérant dans cette expression que si T;;. est une interface réfléchissante, alors par convention

— —
IWellz, = IWillz, Bri = Bir, Vie = Vi

INRIA



Méthode de type Galerkin-discontinu pour la propagation des ondes en aéroacoustique 11

Démonstration 2.2 Nous avons

("WIMW! +f WM W)

o
N =

("WPMW? +f WM W) + A#XY, avec

N =

X7 = 5 WM (WP - W)

d;

t—)
L ij z/c

ked;

th 1(/2 thA
1

— —
Wr + Wy
2

Jj=

/Tizg: tW’?AS( Wn 1) Z/ th p, w

kev;

= %/ Z (t\?V?AS (azs\?v?*l) _t W?*lAS (a _ L Z / th 1]}D11¢Wn.

kEﬂ
Donc
m%ﬁ(Z/meJQWTﬂ+Z/WW?%4%WﬂF§:/tWT%ﬁ%)
s Ti s Ti ked; i
<3 (Z (W2l 1A (80, W)l + W 1A (92 W2 1) + D ||W?—1||m||mﬁvzf||m>
s kev;

A1y on ﬁzanmH et Bm‘llﬁm‘ﬂ 2
IWE L Wl + E:M HW'H —7K—WWNW7

k€19

ces expressions restant valides lorsque le volume considéré admet une ou plusieurs faces métalliques grace
aux conventions fixées dans I’énoncé du lemme. Car en effet si k € ¥; et 7 est une interface réfléchissante

= = - pikBikll Wik
W < pall Wl = pul Wil < 2080y
tH; Hip =id
< pir Bl 7 ik |l pirs Bl W kil | =
eaWyl,, < 0l o eeBeleliy,

par  convention

Finalement,

1 1
|E*| > §||Wf 2 + §||V_\)7f’1||3 — At|X?| et le fait que pir = pr; donnent le résultat du lemme.

Lemme 2.3 En utilisant le schéma défini par (12)-(18)-(14), et les notations des définitions 2.2 & 2.4,
lénergie discrete totale B définie par (15) est une forme quadratique définie positive de toutes les va-
riables si

2V;
P

Vi, Vk €95, At(2 i + Biwpir) < (20)

RR n°® 4932



12 Bernacki € Piperno

Démonstration 2.3 D’apreés le lemme précédent, nous avons

:PAA
2)_6“7'5

W

n 1 o2 on—
B > 5 (IW2IE + W,

At Pir ik 7 ikl =112 PiBril| Wil \ =20 0o
R — § R R W oy D R W .
4 = ( ‘ri “ 7 ||T, ‘rk “ k”rk

Ce que l'on peut récrire sous la forme

1 BupiAt "
n> n L ne
® Zumn( W (m IubBL) |51
ke,
al)‘At BripriAl | =
WnT Wan CRPRZ w12 ) .
W - PR e
D’ou
B >
n 1 O‘)‘At 1 Bikpir At a; At =1 BkzpzkAt
[ n —_— = — W7 Wn )
§'||nk||<<2 W2, 2P 4V 2V, [N = 1V, — W%,

En sommant suivant les interfaces et en utilisant les notations du lemme, nous obtenons

internes reflechissantes
E > Z |7 i || Yir + Z |7 i || Zir, avec,
faces T faces Ty
1 Bikpir At a; AAL 9 1
Yie = (55 — - (W22, + W22
o= (g5 - 2P 2220 (1, + W) +
1 BripeiAt  apAAt ( 2 . 112
— - - wr wr )
(g5, - 2Bt - 220 (W, + W,
1 Bikpir At a; AAL .12 =n_1112
Ty = - - (W’-L W )
= (55, - 2Pl - 4020 (12, +

Finalement, ’énergie E” est une forme quadratique définie positive de toutes les variables si
1 ﬂikpikAt Oéi)\At

Vi, Yk € U5, 5P, 4V, 5V,

>0,

ce qui donne le résultat du lemme.
[ |

Nous en déduisons le résultat principal de cette partie:

Théoréme 2.1 En utilisant le schéma défini par (12)-(13)-(14) sur un maillage arbitraire (comportant
uniquement auz bords des interfaces réfléchissantes) et les notations des définitions 2.2 & 2.4, 'énergie
discrete B définie par (15) est conservée au cours des itérations. De plus, il s’agit également d’une forme
quadratique définie positive de toutes les variables (W?7Wf_1), assurant ainsi la stabilité L? du schéma,
si le pas de temps vérifie la condition

2Vi
P’

Vi, Vk € ¥;, At (2Xa; + Bikpir) <

3 Un schéma stable avec des conditions limites absorbantes

Dans cette section, nous traitons de conditions aux limites absorbantes. Nous allons proposer un
modéle pour leurs traitements et mettre en évidence la stabilité L? de notre schéma de type Galerkin-
discontinu associé & des conditions aux limites réfléchissantes et absorbantes. Nous utiliserons la méme
approche que dans la partie précédente.

INRIA
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3.1 La condition absorbante

Rappelons déja que le probléme présenté par (2) est un probléme strictement hyperbolique tandis que
si nous tenions compte de ’équation portant sur ¢p il s’agirait d’un probléme fortement hyperbolique.
Dans les deux cas, nous pouvons donc affirmer que

= ~ . . .
Vo, P= Z nsAs  est une matrice diagonalisable,

de ce fait, il existe une matrice diagonale D = diag ()\;) et une matrice inversible S telles que P = S™DS,
nous noterons alors
|P| =S D[S, avec |D| = diag (|\i])-

Nous pouvons également remarquer que dans le cas du systéme (2), la matrice P est symétrique, donc il
existe une base orthonormée de vecteurs propres pour laquelle S™! =t S. Dans le but de construire une
condition absorbante, nous proposons pour traiter une interface 7;; entre une cellule au bord 7; et une
cellule fictive 7:
on wn—1
Py Wi = |Pu| W (21)

Lemme 3.1 En utilisant le schéma défini par (12)-(18)-(14)-(21), et les notations des définitions 2.2 a
2.4, Uénergie discrete totale E* définie par (15) vérifie
At interfaces _ _ _ _
B =BT - ) / (fvv;H P WPt 4t WP |]P’ik|W§‘*2) . (22)
Tik

absorbantes

Démonstration 3.1 Le résultat se déduit directement de la démonstration du lemme 2.1, en effet, en
reprenant le méme cheminement, nous obtenons

inter faces

At . il
B =ET - Y (WITTOR W WO W)
externes
et d’apres (14)-(21)

i At inter faces r=in1 T = o

-2y / (Wt P Wi+ W Py W7 2)
absorbantes ¥ Tik
At inter faces e N L= =4
_7 Z ( WZL ]P)ik]HI«ik W? + W?Pik]ﬂik W? ) 9

reflechissantes ” Tik
N _

0

d’ou le résultat du lemme.
[ |

Nous pouvons remarquer que l’énergie ne se conserve plus, ce qui est évidemment nécessaire puisque
notre but est de construire une condition absorbante. Cependant, rien ne prouve que pour des pas de
temps quelconques, notre énergie soit une suite décroissante. Pour cela nous allons construire une nouvelle
énergie en rajoutant des termes correctifs a E".

3.2 Construction d’une nouvelle énergie

Définition 3.1 Dans le cas d’un domaine comportant des conditions auzx limites absorbantes et réfié-
chissantes, nous considérons l’énergie discréte suivante

absorbantes
; n At A Wt xon—1 -1
vi, B =E - ) /T ("W Py W = W Py W) (23)

inter faces

RR n°® 4932
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= Fp.

Ti€G

Les termes correctifs apportées a E* ne portent donc que sur les parois absorbantes. Nous allons d présent
montrer que [’énergie discréte ™ est décroissante & chaque pas de temps.

Lemme 3.2 En utilisant le schéma défini par (12)-(13)-(14)-(21), et les notations des définitions 2.2 d
2.4, Uénergie discrete totale T définie par (23) est décroissante o chaque itération. Plus précisément

absorbantes
AF =F" — ! = — T > / W”+W *2)|]P’U|(W“+W" 2)_0 (24)

inter faces

Démonstration 3.2 Nous avons

absorbantes
A

t n n n— n— n— n—
AF=AE- S S [ (IR W - 2 W B W W B W),

interfaces * Tik

et grace au résultat (22) et a la symétrie de la matrice |P;;|, nous obtenons

absorbantes

aR=-G N[ (W W) e (W W),

inter faces

le caractére négatif de cette expression découle directement du caractére positif de la matrice |Py;|, ce qui
achéve la démonstration du lemme.

3.3 Le caractére défini positif de 1’énergie F”"

Toujours dans 'optique d’obtenir une condition de stabilité pour notre schéma lorsque nous utilisons
des conditions absorbantes en sortie de domaine, nous allons démontrer que sous une condition portant

e
sur At, F"est une forme quadratique définie positive des variables (W?,W?71>.

Lemme 3.3 En utilisant le schéma défini par (12)-(18)-(14)-(21), et les notations des définitions 2.2 a
2.4, Uénergie discrete T} définie par (23) vérifie,

{PAA
2>_C“Tt

2 pmﬂm‘HWkiH W" 2
+ Vk || k“'rk *

Wnl

W7

|- |-

1 . .
F > 5 (W72 + W

At pzkﬂzk“ n;
X (2

kev;

En considérant dans cette expression que si T;; est une interface réfléchissante ou absorbante, alors par
convention

— —
||WZ||TA = ||W;;L||Ti7 Bri = Bik, Vi =Vi.
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Démonstration 3.3 La démonstration est analogue a la démonstration 2.2 nous avons

1 ) .

F =3 ('"WIM'W! +! WM W) + AEX? — AtY?, avec
1 absorbantes N . N N

Yi=< > / (tW? [Py | W =" Wi [Py W?_l) ;
4 interfaces “ Tik

X7 = %/T Z (tv_&’fms (axsv_&};—l) WA, (azsv_\’f?)) —% 3 / WP W

kev;
1 A Wwn—1 t ywn—1 o 1 i txan—1 o
D> ( WrA, (azswi ) —tWI LA, (azswi )) -5 X WP, W
Ti s inter faces ¥ Tik
1 reflechissantes . _ 1 absorbantes _ _
t -1 t —1 —1
-5 3 /T Wi Py H W = 5 | > /T WPy | WP
inter faces ik inter faces ik

3

1 - - A
= g (Wi W W) 4 5 [ (W (0. W) < Wita, (0. W

internes reflechissantes
At tyan—1 e At tyan—1 on
-5 WiTRRWE - Y WP H, W
inter faces ” Tik inter faces Tik

At absorbantes . N . .
SX [ (W R W W W),
Tik

inter faces

. 1 — _)n Oélpl)\At — _)n At internes — _)n
FY 2 o (W22 4+ IWEIR ) = S5r = W W = 5 D pal W W
v inter faces
reflechissantes absorbantes
At wn— n At Nn— un
-5 X W Wl =5 D e (W, + W, )
inter faces inter faces
— —
car p (|Pir]) = p (Pi) = pir et [[Hie WP, = Wil -

RR n°® 4932
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D’ou

S W W

|

) B o; PAAt

1 n—1/2 n
E > 5 (W72 + W B

At internes Bk“n k|| Bk“ﬁ)k” N
-7 X e (2w s 2 )

interfaces

At reflechissantes ﬂlk” nlk“ ﬁlk“ ’I’LM” .
D S CLE W)
inter faces
absorbantes
At ﬂzk” Uz ﬂlk” nl}v“ n
e Z Pik ( ||W7.
inter faces
et en utilisant les conventions données dans le lemme, on obtient
P AAL
B > o (W, + W7 3.) - T W WL
At ﬂzk“n ﬂ/m” nkz“
- . Rl T Rl Wn
T3 o (2l IR,

kev;
le fait que p;r = pr; nous donne le résultat du lemme.
[ |

Lemme 3.4 En utilisant le schéma défini par (12)-(18)-(14)-(21), et les notations des définitions 2.2 a
2.4, Uénergie discrete totale ™ définie par (23) est une forme quadratique définie positive de toutes les

variables si
2V;

P

Vi, Vk € 9;, At (2)\ai + Birpir) < (26)

Démonstration 3.4 La démonstration est identique a celle du lemme 2.3 en utilisant les notations du
lemme 3.3.

Nous en déduisons le théoréme suivant

Théoréme 3.1 En utilisant le schéma défini par (12)-(13)-(14)-(21) sur un maillage arbitraire (com-
portant aux bords des interfaces réfléchissantes et absorbantes) avec les notations des définitions 2.2 a
2.4, Vénergie discrete B définie par (28) est une suite décroissante. De plus, il s’agit également d’une
forme quadratique définie positive de toutes les variables (W?,W?il), assurant ainsi la stabilité L? du
schéma, si le pas de temps vérifie la condition

2Vi
P’

Vi, Vk € ¥;, At (2Ma; + Bikpir) <

4 Utilisation d’une méthode PML

Bien que les résultats démontrés dans les parties précédentes rendent notre condition absorbante trés
attractive, nous avons développé en paralléle un code Py associé & une méthode PML. L’intérét, comme
nous le verrons grace aux cas tests, a été de pouvoir juger de la qualité du caractére non réflechissant de
notre condition absorbante. Récemment les travaux de Bérenger [5] ont remis au goit du jour 'utilisation
des méthodes dites de couches en les améliorant pour les équations de Maxwell. De plus I’approche faite
par Bérenger s’est révélée étre applicable sous des formes diverses a des configurations plus complexes ou
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méme a d’autres problémes physiques [12], [16], [9], [11]. De nombreuses variantes du modéle de Bérenger
ont été construites en aéroacoustique. On peut citer F.Q. Hu [16], dont le modéle s’est révélé performant
mais malheureusement soumis & des problémes de stabilité peu prévisibles dis au caractére faiblement hy-
perbolique du nouveau systéme obtenu lorsque la vitesse de I’écoulement n’est pas nulle. Dans leur article
Tam, Auriault et Cambulli [23] ont mis en évidence ce probléme et proposé une solution au cas par cas
efficace mais peu propice aux caractéristiques des maillages que nous voulons utiliser. D’autres approches
ont été développées pour pallier le caractére mal posé du modéle PML traditionnel en aéroacoustique,
elles consistent non plus a splitter les équations mais a rajouter des termes aux équations existantes [20],
[12], [15]. Bien que ces nouveaux modéles permettent de résoudre théoriquement les imperfections de la
méthode PML, ils compliquent de maniére substantielle les équations. Enfin, dans le cadre de 1'utilisation
d’une méthode de type Galerkin-discontinue, H.L Atkins [3] a mis en évidence certaines simplifications
que nous pouvions apporter au modéle PML traditionnel. Par rapport & ces différents critéres nous avons
était obligés de faire un choix sur le modéle PML que nous voulions utiliser. Comme le but de cet article
n’est absolument pas de construire une méthode PML parfaite pour 1’aéroacoustique, nous avons décidé
d’utiliser la méthode PML développée par H.L Atkins en imposant un filtre dans la zone PML pour éviter
I’apparition de problémes de stabilité dans cette zone.

4.1 Meéthode PML

Revenons a I’équation (2) exprimée en deux dimensions d’espace:

oW oW oW
+A 2 LA

o Ty T, =0 (27)

Le principe de la méthode PML consiste a splitter les équations dans le sens o chaque variable physique
est séparée en deux variables, la premiére étant associée aux dérivées en x et la deuxiéme aux dérivées en
y, et en ajoutant de plus & chaque équation un terme d’amortissement anisotropique. Plus précisément,
nous récrivons (27) sous la forme

( oW, oW
A —o
ot =it Ay
oW oW (28)
2
W ALY
ot TouWet A
—_ = —
\ W =W, +W,

Nous pouvons vérifier que lorsque les coefficients d’amortissement sont nuls les équations d’Euler li-
néarisées sont un cas particulier de notre nouveau systéme. Ces coefficients sont introduits dans le but
d’absorber les différentes ondes et ce dans une zone en bordure de domaine. De plus leur choix s’avére
délicat, en fait il n’existe pas vraiment de lois précises mais plutot des remarques empiriques issues de la
mise en pratique de ces méthodes (voir [12], [16]). Le dessin suivant illustre le type de domaine utilisé.
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PML

I I

I I

I I

I I

I I

I I

1 |

,,,,,,,, __L_ | o, =0 x>0 |

I I

ECOULEMENT UNIFORME ! oy >0 oy > !

1 |

=) 3 | !
2 2 :

Ay Ay | |

| |

I I

| o, =0 oz >0 |

I I

| oy =0 oy =0 |

PARTIE INTERNE | |

I I

I I

| |

I I

PML A 1

F1c. 1 — Schéma du domaine de calcul

La figure illustre les deux types d’interfaces générés par le domaine PML, un premier type d’interfaces
entre zone non PML et zone PML et un deuxiéme type d’interfaces entre zones PML distinctes. Les
propriétés remarquables de la méthode PML sont multiples, tout d’abord nous pouvons affirmer qu’a
une interface, entre une zone non PML et une zone PML ol entre deux zones PML, normal & ’axe des
abscisses avec les coefficients d’absorptions respectifs (0,1,0y) et (042,04 ), la réflexion est nulle et 'onde
transmise conserve la méme direction et la méme amplitude que I’onde incidente et ce indépendamment de
I’angle d’incidence et de la fréquence de 'onde. Cette propriété reste évidemment exacte dans le cas d’une
interface normale & I’axe des ordonnées séparant deux milieux dont les coefficients d’absorptions respectifs
seraient (0,,041) et (04,042). De plus lorsque o, (resp. o,) est non nul, 'amplitude des différentes ondes
qu’elles soient de nature acoustique, de vorticité ou entropique décroit exponentiellement dans la direction
x (resp. dans la direction y). De nombreuses démonstrations de ces résultats existent dans la littérature,
voir [16], [12]. Les simplifications apportées par H.L. Atkins [3] consistent & supposer que o, et o, sont
des constantes de mémes valeurs dans leurs zones respectives, plus précisément il utilise le modéle suivant:

o >0
TS
I I
I I
I I
I I
| |
r I
| o =0 oy =0 |
I I
1 oy =0 oy =0 i
I I
. I
| I
I I
I I
I I
I I
I I
| |
i op =0 Oy = O] i
| oy =0 oy =0 |
I I
I I
I I
I I
I I
I I
I I
I I
i ]

F1c. 2 — Schéma du domaine de calcul

Ce modele a la propriété de trés bien s’adapter a l'utilisation d’une méthode de type Galerkin discon-
tinue et de simplifier le systéme (28) comme suit:

oW oW oW

— —
A AL - Wt (0n—o )W
ot Ty Y = oW A oe — o) W
W » oW
ot T T oV

(29)
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L’utilisation de cette méthode permet également de diminuer la complexité par rapport a la méthode PML
traditionnelle puisque nous n’avons plus & introduire qu’une seule nouvelles variable: W,. Nous pouvons
aussi remarquer que ’absence de réflexions parasites au niveau de la zone PML sous-entend ['utilisation
d’un maillage régulier dans cette zone lorsque les coefficients d’absorptions ne sont pas constants, le fait
d’avoir opté pour des coefficients constants nous permet donc de conserver un maillage quelconque dans
la zone PML. Cependant la discontinuité brutale du coefficient d’absorption entre la zone interne et la
zone PML sera inévitablement responsable de légéres réflexions parasites. Finalement, nous chercherons
a comparer grace aux cas tests notre flux absorbant & une méthode PML non optimale.

4.2 Expression du schéma

Par souci de stabilité, nous utiliserons dans les zones PML un schéma exponentiel. La forme des
équations de (29) permet d’obtenir un schéma facile & mettre en oeuvre par rapport a celui que nous
avions déja construit car le traitement du schéma dans la zone non PML reste le méme et il est suffisant
de connaitre I’évolution de la nouvelle variable uniquement dans la zone PML. Nous pouvons le résumer
sous la forme suivante:

. W?+1 — W;;L_l L n 1 %) n ik n
WT :Niw,b —5 Z (@kwi +©k ‘Rfk)7
ke,
Zone non PML, (30)
Ni = [Z/ t (axs a)iu)As ?Q)iv ) (O)lclb = |:/ taau]}baca)bv]
Ti 1<u<d; Tac 1<u<d;
3 ' 1<50<d; “e 1<v<d;
/ 1— 6720At
Wit =Wple 27804 —— (K; + o W3)
(o
1 y "
Ki = M; ! (NiW? -5 (Owy +®L’”WZ)>
kev;
n+1l _ n—1 e
0z =0, 0y =0, Wy = Wy, + 248K, (31)
- - 1 - -
K =M (Niwzl -3 > (orwr + @;’sz)>
ked;
Ni = |:/ t (ayz)lu)Ay ?111:| 5 (ﬁ)lclb = |:/ t?au ('ﬁlacyAy) ?bv
- 1<u<d; - 1<u<d;
\ ! 1<v<d; “e 1<v<d;
1— 6720'At
Wit = Wi—le—2080 — (Ki +0 (W} — W3 ))
0, =0, 0y =0, (32)
1— 6720'At 5
W72’Li+1 — ng—1672o'At + TIK{“
1— e—QUAt
Oz =0y =0, wrtt = W?ile_%m +—K. (33)
g

5 Cas test en 2D sur maillage triangulaire
Nous allons dans cette partie tester ’efficacité des différentes méthodes abordées. 11 s’agit de quantifier

I’apport en précision du passage d’une discrétisation en espace de type Py & une discrétisation en espace
de type P; et de comparer 'utilisation de notre flux absorbant & une condition de type PML.
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5.1 Schémas volumes finis

Le schéma utilisé dans [6] et [7] correspond & un cas particulier du schéma que nous venons de présenter
et dont les caractéristiques sont les suivantes:
e Les volumes finis sont identifiés aux triangles du maillage.
e Pour chaque cellule, nous utilisons une approximation Py des variables physiques, nous utiliserons
trois fonctions de base identifiées aux vecteurs constants €, €,, €.. De ce fait Vi, d; = 3.

e Les flux absorbants et réfléchissants utilisés se déduisant de ceux déja présentés.
Ces différents choix nous permettent de préciser les différents grandeurs introduites dans (17) et (18):
o Vi, a; =0
o Vi, Vk € ;, Biu=1
Finalement, la condition de stabilité donnée par (26) s’écrit
2V;

Vi, Vk €05, At < —i 34
pirP; (34)

Nous retrouvons la condition suffisante de stabilité démontrée dans [7].

5.2 Meéthode P, sur maillage triangulaire

Dans chaque triangle, nous supposerons que les fonctions de base sont P, ce qui donne d; = 9, Vi.
Quant au choix des fonctions P; dans chaque triangle, nous utiliserons les fonctions gz%- (x) = ¢i;€, avec
@y € {€1.6y,€.} et ¢;; la fonction Py valant 1 au sommet a;; du triangle ¢ et 0 sur les deux autres sommets
du triangle. Ce choix permet entre autre de connaitre de maniére exacte les différentes intégrales portant
sur chaque cellule ou sur leur contour dont nous avons besoin.

Lemme 5.1 Grice a ce choix, les hypothéses de la définition 2.3 sont vérifiées et plus précisément nous
pouvons affirmer qu’elles le sont pour
2 _ 3maz;cy, (|75

Vi, a; = 2 . (35)

Vi, Yk e, P =2. (36)

Démonstration 5.1 D’aprés les données géométriques et les fonctions de base utilisées, nous avons

Vi
/ @ijpir = (1 + dix) 2 (37)
/ Pijpi = (1—5kj)(1—5kl)(1+5ﬂ)@~ (38)

-
Pour le résultat (35), considérons un vecteur X € Vect (F;5, 1 <j < d;), que 'on peut également mettre

sous la forme X = Zjeﬂi i)ijQDi]‘. Nous avons grace a (37)

Kz T 7 Vi N2
X Ti_/TvX~X_EZ S 1+ 65 X - X
¢ JEY; kEY;
= 2 S IKGE 1Y Xl ) 2 2 SRR, (39)
JED: JED; JEV
de plus
— 1 — — Lo B B
10:. X2, = v Z Z Xij - X llitsjll Tl fiij, ik,
' jed; ked;
2 2
1 I p? Il .
= Z 173 17245, Xij =1 Z Pj fij,, Xij |
JEV; JEYi
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et grace a la convexité de la fonction carrée,
Im ! < Vo b
lo. X2, < 1 Z T (0. X)) < qprmanses, (1751 Y 1K, (40)
JEY;
finalement d’aprés (39) et (40),

3Pimazjcy, (IIﬁijll)| <2
‘/;2

X102
10.. XI5, <

ce qui donne le résultat (35). En utilisant (38), nous avons

X2

||7M|| =3
. E E 1_6k] 1—(5&1)(14—(5][) X5 X
JEY; LEY;

Inzkll
SR 1Y X

JEY; JEY;
i#k Ji#k
<2 Inmll X |12 X, |2 41
X7, < S+ 1S Xl (41)
JEY; JEY;
finalement grace & (39) et (41), on obtient
2||n
IX|2, < (42)
d’ou (36).
|
Ainsi, dans ce cadre, la condition de stabilité du théoréme 3.1 peut s’écrire
3mazjco, (|7 Vi
Vi, Vj €9, At A\/ m”]gﬁ;_ sl ) < o (43)

Remarque 5.1 Nous pouvons simplifier [’expression précédente en remarquant que si [’on note ||7;; || =
Jo

Py — Ity ll = D il > 1Y il = 1l = noll = lIns |,
JEY; JEY;
J#Jo FEN)

d’ot

P;

— 2 )

et une condition de stabilité moins fine mais plus simple peut s’écrire

. 3 Vi
Vi, Vi€V, At <)\\/;+Pij> <P

5.3 Reésultats numériques

Pour vérifier l'efficacité de notre schéma ainsi que notre condition de type absorbante, nous allons
commencer par tester notre méthode sur deux cas tests académiques. En effet les cas tests caractérisant
la sortie non réfléchissante de perturbations acoustiques ou tourbillonnaires en présence d’un écoulement
uniforme ne sont pas nouveaux dans la littérature en 2D: voir [13], [14],[1] et [10].
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5.3.1 Cas test 1

Notre cas test, traditionnel, a I’avantage que nous connaissons la solution exacte de maniére analytique,
en fait la perturbation initiale est un pulse en pression placé au centre du maillage et I’écoulement est
uniforme horizontal de mach 0.5. Nous comparons la méthode Py avec condition absorbante, P; avec
condition absorbante et P; avec zone PML par rapport & la solution exacte grace & une coupe en y=0.
Dans le cas ot nous imposons une paroi absorbante en sortie de domaine, le domaine est un carré de
coté 100 et le maillage de type non structuré est composé de 35346 triangles (17914 noeuds). Lors de
I'utilisation de la méthode PML, le domaine est un carré de coté 110, le maillage de type non structuré est
composé de 43140 triangles (21835 noeuds) et la zone PML est de largeur 5 en taille (ce qui correspond
a une moyenne de 9-10 triangles dans ’epaisseur de la couche PML) dans les deux directions.

Les différentes grandeurs sont les suivantes:

po = 1.2kg/m>, o= 0.5¢cy, vop =0, py=10°Pa

In(2)

On impose, éu (0,z,y) = év (0,2,y) =0, Oop(0,x,y) = 1035 (=2 +v) (44)
o = 400 (valeur optimale obtenue apres différents essais)

La figure 3 présente 6p a trois instants différents. Pour pouvoir apprécier, selon la méthode, ’amplitude
des perturbations créees par la méthode et par les conditions aux limites, nous n’avons représenté que des
isovaleurs positives et la plus petite des isovaleurs correspond & la valeur pour laquelle nous commencons &
visualiser les perturbations; en comparant avec la valeur maximale, cela nous fournit un ordre approximatif
de l'erreur commise pour chaque méthode. Les 1égendes et les résultats sont résumés dans le Tableau 1.

IMAGE 1

IMAGE 3

e

/
b

IMAGE 4 ) IMAGE 5

IMAGE 6

INRIA



Méthode de type Galerkin-discontinu pour la propagation des ondes en aéroacoustique 23

e -w
§

b
TMAGE 7 : TMAGE8

IMAGE 9
Fia. 3 -
TAB. 1 —
| Meéthode | Instant | Image | Isovaleurs | Erreur
P avec flux t=0.137s | IMAGE 1 | 10 isovaleurs de ép de 4.5 & 89 5% d’erreur
absorbant t—0.22s | IMAGE 4 | 10 isovaleurs de op de 4.3 & 72 6% derreur
t=0.3s | IMAGE 7 | 10 isovaleurs de 6p de 3.6 & 60 6% d’erreur

t=0.137s | IMAGE 2 | 10 isovaleurs de ¢p de 0.45 &4 89 | - de 0.5% d’erreur
t=0.22s | IMAGE 5 | 10 isovaleurs de ép de 1.45 & 72 2% d’erreur
t=0.3s | IMAGE 8 | 10 isovaleurs de ép de 1.2 & 60 2% d’erreur

t=0.137s | IMAGE 3 | 10 isovaleurs de 0p de 0.45 4 89 | - de 0.5% d’erreur
P, avec zone PML t=0.22s | IMAGE 6 | 10 isovaleurs de ép de 0.72 & 72 1% d’erreur
t=0.3s | IMAGE 9 | 10 isovaleurs de ép de 0.6 & 60 1% d’erreur

P, avec flux
absorbant

Ces résultats illustrent le gain en précision de la méthode Py par rapport a la méthode Py. Nous pou-
vons vérifier que la sortie de ’onde acoustique sur les différentes parois du domaine engendre des réflexions
dans tous les cas (il apparait méme que pour la méthode Py, erreur numérique est totalement engendrée
par les conditions aux limites). Dans le cas de l'utilisation d’une zone PML, nous pouvons interpréter ces
réflexions comme des réflexions parasites dues a la variation brutale du coefficient d’absorption lorsque
nous passons de la zone interne a la zone PML. Les réflexions obtenues dans le cas de 'utilisation de
notre flux absorbant sont plus génantes car elles mettent en évidence les limites de notre condition, en
effet bien qu’offrant des résultats trés appréciables pour la stabilité de notre schéma cette condition n’est
que d’ordre un en terme de précision. Plus précisément, nous pouvons quantifier les différents taux de
réflexion: 5 % dans le cas Py avec flux absorbant, 2% dans le cas IP; avec flux absorbant et 1% dans le cas
P, avec zone PML. Il apparait donc clairement grace & ce cas test que notre schéma permet d’obtenir des
résultats précis et encourageants, cependant ’amélioration de la précision de notre flux absorbant sera
un objectif crucial de nos futures recherches.

Le graphique suivant correspond & la comparaison de nos résultats avec la solution exacte selon la coupe
y=0 pour t=0.137s. Il conforte les résultats présentés dans le tableau.
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delta p
delta p

abscisse

5.3.2 Cas test 2

20 40

abscisse. abscisse.

Fig. 4 -

Ce nouveau cas test nous permet cette fois de tester notre méthode sur la combinaison d’un tourbillon
et d’une onde acoustique. Comme pour le cas test précédent nous connaissons la solution exacte de maniére
analytique. Le domaine est un carré de coté 200 et le maillage est un maillage non structuré composé de
35474 triangles (17978 noeuds) lors de I'utilisation de notre condition absorbante tandis que dans le cas
de l'utilisation d’une zone PML, le domaine est un carré de coté 220 et le maillage est un maillage non
structuré composé de 43078 triangles (21804 noeuds).La largeur de la zone PML étant égale & 10 en taille
(ce qui correspond a une moyenne de 9-10 triangles dans Iepaisseur de la couche PML). Les différentes
grandeurs sont les suivantes:

(po = L.kg/m?, wuy=05, v9g=05 po=1/yPa

bu (0,2,y) =0.04 (y — 25)e” 9 (2=25)"+(y=25)*)

6v (0,z,y) = —0.04 (z — 25) o5 ((2=25)"+(y=25)")

6]) (vavy) = 6_#(z2+y2)

1,,(2)(

L 0 =0.5 (valeur optimale obtenue aprés différents essais)

La figure 5 présente le champ de vitesse a trois instants différents. Pour déterminer ’ordre approximatif
de P’erreur pour chaque méthode, nous procédons comme pour le cas test précédent.

IMAGE 1

IMAGE 2

IMAGE 3
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IMAGE 4 IMAGE 5

IMAGE 6

IMAGE 7 IMAGE 8
IMAGE 9
Fic. 5 -
TaB. 2 -
| Meéthode | Instant | Image | Isovaleurs | Erreur |
t=30s | IMAGE 1 10 iso de 6U de 9,45.10 3 4 0.135 %

Py avec flux

t=90s | IMAGE 4 | 10 iso de 6U de 5.5.107% 4 6,9.1072 8%
absorbant

t=150s | IMAGE 7 | 10 iso de 6U de 4,24.107% 4 5,3.10~2 8%

t=30s | IMAGE 2 10 iso de 6U de 2,7.1073 4 0.135 2%
t=90s | IMAGE 5 | 10 iso de éU de 1.38.107% 4 6,9.10? 2%
t=150s | IMAGE 8 | 10 iso de 6U de 2,12.10 % 4 5,3.10 2 4%
t=30s | IMAGE 3 10 iso de 60U de 2,7.1073 4 0.135 2%

P, avec zone PML t=90s | IMAGE 6 | 10 iso de 6U de 1.38.1073 & 6,9.10~2 2%
t=150s | IMAGE 9 | 10 iso de 6U de 3,18.1073 4 5,3.10~2 3%

P; avec flux
absorbant

Ces résultats corroborent ce que nous avions déduit du premier cas test. Le traitement global des
perturbations acoustiques et tourbillonnaires est satisfaisant. Cependant nous remarquons, par rapport
au cas test précédent, que les perturbations numériques apparaissant avant d’atteindre les parois sont
plus importantes. Les erreurs globales pour ¢ = 150s sont ainsi de 'ordre de 8% dans le cas Py avec flux
absorbant, 4% dans le cas IP; avec flux absorbant et 3% dans le cas IP; avec zone PML.
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5.3.3 Cas test 3

Ce nouveau cas test a pour but de tester notre condition de type réfléchissante. Les données pour
I’écoulement et la perturbation initiale sont les mémes que pour le premier cas test, mais cette fois le
domaine est rectangulaire, le maillage est un maillage non régulier composé de 12000 triangles et nous
imposons conformément au résultat de la partie 2 une condition réfléchissante sur les parties horizontales
du domaine tandis que nous imposons une condition absorbante sur les parois verticales. Nous ne donne-
rons pas de détails sur les isovaleurs et les erreurs commises, il s’agit juste de visualiser “grossiérement”
le comportement au niveau des parois.

Fi1a. 6 — Evolution de 6U au cours du temps dans le cas Py (représentation de 10 isovaleurs).

Les résultats de la figure 6 montrent le bon comportement de notre condition réfléchissante. Finale-
ment, nous constatons que dans le cas de petites perturbations autour d’un écoulement uniforme, notre
méthode est vraiment efficace. De plus les résultats théoriques nous fournissent des critéres de stabilité
précis. Seules les conditions aux limites absorbantes doivent étre améliorées. Il apparait donc naturel de
vouloir étendre notre méthode au cas de petites perturbations autour d’un écoulement non uniforme.

6 Introduction au cadre non uniforme

Le but principal de nos recherches est de pouvoir étendre notre méthode au domaine beaucoup plus
complexe de petites perturbations autour d’un écoulement non uniforme. Dans le rapport de recherche
[7], nous avions testé une méthode Py pour la propagation d’un pulse en pression au sein d’un écoulement
cisaillé. L’absence de solutions de référence pour ce type de problémes nous a empéchés de valider autre-
ment que physiquement les résultats obtenus. Le but de cette partie est de proposer un schéma de type Py
ainsi que des conditions aux limites réfléchissantes et absorbantes dans le cadre de petites perturbations
autour d’un écoulement, quelconque.

6.1 Les équations physiques

Les équations d’Euler linéarisées autour d’un écoulement non uniforme sont malheureusement plus
complexes que celles données par (2). Par souci de présentation, nous considérons les équations dans le
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cas de deux dimensions d’espace.

op
-
ow 0 — 0 =\ = | podu+ugdp
W+§(AZW)+8_3;(A”W) =0, avec W = 000 + 000p , (46)
ﬁép + 16p (ud +vd) + po (uobu + vobv)
0 1 0 0
5 (v =1)vg + (v —3)up) uo (3 =) v (l=7) -1
3 0 0
A = —Uovo Vo uo 0 ; (47)
82 1)2 CZ
wo ((3-1) (w3 +93) —5%) B+-hv (@l C-uw
0 0 1 0
—UoVo ) Up 0
A=l Ly -Dud+(r-3)ed)  u(l-7) 0 (3-7) vo1 | @)

w((G-1) @+8) ~55) (-vuw F+Z+G-)d

Remarque 6.1

o Contrairement a ce que nous avions fait pour le systéme (2), nous ne pouvons plus négliger l’équation
portant sur 6p.

e Nous pouvons également remarquer, que dans ce nouveau cadre, les matrices A, et A, ne sont plus
symétriques. De plus si dans les parties précédentes, nous avions affaire & un systéme strictement
hyperbolique, le nouveau systeme est quant o lui uniquement fortement hyperbolique.

6.2 Discrétisations spatiale et temporelle

Une premiére approche que nous pouvons adopter est celle d’'une approximation Py de I’écoulement.
Cette démarche, consistant & supposer les grandeurs physiques de ’écoulement constantes sur chaque
cellule, permet de peu compliquer le schéma donné par (13). En effet, en considérant les nouvelles variables,
les nouvelles matrices de flux et les mémes notations concernant les fonctions de base, le schéma choisi
s’écrit

Wit _wnl
M :(/(Z ty,. )W” Z/ % Pi,W" + Pk W”)) :

ke 1<j<d;
(49)
avec Ai I’expression de la matrice A, dans la cellule 7; et ]P’é}C = ZS ik, Ai. En reprenant les notations
de la partie 2.2, nous pouvons récrire notre schéma sous la forme

] W‘?+1 — W‘?71 ] n 1 i1 n ik n
v 2At =NWP - 2 Z (OF W7 + O WE) (50)
kev;
avec
_ lz JR S o= { / t%upgcabv] . (51)
Ti 1<u<d; Tac 1<u<d;
s @7@4: 1<v<d;

L’intérét évident d’avoir choisi un modeéle Py pour I’écoulement réside dans le fait que Al et P! o sont
constants. Les calculs des matrices N' et Q%" restent donc aussi simple que pour les parties précédentes.

6.3 Les conditions aux limites

Les conditions aux limites que nous choisissons sont trés proches de celles vues dans les parties
précédentes. En effet, pour le traitement des conditions aux limites réfléchissantes, nous posons au niveau
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d’une interface réfléechissante 7;, entre une cellule interne 7; et une cellule fictive 7,:

Vx € Tip,

6py (x) 6p; (x) 1 0 , 0 0 6p; ()
ouy (x) _ Sul(x) | _ | 0 1-2a%  —2ig, ik, O su? (x)
svp (x) Hi vt () | | 0 =2, 1-23% 0 svP (z) (52)
opy (z) op;t (z) 0 0 0 1 op; (z)

Pour le traitement des conditions aux limites absorbantes, nous jouons sur le fait que le systéme est
fortement hyperbolique, c’est-a-dire que la matrice ]P’é,C est diagonalisable Vi, k, [. Ainsi nous proposons
pour traiter une interface 7;; entre une cellule au bord 7; et une cellule fictive 7:

6.4 Remarques

]P)/c _)n _ ]P)i W’n—l
ik k — | ik 7 .

e Nous pouvons déja remarquer que si I’écoulement choisi est uniforme, nous retrouvons exactement le

schéma développé dans les parties précédentes et méme plus précisément que notre nouveau schéma
est construit de telle maniére que localement il s’identifie & notre ancien schéma.

La complexité des nouvelles équations ne nous permet, plus d’utiliser les résultats de stabilité obtenus
dans les parties précédentes. Arriver dans ce nouveau cadre & déterminer une condition explicite
de stabilité reste pour nous un probléme ouvert. Ainsi de maniére purement logique, nous avons
utilisé, pour les cas tests de la partie suivante, la condition de stabilité donnée par (26) en tenant
compte du caractére non constant des variables physiques de I’écoulement.

La condition de conservation de I’énergie , U-ii = 0, que nous avons vue pour les parois réfléchissantes
dans le cas d’un écoulement uniforme sera une condition imposée de maniére discréte & 1’écoulement,
non uniforme.

6.5 Cas test avec écoulement cisaillé

Le but de ce cas test est de comparer le comportement de la méthode Py et P; pour ’évolution d’un
pulse en pression au sein d’un écoulement cisaillé horizontal. Le domaine est un carré ot nous imposons
des conditions aux limites absorbantes sur toutes les parois. Pour évaluer le gain en précision de notre
nouvelle méthode, nous utilisons dans le cas de la méthode Py un maillage non uniforme composé de
50000 triangles tandis que dans le cas de la méthode IP; nous utilisons un maillage non uniforme composé
de 20000 triangles. Les données précises du cas test sont les suivantes

Le domaine de calcul est définit par — 50 < z,y < 50,

0.5 si y > 10
0.5y si |y| <10
—0.5s1i y < —-10

00:17 up = ) 7)0:07 p():l/,}/v (54)

[ On impose, 6p (0,z,y) = éu (0,2,y) = 6v (0,z,y) =0, 6p(0,3,y) = exp (- (z* +¢*)) .
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-0.05 < deltap(20,x,y) < 0.106 -0.05 < deltap(20,x,y) < 0.106

-0.042 < deltap(30,x,y) < 0.092 -0.042 < deltap(30,x,y) < 0.092

-0.03 < deltap(50,x,y) < 0.07 —03 < deltap(50,x,y) < 0.07
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7
-0.03 < deltap(70,x,y) < 0.065 -0.03 < deltap(70,x,y) < 0.065

Fia. 7 — Représentation de 10 isovaleurs de op pour t=20s, 80s, 50s, 70s dans le cas Py et Py avec
condition absorbante

Nous pouvons encore une fois vérifier le gain en précision obtenu grace a l'utilisation du schéma P;.
Nous pouvons également constater I’accord purement physique entre I'allure des résultats et la forme de
I’écoulement. Malheureusement & ce jour nous disposons de peu de résultats théoriques et numériques
pour valider les résultats obtenus.

Conclusion

Dans cet article, nous avons prolongé les résultats obtenus dans le rapport de recherche [7], plus précisé-
ment dans cet article nous avions démontré 1’existence d’une condition suffisante de stabilité sur maillage
quelconque dans le cadre d’un schéma en volumes finis avec flux centrés appliqué aux équations d’Euler
linéarisées autour d’'un écoulement uniforme en deux et trois dimensions d’espace. Nous avions montré
lexistence d’une énergie ayant la propriété sur maillage non structuré, sous une condition de type CFL,
soit, de se conserver si le domaine ne comporte pas de parois absorbantes, sinon de décroitre & chaque
itération temporelle (grace a ’élaboration de flux absorbants). A présent, nous avons étendu tous ces
résultats au cadre beaucoup plus précis d’une formulation de type Galerkin discontinu Py des équations
d’Euler linéarisées. Les cas tests présentés ont mis en évidence le gain en précision important que nous
avons obtenu et sont trés encourageants. Ils ont aussi mis en évidence le point principal de notre schéma a
améliorer: la précision de notre condition absorbante. Pour cela, de nombreux choix s’offrent & nous, nous
pourrions par exemple imaginer de travailler en P, ou d’augmenter le nombre de degrés de liberté dans
des zones proches du bord de notre domaine. Nous pourrions également chercher & améliorer directement
I’expression de notre flux absorbant tout en cherchant a conserver les propriétés trés intéressantes de
stabilité que nous avons obtenues. Ces différents points sont aujourd’hui a I’étude.
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