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Discontinuous Finite Volume/Element Methods on grids
locally refined in time and space for 1D Maxwell
equations

Abstract: In this report, we review available numerical methods for the simulation of wave
propagation (electromagnetics, acoustics) in one space dimension. We only deal with meth-
ods easily extendible to three space dimensions and unstructured grids (we compare them
in one dimension with Yee’s FDTD though) and which do conserve a discrete energy (they
are genuinely non dissipative): like finite volumes and Galerkin Discontinuous methods. We
investigate in details their properties and show it is possible to couple them on locally refined
grids, both in time and space, and preserve their totally explicit nature.

Key-words: electromagnetics, finite volume methods, Discontinuous Galerkin, centered
fluxes, leap-frog time scheme, stability, coupling algorithm, locally refined grids, locally
refined time-stepping, subcycling
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1 Introduction

Les méthodes de types éléments finis discontinus (volumes finis [6, 8] et méthodes de
Galerkin Discontinu [2, 7]) ont récemment pris une place significative dans la simulation
numérique de phénomeénes de propagation d’ondes, par exemple en électromagnétisme ou
en acoustique. Ces méthodes cherchent en fait & supplanter les méthodes de type FDTD
(Finite Differences Time-Domain) fondées sur le schéma de Yee [9], qui ont des avantages trés
importants (trés grande efficacité, précision sur maillage régulier cartésien, conservation d’un
équivalent discret de I'énergie électromagnétique ou acoustique) mais aussi I'inconvénient
majeur d’étre bien moins efficaces en maillages déformeés et sur des géométries réalistes (non
cartésiennes).

Nous avons développé des méthodes numeériques capables de fonctionner sur des maillages
tridimensionnels en simplexes [6, 7] (maillages de type éléments finis en tétraédres) et qui
possédent les propriétés les plus importantes des méthodes FDTD, la conservation d’une
énergie, la précision (en maillage régulier) et le caractére fondamentalement explicite (4 la
différence des éléments finis sans condensation de masse). Ces méthodes permettent d’atta-
quer des géométries complexes, et de fonctionner sur des maillages localement raffinés (avec
plus ou moins de bonheur si le maillage est raffiné brusquement). D’une certaine maniére,
ces méthodes apportent une réponse partielle au probléme global posé par la simulation
numérique d’une propagation d’onde dans un milieu présentant des détails géométriques
ou des inclusions hétérogénes de petite taille. En effet, la gestion de la géométrie ne pose
pas de probléme (les méthodes FDTD sont rapidement hors-jeu car le maillage régulier en
trois dimensions doit s’appuyer sur des cubes élémentaires de taille constante, égale aux plus
petits détails que 'on souhaite traiter). Mais la contrainte sur le pas de temps assurant la
stabilité des schémas (explicites) s’exprime en fonction de la plus petite maille du maillage.
Ainsi, le calcul est inutilement cotiteux dans des zones de maillage peu raffinées.

Dans ce rapport, on cherche donc & proposer des algorithmes de couplage, de nature
décalée qui permettraient de sous-cycler certains sous-domaines pendant le calcul, tout en
conservant les propriétés de base des méthodes numériques de départ, & savoir :

— stabilité sous des conditions de type CFL similaires;

— conservation d’un équivalent discret de 1’énergie;

— précision (autant que possible) aux interfaces entre sous-domaines;

— nature fondamentalement explicite de l’algorithme global (aucune matrice non locale &
inverser, méme quand le rapport entre les pas de temps utilisés dans des sous-domaines
voisins devient grand).

Nous cherchons donc & nous rapprocher de travaux similaires proposés pour la simulation
numeérique d’interaction fluide-structure [5, 4], ou la contrainte de pouvoir réutiliser des
codes différents (de simulation de la dynamique des fluides et des structures) imposait aussi
un couplage faible, décalé (un systéme aprés 'autre est avancé dans le temps), sous-cyclé (si
les temps caractéristiques d’évolution des sous-systémes sont différents), stable et facilement
implémentable (pas de schéma globalement implicite couplant les inconnues du probléme
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4 Serge Piperno

dans les différents sous-domaines). Il est assez clair que 1'objectif unique est le couplage
en temps de différents sous-domaines. Les algorithmes proposés s’étendront, naturellement,
comme dans le cas de 'interaction fluide-structure, & des problémes tridimensionnels. Cette
démarche doit donc aboutir & des algorithmes par essence différents de ceux proposés par
exemple par T. Fouquet dans sa thése [3], ou chaque pas de temps s’accompagne d’une
résolution d’un systéme linéaire non-local en temps.

Ce rapport s’organise ainsi. Dans la Section 2, on présente les méthodes numériques sur
lesquelles on s’appuiera pour la résolution des équations de 'acoustique en une dimension
d’espace: le schéma de Yee [9], une méthode de volumes finis avec flux centrés [6] et une
méthode de type Galerkin Discontinu [7], toutes trois d’ordre deux sur maillages réguliers.
Nous résumons leurs propriétés (stabilité, convergence) respectives, et nous montrons au
passage comment passer a des ordres supérieurs en temps (volumes finis et Galerkin Discon-
tinu). Dans la Section 3, on propose des algorithmes de couplage (décalés, sous-cyclés) pour
les trois méthodes envisagées: FDTD (Section 3.1), Volumes finis (Section 3.2) et méthode
de type Galerkin Discontinu (Section 3.3). Pour les deux derniéres, qui peuvent gérer des
maillages irréguliers, des simulations numériques rendent compte des propriétés effectives
des algorithmes proposés.

2 Présentation des schémas considérés

2.1 Introduction

On présente dans cette section plusieurs schémas de type différences finies, volumes finis
ou éléments finis de type Galerkin discontinu, utilisés de fagon standard pour la résolution
des équations monodimensionnelles de ’acoustique ou de Maxwell. Dans ce qui suit, on
considére les équations régissant la propagation d’une onde dans un milieu homogéne ou la
vitesse des ondes vaut c. Ces équations s’écrivent :

ou v

EjLC%:O’ "
v ou

aﬁ-c%:&

Dans ces équations, u et v constituent la solution du probléme et dépendent du temps ¢t et
de I'abscisse . On peut vérifier élémentairement que u et v sont aussi solution de I’équation
monodimensionnelle des ondes. Le fait de s’intéresser ici & un milieu de propagation homo-
gene (c ne dépend pas de z) n’est pas réducteur, puisqu’on peut s’y ramener par changement
de variable sur I’abscisse x. On retrouve d’ailleurs cette dualité sur les maillages et la pro-
pagation en milieu homogéne sur maillage raffiné localement pose les mémes problémes que
la propagation en milieu hétérogéne sur maillage régulier.

Ces équations sont posées soit dans tout ’espace (i.e. R tout entier), soit sur un intervalle
de longueur finie avec des conditions aux limites périodiques, de telle sorte que, dans les
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estimations d’énergie, il n’y aura pas lieu de détailler les limites des sommations sur les
indices des points du maillages.

Nous considérons dans ce rapport uniquement des schémas utilisés pour la résolution
des équations de Maxwell dans le domaine temporel et qui ont les propriétés fondamentales
suivantes:

— les schémas sont explicites (pour avancer d’un pas de temps, il n’y a aucun systéme
linéaire & résoudre, ou alors de taille limitée & quelques unités — en aucun cas dépendant
de la taille du maillage);

— les schémas ne sont pas dissipatifs, ils conservent exactement une énergie discréte (ceci
exclut donc par exemple les schémas en volumes finis ou de type Galerkin discontinu
utilisant des flux décentrés), ce qui les rend potentiellement utilisable pour des calculs
de diffraction et de résonance en temps éventuellement long.

Pour chacun des schémas considérés, on s’intéresse notamment & ses propriétés sur un
maillage régulier (précision, convergence, domaine de stabilité, dispersion numérique) mais
aussi sur un maillage non régulier (mailles aléatoires sans grand écart entre mailles succes-
sives ou maillages localement fortement raffinés).

2.2 Schéma de Yee

Nous considérons tout d’abord le schéma proposé par Yee [9] sur maillage régulier. Il
s’écrit :

nt1 nil2  ni12
U, - U? 112 i-1/2
+c =0,
At Azx
ni32  nile n+1 n+1
vi+12 vi+12 ui+1 - U
+c =0,
At Ax

ou At et Az sont respectivement les pas (constants) de temps et d’espace, et u? et vf‘ 2
sont, respectivement des approximations numériques des valeurs de u et v suivantes :

ul ~u (nAt, iAx) , vl e~ ((n +1/2)At, (i + 1/2)Ax) .

1+1/2

Ce schéma est explicite, d’ordre deux en espace et en temps sur maillage régulier. Il est
stable sous la condition de type CFL sur le nombre de Courant v = cAt/Ax suivante:

V< Vye = 1. (2)
Pour tout pas de temps At, il conserve ’énergie discréte suivante :

n-1/22 n+12
E" = Ax E (u;I ug v, v ) .
i

Cette énergie est définie positive sous la condition (2) et assure la stabilité du schéma. Comme
cette énergie est conservée exactement, le schéma n’introduit pas de diffusion numérique. Il
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est néanmoins dispersif: on peut montrer qu’une onde plane de nombre d’onde k, solution
numérique du schéma de Yee, est oscillante en temps avec une pulsation approchée wqpp
donnée, quand Az — 0, par

Wapp _ ¢ o k*Az?

Yee-1D
ee Wew 24

(2 —1) + O(Ax*),

oll we, est la pulsation de ’onde plane solution exacte de 1’équation (1) et de nombre d’onde
k. Elle est donnée par we; = kc. En une dimension d’espace, ce schéma est en fait exact quand
vV = Vyc.. Ce comportement disparait en deux ou trois dimensions d’espace : le schéma est
automatiquement dispersif, avec une dispersion d’ordre deux, méme si le nombre de Courant
v est pris aussi grand que possible (& la limite de stabilité donc). Plus précisément, en trois
dimensions d’espace en maillage cartésien Az x Ay x Az, la limite de stabilité est donnée

par cAt < (Az 2 + Ay 2 + Az’z)_lp, et la relation de dispersion est

kyAx® + kyAy® + k1AZ?
Lt

Wapp k? 2 A 42
—— =1+ —(c°At* —
Wez + 24 (e

Yee-3D )+ O(AY),

ou k = (kz,ky.k.) est le vecteur d’onde de 'onde dispersée et k = |%]| (on a noté O(A*) =
O(At*, Az* Ay* Az*)). Pour un maillage en cubes, la dispersion maximale est atteinte pour
une propagation paralléle aux axes, et, & la limite de stabilité cAt = Azx/ V3, a la méme
valeur que celle donnée par le schéma de Yee en 1D avec v =1/ V3.

On a représenté sur la Figure 1 la solution exacte et la solution approchée obtenue avec
le schéma de Yee sur un maillage régulier (cas test avec solution exacte sous la forme d’un
pulse se déplagant vers la droite) pour v = 1/\/?; et v = 0.95. La dispersion est clairement
visible & v = 1//3 et donne une idée du comportement du schéma de Yee en trois dimensions
d’espace.

2.3  Volumes finis et schéma saute-mouton

Un schéma de type volumes finis avec flux centrés et schéma en temps de type saute-
mouton (inspiré par le schéma de Yee) a été récemment proposé [8]. Ce schéma s’appuie sur
le fait que les équations de Maxwell (en une, deux ou trois dimensions d’espace) prennent
aussi la forme d’un systéme de lois de conservation. Le schéma en volumes finis qui en
découle est naturellement applicable & un maillage non régulier en une dimension d’espace,
et & n’importe quelle partition (finie) en plusieurs dimensions d’espace [6]. Il s’écrit :

u™tt — v ol vl
AQS‘ 7 7 c 3 1+1 _ ¢ 1—1 7 -0
¢ N ( 2 2 '

n+43/2 n4+1/2 n+1 n+1 nl n+1
v; —; u; "+ Uy, u;— +u,
AI»L' ) ) + (C 7 5 i+1 > _ (C 1—1 5 7 > — 07

4
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1.0

c=1 L=1 n=100 cfl=0.577

—— approchée

- exacte
0.8

0.6
0.4

0.2

0 01 02 03 04 05 06 0.7 0.8 0.9
c=1 L=1 n=100 cfl=0.95

—— approchée
- exacte

0.9

0.7

0.5

0.3

0.1

—0.1

0.1 0.2 0304 0506 07 0809 1.0
FiGc. 1 — Solutions exactes et approchées - Schéma de Yee pour v = 0.95 et v = 1/\/3

ol Az; est la mesure du volume fini V; et u? et v;""** sont des approximations des valeurs
moyennes de la solution exacte suivantes:

1 2 1
“?NA@ /Vi“("At’ o) de, v?.ldwmji /Viv((n+1/2)At,x)dx.
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Dans (3), la nature conservative du schéma en volumes finis apparait. Les flux entre les
cellules consécutives ¢ et ¢ + 1 sont complétement centrés et donnés par :

n412

vl
2 ?

n+41/2 n+1 n+1
+ Ui Ui~ F Uiy
2

F[Z,n%—l][i_)i_f_l]:C F[%\l,z,n-sz][i_)i_f_l]:C

Sur un maillage régulier, ce schéma explicite est équivalent & deux schémas de Yee
imbriqués. Il est donc d’ordre deux en temps et en espace, stable sous la condition v <
vyr = 2 et est sans diffusion puisqu’il conserve une énergie discréte. Toujours sur maillage
régulier, ce schéma est dispersif avec la relation de dispersion suivante :

Wapp k*Az?

=1
Wez + 24

(V2 —4) + O(Az?).

En une dimension d’espace et sur maillage régulier, ce schéma est en fait exact quand
v = vyp. Ce comportement disparait en trois dimensions d’espace: le schéma est automati-
quement dispersif, avec une dispersion d’ordre deux, méme si le nombre de Courant v est
pris aussi grand que possible. On obtient des courbes identiques & celles de la Figure 1 avec
le schéma en volumes finis (3) sur un maillage régulier pour v = 2/v/3 et v = 1.9.

Sur maillage quelconque, le schéma conserve également une énergie discréte :

Axi
£r =) = (ul uf ol 0l ).
Cette énergie est conservée quel que soit le pas de temps At. Dans la suite, on définit le
nombre de Courant v pour un maillage quelconque par:

cAt

14 e e——
min; Az;

(4)

La forme quadratique proposée ci-dessus est définie positive (et donc une norme, ce qui
assure la stabilité) sous la condition suffisante v < 2. On a représenté sur la Figure 2 la
solution initiale et les solutions exacte et approchée obtenues a t = 0.5 avec le schéma en
volumes finis (3) (un pulse partant & ¢t = 0 en x = 0.25, se déplagant vers la droite) pour
un maillage localement raffiné (il est composé de deux sous-maillages réguliers dont celui
de droite est quatre fois plus fin que lautre). On a pris v = 1.9 (voir définition (4). Ce
résultat de simulation est assez simple & interpréter : une forte onde parasite a été renvoyée
par 'interface entre les deux maillages de tailles différentes (rapport quatre). D”autre part,
I’onde est clairement dispersée dans le maillage grossier, puisque le pas de temps utilisé,
contraint essentiellement par les petites mailles du maillage fin, donne un nombre de Courant
relativement aux grosses mailles de 0.475.

On a représenté sur la Figure 3 les mémes courbes pour un maillage aléatoire (loi uni-
forme sur [h;2h]). On a aussi pris v = 1.9 dans la définition (4). Ce résultat de simulation

INRIA
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1.2

| ¢=1 L=1 n=200T=0 cﬂzlg — |nitiale
1.0
0.8
0.6
0.4
0.2

O,
0% 6102 03 04 05 0607 08 09
x<0.5 => h=0.003125 x>0.5 => h=0.0125

1.2 ‘

| c=1 L=1 n=200 T=0.5cfl=19 Exacte

1.0 | f\Approchée

0102 03 04 05 0607 08 09
x<0.5 => h=0.003125 x>0.5 => h=0.0125

FiG. 2 — Solution initiale et solutions exacte et approchées données par le schéma en volumes
finis pour v = 1.9. Maillage localement raffiné.
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1.

N

/c=1 L=1 n=200 0.0034<h<0.0068 T=0.5 cfl=1.9
1-0 |/t

0.8 - Exacte \

| — Approchée P
0.6 P
0.4
0.2 : \

0 v‘“‘v"“ ' '1 l] l“vxyl]' 1‘\"1|'l " A'lll, A

-0.

'01 020304 05 06 07 08 09 1

Fia. 3 — Solutions exacte et approchées données par le schéma en volumes finis pour v = 1.9.
Maillage aléatoire.

s’explique par le fait que des ondes parasites dues aux différences de taille de mailles (elles
sont aléatoires) successives sont émises partout, avec des intensités dépendant des rapports
entre tailles des mailles successives.

2.4 Galerkin discontinu et schéma saute-mouton

Un schéma en éléments finis de type Galerkin discontinu, utilisant un schéma en temps
de type saute-mouton (inspiré par le schéma de Yee) a été récemment proposé [7]. Les
équations de Maxwell (en une, deux ou trois dimensions d’espace) sont écrites sous la forme
d’un systéme de lois de conservation. Elles sont ensuite multipliées par des fonctions de base
locales et intégrées dans chaque volume de controle (on parle donc de volumes finis de type
Galerkin Discontinu). La méthode qui en découle est de nature explicite (des matrices de
masse locale seulement doivent étre inversées) et est naturellement applicable & un maillage
non régulier en une dimension d’espace, et & n’importe quelle partition (finie) en plusieurs
dimensions d’espace [7].

On choisit de présenter ici la méthode en une dimension d’espace, avec des éléments finis
de type Px (avec K’ > 0). Chaque volume fini V; est un intervalle [z;.,.;%;, 2], de mesure

Az; = %12 — Tiqe. Dans chaque intervalle, on considére les fonction de base ¢;x, pour
1 <k < K + 1 définies par

T — Tiap

k—1
Az, > , Yo e V.

eute) = (
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On obtient la méthode de volumes finis de type Galerkin Discontinu
— en supposant que u et v sont décomposées dans chaque volume V; sur la base des p;;
— en multipliant (1) par chaque @; et en intégrant ’équation obtenue sur V;;

— en intégrant par partie et en remplacant les termes de bord par des flux numériques
centrés (valeurs moyennes des valeurs de part et d’autre de x; 1, et x;,0);

— en utilisant un schéma en temps de type Yee (saute-mouton simple).
On obtient alors, en utilisant la décomposition spatiale suivante

K+1
u(xvtn) = Z ’LL?]CQOU;(QS),
k=1
Vr €V,
K+1
4 n4+1/2
v(zn?) = Z v, pik(T),
k=1
n __ n n t n+12 __ n+1/2 n+12 t
et en notant i = (ujy, -+ i)t et Vi = (o vt
un+1 -
L L n41/2 n41/2 iva n+12 _
Al’i M[{ thl +KKV'L—1 + K]\’Vi + K[(Vi+1 = 0,
(5)
Vn—32 _ n+12
J ) +1 +1 ® +1 _
Ax; My — AL L + K + K™ + Krgully =0,

o M est une matrice locale de masse, et Ky, Kxi et Ky sont des matrices locales de
rigidité. Toutes les quatre sont constantes (indépendantes de l'indice ¢ du volume de controle
considéré) et sont données par

1 Ok,1 — Ok 1
M) = =1 B =5 (Kie) por = =5~ (6)
(K)o = s et (i), = 0 ™
K ) kk! — 2(k+k’ _ 2) K )11 =
On peut évidemment vérifier que pour K = 0, le schéma (5) est équivalent au schéma

en volumes finis (3) précédemment présenté. On peut aussi vérifier aisément les propriétés
suivantes :

— My est symétrique (i.e. My = My ) définie positive;
— Kk est antisymeétrique (i.e. Ky = —Kg);
- 'Rg = K et ‘K = —Kg.

Sur un maillage quelconque, le schéma (5) conserve également une énergie discréte :

en :Z/ % (uf ul + v vf'lz) = Z% (tu? Mg u?-i—tv?’” M v?‘lz).

P
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Cette énergie est conservée quel que soit le pas de temps At. En effet, des calculs simples
montrent que, en utilisant la notation u} ** = (u? + u?*")/2, et les relations précédentes

sur les matrices My, Kx, Ky et KA, et en omettant l'indice temporel n 12, on a:
AE = grtt_¢gn

Az; niy2 | e

= Z 233 (tui M (u?"’l — uf) -f—tVi My (V,L- e \s 1'_))
‘eAt ‘ t— t 74 t

= - "w ((KK + Kr)vie1 + (Kg + 'Ky )vi + (Kg + KK)VZ'H) =0.

2

4

P

On montre que I’énergie £™ est une forme quadratique définie positive (et donc une norme,
ce qui assure la stabilité) sous une condition suffisante de type v < vi. On donne ici la
démonstration. La matrice M étant symétrique définie positive, elle est diagonalisable et
on peut construire de maniére simple sa racine carrée (également symétrique définie positive.

1
On la note pour simplifier M2 . On note

2, (8)

ol on a utilisé la norme canonique d’une matrice (VX,[|AX || < ||A]|]|X]]). On a:

Axl-
t t_n-12 ni12
E" = E —(u?MKu?+vi Mg v; )

_1 _1 _1 _1 il
CK = “MI{2KKMK2 B dr = ||MK2KKMK2 | = ||MK2KKMK

2

4

i

Ax; n n cAt 2
= 3 S (I V) = SR (Beuly + Kicw? + Rewyy)

)

Ax; n 1))
> X5 (M w2 + v v 2 2)
cAt % e L n Lo
T2 M (s IV w2+ e M w2 + dicl M7 w?y )
> = Z (ACUZ (CA 2d[{)> (tu?MKu? + tV?rl'zM[{V?ilz) .

E™ est bien une forme quadratique définie positive des inconnues u? et v, *? sous la condi-
tions suffisante de stabilité,
cAt 2

— =V <VK=—7—. 9

min, (Ax;) K cx + 2dx 9)
Numériquement, sur maillage régulier, on trouve que les valeurs limites de stabilité pour vx
sont proches de celles données dans la Table 1. Ces valeurs limites pour la stabilité sont assez
proches de notre condition suffisante de stabilité (et toujours supérieures, ce qui n’infirment
pas le fait qu’elles soient suffisantes). On observe aussi que ces conditions sont suffisantes
sur maillages non réguliers.
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K 0 1 2 3 4
CK 0 | v3 | 28 ] 436 | 621
| dx¢  Jo5] V3 [334] 523 | 732 |
| vk (5) | 2 ]0.384]0.21]0.134 ] 0.096 |
[v™ (5) [ 2 ] 05 [024] 0.15 | 0.1014 |

TaB. 1 — Valeurs de vk pour le schéma saute-mouton (5).

On a représenté sur la Figure 4 les solutions exacte et approchée obtenues a t = 0.5 avec
le schéma de type Galerkin Discontinu P; (5) dans le méme cadre que celui des Figures 2-
3 (un pulse partant & ¢ = 0 en z = 0.25, se déplacant vers la droite) pour un maillage
localement raffiné quatre fois et maillage aléatoire (loi uniforme sur [h; 2h]). On a pris ici v =
0.5. Ces résultats de simulation montre la supériorité du schéma type Galerkin Discontinu
P, par rapport au schéma en volumes finis classiques (IPy). Le schéma (5) fondé sur des
approximations locales P; (et a fortiori Py pour K > 1) ne rencontre pas de véritable
difficulté, que cela soit pour un changement brusque de taille de maille, ou pour un maillage
fortement hétérogéne (ici aléatoire avec un rapport maximal de 2 entre mailles successives).

2.5 Galerkin discontinu et schéma saute-mouton & deux pas

Il existe une autre version du schéma saute-mouton qui a inspiré Yee. Si 'on omet la
discrétisation spatiale, on peut hésiter entre les deux schémas en temps suivants, écrits
formellement pour la résolution du systéme différentiel ordinaire

Xt = BY7
Yyt = CX?

ol x et y sont les vecteurs dépendants du temps recherchés et B et C sont deux matrices
données :

Xn+1_Xn _HB o Xn-l—l _Xn—l _]R n
At Y oAt Y
yn—32 - yn+12 — (an+1 yn+1 - ynil = Cx"
At ’ 2At '

Le second schéma est en fait équivalent & une superposition de deux schémas du premier
type (avec des couples de variables (x27,y2"*1) et (x2"*! y2") et un pas de temps de 2At).
Le domaine de stabilité du second schéma, que nous appellerons "saute-mouton & deux pas"
est donc deux fois plus petit que celui du premier. Chaque pas de temps a le méme cott
pour les deux schémas, de sorte que le saute-mouton & deux pas coite exactement deux fois
plus cher (il demande aussi deux fois plus de stockage).

Pour la résolution des équations de Maxwell en une dimension, en adoptant une discré-
tisation spatiale en volumes finis de type Galerkin Discontinu comme celle utilisée en (5),
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1.2
| c=1 L=1 n=200 T=0.5 cfl=0.5
1.0
O'Qf ***** Exacte
0.6 —— Approchée
0.4
0.2
O,
_02 T 1 T 1 1 \ T T T T U
0O 01 0.2 0.3 04 05 0.6 0.7 0.8 0.9
x<0.5 => h=0.003125 x>0.5 => h=0.0125
1.2
| ¢=1 L=1 n=200 0.0034<h<0.0068 T=0.5 cfl=0.5
1.0
0.8
l — Exacte
e Approchée
0.4
0.2
0
-0.

— 7 1 L T L T T T T T

0.1 0.2 0.3 04 05 0.6 0.7 0.8 0.9
F1a. 4 — Solutions exacte et approchées données par le schéma Galerkin-Discontinu Py pour
v = 0.5. Maillage localement raffiné ou aléatoire.
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K 0 ] 1 | 2 3 1
vi (10) | 1.00 | 0.25 | 0.12 | 0.075 | 0.0507

TaB. 2 — Valeurs de vk pour le schéma saute-mouton & deuz pas (10).

on obtient alors un schéma de la forme:

ur"+1 — ur"_l —
Az; Mg W +Kpvig + Kevi + Kgvi, =0,
- 10
ot B (10)
Az; Mg W + Kgu ) + Kgu + Kguj; =0,

Sur un maillage quelconque, le schéma (10) conserve également une énergie discréte :

t _ t _
Ax; (tu? M u? + 11? ! M u?“ n tV:-" M V? + V:-L ! M V?+1>

&= 2 2 2

i
Cette énergie est conservée quel que soit le pas de temps Af. Comme précédemment, on a:
AE = grftt_¢gn
Az (¢, n+2 n tont1 n+l n—1
= ZT(“@' Mg (ui+ —u) + ui+ Mk (ui+ —u)
. t _
+ v Mic (Vi )+ M (v )

tes n n T n
= 50 > (K + RV + (R + R Vit + (R + K)viy)

- X:tu?ﬂ ((KK + tKK)VZ'LA + (Kx + 'K )vi + (Ki + tKK)VZ‘LH) =0.
On montre que I’énergie £™ est une forme quadratique définie positive (et donc une norme,
ce qui assure la stabilité) sous une condition suffisante de type v < vk . Numériquement, on
retrouve que les limites de stabilité de ces schémas sont bien la moitié des valeurs données
pour le schéma (5) données dans la Table 1. Les limites de stabilités pour le schéma "saute-
mouton & deux pas" sont données dans la Table 2.

Bien que deux fois plus cher, ce schéma posséde des avantages. D’abord, les inconnues
ne sont pas décalées en temps. D’autre part, il est utilisable pour la résolution d’équation
de convection-ondes comme celles rencontrées en aéroacoustique [1], ou les flux pour chaque
champ ne dépendent pas seulement de ’autre champ.

2.6 Galerkin discontinu et schéma saute-mouton d’ordre 4

On propose ici une version du schéma en temps précédent qui est d’ordre quatre et qui
posséde les mémes propriétés recherchées: étre explicite, stable sous une condition de type
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v < vg et qui conserve exactement une énergie discréte, de facon qu'’il ne comporte pas de
diffusion numeérique artificielle. Pour cela, on commence par réécrire le schéma (10) sous la
forme matricielle totale :
Xn+1 _ anl
2cAt
ou X" = ((u?)i=1,1,(v})i=1,1) est un vecteur colonne composé de tous les degrés de liberté,

(3 K3

et les matrices A et B sont données par:

M O 0 K
(o m) me(xs)

ot les matrices M et K sont elles-mémes des matrices carrées, composées de blocs (K +
1) x (K 4+ 1). M est bloc diagonale, et son bloc (i,i) est Az;Mg. K est tridiagonale par
blocs : son bloc (i,i) est Kx, son bloc (i,i + 1) est Ky et son bloc (i,i — 1) est K. On a
comme propriété évidente que M est symétrique et que K est antisymétrique. On en déduit
évidemment que A est symétrique (définie positive) et que B est antisymétrique.

Pour la résolution des équations de Maxwell en une dimension, on propose alors le schéma
A trois pas, d’ordre quatre en temps, suivant :

+BX" =0,

(i) X*=X"-cAt A 'BX",
(ii) X =X* 4+ cAt A~'BX", (11)
(i) Xt = X771 —2cAt APB (X" — LX)

Ce schéma est effectivement d’ordre quatre. Si ’on utilise le changement de variable Y =
A/?X et silon note Z = —cA~1/2BA~1/2 il s’écrit de maniére condensée Y"1 = Y"1 4
2At (Z+ ATtQZ3)Y” qui définit bien une approximation d’ordre quatre en temps du systéme
différentiel Y; = ZY, équivalent & AX; = —c BX.

Sur un maillage quelconque, le schéma (11) conserve également ’énergie discréte définie
dans le cas du schéma (10). Pour le démontrer, introduisons la matrice H = At Z + ATtSZ:".
On peut vérifier que H est antisymétrique (Z Pest puisque A~'/2 est symétrique et B est
antisymétrique). Il suffit alors de constater que 1’énergie introduite pour le schéma (10) peut
étre réécrite

fyr yr 4yt yntl
= 5 )
Cette énergie est conservée quel que soit le pas de temps At. En effet, on a:

STL

t t — t
Y" Yn+2 —-Y" Yn+1 Yn+1 —-Y" 1 H H

n+l __
5 5 Y =0.

On montre que I’énergie £™ est une forme quadratique définie positive (et donc une norme,
ce qui assure la stabilité) sous une condition suffisante de type v < vi. Numériquement, on
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Méthodes FVTD/DGTD avec raffinement en espace et en temps pour Mazwell 1D 17

K 0 1 2 3 1
v (11) | 2.84 | 0.71 | 0.35 | 0.21 | 0.144

TaB. 3 — Valeurs de vk pour le schéma saute-mouton & trois pas (11).

trouve les limites de stabilité pour ces schémas (5) avec différents éléments finis discontinus
Py données dans la Table 3.

En fait ces limites de stabilité vx sont quasiment égales a 2.84 fois les limites pour le
schéma (10). Ceci n’est pas étonnant: les schémas (10) et (11) rentrent dans la catégorie
des schémas s’écrivant Y"1 = Y"~1 + 2At GY", avec G réelle antisymétrique (de valeurs
propres imaginaires pures iu,). Les vecteurs propres de G sont aussi ceux de la matrice
d’amplification du schéma. Si G est diagonalisable, on montre que le schéma est stable
si et seulement si max, |Atu,| < 1. 11 est facile de faire le lien entre les valeurs propres
(imaginaires pures) de At Z et de H = At Z + ATtSZ?’. On trouve alors que le schéma (11)
est stable si et seulement si r = /v, est tel que |r—7%/6] < 1, soit r < V/2+ V4 ~ 2.84.

En somme, le schéma (11) est un schéma d’ordre quatre en temps, qui conserve une
énergie discréte et donc ne comporte pas de diffusion numérique. Pour un méme maillage,
chaque pas de temps cotte environ trois fois plus cher que le schéma (10), mais sa limite
de stabilité (presque trois fois moins restrictive) permet de compenser son surcroit de coit.
Il reste donc seulement deux fois plus colteux que le schéma saute-mouton simple (5) pour
une précision en temps bien supérieure.

2.7 Convergence des différents schémas

Nous étudions numériquement dans cette section la convergence des schémas proposés
plus haut. pour chaque degré K d’éléments finis discontinus, nous avons le choix entre deux
schémas: le schéma de type saute-mouton simple (5) et le schéma d’ordre quatre (11). Le
schéma (10) est écarté puisqu’il est équivalent a (5) et codte deux fois plus cher, ce qui
est effectivement observé. En plus de la convergence des différents schémas (sur maillages
réguliers ou non), on porte une attention particuliére aux temps de calcul requis. Pour
simplifier le rapport des résultats, on se limite ici, pour K fixé, au schéma en temps donnant
les meilleurs résultats.

Sur maillage régulier, ces schémas peuvent étre interprétés comme des schémas en dif-
férences finis, voire en éléments finis (c’est évident pour le schéma (5) avec éléments finis
discontinus Py. Les simulations sont faites en utilisant I’environnement SCILAB. Les diffé-
rents maillages sont obtenus en doublant plusieurs fois un maillage de base (comportant 100
points). On procéde de la maniére suivante :

— le maillage de ]0; 1] est régulier, avec conditions aux limites périodiques;

— la solution initiale est un pulse situé en 0.5, se propageant vers la droite, et la simulation
est menée jusqu’en T' = 2/3;
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F1G. 5 — Erreur L? en fonction du nombre de points pour les différents schémas sur maillage
régulier.

— la solution initiale est égale a la projection sur les éléments finis discontinus Py du
pulse initial, de la forme u(z) = exp (—500 * (x — 0.5)2);

—at =T, on mesure la norme L? de la différence entre la solution obtenue (qui est
Py discontinue) et la projection dans l’espace des éléments finis discontinus Px de la
solution exacte;

— pour chaque schéma, on prend v = v, sauf pour le schéma (5) avec Py (qui est alors
exact), ou 'on prend v = 0.9.

On obtient les courbes de convergence présentées en Figure 5. Elles indiquent clairement
des ordres de convergence différents. On a calculé par régression linéaire logarithmique les
ordres numériquement observés pour tous les schémas. Ils sont donnés dans la Table 4. Ces
ordres de convergence peuvent étre interprétés ainsi. D’abord, le schéma, (5) étant d’ordre 2,
Pordre de convergence est limité & 2 pour tout K. De méme, le schéma (11) étant d’ordre 4,
I’ordre de convergence est limité & 4. D’autre part, il semble exister une phénomeéne de super-
convergence pour la discrétisation en espace pour K pair (le schéma est alors d’ordre K + 2

INRIA



Méthodes FVTD/DGTD avec raffinement en espace et en temps pour Mazwell 1D 19

K 0 1 2 3 4
(5) | 2.002 | 1.205 | 2.000 | 2.000 | 2.001

| (11) ] 2.020 | 1.125 | 4.051 | 2.975 | 3.954 |

TAB. 4 — Ordres de convergence numériquement observés pour les différents schémas en
maillage régulier.

en espace). Pour K impair, le schéma est d’ordre K. Enfin, on peut prévoir que 'utilisation
d’un schéma en temps d’ordre 6 et d’éléments finis discontinus P, devrait conduire & un
schéma d’ordre 6.

Sur un maillage non régulier, le comportement de ces schémas peut étre assez différent.
On s’attend notamment & voir disparaitre toute super-convergence. On procéde comme
précédemment, la seule différence étant la génération du maillage : on a choisi de construire
des maillages dont les tailles des mailles sont aléatoires et distribuées uniformément sur un
intervalle normalisé [1; 1.2]. L’écart maximal entre deux mailles successives est donc de 20%.
Ici, on a utilisé pour tous les schémas (y compris pour le schéma (5) avec Py) v = vk o v
est cette fois donné par (4). On obtient les courbes de convergence présentées en Figure 6.
On a calculé par régression linéaire logarithmique les ordres numériquement observés pour
tous les schémas. Ils sont donnés dans la Table 5. L’interprétation de ces différents ordres

K 0 1 2 3 4
(5) | 0.501 | 1.150 | 2.001 | 2.002 | 2.002

| (11) [ 0.519 | 1.102 | 2.126 | 3.078 | 4.001 ]

TAB. 5 — Ordres de convergence numériquement observés pour les différents schémas en
maillage non régulier.

de convergence est simple. Par rapport aux maillages réguliers, les super-convergences ont
disparu. Pour tout K > 0, le schéma avec éléments finis discontinus Py est d’ordre K en
espace (et le schéma d’ordre 2 (5) limite l'ordre de convergence global & lordre 2). Pour
K =0 (volumes finis classiques), on trouve néanmoins une convergence effective, plutot en
Vh, ce qui est assez classique.

Comparaison des temps de calcul. Il est intéressant de comparer ’efficacité des différents
schémas, puisque le trade-off entre précision et temps de calcul est crucial. On fait cette
comparaison dans le cas du maillage non régulier. On peut tracer des courbes d’efficacité,
donnant ’erreur numérique en fonction du temps de calcul. Celles-ci sont présentées en
Figure 7. On voit qu’en une dimension d’espace, et sur maillage non régulier, les gains en
temps de calcul sont considérables lorsqu’on augmente la précision des schémas en temps
et en espace. En trois dimensions d’espace, ces gains sont moins clairs, car le nombre de
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F1G. 6 — Erreur L? en fonction du nombre de points pour les différents schémas sur maillage
non régulier.

degré de liberté augmente beaucoup plus vite avec 'ordre K. On peut cependant compléter
ce paragraphe en comparant les temps de calcul bruts pour les différents schémas, sur un
meéme maillage non régulier (& 1600 points). Ces temps de calcul totaux (obtenus avec SCILAB
sur un Pentium IV 2GHz) intégrent non seulement les coits des opérations mais aussi les
différences entre les pas de temps utilisables. Ils sont présentés sur la table 6.

K 0 1 2 3 4
(5) | 140 | 559 | 1204 | 1967 | 2883

| (10) [ 281 [ 1119 | 2408 | 3934 | 5767 |
| (11) | 297 | 1236 | 2607 | 4422 | 6404 |

TAB. 6 — Temps de calcul totauz pour les différents schémas sur un méme maillage non
régulier.
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Fi1G. 7 — Erreur L? en fonction du temps de calcul pour les différents schémas sur maillage
non régulier.

3 Raffinement espace-temps

Dans cette section, on étudie la possibilité d’utiliser un raffinement des discrétisations,
a la fois en espace et en temps. Pour un schéma en différences finies comme le schéma de
Yee, 'utilisation d’une grille localement raffinée n’est pas possible. Pour réduire le temps de
calcul (par exemple pour une simulation comportant a la fois des détails trés petits et un
grand domaine de simulation), on peut utiliser une décomposition du domaine de calcul et
adapter dans chaque sous-domaine le pas de temps pour minimiser localement la dispersion.
Il reste alors & "recoller en temps" les simulations. C’est ce qui avait été fait dans la thése
de Fouquet [3], en utilisant un couplage implicite peu satisfaisant des sous-domaines.

Similairement, pour des méthodes de volumes finis ou en éléments finis discontinus — ces
derniers supportant bien mieux des différences de tailles de mailles — il peut s’avérer trés
économique d’utiliser différents pas de temps suivant des sous-domaines, le pas de temps
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étant toujours contraint par la maille la plus petite de ’ensemble du domaine & cause de la
nature explicite du schéma en temps.

Dans les deux cas, la difficulté finalement est de construire un algorithme qui vérifie les

propriétés suivantes :

— dans chaque sous-domaine, l'algorithme se réduit & une modification trés limitée du
schéma initial (par exemple, seuls les points les plus proches de l'interface sont concer-
nés); en particulier, la nature explicite du schéma de départ est conservée.

— le couplage entre sous-domaine est complétement explicite: la complexité de ’algo-
rithme ne doit par exemple par croitre avec le nombre de sommets sur les interfaces
ou le rapport entre les pas de temps utilisés de part et d’autre des interfaces.

— on doit étre capable de démontrer que le schéma global est stable, sous une condition
de type CFL.

— on recherchera des algorithmes conservant exactement une énergie discréte, ce qui
conférera a l'algorithme global la méme propriétés que les algorithmes élémentaires
utilisés.

— on cherchera enfin des algorithmes assurant une transmission aussi bonne que possible
des ondes a travers les interfaces (et minimisant évidemment les réflexions parasites).

3.1 Couplage FDTD-FDTD

On cherche dans un premier temps un algorithme de couplage pour le schéma de Yee
[9] utilisé sur deux sous-domaines, maillés de maniére réguliére: & droite de x = 0, on a un
maillage régulier en Az (on utilisera un pas de temps égal & At/k) et & gauche de x = 0,
un maillage régulier en Az/k ou k est un entier supérieur ou égal a 1 (on utilisera le pas de
temps At). Plus précisément, les inconnues utilisées par ’ensemble de la méthode sont :

-~ Vn€Z/kVje{i/k,i€Z,i<~1}, inconnue u};
nt L
- VneZ/kVje{i/k, i€ Z,i < -1}, inconnue vj+
— Vn € Z/k, inconnue uj;
- Vn€Z,Vje{i€Z,i>1}, inconnue uf;

- Vn€Z,Vj€{i€Z,i >0}, inconnue v;_r_rll/;;

— Vn € Z, inconnue ug.
On reconnait les variables utilisées par les deux schémas de Yee sur chaque sous-domaine, et
deux variables supplémentaires u{ et 4 donnant des approximations & gauche et & droite
de x = 0. Ces inconnues sont représentées sur la Figure 8. Dans cette figure, les inconnues
en rouge dépendent du maillage fin et celles en bleu du maillage grossier. Un pas de temps
de I’algorithme global consiste & passer des inconnues dans la zone dorée aux inconnues dans

la zone bleutée.
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-7/6 -5/6 -1/2 -1/6 0 n+3/2 O Vv n+3/2
-4/3 -1 -2/3 ¢ -1/3 Vi 3/2

COMe QM g g un+l yntl il
1 2
= >
L6+2/3
Dvn+1/2 = vn+1/2
tn+1/3 eu L6+1/3 12 312
+n+1/6
t : n
n uf .- >
t N .
o n
0 n u
0 ug 2

F1G. 8 — Placement des inconnues pour le couplage Yee-Yee (avec k = 3).

On propose ’algorithme suivant :
1. effectuer k pas de temps de At/k avec le schéma de Yee, dans le sous-domaine raffiné,

jusqu‘d l'indice j = 0; & chaque sous-pas de temps s (1 < s < k), ce schéma requiert
2s5—1

une valeur inconnue pour l'instant f)nj 2k

2k

2. effectuer 1 pas de temps de At avec le schéma de Yee, dans le sous-domaine non raffiné,
jusqu‘a l'indice j = 1/2; ce schéma requiert 'utilisation de la valeur ag“.

3. seules les valeurs comportant un ~ ne sont pas mises & jour par un schéma de Yee;
pour que la définition du schéma soit compléte, il faut préciser comment

2s—1

n+ 5%

sont mises a jour ces valeurs: ¥, et ug.
2k
On considere les énergies suivantes :
Az [jez/k s
n n2 n n—3p 2
o= S| X (v vj+3k)+(1+y)u0 : (12)
Li<—+
Az nt+l p—1 ~ -I
o= S | St o) e ). (13)
i1 ’ i

ol v et a sont deux paramétres fixes & déterminer. On cherche & calculer les variations de
ces énergies AF, = Fyptl — Fil et AFy = FIt1 — F2 au cours d’un pas de l'algorithme
proposé ci-dessus. En utilisant des résultats classiques de variation d’énergie pour le schéma
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de Yee, on montre que:

k e
AF = _cAtZ ug’ Ty F 6n+2f_,;1+’}/AI (u”+12—u”2)
g ko~ 2 * 2k \'° o)
sS=
ar + ittt 1 alzx /. 2 .
AF; = eAt 20 UT“ + — (u(’{“ — ugz) .
2 2 2
Ces variations peuvent aussi se réécrire, en utilisant v = f; :
k nti ntg
cAt uy FHuy F nt2=l Y, s izl
AF, = =SS () (07 - gt -y tT)
s=
ar +aptt 1oa, .
AF; = ceAt [ 2—L2 (vZJr“ + —(aptt - ug)) .
2 2 v
2s—1
On propose de prendre @™ et T (1< s < k) tels que
2k
¢ N 2s—1 1 2a~ s—1
. R (IR A
2k 2 v
—1 t—1 t s—1 e
L2 252 ug” Tug T\ (g Thug
kv | = 2 2 ’ (14)
. - k a1 &
ay +agtt 12 ug+ "+ug+"
2 ok 2
\ s=1

2s—1
Il faut noter que chaque définition d’une valeur ﬁrf 2 est implicite, et demande donc la
2k
résolution d’un systéme linéaire local (ici de taille 1 x 1), puisque le calcul par le schéma de
2s—1

n+ .1 L. ~NF S . , .
Yee de u, " utilise cette valeur. On peut vérifier que les valeurs 9, ** sont bien définies:
2k

la premiére équation dans (14) est en fait équivalente a:

—1 / n+it a4t
Q0 _po2al ntl 20 Q. npy2=l 20 S uy” - ug nai=l
(Qty+7) 04 =0y P =g (ol o 2D (e )y T |
k 2k 2 v k 2k kv —1 2

On se souviendra donc de la contrainte souhaitable suivante: 1+~ +«/k # 0. Pour les choix
proposés en (14), on a:

~ L an+an+1
AF, = (Zanug—cAtv;_Q)%
2

4

o nt2-L n+ % — nt+it n++ nt2-L n+4
_Zanzk: uo+ F +u0+k ‘)i uo+ ’”‘—l—u0+’”‘ . uo+ ’”‘—l—u0+’”‘
k2 2 - 2 2

s=1 t=1

1y @R+ ant! an +art\’
= (2an iy — cAt U?Jrz) Yoty 2aAx (04‘70> = —AF,.
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L’¢nergie totale 7™ = F 4+ Fj est donc conservée. On a bien conservé la nature non
dissipative des deux schémas de Yee utilisés. Il reste & voir sous quelle condition suffisante
sur At ’énergie totale F™ est une forme quadratique définie positive de toutes les inconnues
numeériques. Ainsi, on aurait montré que le schéma couplé proposé en (14) est stable. On a:

G PACET DI
o 3 (g o ) D0
<-r
s S5 (e )
i<+
= é—Z(I—V) jiffj(u?2+v;‘;§2>+%ug2 +( %)2—; up
Li<—%
Sk
Similairement, on a du co6té du maillage non raffiné:
Fi o> % (1-v) {gu;%vff} +(a—%)% i

Siv<l,etsia>v/2etl+v>v/2 alors le schéma couplé (14) est stable. En effet, 7™
étant constante, donc bornée, les minorations précédentes impliquent que toutes les variables

2s—1
- . . . 2 PPN .
numériques sont bornées, sauf les variables auxiliaires o, > définies en (14). En fait ces

2k
variables peuvent s’écrire explicitement en fonction des autres variables. Elles sont donc
elles-mémes bornées. En somme, le schéma proposé est stable sous les conditions suivantes :

v <1,

a>v/2,

L+v>v/2, (15)
1+v+a/k#0.

On peut remarquer aussi que, si u{ et @{ sont deux approximations de u au point central
x = 0, I’énergie globale F est une approximation consistante de I’énergie totale si de plus
(1+ 'y)% + oAz = S—,f + %. On recherchera donc en priorité une combinaison vérifiant
aussi

(v+1/2)+k (aa—1/2)=0. (16)
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Une solution particuliérement intuitive consiste a prendre (a,y) = (1/2, — 1/2) avec v < 1.
Elle vérifie les conditions de stabilité (15) et la relation de consistance (16).
On a représenté sur la Figure 9 les solutions approchées obtenues a t = 0, ¢t = 0.25 et

qczl Lg=1 ng=100 Ld=1 nd=50 k=2

I'=

f10 -05 00 05 10

Fic. 9 — Solutions approchées - couplage Yee-Yee avec k=2 et v = 0.95.

t = 0.5 avec le schéma de couplage proposé ci-dessus pour les valeurs v = —1/2 et a = 1/2
(pour des raisons de lisibilité, les courbes ont été décalées verticalement artificiellement).
Le maillage est localement raffiné & gauche, avec k& = 2. On a utilisé ¥ = 0.95. On observe
numériquement que le schéma est stable, que I’énergie se conserve exactement et qu’une
onde parasite locale apparait & l'interface des deux maillages. Cette onde disparait quand
I’'onde de départ est passée et une onde parasite est réfléchie par 'interface du maillage avec
une amplitude de 'ordre du centiéme de 'onde incidente. On a représenté sur la Figure 10
les solutions approchées correspondantes toujours pour les valeurs v = —1/2 et a = 1/2,
cette fois avec k = 4 (on a toujours ¥ = 0.95). On observe numériquement que le schéma
est stable, que I’énergie se conserve exactement et qu’'une onde parasite locale apparait a
I'interface des deux maillages, puis disparait. D’autre part, une onde parasite est réfléchie
par Pinterface du maillage avec une énergie importante (de l’ordre du quart!). Similairement,
pour k = 8, les mémes phénomeénes sont observés (voir Figure 11). Signalons enfin que des
résultats similaires sont aussi produits pour k impairs (la parité de k sera cruciale dans les
couplages d’autres méthodes).

En somme, on a réussi dans cette partie & démontrer que le raffinement espace-temps
pour le schéma de Yee est possible, sans résolution implicite (& plus d’un niveau en temps),
donc a complexité constante, indépendante du nombre de mailles ou du coefficient de raf-
finement k. Plus précisément, le schéma de couplage proposé est stable et conserve une
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_,C=1Lg=1ng=200 Ld=1 nd=50 k=4

£

Ui

20 -5 00 05 10

Fia. 10 — Solutions approchées - couplage Yee-Yee avec k=4 et v = 0.95.

,Cc=1Lg=1 ng=400 Ld=1 nd=50 k=8

20 -5 00 05 10

F1a. 11 — Solutions approchées - couplage Yee-Yee avec k=8 et v = 0.95.
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énergie électromagnétique global. Malheureusement, le schéma de Yee, avec ses approxima-
tions ponctuelles décalées en temps et en espace, ne se préte pas facilement & ce genre de
manipulation, et on retrouve en substance les résultats de Fouquet [3] sur I’applicabilité du
raffinement espace-temps essentiellement pour k& = 2.

3.2 Couplage entre formulations en volumes finis

On cherche maintenant un algorithme de couplage pour le schéma de type volumes finis
(3) utilisé sur deux sous-domaines, maillés de maniére réguliére : & droite de = 0, on a un
maillage régulier en Az, (on utilisera un pas de temps égal & Aty = At) et & gauche de
x = 0, un maillage régulier en Az, (on utilisera un pas de temps At, = At/k, ou k est un
entier supérieur ou égal & 1). Cette fois, les inconnues sont collocalisées en espace, le schéma
en temps étant toujours de type saute-mouton. Les inconnues utilisées par ’ensemble de la
méthode sont désormais :

- Vn€Z/kVj€L,j<g,inconnues u? et otk

J )

- Vn€Z,VYj€Z,j>d, inconnues u} et ’U;—L+1/2,

On reconnait les variables utilisées par les deux schémas de type volumes finis sur chaque
sous-domaine, chacun étant partitionné en volumes finis. Ces inconnues sont représentées
sur la Figure 12. On y a également représenté les limites des volumes finis dans chaque

sous-domaine (limites en espace, rouges et bleues). Dans cette figure, les inconnues en rouge

d d+1
-, N+32 N
V \'
g-3 g2 g-1 g 0 Yd P Va1
tn+7/ : V. SV SV : : n+1
N+l | g 3 o vél+7/€ _ugtt . a1 ln:l
t untl tpFl gnFl] g o " >
n+5/
Rov ooV s
+213 ou u u
3 / * ¢ ¢ LR}ZB ‘ 2
n+3/6
t ov oV oV Vd‘g'3/6 u] Vc?+1/2 0 d+1
th+1/3-eu ou ou Ugllm
N+1/6——w—+— oy - Sl ‘
t oV oV ChY an-llﬁ ‘ : (n
th—re L ® Y% I - >
u" |ou" | u | ug Ug Yd1

Fi1a. 12 — Placement des inconnues pour le couplage VF-VF (avec k = 3).

dépendent du maillage fin et celles en bleu du maillage grossier. Un pas de temps de 1’algo-

INRIA



Méthodes FVTD/DGTD avec raffinement en espace et en temps pour Mazwell 1D 29

rithme global consiste & passer des inconnues dans la zone dorée aux inconnues dans la zone
bleutée.
On propose ’algorithme suivant :
1. effectuer k pas de temps de At/k avec le schéma en volumes finis dans le sous-domaine
raffiné & gauche (maillé en Az,), jusqu‘d l'indice j = g; & chaque sous-pas de temps s

) . . . 2l s
(1 < s <k), ce schéma requiert des valeurs inconnues pour l'instant vZ 41 et ug i

2. effectuer 1 pas de temps de At avec le schéma en volumes finis dans le sous-domaine
non raffiné a droite (maillé en Azy), & partir de l'indice j = d; ce schéma requiert

.1 . . . ~ ~n+%
I'utilisation de valeurs inconnues pour l'instant ugfll et v, .

3. seules les valeurs comportant un ~ ne sont pas mises & jour par un schéma en vo-
lumes finis; pour que la définition du schéma soit compléte, il faut préciser
comment sont mises a jour ces valeurs.

On considere les énergies suivantes :

Ax el L u™? ar, 2 bl L
J:;L _ 29 Z (u;ﬂ—f—vj-l—“ v 2k)+ ; + g42rl +vg+2k v, 2k , (17)
| J<g—1
.7:n _ Axd n2 n+% n—% 'U‘ZQ ag‘flz n+% n—% 18
do= S X (W Ty ) e o T T (19)
| J=>d+1

Ces énergies ont été choisies pour assurer la stabilité des schémas. Elles font intervenir les
variables annexes (avec’) dont on ne peut pas se débarrasser. On cherchera par la suite
& démontrer que 1’énergie globale se conserve, donc est bornée, donc toutes les variables
intervenant dans ces énergies le seront également (& condition que 1’énergie globale soit une
fonction de Lyapunov de toutes les inconnues numériques). On a les résultats suivants:

2

0 Az cAt n— k2 n2 | Uy ’ gy
Fp 2= (1—m> > o) + > gt (19)

Li<g Jj<g—-1

Similairement, on a du coté du maillage non raffiné:

Axd CAt 'n,f12 2 Un 2 'LNLZ_l 2
nos T _ vz n —d__ .
Fiz = <1 ZAxd> dowiE 4+ uit+ g+ =5 (20)
| >d J>d+1

Si cAt < 2min(kAzy,Axg), alors Uénergie totale F,' + F est clairement une forme qua-

. o . . - . ~1/2k
dratique définie positive des inconnues numériques en jeu: (u});<g, (v; /2k i<g> (U})j>ds
n—1/2 ~n ~n
(Uj )i>ds Ugq €t Uy .

On cherche maintenant & calculer les variations de ces énergies AF, = Fyt! — F et

AFy = ]-';‘H — F} au cours d’un pas de l'algorithme proposé ci-dessus. En utilisant des
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résultats classiques de variation d’énergie pour le schéma en volumes finis, on montre que:

ont=t ~nt

k N
AF — Axg U/g_Hk +U/g+1’” g n+ cAt nt 2571
9T 2 2 =2 \Be Tl BN

s=1

s=1 B
_u;H k +uZ+"' N + cAt
2 g I kAx, Og41 ’

Agy | @y, +ajt] il o At s
A]:d - 2 2 Ug 1 —Ug—1 + Axd Vg
2 d d Al‘d d—1 .

On propose les notations suivantes :

¢ n+3; nts
s w +U/ s kAx n4 2 n_l_s—_l ~n+2{_‘1
4 :gf’ b= cAtg (ug T A)“ngﬂuv
n42ZL ~n+s
oo Bt Tl om0 kAz (f —at ) 4t
B 2 ' T eAt 9t g+1 9 ) (21)
ug ATd np1 _ oy, ontd
=T = ~ag (" —ud) 0
~ ~n+1
s g g Uyt -~ Azg .0 et
\A:f, B:—cAt (Ud7 ud 1)+Ud .
Avec ces notations, on a plus simplement :
cAtl b
_ - s s s s
AFy = kz::[AB +4°B,
At T~ o~
AFs = S5 |AB+4B|.

3.2.1 Premiére famille d’algorithmes

On se propose de construire un algorithme de couplage explicite vérifiant systématique-
ment

1 -, - 1< .
EZASBS:AB, EZASBS:AB.

s=1 s=1
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Ainsi, on aura bien AF; + AF, = 0. Pour cela, on utilise: Y(a,a/,7,7'),

k
1 . .
= =A-aB 2B + ...+ 2B '+ B*
L kz:: o +k( + + B*)
%Z/ISBS:AB<: ou
s=1 ]_ k - ~ a’ ~ ~ ~
_ S s __ ! 1 s—1 s
_EZ:A,B =B-a'A+ 24"+ 42471+ A7)
1 k ¥
B==N "B A*=A—~B+-_(2B' +...+2B° '+ B*
L k; , v +k( +ot + B*)
EZASBSZAB<: ou
s=1 ~ 1 k N ~ 7/
A=— A5 BS=B—~"A+ (24 +--- + 24514 A®
k; , YA+ A+t +A4°%)

On peut vérifier que ces formules donnent naissance & quatre algorithmes de couplage dif-
férents, correspondants aux deux fois deux choix proposés ci-dessus, que nous nommerons
ay, &'y, ay' et @’y'. On peut montrer que ces algorithmes sont réellement explicites (et
donc implémentables) si on choisit @ = v4/2, v = v4/2, o/ =2/vyg et v' = 2/vy (on a noté
vg = cAt/Axg).

Algorithme avy
n+ %

Etape 0. On dispose de (u});<g, (v] " *)j<q, (W))jza, (0] 7%) 00, Ay et @ .

+ok

Etape 1. On veut avancer le champ u & gauche, de At/k. Pour cela, on a besoin de & g+1

On a les équations suivantes :

K — o n cAt ~n+ﬁ n+ﬁ
Ug = =Ug — zng(vgﬂ — V1),
1 ntEy oAl R 1Rl
s(uy +ug ' *)=A'=A—-~B+ 1B,

1 _ kAz, [ nti n ~nt g
B =" (ue "~y ) + 007,

- . N gl
A_’YB:(%_’Y?A Jig Ty + (3 +7?A;£I) - 7

N PN ntt L. . .
La premiére et la tr0151eme montrent que B! et u, * peuvent s’écrire en fonction de variables

~nt g nt o
connues et de v, ** . La deuxiéme est une équation implicite pour v, **, ou tout est connu,

sauf A — vB, qui est calculable seulement si v = v4 /2 (car "} est inconnu et sera calculé

d—1
seulement a la fin des k sous-pas de temps). Il reste a vérifier que I’équation implicite pour
n L . .
ﬁg:f" est bien soluble. Elle s’écrit :
cAt cAt otk z/d n+ cAt cAt nt L
+ ooy NS _ (22
<4kAasg 4cha:d> Oggr = Uy~ Uiy dkAx, 4kAzg V-1 (22)
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. ntl
Etape 2. On veut avancer le champ v a gauche, de At/k. Pour cela, on a besoin de ﬁgil’“.
On a les équations suivantes :

nt+l _ . n cAt ¢, ntg  ~nt3
Uy~ =Ug — zmd(vdﬂ — 04 1)

1 ~ntdy g1 a Rl
3l +hyp g )=Al'=A-aB+ 2B,
Rl . kAzy ~TL+% _~n n-|—2k
B = TcAt (ug+1 Ugy1 + vg ;

A A nt 3
A-aB= (-5 - 4CAmtJ)vd+12 +(=5+ 46Aztd) 1 tug.

. . ~ntt . . . . N .
La deuxiéme et la troisiéme montrent que uZ 41 est solution d’une équation simple, & condi-
tion de connaitre A — aB. La quatriéme équation est obtenue avec ’aide de la premiére. Un

1
seule terme inconnu n’est pas facilement calculable (il dépend de 1")312 qui sera accessible
seulement & la fin des &k sous-pas de temps). En prenant a = v4/2, on se débarrasse de ce

n 1 . 2 2 .
terme. Il reste & vérifier que ’équation implicite pour ﬂgil’”‘ est bien résoluble. Elle s’écrit :

1 Azg \ ntl 1 Az, n Vd n+f, Vd n+5
<_ ZAxd> g+ = i~ (2 2Axd) ot1 T 5 Varl T 50 i (23)

Etapes 2s — 1 et 2s. On veut reproduire les deux étapes précédentes, puisque les équa-
tions sont quasi-inchangées. Elles font seulement intervenir les termes, désormais connus

o(,

- 2521 nt i
B',.-. B%et B',--- ,B°. Les équations a résoudre pour obtenir o, g1 "oeta +1" sont, res-
pectivement :
cAt cAt \ ant i ot cAt cAt n+ 25t
[’Y _ ﬁ} Thar, T Thaes ) Vg+l = U T \T%ac, — Thaes ) Vo-1 (24)
2 ~n vy, 3 vq 1 s—1
—lg_+Hv, T - F(B +-+BT),
s 2s—1 s—1
1 Azg \ ~"t% _  wva, "t 72 1 Azy \ntope
[a _ ﬁ} (2 + 3a: )“g+1 T (3 = 3327 Tg 41 (25)
2 vg n+é n vy (Rl s—1
oy +ug+ (B + -+ BT

Etapes 2k — 1 et 2k. On termine ainsi I’intégration du sous-domaine gauche en k sous-
pas de temps. On dispose de toutes les variables "standard" & gauche, & savoir (u ,+1) i<g
et (U;H—H—“ )i<g €t de u”Jrl On dispose également de toutes les valeurs B* et B*, pour
1<s<k.

. nal
Etape 2k + 1. On veut avancer le champ u & droite, de At. Pour cela, on a besoin de ﬁdjf .
On a les équations suivantes :

n+l _  n cAt [ Nt ~n+ %
Ug = Ug — 2Azd(vd+1 — 0y 1),
k
Az n+1 n+o _ 1 >
_cAt(ud _Ud)"‘ vy =B EE:B
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dont la solution est donnée par ¥, " f =

k
n+i
E Ud+1 .

Etape 2k + 2. On veut avancer le champ v & droite, de At. Pour cela, on a besoin de u”"’
On a les équations suivantes :

??‘lNJ

1

Azxg . +1 . +1
AL (agty —ag_y) +”d =

wlv—‘

>

: ntd
I suffit donc de prendre @] = @? | +vq(1/k Zézl B® —v +2) On dispose bien a la fin

(w5 ™)z, (05 *)ja et w7

de cette derniére étape de toutes les valeurs & droite : j>a et a, .

j>d>

Ainsi, I'algorithme ary proposé est bien explicite et constructible. Il permet de conserver

I’énergie totale. De plus, il demande seulement l’'utilisation des variables numériques sui-
e n ~ ~ .

vantes : (u?)jgg, (v?+2"' )i<g> (u;)jzd, (vj +1/2)j2d: @gyq et @y, qui sont controlées par

Iénergie totale (sous réserve que cAt < 2min(kAz,,Azq)). Le schéma global de couplage

est donc stable.

Algorithme a~'
Des étapes similaires sont construites. L’algorithme est constructible si @ = v4/2 et 7' =

2/v4. Les équations permettant de construire les variables annexes a chaque étape sont (25)
et

keAt eAt \ i o nt i cAt keAt ), n+ 2ot
[’Y’ _ E} (4Azd + 4k:Amg) Vg1 = Ug + \Tac, ~ 1824 ) Vo-1 (26)

Va —ka? | + ’””dv”*” AL + - + A1),

On montre aussi que ’algorithme oy’ proposé est bien explicite, constructible, qu’il conserve
I’énergie totale qui est une forme quadratique définie positive de toutes les inconnues, donc
le schéma global de couplage est donc stable.

Algorithme o'~y
Des étapes similaires sont construites. L’algorithme est constructible si o/ = 2/v, et v =

vq/2. Les équations permettant de construire les variables annexes a chaque étape sont (24)
et

1, kAzg\ ~nti oy nb B 1 kAwy ~nt i
{a/ _ 3] (2k + 2Azd) Ugs1 = 30 (3% = 225, V811 (27)
v, n+3 20 A1 As—1

d Fvg i tuy — 7(AN -+ AT,

On montre aussi que l’algorithme o'~ proposé est bien explicite, constructible, qu’il conserve
I’énergie totale qui est une forme quadratique définie positive de toutes les inconnues, donc
le schéma global de couplage est donc stable.
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Algorithme o'+’

Des étapes similaires sont construites. L’algorithme est constructible si o/ = 2/v4 et 7' =
2/vq4. Les équations permettant de construire les variables annexes a chaque étape sont (26)
t (27). On montre aussi que l'algorithme o'+’ proposé est bien explicite, constructible,
qu’il conserve ’énergie totale qui est une forme quadratique définie positive de toutes les
inconnues, donc le schéma global de couplage est donc stable.

3.2.2 Deuxiéme famille d’algorithmes

On peut aussi construire des algorithmes de couplage vérifiant systématiquement

k
LY AB = AB ZASBS
s=1

Ces expressions, a comparer a celles de la premiére famille d’algorithmes, assurent aussi

AF, + AF4 = 0. Pour cela, on utilise: V(&,a',7,7'),

k
- 1 - . . - a. -~
B:EZBS,A““:A—EYB+%(231+
k
1 - - s=1
%ZAsBszAB<: ou
s=1 ~ 1 k ~ ~ ~
A=Y A" B =B-adA 24+
P A G
1 k
B:EZB AS=A— ’yB+k(ZBl
k
1 s=1
%ZASBszAB<: ou
s=1

L
:%ZAS,BS B - "y’A+
=1

2414
k (

. +2§5—1+ Bs)

S+ 2;15714_ AS)

. 235—1+ Bs)

. +2Asfl+ AS)

On peut vérifier que ces formules donnent aussi naissance & quatre autres algorithmes de
couplage, correspondants aux deux fois deux choix proposés ci-dessus, que nous nommerons
ay, @'%y, ay' et @73'. On peut montrer que ces algorithmes sont réellement explicites (et
donc implémentables) si on choisit @ = v4/2, ¥ =vq/2, & =2/vg et 7' =2/vy
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3.2.3 Synthése

On résume ici les équations utilisées pour les huit algorithmes proposés ci-dessus. Les
paramétres (a, o', etc...) sont remplacés par les valeurs les rendant constructibles.

Algorithme ay (a = ”2—47 v = 'é—d)
B=1{Y. B, B=¢Y! B
A=A 4B+ Y2B 4. +2B 4+ B)
AS:A—V—“B—kV—d(ZBl -4+ 2B51 4 BY)
(1+Azd)1~)n+2321_ 4k T = (1 Azd) nt Sl ik 2kt —4(Bl+~+BS_1)

Azy ) T9+1 = Ar,
(1 + 22) 'a;j:li: Vd gy 7’b+ T (1 ﬁi;) Z—tlk Vdvd+1 +2ud 2%(31 +- +BS,1)
Algorithme a9/ (a =%, 4 = %)
k ps J k
= % Zs:l st A= % 25:1 A
AS:A+EB+E(2B1 ...+2BS—I+BS)
B =B ZA+4 2 (24 4 424771 4 A%)
Awy |5t ot Az +23 L . nti _
(L+a28) 70 = ’“+(k 1) B Ly o A
38 2s—1 - ) ~ R
(1 + iij) agilk: %Ug+ == ﬁmj)ugj:l 3 Vdvd+1 +2uf + ZL(B' +-+ B!
Algorithme o'y (a' = Vd7 y=1)
:kzs 1A7 :Ezsles
B*=B- ZA+ L (24 + - 4+ 24514 A*)

AS:A—V—‘IB—k;—Z(ZBl ...+2B571+Bs)
(1+A“) AN o it (1—2—2‘) v;‘ﬂ Il %ad 2k TR A(BY 4+ B

9+1 T v 9
n 2s—1 .2 n B B
(1 +5 aes’ ) ugjrrl = kvavy" - (1= AAij( )ugjr_l kavd+1 + 2kul — 4(AM4 -+ A7)
Algorithme o'y" (o' = 5_d7 v = %)
k i k
:%Zs IAS AZ%ES:lAS
BS: A+m( /I + . +21‘~15_1+145)
BSZN_2A+de(2A+ +2A5—1+A5)
nt 2524 n - n4+l
(1+kAzd )’Dgil 2k 16474 n+4= +(kAAz; ) + % _i Z 1+9vd+2+%(A1+~+A371)
* 25 T ~ ~
(1 + kAszg) iy = kvavy " T (1- kAAxd") Zil a kavd+1 + 2k — A(Al4 - + A1)
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Algorithme a7 (a = 77 5 = I/d)

> k s s
B:%ZS:1B7 :EZSZIB
A*=A—-%B+ % (2B + .- +2B° 4 B%)
AS:A—”—dBjL"—d(ZB1 -+ 2B + B?)

=1

~ T n n n 1
(1+422) P = g’;u R (1-42) vg+1 . ﬁug+2kvdjf —4(B' 4.+ BY)

—1 « ~ ~
(1+ Az() N;Lilk: de,vn+ % _(1_ iz;)ﬂ;‘il _Vd'Ud +3 _'_211371 +2%(B1 _'_._'_Bsfl)

Algorithme a7y’ (a =%, 7 = %)

3 ko s ko gs
B:%ZS:1B 7A:%Zs:1‘4
A*=A—-YUB+ 2B + .- +2B! 4+ B*)
Bs=B— ZA+ 2 (241 + - 424571 + A%)

va vq

2s—1

(1+k2m )59:1 = g +(k2AAI§§ _1)”g+1 - —ud+2vd+2+ (Al -+ A

Azy\ ~n+5_ oy, n+72‘221 Azg\~n+" 2 ~n 2v4 1 Rs—1
(1 * AIJ) V9 — (1= 33y, " —vavy 4 2a5, + (B 4+ B

Algorithme &'y (@' = %, 7y="1)
A=L1yt A B=1y* B*
B* =B — ZA+ 2 (24" + .- + 24714 A%)
A*=A—-%WB+ (2B + -~~+23H+BS)

Axg | x5 4k ”+ 3 Az ntS5 4k ntg 1 -1
(1+Azf) Vg1 ™ = U +(1 Azg)vgfl _—u§+9k”d+1— 4B +-+B°7)

KAz, | -nti +201 KAz, - !
(1+ Azj )ug+1"—k1/dvn T —(1- Azj )ug+1 —kz/dvd +2k:ud L= A4 4 AT

Algorithme &'5' (&' = %, 5 =2)

Vd
A= %Zleﬁs, A= %25:1’48
BSZN_AA_'_%(?AI _.__'_2141371_'_145)
B =B - ZA+ 224" + ~+2AS—1+A5)
(1+kAId )ﬁgil%: g o o +(kAAI; _1) n+ - _“d+9vgif+ A AT
(1+k A“) T T — (1B R T g pokan_ - 4(A4 -+ A
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Les algorithmes des deux familles sont trés proches: des termes sont échangés entre les

1 1

. A \ ~n n+s n nts
algorithmes de mémes paramétres (par exemple 24/ | — vqv d et 2uy — vavgy dans les
2s3—1

: ~nt =5
expressions donnant v,

et ﬂ:if pour les algorithmes ay et @¥y).

3.2.4 Simulations numeériques

On cherche ici & comparer les huit algorithmes précédents pour plusieurs valeurs de k
dans différentes configurations :

— Cas 1: deux maillages réguliers avec Axg = Az, (soit v, = vy4/k);
— Cas 2: deux maillages réguliers avec Axg = kAz, (soit vqg = vy);
— Cas 3: deux maillages irréguliers avec Az, = Az, prés de leur interface.

On regarde plus particuliérement la propagation d’un pulse de la zone grossiére a la zone fine
(le pulse est initialement en = 0.5, se déplace vers la gauche). La simulation est arrétée a
t=1.

Algorithme avy - Cas 1
Des essais numériques sont résumés pour le Cas 1 dans la table 7. On tire des expériences
numériques les conclusions suivantes :

lvg k— 1 2 3 5 9 17 33
0.5 6.610° 7 | 0.886 | 1.510°° | 1.710°¢ | 1.710°°% | 1.710°° | 1.810°°
0.95 1.2107% | 0.884 | 1.26 1075 | 1.44 1075 | 1.52 107° | 1.54 107> | 1.55 107°
1.45 7631077 [ 0.879 | 6.27107° | 7.18 107 ° | 7.54 107> | 7.66 107> | 7.70 107 °
1.95 1.16 1078 | 0.871 | 2.02 10=* | 2.28 107* | 2.39 107* | 2.42 107* | 2.43 10~*
lvg k— 1 3 5 9 17 33

0.5 2.98 1077 | 4.10 107° | 4.80 107® | 5.00 107° | 5.10 107° | 5.10 107°
0.95 9.2210°% | 496 107° | 5.7410°° | 6.06 107> | 6.17 10 ° | 6.20 10~ °
1.45 1.93107° | 2.67 10™* | 3.07107* | 3.23 107* | 3.28 10~* | 3.29 10~*
1.95 3.201071* | 872107 | 9.88107* | 1.03 1072 | 1.05 10~2 | 1.05 1073

TAB. 7 — Fraction d’énergie réfléchie - Algorithme ay - Cas 1 - nyg = ng = 100 en haut
et ng =ng = 50 en bas.

— D’énergie est effectivement conservée, le schéma est stable si v < 2 partout;

— l’algorithme est incapable de gérer correctement une valeur paire de k (voir Figure 13).
Ceci s’explique par le fait que les valeurs paires de k ne fournissent pas d’approximation
synchrone en t"t1/2 pour v & l'interface;

I’algorithme se comporte d’autant mieux que le nombre de points en espace est grand
(comparer les Figures 14 et 15). L’énergie de l'onde parasite réfléchie a I’air méme
d’ordre deux en Ax;
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— l’algorithme ne se comporte pas trés bien quand v4 augmente. Des oscillations parasites
apparaissent (voir sur les Figures 14 et 15). Peut-étre les choix initiaux sur les énergies
modifiées ne sont pas optimal, au sens ou, privilégiant de pouvoir assurer la stabilité
jusqu’a v < 2, on n’a pas choisi de controler plus fortement les valeurs auxiliaires (ce
qui aurait pu étre fait).

1.2

0.6

0.0

—-0.6

-1.2 T T T
-1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0

Fic. 13 -ay-Cas1-v3=0.5-k =2 -ng =ny =100.

Algorithme av - Cas 2
Des essais numériques sont résumés pour le Cas 2 dans la table 8. On tire des expériences
numériques les conclusions supplémentaires suivantes :

lvg k— 1 2 3 5 9
0.5 510721 | 0.798 | 1.52107° | 1.77 107° | 1.88 10~°
0.95 110721 | 0.781 | 3.36 107° | 4.10 107 ° | 2.47 10~*
1.45 41072 ] 0.734 | 1.20107* | 1.64 1072 | 3.01 1073
1.95 110722 | 0439 | 1.231072 | 1.34 1072 | 1.37 1072

TAB. 8 — Fraction d’énergie réfléchie - Algorithme avy - Cas 2 - nd = 100.

— lalgorithme ne sait pas gérer un brusque changement de la taille de maille entre les
sous-domaines, surtout quand le nombre de Courant augmente (voir Figure 16). Des
oscillations parasites sont transmises & l'intérieur du sous-domaine. Ceci n’est pas
vraiment étonnant, car le schéma en volumes finis initial ne sait pas gérer non plus un
brusque changement de taille de maille.
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12 1.2
0.6 7 0.6
0.0 ] 0.0 ]
-0.6 r0.6
-1.2 T T T 1.2 T T T
-1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0-1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0
1.2 12
0.6 0.6
0.0 7 0.0 7
-0.6 7 0.6 7
-1.2 T T T 1.2 T T T
-1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0-1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0

Fic. 14 - ay -Cas 1 - v3 =0.5;0.95;1.45;1.95 - k =5 - nqg = ny = 100.

— On peut cependant noter que le schéma se comporte excellemment quand & = 1
(l’algorithme étant partitionné inutilement). On peut d’ailleurs démontrer que dans ce
cas, I’algorithme ary est équivalent & l’algorithme non partitionné.

Algorithme avy - Cas 3
Pour le Cas 3, on se propose de faire la simulation suivante : on suppose que 1’on doit simuler
la propagation d’une onde dans un domaine de longueur grande (ici, L ~ 20.46) avec des
contraintes locales sur le maillage, & savoir:

— dans [0;20], on veut Az ~ 0.04;

— dans [—0.46; —0.44], on veut Az ~ 0.04/k, avec k = 41,

— on prend un maillage tel que, dans [—0.44; 0], le rapport entre deux mailles successives

est de ’ordre de 1.1.

Ceci conduit & un maillage de 560 points. On prend un pulse initial de la forme u(z) =
—v(z) = exp(—5* (z — 10)?) et on simule jusqu’a T = 20.919 en prenant vy = 1.9. On a
tracé sur la Figure 17 la solution obtenue & T' = 20.919. Des zooms sur la partie maillée
finement montrent que la solution est trés réguliére prés de 'interface. Grace a 'utilisation
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1.2 1.2
0.6 7 0.6
0.0 ] 0.0 ]
-0.6 r0.6
-1.2 T T T 1.2 T T T
-1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0-1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0
12 12
0.6 0.6
0.0 7 0.0
-0.6 7 0.6 7
-1.2 T T T 1.2 T T T
-1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0-1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0

FIG. 15— ay - Cas 1 - vy = 0.5;0.95;1.45;1.95 - k=5 - ng = n, = 50.

d’un sous-cyclage de k = 41, le temps de calcul a été divisé par environ huit par rapport au
schéma standard en temps sur le méme maillage. Par rapport & un calcul sur un maillage
uniforme (avec une maille égale a la maille la plus petite) et sans sous-cyclage en temps,
le temps de calcul a été divisé par 300, ce qui est déja trés spectaculaire en une dimension
d’espace!

Autres algorithmes.

Pour le Cas 1, tous les autres algorithmes donnent des résultats moins bons que ceux de
I’algorithme «y. On a tracé sur la Figure 19 les résultats obtenus pour le Cas 1 aprés ¢t =1
pour les différents algorithmes. Parmi les résultats, on peut noter que ’algorithme &7 fournit
le méme genre de reflexion parasite, mais pour une onde transmise chahutée. D’autre part,
Palgorithme a7y’ donne un résultat trés comparable (la réflexion parasite semble plus haute
fréquence).

Pour le Cas 2 et le Cas 3, les mémes conclusions demeurent. On en déduit que le meilleur
algorithme au vu de ces résultats numériques est 1’algorithme a~y.
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12 12
k=5 - v=0.5 k=17 - v=0.5
0.0 7 00 7
06 7| 0.6 7
1.2 T T T 12 T T T
-1.0 -0.5 0.0 05 1.0 1.0 0.5 0.0 05 10
12 12
k=5 - v=0.95 k=9 - v=0.95
06 7 06 7]
0.0 0.0
~06 -0.6
12 12
k=5 — v=1.45
06 7 06 7]
0.0 7 0.0
-0.6 7 -06 7|

-10 -05 00 05 10 -10 -05 00 05 10

F1G. 16 —ay - Cas 2 - ng =100 - ng = k nq.

3.2.5 Conclusions et autres remarques

Aprés avoir construit beaucoup d’algorithmes possibles, ’algorithme a-y semble rassem-
bler les meilleures caractéristiques. On peut néanmoins faire ici quelques remarques impor-
tantes.
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1.2

0.6

0.0

—-0.6

-1.2 T T T
-0.5 4.7 9.8 14.9 20.0

FiG. 17— ay -Cas 3 -v3 =19 - k =41.

D’abord, on aurait pu faire d’autres choix que (17) et (18) pour les énergies modifiées
Fg et Fj, par exemple

Az 2 ntsn  n—- 2 n 2 ntan  n—e
Fy o= 99 Z (u? +v; v, 2’“)+t99u2 +(1—99)u;‘+1 +ug Fug

T li<e-1
Fr = A.I’d n2 n+% "‘_% 0 n2 1 0.) i 2 n+% n—%
ro= 5 Z ui” + v v +O0sug”+(1—0q) g " +v; * vy

T zd+

On peut faire exactement les mémes constructions que celles présentées plus haut. Il est
curieux de constater que les schémas produits avec 8, = 6, semblent exactement équivalents
a ceux présentés plus haut (o 0, = 6, = %) Par ailleurs, les schémas avec 6, # 6, donnent
hélas des résultats moins bons (en termes d’ondes parasites renvoyées par 'interface fictive).

Ensuite, les choix d’algorithmes introduits ici en pages 31 ou 34 utilisent tous des sommes
finis de la forme 2B - - -+ 2B5~4 B*. Ce choix n’est pas unique. On peut d’ailleurs montrer
que d’autres choix sont possibles. Cependant, nous avons expérimentalement observés que
le choix général retenu ici donne les meilleurs résultats (en termes d’ondes parasites émises
par 'interface entre maillages).

Enfin, nous avons observé plus en détail le comportement effectif de ’algorithme . Et
celui-ci est extrémement surprenant. En effet, on peut montrer les assertions suivantes: si k
est impair, si Az, = Axg et si a4y, = u), alors

— n — n
Vn, ay = uy,

~n+% s+1 n+i
= VnVk, 0,0 = (=1)" kv,
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1.0 1.0 T
t=9.756 1=9.956 /\
0.5 7 0.5 7
0.0 0.0
-0.5 7 -0.57
_10 T T =1 0 T T
-0.460  -0.230 0.000 0.230 046960  -0.230 0.000 0.230 0.460
10 t=10.336 10 T=10.716
05 ] 57
0.0 .0
_05 ] _ 5 ] /
_10 T T =1 O T T
-0.460  -0.230 0.000 0.230 046060  -0.230 0.000 0.230 0.460
1.0 t=11.096 1o t=11.476
05 ] 57
0.0 .0 '—\
_05 | / 5 7
-1.0 ‘ ;

. ‘ =1.0 ‘
—-0.460 -0.230 0.000 0.230 045060 -0.230 0.000 0.230 0.460
Figc. 18 —ay -Cas 3 -y, =19 - k£ =41.

~ ~n+3 k nt 25t . . . .
— Vn, @l =uletdy =130 vy ** (ceciest numériquement observé et, contrai-

rement aux deux assertions précédentes, nous ne parvenons pas a le démontrer).
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1.2 1.2 —_
ay ay
0.6 ] 0.6 ]
0.0 ] 0.0 ]
-0.6 ] -0.6
12 T T 12 T T T
-1.0 -0.5 0.5 1.0 -1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0
1.2 1.2 —_
a'y a'y
0.6 ] 0.6 ]
0.0 ] 0.0 ]
-0.6 ] -0.6
12 T T 12 T T T
-1.0 -0.5 0.5 1.0 -1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0
1.2 - 12 —
ay ay
0.6 ] 0.6 ]
0.0 ] 0.0 ]
-0.6 ] -0.6
12 T T 12 T T T
-1.0 -0.5 0.5 1.0 -1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0
1.2 — 1.2 —
oy ay
0.6 ] 0.6 ]
0.0 ] 0.0 ]
-0.6 ] -0.6 ]
12 T T 12 T T T
-1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0 -1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0

Fi1c. 19 — Autres algorithmes - Cas 1: vy =0.95 - ng =ng =100 - £ = 5.

3.3 Couplage entre formulations de type Galerkin Discontinu

On considére deux formulations en éléments finis discontinus sur deux sous-domaines
voisins, comme dans les sections précédentes. Le schéma (5) est rappelé ici:

ur."+1 —u? —
n+12 n4+1/2 n4+1/2
Az; Mg ZTtl +Kev, 7+ Kgv, + Kgv; " =0,
Y2 ni12
) ] 1 1 ™ 1
Az; My — oAl L -f—KKu?_Jrl + Kg 11?+ + Kl{u?jl =0,
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o Mg est la matrice locale de masse, et K;, Kx et Ky sont les matrices locales de
rigidité, toutes données en page 11. Dans le premier sous-domaine, & "gauche", on avance
en temps avec k pas de temps de At/k, tandis que 'on avance en une seule fois le sous-

domaine de "droite" de At. A gauche, on numérote les cellules de —oo jusqu’a l'indice g.

. , . . ~n+E n4 2L . . T N
Des inconnues supplémentaires fictives u ;" et v, ; ** sont introduites. Similairement, &

droite, on numérote les cellules de I'indice d jusqu’a +oo. Des inconnues supplémentaires

. ~ ~n+% . .
fictives uQLl et v,_ sont introduites.

3.3.1 Construction d’une énergie globale

On considere les énergies suivantes :

A 7 t n— - n4 = ~ ~
.7:”:2 i <tu§‘ Mu? + v, * My, +2"') + Az, (tug+1 My agy, — tu;‘ M, u;‘) (28)

g 2
1<g
n Ax'b n n t - ~n ~n n n
F :Z 5 (tui M u? + v M v?“z) + Axyg (tudf1 My aj_, — tud My ud) . (29)
i>d

Comme dans le cas des volumes finis, ces énergies ont été choisies pour assurer la stabilité
des schémas. Elles font intervenir les variables annexes (avec”). On cherchera par la suite
a démontrer que ’énergie globale se conserve, tout en étant une fonction de Lyapunov de
toutes les inconnues numériques). On a les résultats suivants:

At to 1 1
2.7:; > Z (ASUZ — C—(CK + 2d[{)> ( \& 2k M[{Vi 2k 4 tu?MKu?>

‘ 2k
1<g
cAt t.n n t~n ~n A t~n ~n t . n n
+%d[{ ( ugMKug — ugHMKugH) + Az, ( ugHMgungl — ugMgug) .
Il suffit de prendre alors M, = —%%_— M, pour voir la minoration suivante :

cx+2dx

t o1 Ll At
2F) > Z v, *Mgv, * (Axi—c—(cK-i—ZdK))

_ o
1<g
t.on n R ﬁ
+ Z u"M u! (Axl ok (cr + 2dl\)>
i<g—1
ck+di ¢, n di ., “n cAt
(W o Micuy + Cagy Mon Mg ) | Aro = Gp(er +2di) )

Ceci montre bien que, sous la condition de stabilité propre au schéma Galerkin Discontinu a
gauche (pour le pas de temps At/k), I'énergie modifiée 7' est bien une forme quadratique

n

n— s ~
définie positive des inconnues (uf)i<g, (v; *)icg €t 0y, ;.
Similairement, en prenant Ml; = My, on montre que sous la condition de stabilité propre
au schéma Galerkin Discontinu & droite (pour le pas de temps At), énergie modifiée F}

est bien une forme quadratique définie positive des inconnues (u?);>q, (Vi "?)i>q €t Q.
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Si (dx + cx /2)cAt < min(kAwxg,Azg), alors énergie totale 7' + F; est clairement une

1
. A . oy . P . . ny . nfﬁ .
forme quadratique définie positive des inconnues numériques en jeu: (u});<,, (v; *)j<y,

n—1/2

(u})j>a, (Vi 7)j>a, Upyq et 0 ).

On cherche maintenant a calculer les variations de ces énergies AF, = Fytt — FI' et

AFy = f;‘“ — F}} au cours d’'un pas de I'algorithme proposé ci-dessus. Dans la suite, on
note § = —4__ En reprenant les démonstrations pour les volumes finis, on montre que :
cx+2dx ;

t s—1 s
k ~n+T ~n+ﬁ
a +1 n S| cAt nt 231
AF, = g,y | T TR <0MA( e gt )“Lm K v )
s=1
t s—1 s
n+=——= n+4
ug + uy nt s nt 23t cAt
_f@wl{( E_ k)+l<:A Rivi,° ,
t
a7, + )t At—
A]:d = Axd % <0M (lld 1 —ﬁgfl)ﬁ‘z—xK]{ d+ )
& d
tud+un+1

n n cAt _ntl
5 <0M[ ( — lld) + A—dede_fﬂ .

On propose donc les notations suivantes :

4 s—1
n+ = n+k

u +uy 20kAx nt s SOTREES | —  _pplsl
Ad = T 5 , B = N I Mg (ug+k —ug" ) +2K1(ngr_1 -
~n+ S ~nt g
AS . ug+1 Z + ug_l_l" BS . 29/€Axg n+— ~n+% 2K n+%
=z 0 BE ey e el et ) 2
ul + ugH 20A x4 i1 n n+}
A: 2 ? B:_ CAt MI((ug _ud)_ZKIVd17
n+1
M AR - 20Ax, n nti
[ A= 2 ’ B= cAt Mg (ajf] —aj ;) +2Kgv, 2.
(30)
Avec ces notations, on a plus simplement
cAtl &
ar, = -5 Z [AB*+'AB°],
At
AFs = = 'AB +'AB]
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3.3.2 Construction d’un algorithme conservant I’énergie globale

On se propose dans la suite de construire le méme type d’algorithme de couplage que
pour la méthode de volumes finis. On se limite ici & la construction de ’équivalent de la
méthode ay. On construit donc , pour Y(a,y):

i

wlr—‘

k
1 t~S~S_t
EZ A’B* ='AB <

A® A—aM1\1B+kM,(2B1 + oo 4 2B BY)
1 k
k . s
1 ~ ~ B=— B7
) ‘A°B*="'AB « k;
= A=A M*1B+’]ZM L(2B! + ... + 2B*~L4+ B¥)

On peut montrer que ces algorithmes sont réellement explicites (et donc facilement implé-
mentables) si on choisit a = ey et =145 (on a noté vg = cAt/Ax4). Nous décrivons en
détail I’algorithme ci-dessous.

= . n TL+% n 2 ~n an
Etape 0. On dispose de (u});<g, (v, *)j<q, (u});j>4, (V;L+1/2)j2d, ap,, et uj_,.

Etape 1. On veut avancer le champ u & gauche, de At/k. Pour cela, on a besoin de Ky V;Ifk

On a les équations suivantes :

Azyk n+t nt o nt o nt
2k My (uy F —u?) + Keevo 2F + Kivy 2+ Kyvo, 2F =0,

%MK( +llg K)_MI\"Al—MI(A._’YB'I'%Bl’
B! = ZG:AAf”M (ug+1\ _ un) +2KAV :||:121‘7

M A =B = (5 - 29028 Mi it + (5 + 290580 Mc i, — 29Kkevy

n+a

Comme dans le cas en volumes finis, il suffit de prendre v = v4/(46) pour que le systéme
ci-dessus soit résoluble sans connaitre u’”rl 11 reste alors & prendre pour K vg:f" :

oY

1—0 0 \— _n = n
2k< )KA +2k_9MA( — g 1)+ KA *3

1
Axg Axd g+

OcAt < 1 1

+ L
_ K f)k Kx Zk . 1
HR (L Mg)( VE FRevTE). (31)

Remarque: il est important de noter ici que seule la construction du terme inconnu
= ~n-I—L_ ” . . L . . .

Kgv, ™" est nécessaire pour l'algorithme. L’équation ci-dessus donne donc bien un moyen
d’avancer. Cependant, la matrice Kx n’étant pas inversible, ’équation précédente n’implique

. . . . ~n+% . .
en fait pas que 'on sache construire un jeu de valeurs fictives v ;**, ce qui est une faiblesse
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de l'algorithme. En somme, le sous-domaine gauche peu recevoir un flux, mais ce flux ne
s’exprime pas nécessairement comme issu d’une valeur fictive dans "autre sous-domaine.

nt

Etape 2. On veut avancer le champ v & gauche, de At/k. Pour cela, on a besoin de K Uy -

On a les équations suivantes :

+1

Axg Mg 711 A +KK~M”+KA vy 12+K1\'V§+&2 =0,
%MK( U, +llg+1 ) I\/I[K;A1 Mg A —aB + E‘Bl,

~ 29/€A5€ n+ n+o
B ==X gMK( sy~ 9+1) B G

My A — aB = —(20a + %) (K v 2+KAv§jl) +(20(1 — 0) — 2K, 7 + Mycu?.

Il suffit donc de prendre a = v4/(4(1 — #)) pour que le systéme déterminant ﬁ;il’”' soit

n l . . N
indépendant de v djf qui sera accessible seulement & la fin des k sous-pas de temps. Ce
systéme est effectivement soluble et s’écrit :

1 Az, ntl 1 Az, . Vg L
_ =79 — n_ (- _ __ 77" \n" 71\/{[ K 2k
< 2Aaq(1 — 9)) Yot Wi (3T an,a =) Y T 2 gy K K vo
— n+3
7(1_0)1\41 (KKVd +KAVd+1) (32)

Etapes 2s — 1 et 2s. On veut reproduire les deux étapes précédentes, puisque les équa-

tions sont quasi-inchangées. Elles font seulement intervenir les termes, désormais connus
2s—1

» » A H S A . T ~nt 5 ~ N+
B!,--- B® et B!, --- B®. Les équations & résoudre pour obtenir ]KKVZ+1 et uZH’” sont
respectivement :
71 s—1
1-9 0 e V) nt S5 e
(Azg + Azd) KKvg+1 - cAtMK (llg - ) + Azd KK
1 +232 n+ 257
+0 (Azd Amg) (KKV + Krvg )
1 1
_Azd (B +-+ B* )7
s s—1 —1
) 9 \sntE _ 20-0) . n _ (1-0 _ _0 \=ntTg — nt 257t
(Azg + Amd) Ugt1 = “an, w5, w0 " — R, My Kyvo
1
vd +3 n+2
~Ax, ing (KI\ v, +Kg Vi1 )

kAngR' (B! +-+B*1).
(33)

Etapes 2k — 1 et 2k. On termine ainsi I'intégration du sous-domaine gauche en k sous-
pas de temps. On dispose de toutes les variables "standard" & gauche, & savoir (u?“) i<g

et (v]++2‘)
1<s<k.

et de a™f1.On dispose également de toutes les valeurs B* et B*, pour
i<y g+1-
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. ntl
Etape 2k + 1. On veut avancer de At le champ u & droite. Pour cela, on a besoin de \Nldjf .
Il suffit de prendre:

k
~nt3 4 n+3 I d n+ i 1 ~
s=1

.. . . ~n+l L .
Remarque: ici encore, la construction du terme inconnu Kz v,_; est nécessaire pour l’al-
gorithme et I’équation ci-dessus donne bien un moyen d’avancer. Cependant, la matrice Ky,
n’étant pas inversible, I’équation précédente n’implique en fait pas que ’on sache construire

n 1 . . .
un jeu de valeurs fictives v djf , ce qui est une autre faiblesse de ’algorithme du méme type
que celle vue précédemment.

Etape 2k + 2. On veut avancer de At le champ v a droite. On vérifie qu’il suffit de prendre

k
~n+l ~ Vd o r1 s — ptl
ugil =Ug_ g + %MK (1/kZB — ZKKVd 2 )
s=1
On dispose bien a la fin de cette derniere étape de toutes les valeurs & droite: (u;“"l)jZd,

n+1
d—1"

(Vi) s et @

Ainsi, l’algorithme proposé est bien explicite et constructible. Il permet de conserver I’éner-

gie totale. De plus Il demande seulement 1’utilisation des variables numériques suivantes :

n L p ~ ~ . 2 2 .
(u})j<g> (vj+2" )i<g> (0])j>d, (v;‘“/z)jzd, Uy, et uj_;, qui sont controlées par I'énergie
totale (sous réserve que (dx + cx/2) cAt < min(kAz,,Az,)). Le schéma global de couplage
est donc stable.

3.3.3 Simulations numeériques

On cherche ici & tester l'algorithme précédent (de la famille ay avec a = ﬁ et
v = 74) pour plusieurs valeurs de & dans plusieurs configurations (dont celles de la section
précédente) :

— Cas 1: deux maillages réguliers avec Azq = Az, (soit v, = vq/k);

— Cas 2: deux maillages réguliers avec Azq = kAx, (soit vq = vy);

— Cas 3: deux maillages irréguliers avec Az, = Az, prés de leur interface.

— Cas 4: un maillage grossier réguliers Az, et un maillage fin composé de deux parties

régulieres en Az, et Azy (du coté de leur interface).

On regarde toujours la propagation d’un pulse de la zone grossiére & la zone fine. Pour toutes
les simulations, nous avons pris un nombre de Courant (par rapport aux plus petites mailles)
de 0.45 (la limite de stabilité est » = 0.5) et nous avons pris § = 0.4.

Cas 1
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Les essais numériques sont résumés pour le Cas 1 dans la table 9. Le pulse est initialement
en x = 0.5 et se déplace vers la gauche. La simulation est arrétée a ¢t = 1. Les deux domaines
maillés identiquement sont situés en [—1;0] et [0;1]. On tire des expériences numériques les
conclusions suivantes :

k=1 k=2 k=3 k=5 k=9 k=17 k=33
nggay=>50 | 1.1310°* | 0.821 | 2.7510°* | 3.06 10~ * | 3.18 10" * | 3.2210"* | 3.23 10" *
nggay=100 | 8.2107° | 0.936 | 5.43107° | 6.05 107" | 6.31 107" | 6.39 107° | 6.41 107°
nigay =200 | 4.99 1077 | 0.982 | .18 10°° | 1.33 107" | 1.39 10" ° | 1.41 107 ° | 1.42 10" °

TAB. 9 — Fraction d’énergie réfiéchie - Algorithme a7y - Cas 1.

— D’énergie est effectivement conservée, le schéma est stable si v < 0.5 partout;

— Dalgorithme est incapable de gérer correctement une valeur paire de k (voir Figure 20).
Ceci s’explique comme précédemment par le fait que les valeurs paires de k ne four-
nissent pas d’approximation synchrone en t"*1/2 pour v & Dinterface, et par le fait
qu’en moyenne les flux du domaine grossier vers le domaine fin sont nuls quand j est
pair;

— l’algorithme se comporte d’autant mieux que le nombre de points en espace est grand
(voir Figure 21). L’énergie de 'onde parasite réfléchie semble encore d’ordre deux en
Az, donc le schéma numérique & l'interface est localement d’ordre un.

12
0.6
0.0 %
-0.6
-1.2 ‘ ‘ ‘
-1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0

Fic.20 -ay-Cas 1 -v4 =045 -k =2 - ng =n, = 100.

Cas 2
Des essais numériques similaires sont résumés dans la table 10. On a pris pour ces simu-
lations # = 0.5 (ce qui minimise les réflexions parasites, mais avec une stabilité qui n’est
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1.2 1.2
0.6 1 0.6
0.0 1 0.0
-0.6 1 -0.6 1
-1.2 ‘ ‘ ‘ -1.2 ‘ ‘ ‘
-1.0 -0.5 0.0 0.5 10 -10 -0.5 0.0 0.5 1.0

Fic. 21 —ay - Cas 1 - vy =045 - k =5 - ngyqy = 50,100.

pas théoriquement démontrée). De ces expériences, on tire la conclusion supplémentaire sui-

vy = 0.45 k=1 k=2 k=3 k=5 k=9
ng=50 | 1.13107% | 0.254 | 4.92 1072 | 5.43 1072 | 5.18 1073
ng =100 | 82107% | 0.352 | 8.0710°% | 1.20 1073 | 4.02 1073

TAB. 10 — Fraction d’énergie réfiéchie - Cas 2 - nd = 100, ng =k nqy.

vante : ’algorithme ne sait pas gérer un brusque changement de la taille de maille entre les
sous-domaines (voir Figure 22). Des oscillations parasites sont transmises a l'intérieur du
sous-domaine. Ceci est un peu décevant, car la méthode Galerkin Discontinu est capable de
gérer un brusque changement de taille de maille. Le probléme vient en fait du terme source
oscillant en temps au bord du domaine fin. Le domaine fin a en fait besoin d’avoir un nombre
de Courant localement faible prés de 'interface.

Cas 3

Pour le Cas 3, on réutilise exactement le méme maillage que dans la section précédente (a
savoir: Azgq = 0.04, min(Az,) = 0.04/k et k = 41). Le maillage comporte donc 560 points.
On prend encore un pulse initial de la forme u(z) = —v(z) = exp(—5 * (x — 10)?) et on
simule jusqu’a T' = 20.919 en prenant vy, = 0.45. On a tracé sur la Figure 23 la solution
obtenue & T = 20.916. On voit que la solution obtenue est trés satisfaisante (notamment,
on y voit quasiment aucune oscillation parasite et un effet trés réduit de la dispersion du
schéma de type Galerkin Discontinu). Des zooms sur la partie maillée finement montrent que
la solution est assez réguliére prés de l'interface. Comme précédemment, 'utilisation d’un
sous-cyclage de k = 41 permet de diviser le temps de calcul par environ huit (par rapport
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12 - 12 -
06 | 06 |
0.0 J\__ 0.0 |
-06 | -06 |
_12 T T T _12 T T T
-1.0 -05 0.0 05 10 -10 -0.5 0.0 05 1.0
12 s 12 prs
06 | 06 |
0.0 0.0 |
-06 | -06 |
_12 T T T _12 T T T
-1.0 -0.5 0.0 05 10 -1.0 -0.5 0.0 05 1.0

F1G. 22 —ay - Cas 2 - ng =100 - ng = k nq.

1.2 Mi=20.016 0.002 7750916
0.6 1 0.001 |
0.0 0.000 ]
-0.6 -0.001 1
-1.2 ‘ ‘ ‘ -0.002 ‘ ‘ ‘
-0.5 4.7 9.8 14.9 200 -05 4.7 9.8 14.9 20.0

Fig. 23— Cas 3 -vy =045 - k =41.
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1.0 1.0

t=9.684 159.954
0.5 1 0.5 ]
0.0 ] 0.0 ]
-0.5 ] -0.5
_10 T T T _10 T T T
-0.460  -0.230 0.000 0.230 0.460-0.460  -0.230 0.000 0.230 0.460
10 t=9.99 L0 " -10.458
0.5 1 0.5 1
0.0 ] (0o I e —
-0.5 7 -0.5
_10 T T T _10 T T T
-0.460  -0.230 0.000 0.230 0.460-0.460  -0.230 0.000 0.230 0.460
10 t=11.124 L0 T 11304
0.5 1 0.5 ]
0.0 ] 0.0 ]
-0.5 ] -0.5

0 T T T -1.0 T T T
-0.460 -0.230 0.000 0.230 0.460-0.460 -0.230 0.000 0.230 0.460
Fic. 24 - Cas 3 -v; =045 - k =41.
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au schéma standard en temps sur le méme maillage) et par environ 300 avec un maillaeg
uniforme.

Cas 4
Pour le Cas 4, on utilise le maillage suivant :

— sous-domaine grossier : Azg = 0.1 sur [0 : 10];

— sous-domaine fin: Az, = Azg/k (k = 41) sur [-1; —0.5] et Az, = Azg sur [—0.5;0].
Le maillage comporte donc 310 points. On prend un pulse initial de la forme u(z) = —v(z) =
exp(—5 * (x — 5)?) et on simule jusqu’a T = 12 . On voit sur la Figure 25 que I’algorithme
gére parfaitement le changement de pas de temps (comme pour un maillage uniforme) mais
aussi le pas d’espace (comme la méthode Galerkin Discontinu avec un pas de temps unique).

4 Conclusions

Dans ce rapport, nous avons montré qu’il est possible de construire des algorithmes
permettant de gérer, pour la simulation numérique des équations de Maxwell ou de ’acous-
tique en une dimensions, un maillage localement raffiné en espace et un schéma en temps
sous-cyclé pour certains sous-domaines.

On peut tirer les conclusions suivantes a propos du raffinement en espace:
— il est peu naturel pour la méthode FDTD;
— il est naturel pour les méthodes de volumes finis et de Galerkin Discontinu (qui
s’étendent sans probléme en trois dimensions);
— il est cependant plus délicat avec la méthode des volumes, qui ne supportent pas
vraiment de fortes hétérogénéités de maillage (ce qui a été par ailleurs également
observé en trois dimensions d’espace);

Pour ce qui est du raffinement local en temps, on s’est appuyé sur des travaux antérieurs
pour chercher des algorithmes de couplage entre différents sous-domaines utilisant des pas
de temps différents (sous-cyclage). Les algorithmes recherchés devaient étre intrinséquement
de type décalés, c’est-a-dire complétement explicites (sans inversion de matrice non locale).
On arrive aux conclusions suivantes :

— la recherche de ces algorithmes a conduit & certaines algorithmes trés prometteurs
(stabilité inchangée par rapport aux méthodes dans chaque sous-domaine, conservation
exacte d’une énergie globale, pas de limite observée dans le nombre de sous-cycles k).
Néanmoins, ils ne sont pas intuitifs et ne permettent pas de controler théoriquement
les réflexions parasites entre sous-domaines;

— pour les couplages FVTD-FVTD et DGTD-DGTD, l’algorithme obtenu n’est pas par-
fait, dans la mesure ou les mailles & I'interface doivent étre de taille comparable (ce qui
permet un effet de moyenne dans la prise en compte d’un terme oscillant de couplage);
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1.0 1.0
t=4.005 t=4.59
0.5 ] 0.5 ]
0.0 0.0 ]
-0.5 ] -0.5 ]
_10 T T T _10 T T T
-1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0 -1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0
10 t=5.445 1.0 t=6.615
0.5 ] 0.5 ]
0.0 ] 0.0 7
-0.5 ] -0.5 7
_10 T T T _10 T T T
-1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0 -1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0
1.0 1.0
t=7.02 t=8.01
0.5 ] 0.5 ]
0.0 ] 0.0
-0.5 ] -0.5 7
_10 T T T _10 T T T
-1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0 -1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0

Fig.25-Cas 4 - vy3 =045 - k£ =41.

— pour le couplage FDTD-FDTD, dont le but est de coupler des maillages uniformes de
tailles localement adaptées, on se heurte au probléme précédent, a savoir que le brusque
changement de maille & Uinterface ne permet pas de lisser les oscillations provenant
du terme source de couplage, ce qui génére des oscillations parasites.
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Les algorithmes proposés ici, pour les méthodes de volumes finis et de Galerkin Discontinu,
doivent maintenant étre testés en deux dimensions d’espace au moins. A priori, aucune
différence de principe n’apparait pour tout ce qui concerne la conservation de ’énergie et la
stabilité de ’algorithme de couplage. Par contre, les algorithmes devraient devenir localement
implicites & l'interface (localement au sens "volume par volume", sans couplage entre tous
les éléments touchant l'interface) et il faudra examiner attentivement, pour tous les angles
des ondes incidentes, les ondes parasites émises par 'interface entre les sous-domaines.
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