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Résumé : Dans 
e rapport, on fait un tour d'horizon des méthodes numériques dispo-nibles pour la simulation numérique d'équations de propagation d'ondes (éle
tromagnétisme,a
oustique) en une dimension d'espa
e. On s'intéresse uniquement aux méthodes sus
eptiblesd'être étendues en trois dimensions d'espa
e sur maillages non-stru
turés (on 
ompare néan-moins 
elles-
i au s
héma de Yee en une dimension) et qui 
onservent une énergie dis
rète :méthodes de volumes �nis, méthodes de type Galerkin Dis
ontinu. On étudie en détail leurspropriétés et on montre la possibilité de les utiliser sur des maillages lo
alement ra�nés entemps et en espa
e, notamment en 
onservant leur nature totalement expli
ite.Mots-
lés : éle
tromagnétisme, volumes �nis, Galerkin Dis
ontinu, �ux 
entrés, s
hémasaute-mouton, stabilité, algorithme de 
ouplage, ra�nement lo
al en espa
e, ra�nementlo
al en temps, sous-
y
lage
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Dis
ontinuous Finite Volume/Element Methods on gridslo
ally re�ned in time and spa
e for 1D MaxwellequationsAbstra
t: In this report, we review available numeri
al methods for the simulation of wavepropagation (ele
tromagneti
s, a
ousti
s) in one spa
e dimension. We only deal with meth-ods easily extendible to three spa
e dimensions and unstru
tured grids (we 
ompare themin one dimension with Yee's FDTD though) and whi
h do 
onserve a dis
rete energy (theyare genuinely non dissipative): like �nite volumes and Galerkin Dis
ontinuous methods. Weinvestigate in details their properties and show it is possible to 
ouple them on lo
ally re�nedgrids, both in time and spa
e, and preserve their totally expli
it nature.Key-words: ele
tromagneti
s, �nite volume methods, Dis
ontinuous Galerkin, 
entered�uxes, leap-frog time s
heme, stability, 
oupling algorithm, lo
ally re�ned grids, lo
allyre�ned time-stepping, sub
y
ling



Méthodes FVTD/DGTD ave
 ra�nement en espa
e et en temps pour Maxwell 1D 31 Introdu
tionLes méthodes de types éléments �nis dis
ontinus (volumes �nis [6, 8℄ et méthodes deGalerkin Dis
ontinu [2, 7℄) ont ré
emment pris une pla
e signi�
ative dans la simulationnumérique de phénomènes de propagation d'ondes, par exemple en éle
tromagnétisme ouen a
oustique. Ces méthodes 
her
hent en fait à supplanter les méthodes de type FDTD(Finite Di�eren
es Time-Domain) fondées sur le s
héma de Yee [9℄, qui ont des avantages trèsimportants (très grande e�
a
ité, pré
ision sur maillage régulier 
artésien, 
onservation d'unéquivalent dis
ret de l'énergie éle
tromagnétique ou a
oustique) mais aussi l'in
onvénientmajeur d'être bien moins e�
a
es en maillages déformés et sur des géométries réalistes (non
artésiennes).Nous avons développé des méthodes numériques 
apables de fon
tionner sur des maillagestridimensionnels en simplexes [6, 7℄ (maillages de type éléments �nis en tétraèdres) et quipossèdent les propriétés les plus importantes des méthodes FDTD, la 
onservation d'uneénergie, la pré
ision (en maillage régulier) et le 
ara
tère fondamentalement expli
ite (à ladi�éren
e des éléments �nis sans 
ondensation de masse). Ces méthodes permettent d'atta-quer des géométries 
omplexes, et de fon
tionner sur des maillages lo
alement ra�nés (ave
plus ou moins de bonheur si le maillage est ra�né brusquement). D'une 
ertaine manière,
es méthodes apportent une réponse partielle au problème global posé par la simulationnumérique d'une propagation d'onde dans un milieu présentant des détails géométriquesou des in
lusions hétérogènes de petite taille. En e�et, la gestion de la géométrie ne posepas de problème (les méthodes FDTD sont rapidement hors-jeu 
ar le maillage régulier entrois dimensions doit s'appuyer sur des 
ubes élémentaires de taille 
onstante, égale aux pluspetits détails que l'on souhaite traiter). Mais la 
ontrainte sur le pas de temps assurant lastabilité des s
hémas (expli
ites) s'exprime en fon
tion de la plus petite maille du maillage.Ainsi, le 
al
ul est inutilement 
oûteux dans des zones de maillage peu ra�nées.Dans 
e rapport, on 
her
he don
 à proposer des algorithmes de 
ouplage, de naturedé
alée qui permettraient de sous-
y
ler 
ertains sous-domaines pendant le 
al
ul, tout en
onservant les propriétés de base des méthodes numériques de départ, à savoir :� stabilité sous des 
onditions de type CFL similaires;� 
onservation d'un équivalent dis
ret de l'énergie;� pré
ision (autant que possible) aux interfa
es entre sous-domaines;� nature fondamentalement expli
ite de l'algorithme global (au
une matri
e non lo
ale àinverser, même quand le rapport entre les pas de temps utilisés dans des sous-domainesvoisins devient grand).Nous 
her
hons don
 à nous rappro
her de travaux similaires proposés pour la simulationnumérique d'intera
tion �uide-stru
ture [5, 4℄, où la 
ontrainte de pouvoir réutiliser des
odes di�érents (de simulation de la dynamique des �uides et des stru
tures) imposait aussiun 
ouplage faible, dé
alé (un système après l'autre est avan
é dans le temps), sous-
y
lé (siles temps 
ara
téristiques d'évolution des sous-systèmes sont di�érents), stable et fa
ilementimplémentable (pas de s
héma globalement impli
ite 
ouplant les in
onnues du problèmeRR n° 4986



4 Serge Pipernodans les di�érents sous-domaines). Il est assez 
lair que l'obje
tif unique est le 
ouplageen temps de di�érents sous-domaines. Les algorithmes proposés s'étendront, naturellement,
omme dans le 
as de l'intera
tion �uide-stru
ture, à des problèmes tridimensionnels. Cettedémar
he doit don
 aboutir à des algorithmes par essen
e di�érents de 
eux proposés parexemple par T. Fouquet dans sa thèse [3℄, où 
haque pas de temps s'a

ompagne d'unerésolution d'un système linéaire non-lo
al en temps.Ce rapport s'organise ainsi. Dans la Se
tion 2, on présente les méthodes numériques surlesquelles on s'appuiera pour la résolution des équations de l'a
oustique en une dimensiond'espa
e : le s
héma de Yee [9℄, une méthode de volumes �nis ave
 �ux 
entrés [6℄ et uneméthode de type Galerkin Dis
ontinu [7℄, toutes trois d'ordre deux sur maillages réguliers.Nous résumons leurs propriétés (stabilité, 
onvergen
e) respe
tives, et nous montrons aupassage 
omment passer à des ordres supérieurs en temps (volumes �nis et Galerkin Dis
on-tinu). Dans la Se
tion 3, on propose des algorithmes de 
ouplage (dé
alés, sous-
y
lés) pourles trois méthodes envisagées : FDTD (Se
tion 3.1), Volumes �nis (Se
tion 3.2) et méthodede type Galerkin Dis
ontinu (Se
tion 3.3). Pour les deux dernières, qui peuvent gérer desmaillages irréguliers, des simulations numériques rendent 
ompte des propriétés e�e
tivesdes algorithmes proposés.2 Présentation des s
hémas 
onsidérés2.1 Introdu
tionOn présente dans 
ette se
tion plusieurs s
hémas de type di�éren
es �nies, volumes �nisou éléments �nis de type Galerkin dis
ontinu, utilisés de façon standard pour la résolutiondes équations monodimensionnelles de l'a
oustique ou de Maxwell. Dans 
e qui suit, on
onsidère les équations régissant la propagation d'une onde dans un milieu homogène où lavitesse des ondes vaut 
. Ces équations s'é
rivent :8>><>>: �u�t + 
 �v�x = 0;�v�t + 
 �u�x = 0: (1)Dans 
es équations, u et v 
onstituent la solution du problème et dépendent du temps t etde l'abs
isse x. On peut véri�er élémentairement que u et v sont aussi solution de l'équationmonodimensionnelle des ondes. Le fait de s'intéresser i
i à un milieu de propagation homo-gène (
 ne dépend pas de x) n'est pas rédu
teur, puisqu'on peut s'y ramener par 
hangementde variable sur l'abs
isse x. On retrouve d'ailleurs 
ette dualité sur les maillages et la pro-pagation en milieu homogène sur maillage ra�né lo
alement pose les mêmes problèmes quela propagation en milieu hétérogène sur maillage régulier.Ces équations sont posées soit dans tout l'espa
e (i.e. R tout entier), soit sur un intervallede longueur �nie ave
 des 
onditions aux limites périodiques, de telle sorte que, dans lesINRIA



Méthodes FVTD/DGTD ave
 ra�nement en espa
e et en temps pour Maxwell 1D 5estimations d'énergie, il n'y aura pas lieu de détailler les limites des sommations sur lesindi
es des points du maillages.Nous 
onsidérons dans 
e rapport uniquement des s
hémas utilisés pour la résolutiondes équations de Maxwell dans le domaine temporel et qui ont les propriétés fondamentalessuivantes:� les s
hémas sont expli
ites (pour avan
er d'un pas de temps, il n'y a au
un systèmelinéaire à résoudre, ou alors de taille limitée à quelques unités � en au
un 
as dépendantde la taille du maillage);� les s
hémas ne sont pas dissipatifs, ils 
onservent exa
tement une énergie dis
rète (
e
iex
lut don
 par exemple les s
hémas en volumes �nis ou de type Galerkin dis
ontinuutilisant des �ux dé
entrés), 
e qui les rend potentiellement utilisable pour des 
al
ulsde di�ra
tion et de résonan
e en temps éventuellement long.Pour 
ha
un des s
hémas 
onsidérés, on s'intéresse notamment à ses propriétés sur unmaillage régulier (pré
ision, 
onvergen
e, domaine de stabilité, dispersion numérique) maisaussi sur un maillage non régulier (mailles aléatoires sans grand é
art entre mailles su

es-sives ou maillages lo
alement fortement ra�nés).2.2 S
héma de YeeNous 
onsidérons tout d'abord le s
héma proposé par Yee [9℄ sur maillage régulier. Ils'é
rit : 8>>><>>>: un+1i � uni�t + 
 vn+1/2i+1/2 � vn+1/2i-1/2�x = 0;vn+3/2i+1/2 � vn+1/2i+1/2�t + 
 un+1i+1 � un+1i�x = 0;où �t et �x sont respe
tivement les pas (
onstants) de temps et d'espa
e, et uni et vn+1/2i+1/2sont respe
tivement des approximations numériques des valeurs de u et v suivantes :uni � u�n�t; i�x� ; vn+1/2i+1/2 � v �(n+ 1=2)�t; (i+ 1=2)�x� :Ce s
héma est expli
ite, d'ordre deux en espa
e et en temps sur maillage régulier. Il eststable sous la 
ondition de type CFL sur le nombre de Courant � = 
�t=�x suivante :� � �Y ee � 1: (2)Pour tout pas de temps �t, il 
onserve l'énergie dis
rète suivante :En = �xXi �uni uni + vn-1/2i+1/2 vn+1/2i+1/2 � :Cette énergie est dé�nie positive sous la 
ondition (2) et assure la stabilité du s
héma. Comme
ette énergie est 
onservée exa
tement, le s
héma n'introduit pas de di�usion numérique. IlRR n° 4986



6 Serge Pipernoest néanmoins dispersif : on peut montrer qu'une onde plane de nombre d'onde k, solutionnumérique du s
héma de Yee, est os
illante en temps ave
 une pulsation appro
hée !appdonnée, quand �x! 0, parYee-1D !app!ex = 1 + k2�x224 (�2 � 1) +O(�x4);où !ex est la pulsation de l'onde plane solution exa
te de l'équation (1) et de nombre d'ondek. Elle est donnée par !ex = k
. En une dimension d'espa
e, 
e s
héma est en fait exa
t quand� = �Y ee. Ce 
omportement disparaît en deux ou trois dimensions d'espa
e : le s
héma estautomatiquement dispersif, ave
 une dispersion d'ordre deux, même si le nombre de Courant� est pris aussi grand que possible (à la limite de stabilité don
). Plus pré
isément, en troisdimensions d'espa
e en maillage 
artésien �x ��y ��z, la limite de stabilité est donnéepar 
�t � (�x�2 +�y�2 +�z�2)�1=2, et la relation de dispersion estYee-3D !app!ex = 1 + k224(
2�t2 � k4x�x2 + k4y�y2 + k4z�z2k4 ) +O(�4);où ~k = (kx;ky;kz) est le ve
teur d'onde de l'onde dispersée et k = k~kk (on a noté O(�4) =O(�t4;�x4;�y4;�z4)). Pour un maillage en 
ubes, la dispersion maximale est atteinte pourune propagation parallèle aux axes, et, à la limite de stabilité 
�t = �x=p3, a la mêmevaleur que 
elle donnée par le s
héma de Yee en 1D ave
 � = 1=p3.On a représenté sur la Figure 1 la solution exa
te et la solution appro
hée obtenue ave
le s
héma de Yee sur un maillage régulier (
as test ave
 solution exa
te sous la forme d'unpulse se déplaçant vers la droite) pour � = 1=p3 et � = 0:95. La dispersion est 
lairementvisible à � = 1=p3 et donne une idée du 
omportement du s
héma de Yee en trois dimensionsd'espa
e.2.3 Volumes �nis et s
héma saute-moutonUn s
héma de type volumes �nis ave
 �ux 
entrés et s
héma en temps de type saute-mouton (inspiré par le s
héma de Yee) a été ré
emment proposé [8℄. Ce s
héma s'appuie surle fait que les équations de Maxwell (en une, deux ou trois dimensions d'espa
e) prennentaussi la forme d'un système de lois de 
onservation. Le s
héma en volumes �nis qui endé
oule est naturellement appli
able à un maillage non régulier en une dimension d'espa
e,et à n'importe quelle partition (�nie) en plusieurs dimensions d'espa
e [6℄. Il s'é
rit :8>>>><>>>>: �xi un+1i � uni�t + 
 vn+1/2i + vn+1/2i+12 !� 
 vn+1/2i�1 + vn+1/2i2 ! = 0;�xi vn+3/2i � vn+1/2i�t + 
 un+1i + un+1i+12 !� 
 un1i�1 + un+1i2 ! = 0; (3)
INRIA



Méthodes FVTD/DGTD ave
 ra�nement en espa
e et en temps pour Maxwell 1D 7
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Fig. 1 � Solutions exa
tes et appro
hées - S
héma de Yee pour � = 0:95 et � = 1=p3.où �xi est la mesure du volume �ni Vi et uni et vn+1/2i sont des approximations des valeursmoyennes de la solution exa
te suivantes :uni � 1�xi ZVi u (n�t; x) dx; vn+1/2i � 1�xi ZVi v �(n+ 1=2)�t; x� dx:
RR n° 4986



8 Serge PipernoDans (3), la nature 
onservative du s
héma en volumes �nis apparaît. Les �ux entre les
ellules 
onsé
utives i et i+ 1 sont 
omplètement 
entrés et donnés par :F u[n;n+1℄ [i! i+ 1℄ = 
 vn+1/2i + vn+1/2i+12 ; F v[n+1/2;n+3/2℄ [i! i+ 1℄ = 
 un+1i + un+1i+12Sur un maillage régulier, 
e s
héma expli
ite est équivalent à deux s
hémas de Yeeimbriqués. Il est don
 d'ordre deux en temps et en espa
e, stable sous la 
ondition � ��vf � 2 et est sans di�usion puisqu'il 
onserve une énergie dis
rète. Toujours sur maillagerégulier, 
e s
héma est dispersif ave
 la relation de dispersion suivante :!app!ex = 1 + k2�x224 (�2 � 4) +O(�x4):En une dimension d'espa
e et sur maillage régulier, 
e s
héma est en fait exa
t quand� = �vf. Ce 
omportement disparaît en trois dimensions d'espa
e : le s
héma est automati-quement dispersif, ave
 une dispersion d'ordre deux, même si le nombre de Courant � estpris aussi grand que possible. On obtient des 
ourbes identiques à 
elles de la Figure 1 ave
le s
héma en volumes �nis (3) sur un maillage régulier pour � = 2=p3 et � = 1:9.Sur maillage quel
onque, le s
héma 
onserve également une énergie dis
rète :En =Xi �xi2 �uni uni + vn-1/2i vn+1/2i � :Cette énergie est 
onservée quel que soit le pas de temps �t. Dans la suite, on dé�nit lenombre de Courant � pour un maillage quel
onque par :� � 
�tmini�xi : (4)La forme quadratique proposée 
i-dessus est dé�nie positive (et don
 une norme, 
e quiassure la stabilité) sous la 
ondition su�sante � � 2. On a représenté sur la Figure 2 lasolution initiale et les solutions exa
te et appro
hée obtenues à t = 0:5 ave
 le s
héma envolumes �nis (3) (un pulse partant à t = 0 en x = 0:25, se déplaçant vers la droite) pourun maillage lo
alement ra�né (il est 
omposé de deux sous-maillages réguliers dont 
eluide droite est quatre fois plus �n que l'autre). On a pris � = 1:9 (voir dé�nition (4). Cerésultat de simulation est assez simple à interpréter : une forte onde parasite a été renvoyéepar l'interfa
e entre les deux maillages de tailles di�érentes (rapport quatre). D�autre part,l'onde est 
lairement dispersée dans le maillage grossier, puisque le pas de temps utilisé,
ontraint essentiellement par les petites mailles du maillage �n, donne un nombre de Courantrelativement aux grosses mailles de 0:475.On a représenté sur la Figure 3 les mêmes 
ourbes pour un maillage aléatoire (loi uni-forme sur [h; 2h℄). On a aussi pris � = 1:9 dans la dé�nition (4). Ce résultat de simulationINRIA



Méthodes FVTD/DGTD ave
 ra�nement en espa
e et en temps pour Maxwell 1D 9

x>0.5 => h=0.0125x<0.5 => h=0.003125
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te et appro
hées données par le s
héma en volumes�nis pour � = 1:9. Maillage lo
alement ra�né.
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10 Serge Piperno
c=1   L=1   n=200   0.0034<h<0.0068   T=0.5   cfl=1.9
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1Fig. 3 � Solutions exa
te et appro
hées données par le s
héma en volumes �nis pour � = 1:9.Maillage aléatoire.s'explique par le fait que des ondes parasites dues aux di�éren
es de taille de mailles (ellessont aléatoires) su

essives sont émises partout, ave
 des intensités dépendant des rapportsentre tailles des mailles su

essives.2.4 Galerkin dis
ontinu et s
héma saute-moutonUn s
héma en éléments �nis de type Galerkin dis
ontinu, utilisant un s
héma en tempsde type saute-mouton (inspiré par le s
héma de Yee) a été ré
emment proposé [7℄. Leséquations de Maxwell (en une, deux ou trois dimensions d'espa
e) sont é
rites sous la formed'un système de lois de 
onservation. Elles sont ensuite multipliées par des fon
tions de baselo
ales et intégrées dans 
haque volume de 
ontr�le (on parle don
 de volumes �nis de typeGalerkin Dis
ontinu). La méthode qui en dé
oule est de nature expli
ite (des matri
es demasse lo
ale seulement doivent être inversées) et est naturellement appli
able à un maillagenon régulier en une dimension d'espa
e, et à n'importe quelle partition (�nie) en plusieursdimensions d'espa
e [7℄.On 
hoisit de présenter i
i la méthode en une dimension d'espa
e, ave
 des éléments �nisde type PK (ave
 K � 0). Chaque volume �ni Vi est un intervalle [xi-1/2;xi+1/2℄, de mesure�xi � xi+1/2 � xi-1/2. Dans 
haque intervalle, on 
onsidère les fon
tion de base 'ik , pour1 � k � K + 1 dé�nies par 'ik(x) = �x� xi-1/2�xi �k�1 ; 8x 2 Vi: INRIA



Méthodes FVTD/DGTD ave
 ra�nement en espa
e et en temps pour Maxwell 1D 11On obtient la méthode de volumes �nis de type Galerkin Dis
ontinu� en supposant que u et v sont dé
omposées dans 
haque volume Vi sur la base des 'ik ;� en multipliant (1) par 
haque 'ik et en intégrant l'équation obtenue sur Vi;� en intégrant par partie et en remplaçant les termes de bord par des �ux numériques
entrés (valeurs moyennes des valeurs de part et d'autre de xi+1/2 et xi-1/2);� en utilisant un s
héma en temps de type Yee (saute-mouton simple).On obtient alors, en utilisant la dé
omposition spatiale suivante8x 2 Vi; 8>>>>><>>>>>: u(x;tn) = K+1Xk=1 unik'ik(x);v(x;tn+1/2) = K+1Xk=1 vn+1/2ik 'ik(x);et en notant uni = (uni1; � � � ;uni(K+1))t et vn+1/2i = (vn+1/2i1 ; � � � ;vn+1/2i(K+1))t,8>>><>>>: �xi M K un+1i � uni
�t + K Kvn+1/2i�1 + KKvn+1/2i + K Kvn+1/2i+1 = 0;�xi M K vn+3/2i � vn+1/2i
�t + K Kun+1i�1 + KKun+1i + K Kun+1i+1 = 0; (5)où M K est une matri
e lo
ale de masse, et K K , KK et K K sont des matri
es lo
ales derigidité. Toutes les quatre sont 
onstantes (indépendantes de l'indi
e i du volume de 
ontr�le
onsidéré) et sont données par(M K )kk0 = 1k + k0 � 1 ; (K K)kk0 = �Æk;12 ; �K K�kk0 = Æk0;12 (6)(KK )kk0 = k0 � k2(k + k0 � 2) et (KK )11 = 0 (7)On peut évidemment véri�er que pour K = 0, le s
héma (5) est équivalent au s
hémaen volumes �nis (3) pré
édemment présenté. On peut aussi véri�er aisément les propriétéssuivantes :� M K est symétrique (i.e. tM K = M K ) dé�nie positive;� KK est antisymétrique (i.e. tKK = �KK );� tK K = �K K et tK K = �K K .Sur un maillage quel
onque, le s
héma (5) 
onserve également une énergie dis
rète :En =Xi ZVi 12 �uni uni + vn-1/2i vn+1/2i � =Xi �xi2 �tuni M K uni + tvn-1/2i M K vn+1/2i � :
RR n° 4986



12 Serge PipernoCette énergie est 
onservée quel que soit le pas de temps �t. En e�et, des 
al
uls simplesmontrent que, en utilisant la notation un+1/2i = (uni + un+1i )=2, et les relations pré
édentessur les matri
es M K , KK , K K et K K , et en omettant l'indi
e temporel n+1/2, on a :�E � En+1 � En= Xi �xi2 �tui M K (un+1i � uni ) + tvi M K (vn+3/2i � vn-1/2i )�= �
�t2 Xi tui �(K K + tK K)vi�1 + (KK + tKK )vi + (K K + tK K)vi+1� = 0:On montre que l'énergie En est une forme quadratique dé�nie positive (et don
 une norme,
e qui assure la stabilité) sous une 
ondition su�sante de type � � �K . On donne i
i ladémonstration. La matri
e M K étant symétrique dé�nie positive, elle est diagonalisable eton peut 
onstruire de manière simple sa ra
ine 
arrée (également symétrique dé�nie positive.On la note pour simpli�er M 12K . On note
K = kM � 12K KKM � 12K k; dK = kM � 12K K KM � 12K k = kM � 12K K KM � 12K k; (8)où on a utilisé la norme 
anonique d'une matri
e (8X;kAXk � kAkkXk). On a :En = Xi �xi2 �tuni M K uni + tvn-1/2i M K vn+1/2i �= Xi �xi2 �kM 12Kuni k2 + kM 12Kvn-1/2i k2�� 
�t2 tvn-1/2i �K Kuni�1 + KKuni + K Kuni+1�� Xi �xi2 �kM 12Kuni k2 + kM 12Kvn-1/2i k2��
�t2 Xi kM 12Kvn-1/2i k�dKkM 12Kuni�1k+ 
KkM 12Kuni k+ dKkM 12Kuni+1k�� 12Xi ��xi � 
�t2 (
K + 2dK)��tuni M Kuni + tvn-1/2i M Kvn-1/2i � :En est bien une forme quadratique dé�nie positive des in
onnues uni et vn-1/2i sous la 
ondi-tions su�sante de stabilité, 
�tmini(�xi) � � < �K � 2
K + 2dK : (9)Numériquement, sur maillage régulier, on trouve que les valeurs limites de stabilité pour �Ksont pro
hes de 
elles données dans la Table 1. Ces valeurs limites pour la stabilité sont assezpro
hes de notre 
ondition su�sante de stabilité (et toujours supérieures, 
e qui n'in�rmentpas le fait qu'elles soient su�santes). On observe aussi que 
es 
onditions sont su�santessur maillages non réguliers. INRIA



Méthodes FVTD/DGTD ave
 ra�nement en espa
e et en temps pour Maxwell 1D 13K 0 1 2 3 4
K 0 p3 2.8 4.36 6.21dK 0.5 p3 3.34 5.23 7.32�K (5) 2 0.384 0.21 0.134 0.096�num.K (5) 2 0.5 0.24 0.15 0.1014Tab. 1 � Valeurs de �K pour le s
héma saute-mouton (5).On a représenté sur la Figure 4 les solutions exa
te et appro
hée obtenues à t = 0:5 ave
le s
héma de type Galerkin Dis
ontinu P1 (5) dans le même 
adre que 
elui des Figures 2-3 (un pulse partant à t = 0 en x = 0:25, se déplaçant vers la droite) pour un maillagelo
alement ra�né quatre fois et maillage aléatoire (loi uniforme sur [h; 2h℄). On a pris i
i � =0:5. Ces résultats de simulation montre la supériorité du s
héma type Galerkin Dis
ontinuP1 par rapport au s
héma en volumes �nis 
lassiques (P0). Le s
héma (5) fondé sur desapproximations lo
ales P1 (et a fortiori PK pour K > 1) ne ren
ontre pas de véritabledi�
ulté, que 
ela soit pour un 
hangement brusque de taille de maille, ou pour un maillagefortement hétérogène (i
i aléatoire ave
 un rapport maximal de 2 entre mailles su

essives).2.5 Galerkin dis
ontinu et s
héma saute-mouton à deux pasIl existe une autre version du s
héma saute-mouton qui a inspiré Yee. Si l'on omet ladis
rétisation spatiale, on peut hésiter entre les deux s
hémas en temps suivants, é
ritsformellement pour la résolution du système di�érentiel ordinaire� xt = By;yt = C x;où x et y sont les ve
teurs dépendants du temps re
her
hés et B et C sont deux matri
esdonnées : 8>>><>>>: xn+1 � xn�t = Byn+1/2 ;yn+3/2 � yn+1/2�t = C xn+1 ; 8>>><>>>: xn+1 � xn�12�t = Byn ;yn+1 � yn�12�t = C xn :Le se
ond s
héma est en fait équivalent à une superposition de deux s
hémas du premiertype (ave
 des 
ouples de variables (x2n;y2n+1) et (x2n+1;y2n) et un pas de temps de 2�t).Le domaine de stabilité du se
ond s
héma, que nous appellerons "saute-mouton à deux pas"est don
 deux fois plus petit que 
elui du premier. Chaque pas de temps a le même 
oûtpour les deux s
hémas, de sorte que le saute-mouton à deux pas 
oûte exa
tement deux foisplus 
her (il demande aussi deux fois plus de sto
kage).Pour la résolution des équations de Maxwell en une dimension, en adoptant une dis
ré-tisation spatiale en volumes �nis de type Galerkin Dis
ontinu 
omme 
elle utilisée en (5),RR n° 4986



14 Serge Piperno

x<0.5 => h=0.003125 x>0.5 => h=0.0125

c=1 L=1 n=200 T=0.5 cfl=0.5
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0.6

0.4

0.8

1.0
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1Fig. 4 � Solutions exa
te et appro
hées données par le s
héma Galerkin-Dis
ontinu P1 pour� = 0:5. Maillage lo
alement ra�né ou aléatoire.
INRIA



Méthodes FVTD/DGTD ave
 ra�nement en espa
e et en temps pour Maxwell 1D 15K 0 1 2 3 4�K (10) 1.00 0.25 0.12 0.075 0.0507Tab. 2 � Valeurs de �K pour le s
héma saute-mouton à deux pas (10).on obtient alors un s
héma de la forme :8>>><>>>: �xi M K un+1i � un�1i2
�t + K Kvni�1 + KKvni + K Kvni+1 = 0;�xi M K vn+1i � vn�1i2
�t + K Kuni�1 + KKuni + K Kuni+1 = 0; (10)Sur un maillage quel
onque, le s
héma (10) 
onserve également une énergie dis
rète :En =Xi �xi2  tuni M K uni + tun�1i M K un+1i2 + tvni M K vni + tvn�1i M K vn+1i2 ! :Cette énergie est 
onservée quel que soit le pas de temps �t. Comme pré
édemment, on a :�E � En+1 � En= Xi �xi4 �tuni M K (un+2i � uni ) + tun+1i M K (un+1i � un�1i )+ tvni M K (vn+2i � vni ) + tvn+1i M K (vn+1i � vn�1i )�= �
�t4 Xi tuni �(K K + tK K)vn+1i�1 + (KK + tKK )vn+1i + (K K + tK K)vn+1i+1 ��
�t4 Xi tun+1i �(K K + tK K)vni�1 + (KK + tKK )vni + (K K + tK K)vni+1� = 0:On montre que l'énergie En est une forme quadratique dé�nie positive (et don
 une norme,
e qui assure la stabilité) sous une 
ondition su�sante de type � � �K . Numériquement, onretrouve que les limites de stabilité de 
es s
hémas sont bien la moitié des valeurs donnéespour le s
héma (5) données dans la Table 1. Les limites de stabilités pour le s
héma "saute-mouton à deux pas" sont données dans la Table 2.Bien que deux fois plus 
her, 
e s
héma possède des avantages. D'abord, les in
onnuesne sont pas dé
alées en temps. D'autre part, il est utilisable pour la résolution d'équationde 
onve
tion-ondes 
omme 
elles ren
ontrées en aéroa
oustique [1℄, où les �ux pour 
haque
hamp ne dépendent pas seulement de l'autre 
hamp.2.6 Galerkin dis
ontinu et s
héma saute-mouton d'ordre 4On propose i
i une version du s
héma en temps pré
édent qui est d'ordre quatre et quipossède les mêmes propriétés re
her
hées : être expli
ite, stable sous une 
ondition de typeRR n° 4986



16 Serge Piperno� � �K et qui 
onserve exa
tement une énergie dis
rète, de façon qu'il ne 
omporte pas dedi�usion numérique arti�
ielle. Pour 
ela, on 
ommen
e par réé
rire le s
héma (10) sous laforme matri
ielle totale : AXn+1 �Xn�12
�t +BXn = 0;où Xn = ((uni )i=1;I ;(vni )i=1;I) est un ve
teur 
olonne 
omposé de tous les degrés de liberté,et les matri
es A et B sont données par :A = � M OO M � ; B = � O KK O � ;où les matri
es M et K sont elles-mêmes des matri
es 
arrées, 
omposées de blo
s (K +1) � (K + 1). M est blo
 diagonale, et son blo
 (i;i) est �xiM K . K est tridiagonale parblo
s : son blo
 (i;i) est KK , son blo
 (i;i + 1) est K K et son blo
 (i;i � 1) est K K . On a
omme propriété évidente queM est symétrique et que K est antisymétrique. On en déduitévidemment que A est symétrique (dé�nie positive) et que B est antisymétrique.Pour la résolution des équations de Maxwell en une dimension, on propose alors le s
hémaà trois pas, d'ordre quatre en temps, suivant :8>>>><>>>>: (i) X� = Xn � 
�t A�1BXn;(ii) X�� = X� + 
�t A�1BX�;(iii) Xn+1 = Xn�1 � 2
�t A�1B �76Xn � 16X��� : (11)Ce s
héma est e�e
tivement d'ordre quatre. Si l'on utilise le 
hangement de variable Y =A1=2X et si l'on note Z = �
A�1=2BA�1=2, il s'é
rit de manière 
ondenséeYn+1 = Yn�1+2�t (Z+ �t26 Z3)Yn qui dé�nit bien une approximation d'ordre quatre en temps du systèmedi�érentiel Yt = ZY, équivalent à AXt = �
 BX.Sur un maillage quel
onque, le s
héma (11) 
onserve également l'énergie dis
rète dé�niedans le 
as du s
héma (10). Pour le démontrer, introduisons la matri
e H = �t Z+ �t36 Z3.On peut véri�er que H est antisymétrique (Z l'est puisque A�1=2 est symétrique et B estantisymétrique). Il su�t alors de 
onstater que l'énergie introduite pour le s
héma (10) peutêtre réé
rite En = tYn Yn + tYn�1 Yn+12 :Cette énergie est 
onservée quel que soit le pas de temps �t. En e�et, on a :�E = tYn (Yn+2 �Yn) + tYn+1 (Yn+1 �Yn�1)2 = tYnH+ tH2 Y n+1 = 0:On montre que l'énergie En est une forme quadratique dé�nie positive (et don
 une norme,
e qui assure la stabilité) sous une 
ondition su�sante de type � � �K . Numériquement, onINRIA



Méthodes FVTD/DGTD ave
 ra�nement en espa
e et en temps pour Maxwell 1D 17K 0 1 2 3 4�K (11) 2.84 0.71 0.35 0.21 0.144Tab. 3 � Valeurs de �K pour le s
héma saute-mouton à trois pas (11).trouve les limites de stabilité pour 
es s
hémas (5) ave
 di�érents éléments �nis dis
ontinusPK données dans la Table 3.En fait 
es limites de stabilité �K sont quasiment égales à 2.84 fois les limites pour les
héma (10). Ce
i n'est pas étonnant : les s
hémas (10) et (11) rentrent dans la 
atégoriedes s
hémas s'é
rivant Yn+1 = Yn�1 +2�t GYn, ave
 G réelle antisymétrique (de valeurspropres imaginaires pures i�p). Les ve
teurs propres de G sont aussi 
eux de la matri
ed'ampli�
ation du s
héma. Si G est diagonalisable, on montre que le s
héma est stablesi et seulement si maxp j�t�pj � 1. Il est fa
ile de faire le lien entre les valeurs propres(imaginaires pures) de �t Z et de H = �t Z+ �t36 Z3. On trouve alors que le s
héma (11)est stable si et seulement si r = �=�K(10) est tel que jr� r3=6j � 1, soit r � 3p2+ 3p4 ' 2:84.En somme, le s
héma (11) est un s
héma d'ordre quatre en temps, qui 
onserve uneénergie dis
rète et don
 ne 
omporte pas de di�usion numérique. Pour un même maillage,
haque pas de temps 
oûte environ trois fois plus 
her que le s
héma (10), mais sa limitede stabilité (presque trois fois moins restri
tive) permet de 
ompenser son sur
roît de 
oût.Il reste don
 seulement deux fois plus 
oûteux que le s
héma saute-mouton simple (5) pourune pré
ision en temps bien supérieure.2.7 Convergen
e des di�érents s
hémasNous étudions numériquement dans 
ette se
tion la 
onvergen
e des s
hémas proposésplus haut. pour 
haque degré K d'éléments �nis dis
ontinus, nous avons le 
hoix entre deuxs
hémas : le s
héma de type saute-mouton simple (5) et le s
héma d'ordre quatre (11). Les
héma (10) est é
arté puisqu'il est équivalent à (5) et 
oûte deux fois plus 
her, 
e quiest e�e
tivement observé. En plus de la 
onvergen
e des di�érents s
hémas (sur maillagesréguliers ou non), on porte une attention parti
ulière aux temps de 
al
ul requis. Poursimpli�er le rapport des résultats, on se limite i
i, pour K �xé, au s
héma en temps donnantles meilleurs résultats.Sur maillage régulier, 
es s
hémas peuvent être interprétés 
omme des s
hémas en dif-féren
es �nis, voire en éléments �nis (
'est évident pour le s
héma (5) ave
 éléments �nisdis
ontinus P0. Les simulations sont faites en utilisant l'environnement s
ilab. Les di�é-rents maillages sont obtenus en doublant plusieurs fois un maillage de base (
omportant 100points). On pro
ède de la manière suivante :� le maillage de ℄0; 1[ est régulier, ave
 
onditions aux limites périodiques;� la solution initiale est un pulse situé en 0:5, se propageant vers la droite, et la simulationest menée jusqu'en T = 2=3;
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Fig. 5 � Erreur L2 en fon
tion du nombre de points pour les di�érents s
hémas sur maillagerégulier.� la solution initiale est égale à la proje
tion sur les éléments �nis dis
ontinus PK dupulse initial, de la forme u(x) = exp ��500 � (x� 0:5)2�;� à t = T , on mesure la norme L2 de la di�éren
e entre la solution obtenue (qui estPK dis
ontinue) et la proje
tion dans l'espa
e des éléments �nis dis
ontinus PK de lasolution exa
te;� pour 
haque s
héma, on prend � = �K , sauf pour le s
héma (5) ave
 P0 (qui est alorsexa
t), où l'on prend � = 0:9.On obtient les 
ourbes de 
onvergen
e présentées en Figure 5. Elles indiquent 
lairementdes ordres de 
onvergen
e di�érents. On a 
al
ulé par régression linéaire logarithmique lesordres numériquement observés pour tous les s
hémas. Ils sont donnés dans la Table 4. Cesordres de 
onvergen
e peuvent être interprétés ainsi. D'abord, le s
héma (5) étant d'ordre 2,l'ordre de 
onvergen
e est limité à 2 pour tout K. De même, le s
héma (11) étant d'ordre 4,l'ordre de 
onvergen
e est limité à 4. D'autre part, il semble exister une phénomène de super-
onvergen
e pour la dis
rétisation en espa
e pour K pair (le s
héma est alors d'ordre K +2INRIA



Méthodes FVTD/DGTD ave
 ra�nement en espa
e et en temps pour Maxwell 1D 19K 0 1 2 3 4(5) 2.002 1.205 2.000 2.000 2.001(11) 2.020 1.125 4.051 2.975 3.954Tab. 4 � Ordres de 
onvergen
e numériquement observés pour les di�érents s
hémas enmaillage régulier.en espa
e). Pour K impair, le s
héma est d'ordre K. En�n, on peut prévoir que l'utilisationd'un s
héma en temps d'ordre 6 et d'éléments �nis dis
ontinus P4 devrait 
onduire à uns
héma d'ordre 6.Sur un maillage non régulier, le 
omportement de 
es s
hémas peut être assez di�érent.On s'attend notamment à voir disparaître toute super-
onvergen
e. On pro
ède 
ommepré
édemment, la seule di�éren
e étant la génération du maillage : on a 
hoisi de 
onstruiredes maillages dont les tailles des mailles sont aléatoires et distribuées uniformément sur unintervalle normalisé [1; 1:2℄. L'é
art maximal entre deux mailles su

essives est don
 de 20%.I
i, on a utilisé pour tous les s
hémas (y 
ompris pour le s
héma (5) ave
 P0) � = �K où �est 
ette fois donné par (4). On obtient les 
ourbes de 
onvergen
e présentées en Figure 6.On a 
al
ulé par régression linéaire logarithmique les ordres numériquement observés pourtous les s
hémas. Ils sont donnés dans la Table 5. L'interprétation de 
es di�érents ordresK 0 1 2 3 4(5) 0.501 1.150 2.001 2.002 2.002(11) 0.519 1.102 2.126 3.078 4.001Tab. 5 � Ordres de 
onvergen
e numériquement observés pour les di�érents s
hémas enmaillage non régulier.de 
onvergen
e est simple. Par rapport aux maillages réguliers, les super-
onvergen
es ontdisparu. Pour tout K > 0, le s
héma ave
 éléments �nis dis
ontinus PK est d'ordre K enespa
e (et le s
héma d'ordre 2 (5) limite l'ordre de 
onvergen
e global à l'ordre 2). PourK = 0 (volumes �nis 
lassiques), on trouve néanmoins une 
onvergen
e e�e
tive, plut�t enph, 
e qui est assez 
lassique.Comparaison des temps de 
al
ul. Il est intéressant de 
omparer l'e�
a
ité des di�érentss
hémas, puisque le trade-o� entre pré
ision et temps de 
al
ul est 
ru
ial. On fait 
ette
omparaison dans le 
as du maillage non régulier. On peut tra
er des 
ourbes d'e�
a
ité,donnant l'erreur numérique en fon
tion du temps de 
al
ul. Celles-
i sont présentées enFigure 7. On voit qu'en une dimension d'espa
e, et sur maillage non régulier, les gains entemps de 
al
ul sont 
onsidérables lorsqu'on augmente la pré
ision des s
hémas en tempset en espa
e. En trois dimensions d'espa
e, 
es gains sont moins 
lairs, 
ar le nombre de
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Fig. 6 � Erreur L2 en fon
tion du nombre de points pour les di�érents s
hémas sur maillagenon régulier.degré de liberté augmente beau
oup plus vite ave
 l'ordre K. On peut 
ependant 
ompléter
e paragraphe en 
omparant les temps de 
al
ul bruts pour les di�érents s
hémas, sur unmême maillage non régulier (à 1600 points). Ces temps de 
al
ul totaux (obtenus ave
 s
ilabsur un Pentium IV 2GHz) intègrent non seulement les 
oûts des opérations mais aussi lesdi�éren
es entre les pas de temps utilisables. Ils sont présentés sur la table 6.K 0 1 2 3 4(5) 140 559 1204 1967 2883(10) 281 1119 2408 3934 5767(11) 297 1236 2607 4422 6404Tab. 6 � Temps de 
al
ul totaux pour les di�érents s
hémas sur un même maillage nonrégulier.
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Fig. 7 � Erreur L2 en fon
tion du temps de 
al
ul pour les di�érents s
hémas sur maillagenon régulier.3 Ra�nement espa
e-tempsDans 
ette se
tion, on étudie la possibilité d'utiliser un ra�nement des dis
rétisations,à la fois en espa
e et en temps. Pour un s
héma en di�éren
es �nies 
omme le s
héma deYee, l'utilisation d'une grille lo
alement ra�née n'est pas possible. Pour réduire le temps de
al
ul (par exemple pour une simulation 
omportant à la fois des détails très petits et ungrand domaine de simulation), on peut utiliser une dé
omposition du domaine de 
al
ul etadapter dans 
haque sous-domaine le pas de temps pour minimiser lo
alement la dispersion.Il reste alors à "re
oller en temps" les simulations. C'est 
e qui avait été fait dans la thèsede Fouquet [3℄, en utilisant un 
ouplage impli
ite peu satisfaisant des sous-domaines.Similairement, pour des méthodes de volumes �nis ou en éléments �nis dis
ontinus � 
esderniers supportant bien mieux des di�éren
es de tailles de mailles � il peut s'avérer trèsé
onomique d'utiliser di�érents pas de temps suivant des sous-domaines, le pas de temps
RR n° 4986



22 Serge Pipernoétant toujours 
ontraint par la maille la plus petite de l'ensemble du domaine à 
ause de lanature expli
ite du s
héma en temps.Dans les deux 
as, la di�
ulté �nalement est de 
onstruire un algorithme qui véri�e lespropriétés suivantes :� dans 
haque sous-domaine, l'algorithme se réduit à une modi�
ation très limitée dus
héma initial (par exemple, seuls les points les plus pro
hes de l'interfa
e sont 
on
er-nés); en parti
ulier, la nature expli
ite du s
héma de départ est 
onservée.� le 
ouplage entre sous-domaine est 
omplètement expli
ite : la 
omplexité de l'algo-rithme ne doit par exemple par 
roître ave
 le nombre de sommets sur les interfa
esou le rapport entre les pas de temps utilisés de part et d'autre des interfa
es.� on doit être 
apable de démontrer que le s
héma global est stable, sous une 
onditionde type CFL.� on re
her
hera des algorithmes 
onservant exa
tement une énergie dis
rète, 
e qui
onfèrera à l'algorithme global la même propriétés que les algorithmes élémentairesutilisés.� on 
her
hera en�n des algorithmes assurant une transmission aussi bonne que possibledes ondes à travers les interfa
es (et minimisant évidemment les ré�exions parasites).3.1 Couplage FDTD-FDTDOn 
her
he dans un premier temps un algorithme de 
ouplage pour le s
héma de Yee[9℄ utilisé sur deux sous-domaines, maillés de manière régulière : à droite de x = 0, on a unmaillage régulier en �x (on utilisera un pas de temps égal à �t=k) et à gau
he de x = 0,un maillage régulier en �x=k où k est un entier supérieur ou égal à 1 (on utilisera le pas detemps �t). Plus pré
isément, les in
onnues utilisées par l'ensemble de la méthode sont :� 8n 2 Z=k, 8j 2 fi=k; i 2 Z; i � �1g, in
onnue unj ;� 8n 2 Z=k, 8j 2 fi=k; i 2 Z; i � �1g, in
onnue vn+ 12kj+ 12k ;� 8n 2 Z=k, in
onnue un0 ;� 8n 2 Z, 8j 2 fi 2 Z; i � 1g, in
onnue unj ;� 8n 2 Z, 8j 2 fi 2 Z; i � 0g, in
onnue vn+1=2j+1=2 ;� 8n 2 Z, in
onnue ~un0 .On re
onnaît les variables utilisées par les deux s
hémas de Yee sur 
haque sous-domaine, etdeux variables supplémentaires un0 et ~un0 donnant des approximations à gau
he et à droitede x = 0. Ces in
onnues sont représentées sur la Figure 8. Dans 
ette �gure, les in
onnuesen rouge dépendent du maillage �n et 
elles en bleu du maillage grossier. Un pas de tempsde l'algorithme global 
onsiste à passer des in
onnues dans la zone dorée aux in
onnues dansla zone bleutée.
INRIA
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Fig. 8 � Pla
ement des in
onnues pour le 
ouplage Yee-Yee (ave
 k = 3).On propose l'algorithme suivant :1. e�e
tuer k pas de temps de �t=k ave
 le s
héma de Yee, dans le sous-domaine ra�né,jusqu`à l'indi
e j = 0; à 
haque sous-pas de temps s (1 � s � k), 
e s
héma requiertune valeur in
onnue pour l'instant ~vn+ 2s�12k12k .2. e�e
tuer 1 pas de temps de �t ave
 le s
héma de Yee, dans le sous-domaine non ra�né,jusqu`à l'indi
e j = 1=2; 
e s
héma requiert l'utilisation de la valeur ~un+10 .3. seules les valeurs 
omportant un ~ ne sont pas mises à jour par un s
héma de Yee;pour que la dé�nition du s
héma soit 
omplète, il faut pré
iser 
ommentsont mises à jour 
es valeurs : ~vn+ 2s�12k12k et ~un0 .On 
onsidère les énergies suivantes :Fng = �x2k 24j2Z=kXj�� 1k �unj 2 + vn+ 12kj+ 12k vn� 12kj+ 12k �+ (1 + 
) un0 235 ; (12)Fnd = �x2 24Xj�1 �unj 2 + vn+ 12j� 12 vn� 12j� 12 �+ � ~un0 235 ; (13)où 
 et � sont deux paramètres �xes à déterminer. On 
her
he à 
al
uler les variations de
es énergies �Fg = Fn+1g � Fng et �Fd = Fn+1d � Fnd au 
ours d'un pas de l'algorithmeproposé 
i-dessus. En utilisant des résultats 
lassiques de variation d'énergie pour le s
héma
RR n° 4986



24 Serge Pipernode Yee, on montre que :�Fg = �
�tk kXs=1 un+ s�1k0 + un+ sk02 ! ~vn+ 2s�12k12k + 
�x2k �un+10 2 � un0 2� ;�Fd = 
�t ~un0 + ~un+102 vn+ 1212 + ��x2 � ~un+10 2 � ~un0 2� :Ces variations peuvent aussi se réé
rire, en utilisant � = 
�t�x :�Fg = �
�tk kXs=1 un+ s�1k0 + un+ sk02 ! �~vn+ 2s�12k12k � 
� (un+ sk0 � un+ s�1k0 )� ;�Fd = 
�t � ~un0 + ~un+102 ��vn+ 1212 + �� (~un+10 � ~un0 )� :On propose de prendre ~un+10 et ~vn+ 2s�12k12k (1 � s � k) tels que8>>>>>>>>><>>>>>>>>>:
~vn+ 2s�12k12k = vn+ 1212 � 2�� ~un0 + 
� �un+ sk0 � un+ s�1k0 �+2�k� "2 s�1Xt=1 un+ t�1k0 + un+ tk02 !+ un+ s�1k0 + un+ sk02 !#;~un0 + ~un+102 = 1k kXs=1 un+ s�1k0 + un+ sk02 ! (14)

Il faut noter que 
haque dé�nition d'une valeur ~vn+ 2s�12k12k est impli
ite, et demande don
 larésolution d'un système linéaire lo
al (i
i de taille 1� 1), puisque le 
al
ul par le s
héma deYee de un+ sk0 utilise 
ette valeur. On peut véri�er que les valeurs ~vn+ 2s�12k12k sont bien dé�nies :la première équation dans (14) est en fait équivalente à :(1+
+�k ) ~vn+ 2s�12k12k = vn+ 1212 �2�� ~un0+(
+�k )vn+ 2s�12k�12k +2�k� "2 s�1Xt=1 un+ t�1k0 + un+ tk02 !+ un+ s�1k0 # :On se souviendra don
 de la 
ontrainte souhaitable suivante : 1+
+�=k 6= 0. Pour les 
hoixproposés en (14), on a :�Fg = �2��x ~un0 � 
�t vn+ 1212 � ~un0 + ~un+102�2��xk2 kXs=1 un+ s�1k0 + un+ sk02 !"2 s�1Xt=1  un+ t�1k0 + un+ tk02 !+ un+ s�1k0 + un+ sk02 !#= �2��x ~un0 � 
�t vn+ 1212 � ~un0 + ~un+102 � 2��x� ~un0 + ~un+102 �2 = ��Fd: INRIA
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e et en temps pour Maxwell 1D 25L'énergie totale Fn � Fng + Fnd est don
 
onservée. On a bien 
onservé la nature nondissipative des deux s
hémas de Yee utilisés. Il reste à voir sous quelle 
ondition su�santesur �t l'énergie totale Fn est une forme quadratique dé�nie positive de toutes les in
onnuesnumériques. Ainsi, on aurait montré que le s
héma 
ouplé proposé en (14) est stable. On a :Fng = �x2k j2Z=kXj�� 1k �unj 2 + vn+ 12kj+ 12k vn� 12kj+ 12k �+ (1 + 
)�x2k un0 2= �x2k j2Z=kXj�� 1k �unj 2 + vn� 12kj+ 12k 2 � �vn� 12kj+ 12k (unj+ 1k � unj )�+ (1 + 
)�x2k un0 2� �x2k j2Z=kXj�� 1k �unj 2 + (1� �) vn� 12kj+ 12k 2 � �2 �unj+ 1k 2 + unj 2)��+ (1 + 
)�x2k un0 2= �x2k (1� �) 24j2Z=kXj�� 1k �unj 2 + vn� 12kj+ 12k 2�+ 12 un0 235+ (
 + 12)�x2k un0 2= �x2k (1� �) 24j2Z=kXj�� 1k unj 2 + vn� 12kj+ 12k 235+ (1 + 
 � �2 )�x2k un0 2 :Similairement, on a du 
�té du maillage non ra�né :Fnd � �x2 (1� �) 24Xj�1 unj 2 + vn� 12j� 12 235+ (�� �2 )�x2 ~un0 2 :Si � < 1, et si � > �=2 et 1 + 
 > �=2, alors le s
héma 
ouplé (14) est stable. En e�et, Fnétant 
onstante, don
 bornée, les minorations pré
édentes impliquent que toutes les variablesnumériques sont bornées, sauf les variables auxiliaires ~vn+ 2s�12k12k dé�nies en (14). En fait 
esvariables peuvent s'é
rire expli
itement en fon
tion des autres variables. Elles sont don
elles-mêmes bornées. En somme, le s
héma proposé est stable sous les 
onditions suivantes :8>><>>: � < 1;� > �=2;1 + 
 > �=2;1 + 
 + �=k 6= 0: (15)On peut remarquer aussi que, si un0 et ~un0 sont deux approximations de u au point 
entralx = 0, l'énergie globale F est une approximation 
onsistante de l'énergie totale si de plus(1 + 
)�xk + ��x = �x2k + �x2 . On re
her
hera don
 en priorité une 
ombinaison véri�antaussi (
 + 1=2) + k (�� 1=2) = 0: (16)RR n° 4986



26 Serge PipernoUne solution parti
ulièrement intuitive 
onsiste à prendre (�;
) = (1=2;� 1=2) ave
 � < 1.Elle véri�e les 
onditions de stabilité (15) et la relation de 
onsistan
e (16).On a représenté sur la Figure 9 les solutions appro
hées obtenues à t = 0, t = 0:25 et
c=1 Lg=1 ng=100 Ld=1 nd=50 k=2

−0.5 0.0 0.5 1.0
−2

−1

0

1

2

.

−1.0Fig. 9 � Solutions appro
hées - 
ouplage Yee-Yee ave
 k=2 et � = 0:95.t = 0:5 ave
 le s
héma de 
ouplage proposé 
i-dessus pour les valeurs 
 = �1=2 et � = 1=2(pour des raisons de lisibilité, les 
ourbes ont été dé
alées verti
alement arti�
iellement).Le maillage est lo
alement ra�né à gau
he, ave
 k = 2. On a utilisé � = 0:95. On observenumériquement que le s
héma est stable, que l'énergie se 
onserve exa
tement et qu'uneonde parasite lo
ale apparaît à l'interfa
e des deux maillages. Cette onde disparaît quandl'onde de départ est passée et une onde parasite est ré�é
hie par l'interfa
e du maillage ave
une amplitude de l'ordre du 
entième de l'onde in
idente. On a représenté sur la Figure 10les solutions appro
hées 
orrespondantes toujours pour les valeurs 
 = �1=2 et � = 1=2,
ette fois ave
 k = 4 (on a toujours � = 0:95). On observe numériquement que le s
hémaest stable, que l'énergie se 
onserve exa
tement et qu'une onde parasite lo
ale apparaît àl'interfa
e des deux maillages, puis disparaît. D'autre part, une onde parasite est ré�é
hiepar l'interfa
e du maillage ave
 une énergie importante (de l'ordre du quart!). Similairement,pour k = 8, les mêmes phénomènes sont observés (voir Figure 11). Signalons en�n que desrésultats similaires sont aussi produits pour k impairs (la parité de k sera 
ru
iale dans les
ouplages d'autres méthodes).En somme, on a réussi dans 
ette partie à démontrer que le ra�nement espa
e-tempspour le s
héma de Yee est possible, sans résolution impli
ite (à plus d'un niveau en temps),don
 à 
omplexité 
onstante, indépendante du nombre de mailles ou du 
oe�
ient de raf-�nement k. Plus pré
isément, le s
héma de 
ouplage proposé est stable et 
onserve uneINRIA
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c=1 Lg=1 ng=200 Ld=1 nd=50 k=4
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Fig. 10 � Solutions appro
hées - 
ouplage Yee-Yee ave
 k=4 et � = 0:95.
c=1 Lg=1 ng=400 Ld=1 nd=50 k=8
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Fig. 11 � Solutions appro
hées - 
ouplage Yee-Yee ave
 k=8 et � = 0:95.
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28 Serge Pipernoénergie éle
tromagnétique global. Malheureusement, le s
héma de Yee, ave
 ses approxima-tions pon
tuelles dé
alées en temps et en espa
e, ne se prête pas fa
ilement à 
e genre demanipulation, et on retrouve en substan
e les résultats de Fouquet [3℄ sur l'appli
abilité dura�nement espa
e-temps essentiellement pour k = 2.3.2 Couplage entre formulations en volumes �nisOn 
her
he maintenant un algorithme de 
ouplage pour le s
héma de type volumes �nis(3) utilisé sur deux sous-domaines, maillés de manière régulière : à droite de x = 0, on a unmaillage régulier en �xd (on utilisera un pas de temps égal à �td = �t) et à gau
he dex = 0, un maillage régulier en �xg (on utilisera un pas de temps �tg = �t=k, où k est unentier supérieur ou égal à 1). Cette fois, les in
onnues sont 
ollo
alisées en espa
e, le s
hémaen temps étant toujours de type saute-mouton. Les in
onnues utilisées par l'ensemble de laméthode sont désormais :� 8n 2 Z=k, 8j 2 Z; j � g, in
onnues unj et vn+1=2kj ,� 8n 2 Z, 8j 2 Z; j � d, in
onnues unj et vn+1=2j ,On re
onnaît les variables utilisées par les deux s
hémas de type volumes �nis sur 
haquesous-domaine, 
ha
un étant partitionné en volumes �nis. Ces in
onnues sont représentéessur la Figure 12. On y a également représenté les limites des volumes �nis dans 
haquesous-domaine (limites en espa
e, rouges et bleues). Dans 
ette �gure, les in
onnues en rouge
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Fig. 12 � Pla
ement des in
onnues pour le 
ouplage VF-VF (ave
 k = 3).dépendent du maillage �n et 
elles en bleu du maillage grossier. Un pas de temps de l'algo-INRIA



Méthodes FVTD/DGTD ave
 ra�nement en espa
e et en temps pour Maxwell 1D 29rithme global 
onsiste à passer des in
onnues dans la zone dorée aux in
onnues dans la zonebleutée.On propose l'algorithme suivant :1. e�e
tuer k pas de temps de �t=k ave
 le s
héma en volumes �nis dans le sous-domainera�né à gau
he (maillé en �xg), jusqu`à l'indi
e j = g; à 
haque sous-pas de temps s(1 � s � k), 
e s
héma requiert des valeurs in
onnues pour l'instant ~vn+ 2s�12kg+1 et ~un+ skg+1 .2. e�e
tuer 1 pas de temps de �t ave
 le s
héma en volumes �nis dans le sous-domainenon ra�né à droite (maillé en �xd), à partir de l'indi
e j = d; 
e s
héma requiertl'utilisation de valeurs in
onnues pour l'instant ~un+1d�1 et ~vn+ 32d�1 .3. seules les valeurs 
omportant un ~ ne sont pas mises à jour par un s
héma en vo-lumes �nis; pour que la dé�nition du s
héma soit 
omplète, il faut pré
iser
omment sont mises à jour 
es valeurs.On 
onsidère les énergies suivantes :Fng = �xg2 24 Xj�g�1 �unj 2 + vn+ 12kj vn� 12kj �+ ung 22 + ~ung+1 22 + vn+ 12kg vn� 12kg 35 ; (17)Fnd = �xd2 24 Xj�d+1�unj 2 + vn+ 12j vn� 12j �+ und 22 + ~und�1 22 + vn+ 12d vn� 12d 35 : (18)Ces énergies ont été 
hoisies pour assurer la stabilité des s
hémas. Elles font intervenir lesvariables annexes (ave
 ~) dont on ne peut pas se débarrasser. On 
her
hera par la suiteà démontrer que l'énergie globale se 
onserve, don
 est bornée, don
 toutes les variablesintervenant dans 
es énergies le seront également (à 
ondition que l'énergie globale soit unefon
tion de Lyapunov de toutes les in
onnues numériques). On a les résultats suivants :Fng � �xg2 �1� 
�t2k�xg�24Xj�g vn� 12kj 2 + Xj�g�1 unj 2 + ung 22 + ~ung+1 22 35 : (19)Similairement, on a du 
�té du maillage non ra�né :Fnd � �xd2 �1� 
�t2�xd�24Xj�d vn� 12j 2 + Xj�d+1 unj 2 + und 22 + ~und�1 22 35 : (20)Si 
�t < 2min(k�xg ;�xd), alors l'énergie totale Fng + Fnd est 
lairement une forme qua-dratique dé�nie positive des in
onnues numériques en jeu : (unj )j�g , (vn�1=2kj )j�g , (unj )j�d,(vn�1=2j )j�d, ~ung+1 et ~und�1.On 
her
he maintenant à 
al
uler les variations de 
es énergies �Fg = Fn+1g � Fng et�Fd = Fn+1d � Fnd au 
ours d'un pas de l'algorithme proposé 
i-dessus. En utilisant desRR n° 4986



30 Serge Pipernorésultats 
lassiques de variation d'énergie pour le s
héma en volumes �nis, on montre que :�Fg = �xg2 kXs=124 ~un+ s�1kg+1 + ~un+ skg+12 �~un+ skg+1 � ~un+ s�1kg+1 � 
�tk�xg vn+ 2s�12kg ��un+ s�1kg + un+ skg2 �un+ skg � un+ s�1kg + 
�tk�xg ~vn+ 2s�12kg+1 �# ;�Fd = �xd2 " ~und�1 + ~un+1d�12 �~un+1d�1 � ~und�1 + 
�t�xd vn+ 12d ��und + un+1d2 �un+1d � und � 
�t�xd ~vn+ 12d�1 �� :On propose les notations suivantes :8>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>:
As = un+ s�1kg + un+ skg2 ; Bs = k�xg
�t �un+ skg � un+ s�1kg �+ ~vn+ 2s�12kg+1 ;~As = ~un+ s�1kg+1 + ~un+ skg+12 ; ~Bs = �k�xg
�t �~un+ skg+1 � ~un+ s�1kg+1 �+ vn+ 2s�12kg ;A = und + un+1d2 ; B = ��xd
�t �un+1d � und�+ ~vn+ 12d�1 ;~A = ~und�1 + ~un+1d�12 ; ~B = �xd
�t �~un+1d�1 � ~und�1�+ vn+ 12d : (21)

Ave
 
es notations, on a plus simplement :�Fg = �
�t2 1k kXs=1 h ~As ~Bs +AsBsi ;�Fd = 
�t2 h ~A ~B +ABi :3.2.1 Première famille d'algorithmesOn se propose de 
onstruire un algorithme de 
ouplage expli
ite véri�ant systématique-ment 1k kXs=1 ~As ~Bs = AB; 1k kXs=1AsBs = ~A ~B:
INRIA



Méthodes FVTD/DGTD ave
 ra�nement en espa
e et en temps pour Maxwell 1D 31Ainsi, on aura bien �Fg +�Fd � 0. Pour 
ela, on utilise : 8(�;�0;
;
0),1k kXs=1 ~As ~Bs = AB ( 8>>>>>><>>>>>>: B = 1k kXs=1 ~Bs; ~As = A� �B + �k (2 ~B1 + � � �+ 2 ~Bs�1+ ~Bs)ouA = 1k kXs=1 ~As; ~Bs = B � �0A+ �0k (2 ~A1 + � � �+ 2 ~As�1+ ~As)1k kXs=1AsBs = ~A ~B ( 8>>>>>><>>>>>>: ~B = 1k kXs=1Bs; As = ~A� 
 ~B + 
k (2B1 + � � �+ 2Bs�1+Bs)ou~A = 1k kXs=1As; Bs = ~B � 
0 ~A+ 
0k (2A1 + � � �+ 2As�1+As)On peut véri�er que 
es formules donnent naissan
e à quatre algorithmes de 
ouplage dif-férents, 
orrespondants aux deux fois deux 
hoix proposés 
i-dessus, que nous nommerons�
, �0
, �
0 et �0
0. On peut montrer que 
es algorithmes sont réellement expli
ites (etdon
 implémentables) si on 
hoisit � = �d=2, 
 = �d=2, �0 = 2=�d et 
0 = 2=�d (on a noté�d = 
�t=�xd).Algorithme �
Étape 0. On dispose de (unj )j�g , (vn+ 12kj )j�g , (unj )j�d, (vn+1=2j )j�d, ~ung+1 et ~und�1.Étape 1. On veut avan
er le 
hamp u à gau
he, de �t=k. Pour 
ela, on a besoin de ~vn+ 12kg+1 .On a les équations suivantes :8>>>>>><>>>>>>: un+ 1kg = ung � 
�t2k�xg (~vn+ 12kg+1 � vn+ 12kg�1 );12 (ung + un+ 1kg ) � A1 = ~A� 
 ~B + 
kB1;B1 = k�xg
�t �un+ 1kg � ung�+ ~vn+ 12kg+1 ;~A� 
 ~B = ( 12 � 
�xd
�t )~un+1d�1 + ( 12 + 
�xd
�t )~und�1 � 
vn+ 12d :La première et la troisième montrent que B1 et un+ 1kg peuvent s'é
rire en fon
tion de variables
onnues et de ~vn+ 12kg+1 . La deuxième est une équation impli
ite pour ~vn+ 12kg+1 , où tout est 
onnu,sauf ~A� 
 ~B, qui est 
al
ulable seulement si 
 = �d=2 (
ar ~un+1d�1 est in
onnu et sera 
al
uléseulement à la �n des k sous-pas de temps). Il reste à véri�er que l'équation impli
ite pour~vn+ 12kg+1 est bien soluble. Elle s'é
rit :� 
�t4k�xg + 
�t4k�xd� ~vn+ 12kg+1 = ung � ~und�1 + �d2 vn+ 12d +� 
�t4k�xg � 
�t4k�xd� vn+ 12kg�1 : (22)RR n° 4986



32 Serge PipernoÉtape 2. On veut avan
er le 
hamp v à gau
he, de �t=k. Pour 
ela, on a besoin de ~un+ 1kg+1 .On a les équations suivantes :8>>>>>><>>>>>>: un+1d = und � 
�t2�xd (vn+ 12d+1 � ~vn+ 12d�1 );12 (~ung+1 + ~un+ 1kg+1 ) � ~A1 = A� �B + �k ~B1;~B1 = �k�xg
�t �~un+ 1kg+1 � ~ung+1�+ vn+ 12kg ;A� �B = (��2 � 
�t4�xd )vn+ 12d+1 + (��2 + 
�t4�xd )~vn+ 12d�1 + und :La deuxième et la troisième montrent que ~un+ 1kg+1 est solution d'une équation simple, à 
ondi-tion de 
onnaître A��B. La quatrième équation est obtenue ave
 l'aide de la première. Unseule terme in
onnu n'est pas fa
ilement 
al
ulable (il dépend de ~vn+ 12d�1 qui sera a

essibleseulement à la �n des k sous-pas de temps). En prenant � = �d=2, on se débarrasse de 
eterme. Il reste à véri�er que l'équation impli
ite pour ~un+ 1kg+1 est bien résoluble. Elle s'é
rit :�12 + �xg2�xd� ~un+ 1kg+1 = und � (12 � �xg2�xd )~ung+1 � �d2 vn+ 12d+1 + �d2kvn+ 12kg : (23)Étapes 2s� 1 et 2s. On veut reproduire les deux étapes pré
édentes, puisque les équa-tions sont quasi-in
hangées. Elles font seulement intervenir les termes, désormais 
onnusB1; � � � ;Bs et ~B1; � � � ; ~Bs. Les équations à résoudre pour obtenir ~vn+ 2s�12kg+1 et ~un+ skg+1 sont res-pe
tivement :h
 = �d2 i 8<: � 
�t4k�xg + 
�t4k�xd� ~vn+ 2s�12kg+1 = un+ s�1kg + � 
�t4k�xg � 
�t4k�xd� vn+ 2s�12kg�1�~und�1 + �d2 vn+ 12d � �dk (B1 + �+Bs�1); (24)h� = �d2 i 8<: � 12 + �xd2�xg � ~un+ skg+1 = �d2kvn+ 2s�12kg � ( 12 � �xg2�xd )~un+ s�1kg+1� �d2 vn+ 12d+1 + und + �dk ( ~B1 + �+ ~Bs�1): (25)Étapes 2k� 1 et 2k. On termine ainsi l'intégration du sous-domaine gau
he en k sous-pas de temps. On dispose de toutes les variables "standard" à gau
he, à savoir (un+1j )j�get (vn+1+ 12kj )j�g et de ~un+1g+1 .On dispose également de toutes les valeurs Bs et ~Bs, pour1 � s � k.Étape 2k+ 1. On veut avan
er le 
hamp u à droite, de �t. Pour 
ela, on a besoin de ~vn+ 12d�1 .On a les équations suivantes :8>><>>: un+1d = und � 
�t2�xd (vn+ 12d+1 � ~vn+ 12d�1 );��xd
�t �un+1d � und�+ ~vn+ 12d�1 � B = 1k kXs=1 ~Bs; INRIA



Méthodes FVTD/DGTD ave
 ra�nement en espa
e et en temps pour Maxwell 1D 33dont la solution est donnée par ~vn+ 12d�1 = 2k kXs=1 ~Bs � vn+ 12d+1 .Étape 2k+ 2. On veut avan
er le 
hamp v à droite, de �t. Pour 
ela, on a besoin de ~un+1d�1 .On a les équations suivantes :�xd
�t �~un+1d�1 � ~und�1�+ vn+ 12d � ~B � 1k kXs=1Bs:Il su�t don
 de prendre ~un+1d�1 = ~und�1 + �d(1=kPks=1Bs � vn+ 12d ). On dispose bien à la �nde 
ette dernière étape de toutes les valeurs à droite : (un+1j )j�d, (vn+3=2j )j�d et ~un+1d�1 .Ainsi, l'algorithme �
 proposé est bien expli
ite et 
onstru
tible. Il permet de 
onserverl'énergie totale. De plus, il demande seulement l'utilisation des variables numériques sui-vantes : (unj )j�g , (vn+ 12kj )j�g , (unj )j�d, (vn+1=2j )j�d, ~ung+1 et ~und�1, qui sont 
ontr�lées parl'énergie totale (sous réserve que 
�t < 2min(k�xg ;�xd)). Le s
héma global de 
ouplageest don
 stable.Algorithme �
0Des étapes similaires sont 
onstruites. L'algorithme est 
onstru
tible si � = �d=2 et 
0 =2=�d. Les équations permettant de 
onstruire les variables annexes à 
haque étape sont (25)et�
0 = 2�d� 8<: � k
�t4�xd + 
�t4k�xg � ~vn+ 2s�12kg+1 = un+ s�1kg + � 
�t4k�xg � k
�t4�xd� vn+ 2s�12kg�1�k~und�1 + k�d2 vn+ 12d + 2(A1 + �+As�1): (26)On montre aussi que l'algorithme �
0 proposé est bien expli
ite, 
onstru
tible, qu'il 
onservel'énergie totale qui est une forme quadratique dé�nie positive de toutes les in
onnues, don
le s
héma global de 
ouplage est don
 stable.Algorithme �0
Des étapes similaires sont 
onstruites. L'algorithme est 
onstru
tible si �0 = 2=�d et 
 =�d=2. Les équations permettant de 
onstruire les variables annexes à 
haque étape sont (24)et ��0 = 2�d � 8<: � 12k + k�xg2�xd� ~un+ skg+1 = �d2 vn+ 2s�12kg � ( 12k � k�xg2�xd )~un+ s�1kg+1� �d2 vn+ 12d+1 + und � 2k ( ~A1 + �+ ~As�1): (27)On montre aussi que l'algorithme �0
 proposé est bien expli
ite, 
onstru
tible, qu'il 
onservel'énergie totale qui est une forme quadratique dé�nie positive de toutes les in
onnues, don
le s
héma global de 
ouplage est don
 stable.RR n° 4986



34 Serge PipernoAlgorithme �0
0Des étapes similaires sont 
onstruites. L'algorithme est 
onstru
tible si �0 = 2=�d et 
0 =2=�d. Les équations permettant de 
onstruire les variables annexes à 
haque étape sont (26)et (27). On montre aussi que l'algorithme �0
0 proposé est bien expli
ite, 
onstru
tible,qu'il 
onserve l'énergie totale qui est une forme quadratique dé�nie positive de toutes lesin
onnues, don
 le s
héma global de 
ouplage est don
 stable.3.2.2 Deuxième famille d'algorithmesOn peut aussi 
onstruire des algorithmes de 
ouplage véri�ant systématiquement1k kXs=1 ~As ~Bs = ~A ~B; 1k kXs=1AsBs = AB:Ces expressions, à 
omparer à 
elles de la première famille d'algorithmes, assurent aussi�Fg +�Fd � 0. Pour 
ela, on utilise : 8(��;��0;�
;�
0),1k kXs=1 ~As ~Bs = ~A ~B ( 8>>>>>><>>>>>>: ~B = 1k kXs=1 ~Bs; ~As = ~A� �� ~B + ��k (2 ~B1+ � � �+ 2 ~Bs�1+ ~Bs)ou~A = 1k kXs=1 ~As; ~Bs = ~B � ��0 ~A+ ��0k (2 ~A1+ � � �+ 2 ~As�1+ ~As)1k kXs=1AsBs = AB ( 8>>>>>><>>>>>>:B = 1k kXs=1Bs; As = A� �
B + �
k (2B1+ � � �+ 2Bs�1+Bs)ouA = 1k kXs=1As; Bs = B � �
0A+ �
0k (2A1+ � � �+ 2As�1+As)On peut véri�er que 
es formules donnent aussi naissan
e à quatre autres algorithmes de
ouplage, 
orrespondants aux deux fois deux 
hoix proposés 
i-dessus, que nous nommerons���
, ��0�
, ���
0 et ��0�
0. On peut montrer que 
es algorithmes sont réellement expli
ites (etdon
 implémentables) si on 
hoisit �� = �d=2, �
 = �d=2, ��0 = 2=�d et �
0 = 2=�d

INRIA



Méthodes FVTD/DGTD ave
 ra�nement en espa
e et en temps pour Maxwell 1D 353.2.3 SynthèseOn résume i
i les équations utilisées pour les huit algorithmes proposés 
i-dessus. Lesparamètres (�, �0, et
...) sont rempla
és par les valeurs les rendant 
onstru
tibles.Algorithme �
 (� = �d2 ; 
 = �d2 )B = 1k Pks=1 ~Bs; ~B = 1k Pks=1Bs~As = A� �d2 B + �d2k (2 ~B1 + � � �+ 2 ~Bs�1 + ~Bs)As = ~A� �d2 ~B + �d2k (2B1 + � � �+ 2Bs�1 +Bs)�1+�xd�xg � ~vn+ 2s�12kg+1 = 4k�d un+ s�1kg � �1��xd�xg � vn+ 2s�12kg�1 � 4k�d ~und�1+2kvn+12d � 4(B1 + �+Bs�1)�1 + �xg�xd� ~un+ skg+1 = �dk vn+ 2s�12kg � (1� �xg�xd )~un+ s�1kg+1 � �dvn+ 12d+1 + 2und + 2�dk ( ~B1 + �+ ~Bs�1)Algorithme �
0 (� = �d2 ; 
0 = 2�d )B = 1k Pks=1 ~Bs; ~A = 1k Pks=1As~As = A+ �d2 B + �d2k (2 ~B1 + � � �+ 2 ~Bs�1 + ~Bs)Bs = ~B � 2�d ~A+ 2�dk (2A1 + � � �+ 2As�1 +As)�1+ �xdk2�xg�~vn+ 2s�12kg+1 = 4k�dun+ s�1kg +� �xdk2�xg�1�vn+ 2s�12kg�1 � 4�d ~und�1+2vn+ 12d + 8k�d(A1+�+As�1)�1 + �xg�xd� ~un+ skg+1 = �dk vn+ 2s�12kg � (1� �xg�xd )~un+ s�1kg+1 � �dvn+ 12d+1 + 2und + 2�dk ( ~B1 + �+ ~Bs�1)Algorithme �0
 (�0 = 2�d ; 
 = �d2 )A = 1k Pks=1 ~As; ~B = 1k Pks=1Bs~Bs = B � 2�dA+ 2k�d (2 ~A1 + � � �+ 2 ~As�1+ ~As)As = ~A� �d2 ~B + �d2k (2B1 + � � �+ 2Bs�1 +Bs)�1+�xd�xg � ~vn+ 2s�12kg+1 = 4k�d un+ s�1kg + �1��xd�xg � vn+ 2s�12kg�1 � 4k�d ~und�1+2kvn+12d � 4(B1 + �+Bs�1)�1 + k2�xg�xd � ~un+ skg+1 = k�dvn+ 2s�12kg � (1� k2�xg�xd )~un+ s�1kg+1 � k�dvn+ 12d+1 + 2kund � 4( ~A1+ �+ ~As�1)Algorithme �0
0 (�0 = 2�d ; 
0 = 2�d )A = 1k Pks=1 ~As; ~A = 1k Pks=1As~Bs = B � 2�dA+ 2k�d (2 ~A1 + � � �+ 2 ~As�1+ ~As)Bs = ~B � 2�d ~A+ 2�dk (2A1 + � � �+ 2As�1 +As)�1+ �xdk2�xg�~vn+ 2s�12kg+1 = 4k�dun+ s�1kg +� �xdk2�xg�1�vn+ 2s�12kg�1 � 4�d ~und�1+2vn+ 12d + 8k�d(A1+�+As�1)�1 + k2�xg�xd � ~un+ skg+1 = k�dvn+ 2s�12kg � (1� k2�xg�xd )~un+ s�1kg+1 � k�dvn+ 12d+1 + 2kund � 4( ~A1+ �+ ~As�1)RR n° 4986
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Algorithme ���
 (�� = �d2 ; �
 = �d2 )~B = 1k Pks=1 ~Bs; B = 1k Pks=1Bs~As = ~A� �d2 ~B + �d2k (2 ~B1 + � � �+ 2 ~Bs�1 + ~Bs)As = A� �d2 B + �d2k (2B1 + � � �+ 2Bs�1 +Bs)�1+�xd�xg � ~vn+ 2s�12kg+1 = 4k�d un+ s�1kg + �1��xd�xg � vn+ 2s�12kg�1 � 4k�d und+2kvn+ 12d+1 � 4(B1 + �+Bs�1)�1 + �xg�xd� ~un+ skg+1 = �dk vn+ 2s�12kg � (1� �xg�xd )~un+ s�1kg+1 � �dvn+ 12d + 2~und�1 + 2�dk ( ~B1 + �+ ~Bs�1)Algorithme ���
0 (�� = �d2 ; �
0 = 2�d )~B = 1k Pks=1 ~Bs; A = 1k Pks=1As~As = ~A� �d2 ~B + �d2k (2 ~B1 + � � �+ 2 ~Bs�1 + ~Bs)Bs = B � 2�dA+ 2k�d (2A1 + � � �+ 2As�1 +As)�1+ �xdk2�xg �~vn+ 2s�12kg+1 = 4k�d un+ s�1kg +� �xdk2�xg �1�vn+ 2s�12kg�1 � 4�dund+2vn+ 12d+1+ 8k�d(A1+�+As�1)�1 + �xg�xd� ~un+ skg+1 = �dk vn+ 2s�12kg � (1� �xg�xd )~un+ s�1kg+1 � �dvn+ 12d + 2~und�1 + 2�dk ( ~B1 + �+ ~Bs�1)Algorithme ��0�
 (��0 = 2�d ; �
 = �d2 )~A = 1k Pks=1 ~As; B = 1k Pks=1Bs~Bs = ~B � 2�d ~A+ 2k�d (2 ~A1 + � � �+ 2 ~As�1+ ~As)As = A� �d2 B + �d2k (2B1 + � � �+ 2Bs�1 +Bs)�1+�xd�xg � ~vn+ 2s�12kg+1 = 4k�d un+ s�1kg + �1��xd�xg � vn+ 2s�12kg�1 � 4k�dund+2kvn+12d+1 � 4(B1 + �+Bs�1)�1+ k2�xg�xd � ~un+ skg+1 = k�dvn+ 2s�12kg � (1� k2�xg�xd )~un+ s�1kg+1 � k�dvn+ 12d +2k~und�1� 4( ~A1+ �+ ~As�1)Algorithme ��0�
0 (��0 = 2�d ; �
0 = 2�d )~A = 1k Pks=1 ~As; A = 1k Pks=1As~Bs = ~B � 2�d ~A+ 2k�d (2 ~A1 + � � �+ 2 ~As�1+ ~As)Bs = B � 2�dA+ 2k�d (2A1 + � � �+ 2As�1 +As)�1+ �xdk2�xg �~vn+ 2s�12kg+1 = 4k�d un+ s�1kg +� �xdk2�xg�1�vn+ 2s�12kg�1 � 4�dund+2vn+ 12d+1 + 8k�d(A1+�+As�1)�1+ k2�xg�xd � ~un+ skg+1 = k�dvn+ 2s�12kg � (1� k2�xg�xd )~un+ s�1kg+1 � k�dvn+ 12d +2k~und�1� 4( ~A1+ �+ ~As�1)
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 ra�nement en espa
e et en temps pour Maxwell 1D 37Les algorithmes des deux familles sont très pro
hes : des termes sont é
hangés entre lesalgorithmes de mêmes paramètres (par exemple 2~und�1 � �dvn+ 12d et 2und � �dvn+ 12d+1 dans lesexpressions donnant ~vn+ 2s�12kg+1 et ~un+ skg+1 pour les algorithmes �
 et ���
).3.2.4 Simulations numériquesOn 
her
he i
i à 
omparer les huit algorithmes pré
édents pour plusieurs valeurs de kdans di�érentes 
on�gurations :� Cas 1 : deux maillages réguliers ave
 �xd = �xg (soit �g = �d=k);� Cas 2 : deux maillages réguliers ave
 �xd = k�xg (soit �d = �g);� Cas 3 : deux maillages irréguliers ave
 �xd = �xg près de leur interfa
e.On regarde plus parti
ulièrement la propagation d'un pulse de la zone grossière à la zone �ne(le pulse est initialement en x = 0:5, se dépla
e vers la gau
he). La simulation est arrêtée àt = 1.Algorithme �
 - Cas 1Des essais numériques sont résumés pour le Cas 1 dans la table 7. On tire des expérien
esnumériques les 
on
lusions suivantes :# �d k ! 1 2 3 5 9 17 330.5 6:6 10�7 0:886 1:5 10�6 1:7 10�6 1:7 10�6 1:7 10�6 1:8 10�60.95 1:2 10�6 0:884 1:26 10�5 1:44 10�5 1:52 10�5 1:54 10�5 1:55 10�51.45 7:63 10�7 0:879 6:27 10�5 7:18 10�5 7:54 10�5 7:66 10�5 7:70 10�51.95 1:16 10�8 0:871 2:02 10�4 2:28 10�4 2:39 10�4 2:42 10�4 2:43 10�4# �d k ! 1 3 5 9 17 330.5 2:98 10�7 4:10 10�6 4:80 10�6 5:00 10�6 5:10 10�6 5:10 10�60.95 9:22 10�8 4:96 10�5 5:74 10�5 6:06 10�5 6:17 10�5 6:20 10�51.45 1:93 10�9 2:67 10�4 3:07 10�4 3:23 10�4 3:28 10�4 3:29 10�41.95 3:29 10�14 8:72 10�4 9:88 10�4 1:03 10�3 1:05 10�3 1:05 10�3Tab. 7 � Fra
tion d'énergie ré�é
hie - Algorithme �
 - Cas 1 - ng = nd = 100 en hautet ng = nd = 50 en bas.� l'énergie est e�e
tivement 
onservée, le s
héma est stable si � < 2 partout;� l'algorithme est in
apable de gérer 
orre
tement une valeur paire de k (voir Figure 13).Ce
i s'explique par le fait que les valeurs paires de k ne fournissent pas d'approximationsyn
hrone en tn+1=2 pour v à l'interfa
e;� l'algorithme se 
omporte d'autant mieux que le nombre de points en espa
e est grand(
omparer les Figures 14 et 15). L'énergie de l'onde parasite ré�é
hie a l'air mêmed'ordre deux en �x;
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38 Serge Piperno� l'algorithme ne se 
omporte pas très bien quand �d augmente. Des os
illations parasitesapparaissent (voir sur les Figures 14 et 15). Peut-être les 
hoix initiaux sur les énergiesmodi�ées ne sont pas optimal, au sens où, privilégiant de pouvoir assurer la stabilitéjusqu'à � < 2, on n'a pas 
hoisi de 
ontr�ler plus fortement les valeurs auxiliaires (
equi aurait pu être fait).
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Fig. 13 � �
 - Cas 1 - �d = 0:5 - k = 2 - nd = ng = 100.Algorithme �
 - Cas 2Des essais numériques sont résumés pour le Cas 2 dans la table 8. On tire des expérien
esnumériques les 
on
lusions supplémentaires suivantes :# �d k ! 1 2 3 5 90.5 5 10�21 0:798 1:52 10�5 1:77 10�5 1:88 10�50.95 1 10�21 0:781 3:36 10�5 4:10 10�5 2:47 10�41.45 4 10�22 0:734 1:20 10�4 1:64 10�3 3:01 10�31.95 1 10�22 0:439 1:23 10�2 1:34 10�2 1:37 10�2Tab. 8 � Fra
tion d'énergie ré�é
hie - Algorithme �
 - Cas 2 - nd = 100.� l'algorithme ne sait pas gérer un brusque 
hangement de la taille de maille entre lessous-domaines, surtout quand le nombre de Courant augmente (voir Figure 16). Desos
illations parasites sont transmises à l'intérieur du sous-domaine. Ce
i n'est pasvraiment étonnant, 
ar le s
héma en volumes �nis initial ne sait pas gérer non plus unbrusque 
hangement de taille de maille.
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Fig. 14 � �
 - Cas 1 - �d = 0:5; 0:95; 1:45; 1:95 - k = 5 - nd = ng = 100.� On peut 
ependant noter que le s
héma se 
omporte ex
ellemment quand k = 1(l'algorithme étant partitionné inutilement). On peut d'ailleurs démontrer que dans 
e
as, l'algorithme �
 est équivalent à l'algorithme non partitionné.Algorithme �
 - Cas 3Pour le Cas 3, on se propose de faire la simulation suivante : on suppose que l'on doit simulerla propagation d'une onde dans un domaine de longueur grande (i
i, L ' 20:46) ave
 des
ontraintes lo
ales sur le maillage, à savoir:� dans [0; 20℄, on veut �x ' 0:04;� dans [�0:46;�0:44℄, on veut �x ' 0:04=k, ave
 k = 41;� on prend un maillage tel que, dans [�0:44; 0℄, le rapport entre deux mailles su

essivesest de l'ordre de 1.1.Ce
i 
onduit à un maillage de 560 points. On prend un pulse initial de la forme u(x) =�v(x) = exp(�5 � (x � 10)2) et on simule jusqu'à T = 20:919 en prenant �d = 1:9. On atra
é sur la Figure 17 la solution obtenue à T = 20:919. Des zooms sur la partie maillée�nement montrent que la solution est très régulière près de l'interfa
e. Grâ
e à l'utilisationRR n° 4986
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Fig. 15 � �
 - Cas 1 - �d = 0:5; 0:95; 1:45; 1:95 - k = 5 - nd = ng = 50.d'un sous-
y
lage de k = 41, le temps de 
al
ul a été divisé par environ huit par rapport aus
héma standard en temps sur le même maillage. Par rapport à un 
al
ul sur un maillageuniforme (ave
 une maille égale à la maille la plus petite) et sans sous-
y
lage en temps,le temps de 
al
ul a été divisé par 300, 
e qui est déjà très spe
ta
ulaire en une dimensiond'espa
e!Autres algorithmes.Pour le Cas 1, tous les autres algorithmes donnent des résultats moins bons que 
eux del'algorithme �
. On a tra
é sur la Figure 19 les résultats obtenus pour le Cas 1 après t = 1pour les di�érents algorithmes. Parmi les résultats, on peut noter que l'algorithme ���
 fournitle même genre de re�exion parasite, mais pour une onde transmise 
hahutée. D'autre part,l'algorithme �
0 donne un résultat très 
omparable (la ré�exion parasite semble plus hautefréquen
e).Pour le Cas 2 et le Cas 3, les mêmes 
on
lusions demeurent. On en déduit que le meilleuralgorithme au vu de 
es résultats numériques est l'algorithme �
.
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k=5 − v=0.5
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k=5 − v=0.95
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k=9 − v=0.95
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k=9 − v=1.45
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Fig. 16 � �
 - Cas 2 - nd = 100 - ng = k nd.3.2.5 Con
lusions et autres remarquesAprès avoir 
onstruit beau
oup d'algorithmes possibles, l'algorithme �
 semble rassem-bler les meilleures 
ara
téristiques. On peut néanmoins faire i
i quelques remarques impor-tantes.
RR n° 4986



42 Serge Piperno

−0.5 4.7 9.8 14.9 20.0
−1.2

−0.6

0.0

0.6

1.2

.

Fig. 17 � �
 - Cas 3 - �d = 1:9 - k = 41.D'abord, on aurait pu faire d'autres 
hoix que (17) et (18) pour les énergies modi�éesFng et Fnd , par exempleFng = �xg2 24 Xj�g�1 �unj 2 + vn+ 12kj vn� 12kj �+ �g ung 2 + (1� �g) ~ung+1 2 + vn+ 12kg vn� 12kg 35 ;Fnd = �xd2 24 Xj�d+1�unj 2 + vn+ 12j vn� 12j �+ �d und 2 + (1� �d) ~und�1 2 + vn+ 12d vn� 12d 35 :On peut faire exa
tement les mêmes 
onstru
tions que 
elles présentées plus haut. Il est
urieux de 
onstater que les s
hémas produits ave
 �g = �d semblent exa
tement équivalentsà 
eux présentés plus haut (où �g = �d = 12 ). Par ailleurs, les s
hémas ave
 �g 6= �d donnenthélas des résultats moins bons (en termes d'ondes parasites renvoyées par l'interfa
e �
tive).Ensuite, les 
hoix d'algorithmes introduits i
i en pages 31 ou 34 utilisent tous des sommes�nis de la forme 2 ~B1+ � � �+2 ~Bs�1+ ~Bs. Ce 
hoix n'est pas unique. On peut d'ailleurs montrerque d'autres 
hoix sont possibles. Cependant, nous avons expérimentalement observés quele 
hoix général retenu i
i donne les meilleurs résultats (en termes d'ondes parasites émisespar l'interfa
e entre maillages).En�n, nous avons observé plus en détail le 
omportement e�e
tif de l'algorithme �
. Et
elui-
i est extrêmement surprenant. En e�et, on peut montrer les assertions suivantes : si kest impair, si �xg = �xd et si à ~u0d�1 = u0g, alors� 8n; ~und�1 = ung ,� 8n;8k; ~vn+ 2s�12kg+1 = (�1)s+1kvn+ 12d ,
INRIA
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Fig. 18 � �
 - Cas 3 - �d = 1:9 - k = 41.� 8n; ~ung+1 = und et ~vn+ 12d�1 = 1k Pks=1 vn+ 2s�12kg (
e
i est numériquement observé et, 
ontrai-rement aux deux assertions pré
édentes, nous ne parvenons pas à le démontrer).
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Fig. 19 � Autres algorithmes - Cas 1 : �d = 0:95 - ng = nd = 100 - k = 5.3.3 Couplage entre formulations de type Galerkin Dis
ontinuOn 
onsidère deux formulations en éléments �nis dis
ontinus sur deux sous-domainesvoisins, 
omme dans les se
tions pré
édentes. Le s
héma (5) est rappelé i
i :8>>><>>>: �xi M K un+1i � uni
�t + K Kvn+1/2i�1 + KKvn+1/2i + K Kvn+1/2i+1 = 0;�xi M K vn+3/2i � vn+1/2i
�t + K Kun+1i�1 + KKun+1i + K Kun+1i+1 = 0; INRIA
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e et en temps pour Maxwell 1D 45où M K est la matri
e lo
ale de masse, et K K , KK et K K sont les matri
es lo
ales derigidité, toutes données en page 11. Dans le premier sous-domaine, à "gau
he", on avan
een temps ave
 k pas de temps de �t=k, tandis que l'on avan
e en une seule fois le sous-domaine de "droite" de �t. A gau
he, on numérote les 
ellules de �1 jusqu'à l'indi
e g.Des in
onnues supplémentaires �
tives ~un+ skg+1 et ~vn+ 2s�12kg+1 sont introduites. Similairement, àdroite, on numérote les 
ellules de l'indi
e d jusqu'à +1. Des in
onnues supplémentaires�
tives ~und�1 et ~vn+ 12d�1 sont introduites.3.3.1 Constru
tion d'une énergie globaleOn 
onsidère les énergies suivantes :Fng =Xi�g �xi2 �tuni M uni + tvn� 12ki M vn+ 12ki �+�xg �t~ung+1 M g ~ung+1 � tung M g ung � ;(28)Fnd=Xi�d �xi2 �tuni M uni + tvn-1/2i M vn+1/2i �+�xd �t~und�1 M d ~und�1 � tund M d und� : (29)Comme dans le 
as des volumes �nis, 
es énergies ont été 
hoisies pour assurer la stabilitédes s
hémas. Elles font intervenir les variables annexes (ave
 ~). On 
her
hera par la suiteà démontrer que l'énergie globale se 
onserve, tout en étant une fon
tion de Lyapunov detoutes les in
onnues numériques). On a les résultats suivants :2Fng � Xi�g ��xi � 
�t2k (
K + 2dK)��tvn� 12ki M Kvn� 12ki + tuni M Kuni �+
�t2k dK �tungM Kung � t~ung+1M K ~ung+1�+�xg �t~ung+1M g ~ung+1 � tungM gung � :Il su�t de prendre alors M g = dK
K+2dK M K , pour voir la minoration suivante :2Fng � Xi�g tvn� 12ki M Kvn� 12ki ��xi � 
�t2k (
K + 2dK)�+ Xi�g�1 tuni M Kuni ��xi � 
�t2k (
K + 2dK)�+� 
K+ dK
K+ 2dk tungM Kung + dK
K+ 2dk t~ung+1M K ~ung+1���xg � 
�t2k (
K + 2dK)� :Ce
i montre bien que, sous la 
ondition de stabilité propre au s
héma Galerkin Dis
ontinu àgau
he (pour le pas de temps �t=k), l'énergie modi�ée Fng est bien une forme quadratiquedé�nie positive des in
onnues (uni )i�g , (vn� 12ki )i�g et ~ung+1.Similairement, en prenant M g = M d , on montre que sous la 
ondition de stabilité propreau s
héma Galerkin Dis
ontinu à droite (pour le pas de temps �t), l'énergie modi�ée Fndest bien une forme quadratique dé�nie positive des in
onnues (uni )i�d, (vn-1/2i )i�d et ~und�1.RR n° 4986



46 Serge PipernoSi (dK + 
K=2)
�t < min(k�xg ;�xd), alors l'énergie totale Fng +Fnd est 
lairement uneforme quadratique dé�nie positive des in
onnues numériques en jeu : (unj )j�g , (vn� 12kj )j�g ,(unj )j�d, (vn�1=2j )j�d, ~ung+1 et ~und�1.On 
her
he maintenant à 
al
uler les variations de 
es énergies �Fg = Fn+1g � Fng et�Fd = Fn+1d � Fnd au 
ours d'un pas de l'algorithme proposé 
i-dessus. Dans la suite, onnote � = dK
K+2dK . En reprenant les démonstrations pour les volumes �nis, on montre que :�Fg = �xg kXs=1 24 t ~un+ s�1kg+1 + ~un+ skg+12 ��M K (~un+ skg+1 � ~un+ s�1kg+1 ) + 
�tk�xg K Kvn+ 2s�12kg ��tun+ s�1kg + un+ skg2 ��M K (un+ skg � un+ s�1kg ) + 
�tk�xg K K ~vn+ 2s�12kg+1 �35 ;�Fd = �xd " t ~und�1 + ~un+1d�12 ��M K (~un+1d�1 � ~und�1) + 
�t�xdK Kvn+ 12d ��tund + un+1d2 ��M K (un+1d � und ) + 
�t�xdK K ~vn+ 12d�1 �# :On propose don
 les notations suivantes :8>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>:
As = un+ s�1kg + un+ skg2 ; Bs = 2�k�xg
�t M K �un+ skg � un+ s�1kg �+ 2K K ~vn+ 2s�12kg+1 ;~As = ~un+ s�1kg+1 + ~un+ skg+12 ; ~Bs = �2�k�xg
�t M K �~un+ skg+1 � ~un+ s�1kg+1 �� 2K Kvn+ 2s�12kg ;A = und + un+1d2 ; B = �2��xd
�t M K �un+1d � und�� 2K K ~vn+ 12d�1 ;~A = ~und�1 + ~un+1d�12 ; ~B = 2��xd
�t M K �~un+1d�1 � ~und�1�+ 2K Kvn+ 12d : (30)Ave
 
es notations, on a plus simplement :�Fg = �
�t2 1k kXs=1 ht ~As ~Bs + tAsBsi ;�Fd = 
�t2 ht ~A ~B+ tABi :
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e et en temps pour Maxwell 1D 473.3.2 Constru
tion d'un algorithme 
onservant l'énergie globaleOn se propose dans la suite de 
onstruire le même type d'algorithme de 
ouplage quepour la méthode de volumes �nis. On se limite i
i à la 
onstru
tion de l'équivalent de laméthode �
. On 
onstruit don
 , pour 8(�;
) :1k kXs=1 t ~As ~Bs = tAB( 8>><>>: B = 1k kXs=1 ~Bs;~As = A� �M �1K B+ �k M �1K (2 ~B1 + � � �+ 2~Bs�1+ ~Bs)1k kXs=1 tAsBs = t ~A ~B( 8>><>>: ~B = 1k kXs=1Bs;As = ~A� 
M �1K ~B+ 
kM �1K (2B1 + � � �+ 2Bs�1+Bs)On peut montrer que 
es algorithmes sont réellement expli
ites (et don
 fa
ilement implé-mentables) si on 
hoisit � = �d4(1��) et 
 = �d4� (on a noté �d = 
�t=�xd). Nous dé
rivons endétail l'algorithme 
i-dessous.Étape 0. On dispose de (unj )j�g , (vn+ 12kj )j�g , (unj )j�d, (vn+1=2j )j�d, ~ung+1 et ~und�1.Étape 1. On veut avan
er le 
hamp u à gau
he, de�t=k. Pour 
ela, on a besoin de K K ~vn+ 12kg+1 .On a les équations suivantes :8>>>>><>>>>>: �xgk
�t M K (un+ 1kg � ung ) + K Kvn+ 12kg�1 + KKvn+ 12kg + K K ~vn+ 12kg+1 = 0;12M K (ung + un+ 1kg ) � M KA1 = M K ~A� 
 ~B+ 
kB1;B1 = 2�k�xg
�t M K �un+ 1kg � ung�+ 2K K ~vn+ 12kg+1 ;M K ~A� 
 ~B = ( 12 � 2
��xd
�t )M K ~un+1d�1 + ( 12 + 2
��xd
�t )M K ~und�1 � 2
KKvn+ 12d :Comme dans le 
as en volumes �nis, il su�t de prendre 
 = �d=(4�) pour que le système
i-dessus soit résoluble sans 
onnaître ~un+1d�1 . Il reste alors à prendre pour K K ~vn+ 12kg+1 :
�t2k �1� ��xg + ��xd�K K ~vn+ 12kg+1 = �M K (ung � ~und�1) + �d2 K Kvn+ 12d+�
�t2k � 1�xd� 1�xg� (K Kvn+ 12kg�1 + KKvn+ 12kg ): (31)Remarque : il est important de noter i
i que seule la 
onstru
tion du terme in
onnuK K ~vn+ 12kg+1 est né
essaire pour l'algorithme. L'équation 
i-dessus donne don
 bien un moyend'avan
er. Cependant, la matri
e K K n'étant pas inversible, l'équation pré
édente n'impliqueen fait pas que l'on sa
he 
onstruire un jeu de valeurs �
tives ~vn+ 12kg+1 , 
e qui est une faiblesseRR n° 4986



48 Serge Pipernode l'algorithme. En somme, le sous-domaine gau
he peu re
evoir un �ux, mais 
e �ux nes'exprime pas né
essairement 
omme issu d'une valeur �
tive dans l'autre sous-domaine.Étape 2. On veut avan
er le 
hamp v à gau
he, de�t=k. Pour 
ela, on a besoin de K K ~un+ 1kg+1 .On a les équations suivantes :8>>>>>><>>>>>>: �xd M K un+1d �und
�t + K K ~vn+1/2d�1 + KKvn+1/2d + K Kvn+1/2d+1 = 0;12M K (~ung+1 + ~un+ 1kg+1 ) � M K ~A1 = M KA� �B+ �k ~B1;~B1 = �2�k�xg
�t M K �~un+ 1kg+1 � ~ung+1�� 2K Kvn+ 12kg ;M KA� �B = �(2��+ �d2 )�KKvn+ 12d +K Kvn+ 12d+1�+ (2�(1� �)� �d2 )K K ~vn+ 12d�1 + M Kund :Il su�t don
 de prendre � = �d=(4(1 � �)) pour que le système déterminant ~un+ 1kg+1 soitindépendant de ~vn+ 12d�1 qui sera a

essible seulement à la �n des k sous-pas de temps. Cesystème est e�e
tivement soluble et s'é
rit :�12 + ��xg2�xd(1� �)� ~un+ 1kg+1 = und � (12 � ��xg2�xd(1� �) )~ung+1 � �d2k(1� �)M �1K K Kvn+ 12kg� �d2(1� �)M �1K �KKvn+ 12d + K Kvn+ 12d+1 � : (32)Étapes 2s� 1 et 2s. On veut reproduire les deux étapes pré
édentes, puisque les équa-tions sont quasi-in
hangées. Elles font seulement intervenir les termes, désormais 
onnusB1; � � � ;Bs et ~B1; � � � ; ~Bs. Les équations à résoudre pour obtenir K K ~vn+ 2s�12kg+1 et ~un+ skg+1 sontrespe
tivement :�1���xg + ��xd�K K ~vn+ 2s�12kg+1 = 2k�
�tM K (un+ s�1kg � ~und�1) + k�xdK Kvn+ 12d+� � 1�xd� 1�xg� (K Kvn+ 2s�12kg�1 + KKvn+ 2s�12kg )� 1�xd (B1 + �+Bs�1);� 1���xg + ��xd� ~un+ skg+1 = 2(1��)�xg und � ( 1���xg � ��xd )~un+ s�1kg+1 � �dk�xg M �1K K Kvn+ 2s�12kg� �d�xg M �1K �KKvn+ 12d + K Kvn+ 12d+1 �+ �dk�xg M �1K ( ~B1 + �+ ~Bs�1): (33)Étapes 2k� 1 et 2k. On termine ainsi l'intégration du sous-domaine gau
he en k sous-pas de temps. On dispose de toutes les variables "standard" à gau
he, à savoir (un+1j )j�get (vn+1+ 12kj )j�g et de ~un+1g+1 .On dispose également de toutes les valeurs Bs et ~Bs, pour1 � s � k.
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er de �t le 
hamp u à droite. Pour 
ela, on a besoin de ~vn+ 12d�1 .Il su�t de prendre :K K ~vn+ 12d�1 = �1� � �KKvn+ 12d + K Kvn+ 12d+1 �� 12k(1� �) kXs=1 ~Bs:Remarque : i
i en
ore, la 
onstru
tion du terme in
onnu K K ~vn+ 12d�1 est né
essaire pour l'al-gorithme et l'équation 
i-dessus donne bien un moyen d'avan
er. Cependant, la matri
e K Kn'étant pas inversible, l'équation pré
édente n'implique en fait pas que l'on sa
he 
onstruireun jeu de valeurs �
tives ~vn+ 12d�1 , 
e qui est une autre faiblesse de l'algorithme du même typeque 
elle vue pré
édemment.Étape 2k+ 2. On veut avan
er de �t le 
hamp v à droite. On véri�e qu'il su�t de prendre~un+1d�1 = ~und�1 + �d2�M �1K (1=k kXs=1Bs � 2K Kvn+ 12d ):On dispose bien à la �n de 
ette dernière étape de toutes les valeurs à droite : (un+1j )j�d,(vn+3=2j )j�d et ~un+1d�1 .Ainsi, l'algorithme proposé est bien expli
ite et 
onstru
tible. Il permet de 
onserver l'éner-gie totale. De plus Il demande seulement l'utilisation des variables numériques suivantes :(unj )j�g , (vn+ 12kj )j�g , (unj )j�d, (vn+1=2j )j�d, ~ung+1 et ~und�1, qui sont 
ontr�lées par l'énergietotale (sous réserve que (dK + 
K=2) 
�t < min(k�xg ;�xd)). Le s
héma global de 
ouplageest don
 stable.3.3.3 Simulations numériquesOn 
her
he i
i à tester l'algorithme pré
édent (de la famille �
 ave
 � = �d4(1��) et
 = �d4� ) pour plusieurs valeurs de k dans plusieurs 
on�gurations (dont 
elles de la se
tionpré
édente) :� Cas 1 : deux maillages réguliers ave
 �xd = �xg (soit �g = �d=k);� Cas 2 : deux maillages réguliers ave
 �xd = k�xg (soit �d = �g);� Cas 3 : deux maillages irréguliers ave
 �xd = �xg près de leur interfa
e.� Cas 4 : un maillage grossier réguliers �xd et un maillage �n 
omposé de deux partiesrégulières en �xg et �xd (du 
�té de leur interfa
e).On regarde toujours la propagation d'un pulse de la zone grossière à la zone �ne. Pour toutesles simulations, nous avons pris un nombre de Courant (par rapport aux plus petites mailles)de 0.45 (la limite de stabilité est � = 0:5) et nous avons pris � = 0:4.Cas 1RR n° 4986



50 Serge PipernoLes essais numériques sont résumés pour le Cas 1 dans la table 9. Le pulse est initialementen x = 0:5 et se dépla
e vers la gau
he. La simulation est arrêtée à t = 1. Les deux domainesmaillés identiquement sont situés en [�1; 0℄ et [0; 1℄. On tire des expérien
es numériques les
on
lusions suivantes :k = 1 k = 2 k = 3 k = 5 k = 9 k = 17 k = 33nfgdg= 50 1:13 10�4 0:821 2:75 10�4 3:06 10�4 3:18 10�4 3:22 10�4 3:23 10�4nfgdg= 100 8:2 10�6 0:936 5:43 10�5 6:05 10�5 6:31 10�5 6:39 10�5 6:41 10�5nfgdg= 200 4:99 10�7 0:982 1:18 10�5 1:33 10�5 1:39 10�5 1:41 10�5 1:42 10�5Tab. 9 � Fra
tion d'énergie ré�é
hie - Algorithme �
 - Cas 1.� l'énergie est e�e
tivement 
onservée, le s
héma est stable si � < 0:5 partout;� l'algorithme est in
apable de gérer 
orre
tement une valeur paire de k (voir Figure 20).Ce
i s'explique 
omme pré
édemment par le fait que les valeurs paires de k ne four-nissent pas d'approximation syn
hrone en tn+1=2 pour v à l'interfa
e, et par le faitqu'en moyenne les �ux du domaine grossier vers le domaine �n sont nuls quand j estpair;� l'algorithme se 
omporte d'autant mieux que le nombre de points en espa
e est grand(voir Figure 21). L'énergie de l'onde parasite ré�é
hie semble en
ore d'ordre deux en�x, don
 le s
héma numérique à l'interfa
e est lo
alement d'ordre un.
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Fig. 20 � �
 - Cas 1 - �d = 0:45 - k = 2 - nd = ng = 100.Cas 2Des essais numériques similaires sont résumés dans la table 10. On a pris pour 
es simu-lations � = 0:5 (
e qui minimise les ré�exions parasites, mais ave
 une stabilité qui n'estINRIA
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Fig. 21 � �
 - Cas 1 - �d = 0:45 - k = 5 - nfgdg = 50;100.pas théoriquement démontrée). De 
es expérien
es, on tire la 
on
lusion supplémentaire sui-�d = 0:45 k = 1 k = 2 k = 3 k = 5 k = 9nd = 50 1:13 10�4 0:254 4:92 10�3 5:43 10�3 5:18 10�3nd = 100 8:2 10�6 0:352 8:07 10�4 1:20 10�3 4:02 10�3Tab. 10 � Fra
tion d'énergie ré�é
hie - Cas 2 - nd = 100, ng = k nd.vante : l'algorithme ne sait pas gérer un brusque 
hangement de la taille de maille entre lessous-domaines (voir Figure 22). Des os
illations parasites sont transmises à l'intérieur dusous-domaine. Ce
i est un peu dé
evant, 
ar la méthode Galerkin Dis
ontinu est 
apable degérer un brusque 
hangement de taille de maille. Le problème vient en fait du terme sour
eos
illant en temps au bord du domaine �n. Le domaine �n a en fait besoin d'avoir un nombrede Courant lo
alement faible près de l'interfa
e.Cas 3Pour le Cas 3, on réutilise exa
tement le même maillage que dans la se
tion pré
édente (àsavoir : �xd = 0:04, min(�xg) = 0:04=k et k = 41). Le maillage 
omporte don
 560 points.On prend en
ore un pulse initial de la forme u(x) = �v(x) = exp(�5 � (x � 10)2) et onsimule jusqu'à T = 20:919 en prenant �d = 0:45. On a tra
é sur la Figure 23 la solutionobtenue à T = 20:916. On voit que la solution obtenue est très satisfaisante (notamment,on y voit quasiment au
une os
illation parasite et un e�et très réduit de la dispersion dus
héma de type Galerkin Dis
ontinu). Des zooms sur la partie maillée �nement montrent quela solution est assez régulière près de l'interfa
e. Comme pré
édemment, l'utilisation d'unsous-
y
lage de k = 41 permet de diviser le temps de 
al
ul par environ huit (par rapport
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k=2
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Fig. 22 � �
 - Cas 2 - nd = 100 - ng = k nd.
t=20.916
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Fig. 23 � Cas 3 - �d = 0:45 - k = 41.
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Fig. 24 � Cas 3 - �d = 0:45 - k = 41.
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54 Serge Pipernoau s
héma standard en temps sur le même maillage) et par environ 300 ave
 un maillaeguniforme.Cas 4Pour le Cas 4, on utilise le maillage suivant :� sous-domaine grossier : �xd = 0:1 sur [0 : 10℄;� sous-domaine �n : �xg = �xd=k (k = 41) sur [�1;�0:5℄ et �xg = �xd sur [�0:5; 0℄.Le maillage 
omporte don
 310 points. On prend un pulse initial de la forme u(x) = �v(x) =exp(�5 � (x � 5)2) et on simule jusqu'à T = 12 . On voit sur la Figure 25 que l'algorithmegère parfaitement le 
hangement de pas de temps (
omme pour un maillage uniforme) maisaussi le pas d'espa
e (
omme la méthode Galerkin Dis
ontinu ave
 un pas de temps unique).4 Con
lusionsDans 
e rapport, nous avons montré qu'il est possible de 
onstruire des algorithmespermettant de gérer, pour la simulation numérique des équations de Maxwell ou de l'a
ous-tique en une dimensions, un maillage lo
alement ra�né en espa
e et un s
héma en tempssous-
y
lé pour 
ertains sous-domaines.On peut tirer les 
on
lusions suivantes à propos du ra�nement en espa
e :� il est peu naturel pour la méthode FDTD;� il est naturel pour les méthodes de volumes �nis et de Galerkin Dis
ontinu (quis'étendent sans problème en trois dimensions);� il est 
ependant plus déli
at ave
 la méthode des volumes, qui ne supportent pasvraiment de fortes hétérogénéités de maillage (
e qui a été par ailleurs égalementobservé en trois dimensions d'espa
e);Pour 
e qui est du ra�nement lo
al en temps, on s'est appuyé sur des travaux antérieurspour 
her
her des algorithmes de 
ouplage entre di�érents sous-domaines utilisant des pasde temps di�érents (sous-
y
lage). Les algorithmes re
her
hés devaient être intrinsèquementde type dé
alés, 
'est-à-dire 
omplètement expli
ites (sans inversion de matri
e non lo
ale).On arrive aux 
on
lusions suivantes :� la re
her
he de 
es algorithmes a 
onduit à 
ertaines algorithmes très prometteurs(stabilité in
hangée par rapport aux méthodes dans 
haque sous-domaine, 
onservationexa
te d'une énergie globale, pas de limite observée dans le nombre de sous-
y
les k).Néanmoins, ils ne sont pas intuitifs et ne permettent pas de 
ontr�ler théoriquementles ré�exions parasites entre sous-domaines;� pour les 
ouplages FVTD-FVTD et DGTD-DGTD, l'algorithme obtenu n'est pas par-fait, dans la mesure où les mailles à l'interfa
e doivent être de taille 
omparable (
e quipermet un e�et de moyenne dans la prise en 
ompte d'un terme os
illant de 
ouplage);
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Fig. 25 � Cas 4 - �d = 0:45 - k = 41.� pour le 
ouplage FDTD-FDTD, dont le but est de 
oupler des maillages uniformes detailles lo
alement adaptées, on se heurte au problème pré
édent, à savoir que le brusque
hangement de maille à l'interfa
e ne permet pas de lisser les os
illations provenantdu terme sour
e de 
ouplage, 
e qui génère des os
illations parasites.
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56 Serge PipernoLes algorithmes proposés i
i, pour les méthodes de volumes �nis et de Galerkin Dis
ontinu,doivent maintenant être testés en deux dimensions d'espa
e au moins. A priori, au
unedi�éren
e de prin
ipe n'apparaît pour tout 
e qui 
on
erne la 
onservation de l'énergie et lastabilité de l'algorithme de 
ouplage. Par 
ontre, les algorithmes devraient devenir lo
alementimpli
ites à l'interfa
e (lo
alement au sens "volume par volume", sans 
ouplage entre tousles éléments tou
hant l'interfa
e) et il faudra examiner attentivement, pour tous les anglesdes ondes in
identes, les ondes parasites émises par l'interfa
e entre les sous-domaines.Référen
es[1℄ Mar
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