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¡1©�� ®a©É®	ªu¦�Á�¢�¢�Ã²¢	­a®�¢�¶D§³¦�£¤´×ªQ�

M + 1
È Ã²¢�¶×�{�z±¨¢��

t0 ≡ 0, t1, . . . , tM ≡ T
ÁH¢��d¡/¢	¢�¦

t = 0
ªQ¦�¶�±¨ªQ�rº�­{�z�d´

t = T
�%Ó ©�¢�¦D¡/¢%�¤¦B�r­{§²¶²º�®�¢�ª�«�­{§uÁ�ªuÁ��z£¤�z�d´Â�s«�ª³®�¢
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ªÉ¶��¤�{®�­{¢��{¢Â�r�¤±¨¢ È £¸�{­{ªQ�r�¤§u¦
F =

(

Ftj

)

j=1,...,M

� ùD¢ ®a©�§U§³�r¢�ªu¦
R

D À`ªQ£¤º�¢�¶Åªu¦�¶
F
¹

ª³¶�ªQ«²�{¢�¶&Æ�ªQ­{¥u§`À'®a©�ªQ�¤¦ (
Xtj

)

j=1,...,M

ªu�4±¨§²¶²¢	£B»v§u­|�r©�¢/º�¦�¶²¢	­{£¤´B�¤¦�¯�ªu�{�s¢	� Ò ªQ¦�¶�ª�«�ªM´u§uÊ
»vº�¦�®3�r�¤§u¦

f : {t0, t1, . . . , tM}xR
D −→ R

+∪{0} �rº�®a©��{©�ª`�¬�r©�¢1­{¢��rº�£z�r�¤¦�¯'ÀMªu­r� ªQÁ�£z¢�� Ztj

.
=

f(tj , Xtj )|j=1,...,M
ªQ­{¢#�{¿Bº�ªQ­{¢��¤¦B�r¢	¯³­{ªuÁ�£¤¢ �ÛÓ ©�¢#�¤¦��z�r� ªQ£�ª³�r�r¢��¨À`ªQ£¤º�¢

X0
� ���sº�«�«�§B�s¢�¶

�{§ÉÁ�¢×¶²¢��{¢	­{±¨�z¦�� �s�r� ® � Ö��¤Àu¢�¦ �r©�¢×�s¢	� T0,M
§Q»�ªu£z£

F
¹O�d�{§u«�«��¤¦�¯ �{�z±¨¢���¡1�z�r©ÅÀ`ªQ£¤º�¢��+�¤¦

{t0, t1, . . . , tM} ¡/¢�¶²¢ È ¦�¢'�r©�¢�«�­{� ®�¢ U0
§Q»4�r©�¢&°�±¨¢	­{�¤®�ªQ¦#§u«²�{�z§³¦�§u»4«�ªM´u§QÊ

f
ªu�

¼ � ½
U0 = sup

τ∈T0,M

E(Zτ ).

ù×¢&®	ªu¦#®	§u±¨«�º²�{¢¨¼ � ½/ÁU´��r§u£¤ÀU�z¦�¯µ�{©�¢'»v§u£¤£z§`¡1�¤¦�¯¨¶²´U¦�ªQ±¨� ®�«�­r§³¯u­aªQ±¨±¨�z¦�¯%«�­{§uÁ�£z¢�±

¼mÚu½ {

UM = ZtM

Uj = max{Ztj ,E(Uj+1|Ftj )}, 0 ≤ j ≤M − 1
ªu¦�¶��z��«H§³�{�s�¤Á�£¤¢��{§+�s©�§`¡ �r©�ªQ�1�r©�¢&�r¢�¿Bº�¢�¦�®�¢'§u»F�s�r§³«�«��¤¦�¯µ�r�¤±µ¢��

τj = min{tk ≥ tj |Uk = Zk}
§³Á�¢�´��r©�¢&¶�´B¦�ªQ±¨�¤®�«�­{§u¯³­{ªu±¨±µ�¤¦�¯µ�r®a©�¢�±¨¢

¼ZÜ³½
{

τM = M

τj = jI{Ztj
≥E(Uj+1|Ftj

)} + τj+1I{Ztj
<E(Uj+1|Ftj

)}, 0 ≤ j ≤M − 1.

�1¢�±�ªQ­{¥��{©�ª`���z�&®	ªQ¦DÁ�¢¨«�­{§`Àu¢�¶É¼vÁU´Â�¤¦�¶²º�®3�r�¤§u¦×§u¦
j
ªQ¦�¶�ªu� Ftj ⊆ Ftj+1

½��r©�ª`�
Uj =

E(Zτj |Ftj )
ªQ¦�¶��¤¦#«�ªQ­r�r� ®�º�£ ªQ­

U0 = E(Zτ0)
� � ¢ � �r©�¢

sup
§Q»4¢�¿B¦ � ¼ � ½/�¤�-�¤¦�¶²¢�¢�¶$ª

max
�

Ì0¢��1º���ªu¦�ªQ£¤´²�s¢��r©�¢�£¤¢�ª³�d���{¿Bº�ªQ­{¢��-ªQ«�­r§Bªu®a©�ØFÆÂªQ­{¥u§`À¨«�­{§u«H¢	­r�d´�ªu£z£¤§`¡��/º��/�r§�¡1­{�¸�{¢
¼>æB½

E(Uj+1|Ftj ) = φj(Xtj )¡1©�¢�­r¢
φj(·)
� �-»v§u­{±�ªQ£¤£z´+¶²¢ È ¦�¢�¶#ª³�

φj(x)
.
= E(Uj+1|Xtj = x).

��¢	¦�®	¢ Ò ÁB´¨¶²¢ È ¦��z�r�¤§u¦+§u»f®	§u¦�¶��¸�{�z§³¦�ªQ£�¢�Ã²«�¢�®3�aª`�r�¤§u¦ Ò ¡/¢�©�ªMÀ³¢-�r©�ªQ�
φj(Xtj )

�¤���r©�¢�«�­r§uúd¢�®�¹
�{�z§³¦�§u»

Uj+1
§u¦��r©�¢&�r«�ª³®�¢

L2
j
.
= {ψ : R

D → R | E[ψ2(Xtj )] < +∞} �Ó ©�¢$ªQ«�«�­r§MÃ²�¤±�ª`�r�¤§u¦Ù«�­r§³«�§B�s¢�¶�ÁU´ÙÌ�§³¦�¯³�s�{ªQÊ ªu¦�¶ÛÍ�®a©B¡-ªQ­r�rÎ#®�§³¦��s� �s�{�µ�z¦ �rº�Á��s�r�z�rº²�{�z¦�¯
�¤¦ È ¦��z�r¢+¶��z±¨¢	¦��s�¤§u¦�ªu£��s«�ª³®�¢��

L2
j

¡1�¸�{© ª È ¦��¸�{¢+¶²�z±¨¢�¦��s�¤§u¦�ªQ£F§u¦�¢ ��Ó ©Bº��'¡K¢�®�§³¦��r�¤¶²¢�­�ª
�r¢��¬§u»

m
£¤�z¦�¢�ªQ­{£¤´%�¤¦�¶²¢�«�¢�¦�¶²¢	¦B�K»vº�¦�®3�{�z§³¦��

e1(·), . . . , em(·) �rº�®a©��r©�ª`� E[e2k(Xtj )] < +∞»v§³­¬ªQ£¤£
k = 1

�r§
m
Ò
j = 1

�{§
M
ªu¦�¶µ¡K¢-�{­r´��r§�ªu«�«�­{§MÃ²�z±�ª`�{¢

φj �
���z¦¨�{©�¢��r«�ªu®	¢��s«�ªQ¦�¦�¢�¶

ÁU´��{©�¢
ek(·) �
�1� � ¢ �

¼méu½
φj(Xtj ) ≈ αj · e(Xtj )¡1�z�r©

αj
.
= arg min

a∈Rm
E
[

Uj+1 − a · e(Xtj )
]2
.

�O¦ �r¢�­r±��¨§u»'�s�r§³«�«��¤¦�¯×�r�¤±µ¢)¡/¢Â®	ªu¦Û¦�§`¡è�¤¦³�{­r§²¶²º�®�¢Âª �s¢�¿Bº�¢	¦�®	¢
τm
j

�r§u£¤º²�r�¤§u¦ §Q»��r©�¢
«�­{§uÁ�£z¢�± ¼>ÜB½¬¡1©�¢	­{¢�¡/¢�©�ªMÀ³¢�±�ªu¶�¢'ªu«�«�­{§MÃ²�z±�ª`�{�z§³¦D¼méu½/� � ¢ �

¼��³½
{

τm
M = M

τm
j = jI{Ztj

≥αj ·e(Xtj
)} + τm

j+1I{Ztj
<αj ·e(Xtj

)}, 0 ≤ j ≤M − 1.

Ó ©�¢��r¢�®	§u¦�¶#�d�{¢	«$®�§³¦��s� �s�{�-�¤¦#�r§u£¤ÀU�z¦�¯µ£¤¢�ªu�s���r¿Bº�ªu­r¢��/­r¢�¯u­{¢��{�s�¤§u¦+«�­r§³Á�£z¢�± ¼Zé³½KÀB� ª¨Æ)§u¦B�{¢
Ç/ªu­r£¤§��rªu±µ«�£z�¤¦�¯+«�ªQ�r©�� � �n»�¡K¢%®�§u¦��s� ¶²¢	­

N
�z¦�¶²¢	«H¢	¦�¶�¢	¦B��­{¢�ªu£z�¤Î�ªQ�r�¤§u¦#§Q»��r©�¢&º�¦�¶²¢�­r£¤´U�z¦�¯

«�­{§²®�¢��r� Ò �r©�¢�¦#�z��� �1«�§B�r�r�¤Á�£z¢��{§¨ªu«�«�­{§MÃ²�z±�ª`�{¢
¼��Q½

φj(Xtj ) ≈ αN
j · e(Xtj )
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¡1©�¢�­r¢'©�¢�­r¢

¼��³½
αN

j
.
= arg min

a∈Rm

1

N

N
∑

n=1

(

U
(n)
j+1 − a · e(X(n)

tj
)
)2

= arg min
a∈Rm

1

N

N
∑

n=1

(

Z
(n)

τm,N,n
j+1

− a · e(X(n)
tj

)

)2

.

Ó ©�¢�®	§u­{­r¢��s«H§u¦�¶��z¦�¯µ§u«��r�¤±¨ªu£��d�{§u«�«��z¦�¯µ�{�z±¨¢&¶²´U¦�ªu±µ� ®'� �

¼��³½






τm,N,n
M = M

τm,N,n
j = jI{Z

(n)
tj

≥αN
j ·e(X(n)

tj
)} + τm,N,n

j+1 I{Z
(n)
tj

<αN
j ·e(X(n)

tj
)}, 0 ≤ j ≤M − 1.

�O¦$®�§³¦�®�£¤º��r�z§³¦ Ò �r©�¢'�{­rº�¢�«�­r� ®�¢�§u»0�r©�¢�§u«²�{�z§³¦

U0 = max(Zt0 ,EZτ1)
� �1ªQ«�«�­r§MÃ²�¤±¨ªQ�r¢�¶ È ­a�d�{£z´�ÁB´

Um
0

.
= max(Zt0 ,EZτm

1
)

ªu¦�¶+�{©�¢	¦$ÁU´

Um,N
0

.
= max(Zt0 ,

1

N

N
∑

n=1

Z
(n)

τm,N,n
1

).
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¼ � Ð³½ Um,N
0

a.s.−−−−→
N→∞

Um
0 ∀m ∈ N
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0 −−−−→

m→∞
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∑
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j
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�{¿³º�ªQ­{¢��¤¦B�r¢	¯³­{ªuÁ�£¤¢�­aªQ¦�¶²§³± À`ªQ­{�¤ªuÁ�£z¢ Ò ¡/¢#®�ªQ¦ �z¦�®	­r¢�ªu�r¢

«�­{¢�®	�¤�r�¤§u¦×ÁB´×±¨¢�ªu¦���§Q»�ªu¦��z±¨«H§u­r�{ªQ¦�®�¢+�{ªQ±¨«�£¤�z¦�¯$�{¢�®a©�¦��¤¿Bº�¢ Ò � � ¢ � ¡K¢+£¤§U§u¥�»v§u­�ª$¦�¢�¡
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�rº�®a©��r©�ªQ�

¼ � Úu½ EY = EỸ and

VarY > Var Ỹ
�¤¦�§³­{¶�¢	­-�r§¨¯³�zÀ³¢'ª¨�s�{ªu¦�¶�ªQ­a¶�Æ×Ç ¢��d�{�z±�ª`�{¢�§Q»

EY
ªu�

¼ � Ü³½
EY ≈ 1

N

N
∑

n=1

Ỹ (n) ± 1.96

√

Var Ỹ

N

¡1©�¢�­r¢ (
Ỹ (n)

)

n=1,...,N
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Ỹ
� �-º��sº�ªQ£¤£z´�®�ªQ£¤£z¢�¶ ���3ámâWã¨äQánß$'! �ß&'

Y
�

Ü �z�³� Ú �#"�$ �&%-â�''�	ä&#Hß$%¨á $ �{ß$'1�	ã( �ß$'*) '{ß&� #�â>ä$#Dã�ß`ámâ>ß&# 2
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(Ω,A,P) 9 ��äµà-'{ß 9 ä 9 âWåiâWá*3��mà�ä+!5� ��âWá $ ä,:¬åiá*'rä`ámâ>ß&#
F =

(

Ft

)

0≤t≤T

ä&#<;�å ��á
Wt 9 ��ä d = ;`âWã �(#.�3â>ß&#HäQå F = ) 'rß&� #�â>ä&#+ã�ß`ámâ>ß&# 2?> ß&#.�aâ@;+�('�ä$#�äA;³ä{à�á �';

d = ;`âWã �(#.�3â>ß&#HäQå²à 'rß !.�B�'� (θt

)

0≤t≤T

��C�! $ á $ ä`á
∫ t

0

ds||θs||2 < +∞ a.s. ∀ 0 ≤ t ≤ T

ä$#<;�á $ äQá

Lt
.
= exp{−

∫ t

0

θs · dWs −
1

2

∫ t

0

||θs||2ds}
âD�+ä)ã�ä&'3ámâ�#�)Bä`å � ∀ 0 ≤ t ≤ T E || · || âD��á $ � R

d #�ß&'3ãGF 2�"�$ �,#HC�#�;��,'µá $ �'à-'rß 9 ä 9 âWåiâWá�3ã �aäI��C�'1�
P

θ ;��J: # �'; 9 3 LT = dPθ/dP K á $ �?�3áOß ! $ ä��3áZâ !1à-'rß !.���'�

¼ � æB½
W θ

t
.
= Wt +

∫ t

0

θsds

âD��ä
F =L9 'rß$� #�â>ä$#�ã�ß`ámâ>ß&# 2

/0��ã�ä&'1�DÚ 2
Wt
º�¦�¶�¢	­

P
ªu¦�¶

W θ
t

º�¦�¶²¢	­
P

θ ªu­r¢�ÁH§Q�{©ÂÁ�­{§`¡1¦�� ªQ¦$±¨§Q�r�¤§u¦)¡1�z�r©�­r¢��s«H¢�®��
�{§%�{©�¢,��3�/M
 È £z�r­aª`�{�z§³¦
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D
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Í²®a©�§u£¤¢��/±¨§U¶�¢	£f»v§³­-�r©�¢&ª³�r�r¢��1¢	À³§u£¤º²�r�¤§u¦0Ø

¼ � éu½










dX i
t

X i
t

= µidt+ σdWt i = 1, . . . , D

X0 = x ∈ R
D

¡1�z�r©
σ
ª
D
Ã
d
¶²¢ È ¦��¸�{¢�«H§³�r�¸�{�zÀ³¢&±�ª`�r­{�zÃ#ªQ¦�¶

Wt
ª
d
¹O¶²�z±¨¢�¦��s�¤§u¦�ªQ£|�s�{ªu¦�¶�ªu­{¶#Á�­{§`¡1¦�� ªQ¦

±¨§Q�{�z§³¦ ��Ó ©�� ��¶��¸Ê�º��r�z§³¦Â¢�¿Bº�ªQ�r�¤§u¦Â©�ª³��ªu¦)¢�Ã²«�£¤�¤®	�¸�'�s§³£zº²�{�z§³¦ÂªQ¦�¶Â§u¦�¢�®�ªQ¦Â¡1­{�z�r¢
Xtj

ªu�
ª%»vº�¦�®��r�¤§u¦$§Q»|�r©�¢�
/­{§`¡1¦�� ªQ¦�±¨§u�r�¤§u¦

Wtj

ªQ¦�¶�«H§³�r¢
f(tj , Xtj )

.
= f̃(tj ,Wtj)
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θ ∈ R
d ªQ¦�¶ Á�º��¤£ ¶ ª ;$'3â  aá �';
/­{§`¡1¦��¤ªu¦+±¨§Q�{�z§³¦

¼ � �³½
W θ

t
.
= θt+Wt.�{©�¢�Ö��¤­{�{ªQ¦�§`À��r©�¢�§u­{¢	± ¢	¦��rº�­{¢���º����r©�ª`���{©�¢	­{¢�¢�Ã²� �d�a�¬ª�«�­r§³Á�ªQÁ��¤£¤�¸�d´%±µ¢�ªu�rº�­{¢

P
θ ¶²¢ È ¦�¢�¶

ÁU´
dPθ/dP = Lθ

T
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¼ � �Q½
Lθ

t
.
= exp{−θ ·Wt −

1

2
||θ||2t} = exp{−θ ·W θ
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1

2
||θ||2t}

�rº�®a©��{©�ª`�
W θ

t
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P
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F =

(

Ft

)

0≤t≤T

ä&#<;µå���á
Wt 9 ��ä d = ;`âWã �(#.�aâ>ß$#HäQå F = ) 'rß$� #�â>ä$##ã�ß`ámâ>ß&# 2#"<$ �(# ∀ θ ∈ R

d K
∀ F = �aáOß{à³àHâ�#6)&ámâWã � τ ∈ T0,M

ä&#�;! �ß&'�ä`åWå� 'C�# !�ámâ>ß&#
f̃ : {t0, t1, . . . , tM}xR

D −→ R
+∪{0}��C�! $ á $ ä`á

f̃(ti,Wti)
∣

∣

i=1,...,M

ä&'1��â�#�á � )$'{ä 9 å � %`ä&'3â>ä 9 å���� K ��� $ ä$%��
¼ � �³½

Ef̃(τ,Wτ ) = ELθ
τ f̃(τ,Wτ + θτ)

ä$#<;
¼ � �³½

sup
τ∈T0,M

Ef̃(τ,Wτ ) = sup
τ∈T0,M

ELθ
τ f̃(τ,Wτ + θτ)

� $ �('1�
Lθ

τ
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(Ω,A,Pθ)
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¼mÚQÐ³½ Ef̃(τ,Wτ ) =E
θf̃(τ,W θ

τ ) = ELθ
T f̃(τ,Wτ + θτ)

= ELθ
τ f̃(τ,Wτ + θτ),
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τ : Ω → 6 + ∪ {0}

[]\K_'\ZXZg3^M^M[]VMx�XZ[]t1b/e0[ XmY
cZbd\Z^ubdjOX0Xmg1_¬�`w XmcZ_{XZ[]g3V87

= Ft 9 0≤t≤T

[ y�_aV�k'g3VMw :�[ y
∀t ∈ [0, T ]

 
{τ ≤ t}

[]\
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
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t
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= µi + (σθ)idt+ σdWt i = 1, . . . , D

Xθ
0 = x ∈ R
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¼mÚuÚu½

U0 = Ef(τ0, Xτ0) = ELθ
τ0
f(τ0, X

θ
τ0

)
.
= Uθ
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Ef(τ0, Xτ0)
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Ü � Ü � ������2@/M3�� 
�����2@/ 3 ��- �U9�ù ©�¢	¦�¢	Àu¢�­&�d�aªQ¦�¶�ªQ­a¶×ÆÂ§u¦B�r¢�Ç/ªu­r£¤§#�r©�¢�§u­{´�� ��À`ªQ£¤�¤¶ Ò �z���¤�
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EY
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Yη
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VarYη
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U0 = max{Z0,E(Zτ1)}
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E(Zτ1)
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1/N
∑N

n=1 Z
(n)

τm,N,n
1

�¤��¦�§Q��­{º�£¤¢�¶$ÁU´
Var(Zτ1)
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τ0
f(τ0, X

θ
τ0

)}θ∈Rd

ª³�&¢��s�r�¤±�ª`�{§u­a��»v§u­
f(τ0, Xτ0)

ªQ¦�¶�®	§u¦��r� ¶²¢	­{�z¦�¯-ª³� - ����2J/M3��³�r©�¢�§u¦�¢�¡1©�� ®a©,/M2J4�2J/M2�� 
 � � ªQ­
[Lθ

τ0
f(τ0, X

θ
τ0
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[Lθ
i f(ti, X

θ
i )]
±�ªu¥u¢��s¢�¦��r¢�ªQ¦�¶'�r§1¡K¢�­{¢�¿Bº��¤­r¢4�{©�ª`���{©�¢

Lθ
i f(ti, X

θ
i ) �
�

ªu­r¢&�{¿Bº�ªQ­{¢��z¦B�{¢	¯u­aªQÁ�£z¢'À`ªQ­{�¤ªuÁ�£¤¢�� � °��
Lθ

t ∈ Lp ∀ p > 0, t ∈ [0, T ], θ ∈ R
d �r§+©�ªMÀ³¢'�r©�¢

­{¢�¿Bº��¤­r¢�¶+«�­{§u«H¢	­r�d´+�z���¤�1�rº²·+®��¤¢	¦B�1�{§µ±�ªu¥u¢��r©�¢'»v§³£z£¤§`¡1�¤¦�¯%©U´U«H§Q�r©�¢��r�¤�
¼ � � ½ Ó ©�¢	­{¢'¢�Ã²� �d�a�1ª

ξ > 0
�rº�®a©��r©�ªQ�1�r©�¢&®a©�§³�r¢	¦�«�ªM´u§QÊ)»vº�¦�®3�{�z§³¦

f
�rªQ�r� � È ¢��

f(ti, Xti) ∈ L2(1+ξ) ∀i = 1, . . . ,M.
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θ
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¼mÚQÜ³½
Var[Lθ

τ0
f(τ0, X

θ
τ0

)] = E

(

Lθ
τ0
f̃(τ0,Wτ0 + θτ0)

)2

− U2
0
.
= V(θ) − U2

0

®	§u¦��r�¤�s�{� � �z¦ �r©�§`¡1�z¦�¯��{©�ª`�'»vº�¦�®��r�¤§u¦ V(θ)
�¤�'�s�r­{�¤®��r£¤´�®�§³¦UÀu¢�ÃÂªu¦�¶Â�{¢	¦�¶����r§$�z¦ È ¦��z�d´�ªu�

||θ|| → ∞ ��Ó ©�¢��s¢'«�­{§u«H¢	­r�r�¤¢��1ªu­r¢'¢�Ã�ª³®3�r£¤´+¡1©�ªQ�1¡K¢��s�{ª`�{¢��z¦��r©�¢'»v§u£¤£z§`¡1�¤¦�¯
� ��-�� - ��2���2@-<4 �09���9	�*�'��C²ã �¬á $ ä`á E�
 � F�âD� %��,'3â : �';
�|äI�'��C²ã �/ã�ß&'1�aß$%��,'¬á $ äQá ∀i = 1, . . . ,M K
P(f(ti, Xti) > 0) 6= 0

2 "�$ �(#���� $ ä&%&��á $ äQá














V(θ)
âD��á*��â !.� ;Qâ � �('5�(#�áZâ>ä 9 å �

HessV(θ)
âD��ä�à�ßI�3âWámâ�%��%ã�ä`á*'3â 4

lim
||θ||→+∞

V(θ) = +∞.
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V(θ) = E

(

Lθ
τ0
f̃(τ0,Wτ0 + θτ0)

)2

= E
θLθ

τ0
f̃2(τ0,W

θ
τ0

)

= Ee
1
2 ||θ||

2τ0−θ·Wτ0 f̃2(τ0,Wτ0)

¼mÚ`æB½

ªu¦�¶+�{©�¢	¦$¡/¢'º��s¢'�{©�¢'»>ªu®��-�r©�ªQ�
τ0 : Ω → {t0, t1, . . . , T}

�{§µ¡1­{�z�r¢ �

¼mÚuéu½ V(θ) =
M
∑

j=1

Ee
1
2 ||θ||

2tj−θ·Wtj f̃2(tjWtj)Iτ0=tj .
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V
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M R
d ¹mÀ`ªu£zº�¢�¶)� � � � ¶ � ­{ªu¦�¶²§³±ÝÀ`ªQ­{� ªQÁ�£¤¢�� ε1, . . . , εM

¡1�z�r©
εi ∼ N (0, Idxd)�{©�¢	¦$¡/¢'®�ªQ¦#¡1­r�z�r¢�»v§³­�ªQ£¤£

i = 1, . . . ,M

Wti = Wti−1 + εi
√

ti − ti−1 = Wti−1 + εi
√

∆i

ªu¦�¶ �¤¦³�{­r§²¶²º�®�¢DªÉ»vº�¦�®��r�¤§u¦
F
�rº�®a© �{©�ª`�

f̃(ti,Wti)
.
= F (ti, ε1, . . . , εi)

� ���r�z¦�¯É�r©��¤�
¦�§u�{ªQ�r�¤§u¦#¢�¿ � ¼mÚué³½¬­{¢	¡1­{�z�r¢��

¼mÚ��³½ V(θ) =

M
∑

j=1

Ee
1
2 ||θ||

2tj−θ· � j
i=1

√
∆iεiF 2(tj , ε1, . . . , εj)Iτ0=j

.
=

M
∑

j=1

Evj(θ).
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θ = (θ1, . . . , θk, . . . , θd)
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¼mÚ �Q½



























∂θk
V(θ) =

M
∑

j=1

E∂θk
vj(θ)

∂θk
∂θk′V(θ) =

M
∑

j=1

E∂θk
∂θk′ vj(θ).

ù×¢�®�ªQ¦�¢�ªu�r�¤£z´�«�­{§`Àu¢��r©�ªQ�K�{©�� �-�¤�/«H§³�{�s�¤Á�£¤¢�ÁH¢�®�ªQº��r¢ Ò ª³�
τ0
� �-�z¦�¶²¢	«H¢	¦�¶�¢	¦B�-»v­r§³±

θ
¼iúdº��d�

­{¢�®�ªQ£¤£H¢�¿U� � ¼ � �³½n¹3¼ZÚ³Úu½r½�¡/¢�©�ªMÀu¢

¼mÚ$�³½ |∂θk
vj(θ)| ≤

∣

∣

∣

∣

∣

j
∑

i=1

(∆iθk −
√

∆iε
(k)
i )

∣

∣

∣

∣

∣

e
1
2 ||θ||

2tj−θ· � j
i=1

√
∆iεiF 2(tj , ε1, . . . , εj)

ªu¦�¶
¼mÚ$�³½

|∂θk
∂θk′ vj(θ)| ≤

∣

∣

∣

∣

∣

δk,k′ +

(

j
∑

i=1

(∆iθk −
√

∆iε
(k)
i )

)(

j
∑

i=1

(∆iθk′ −
√

∆iε
(k′)
i )

)∣

∣

∣

∣

∣

·

· e 1
2 ||θ||

2tj−θ· � j
i=1

√
∆iεiF 2(tj , ε1, . . . , εj).

Ó ªQ¥U�¤¦�¯%¢	Ã²«�¢�®3�{ªQ�r�¤§u¦$�¤¦×¼mÚ$�³½/¯³�zÀ³¢��

¼ZÜuÐ³½
E|∂θk

vj(θ)| ≤

≤ e
1
2 ||θ||

2tj

j
∑

i=1

C
∣

∣

∣

∣

∣

∣(|∆iθk| +
√

∆i|ε(k)
i |)e||θ|| � j

i=1

√
∆i||εi||e−

1
2 � j

i=1 ||εi||2 ξ
ξ+1

∣

∣

∣

∣

∣

∣

L(ξ+1)/ξ(Rjd)
·

·
∣

∣

∣

∣

∣

∣F 2(tj , ε1, . . . , εj)e
− 1

2(ξ+1) � j
i=1 ||εi||2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

L(ξ+1)(Rjd)
<∞.

¡1©�¢�­r¢ C � �1ª�¦�§³­r±�ªu£z�¤Î�ª`�{�z§³¦�®�§³¦��s�{ªQ¦B�1®�§³±µ�¤¦�¯%»v­r§³± ¯³ªuº��{�s� ªQ¦+£ ªM¡��K§Q»0�{©�¢ εi �
�-ªQ¦�¶�£ ªu�s�

�¤¦�¢�¿Bº�ªu£z�z�d´+©�§³£¤¶��-Á�¢�®	ªQº��s¢
F (ti, ε1, . . . , εi) ∈ L2(1+ξ) ��¬¿ � ¼>Ü³Ð³½/� �1À`ªQ£ ªQÁ�£¤¢�»v§u­�ªu£z£
j = 1, . . . ,M

ªQ¦�¶��{©Uº�� È ­a�d��§u»4¢�¿U� � ¼mÚ �u½/©�§u£ ¶���Þ²�r©�¢&�r¢�®	§u¦�¶
®�ªQ¦#Á�¢�«�­{§`Àu¢�¶+¡1�z�r©)ªQ¦$ªQ¦�ªQ£¤§u¯u§³º��/ªQ­{¯uº�±¨¢	¦B� �




�� 
�� � 
��	� � ���������������	����� ��	�����
����
� �	����	�� ��� ������
�����		�	������		� �

���z­{¢�®��r£¤´�»v­{§u±:�{©�¢'»v§u­{±è§u»0�r©�¢ ��¢��{�r�¤ªu¦#ªu¦�¶�¯³�zÀ³¢	¦
P(f(ti, Xti) > 0) 6= 0

Ò ¡/¢'©�ªMÀu¢

uT HessV(θ)u =

=

M
∑

j=1

E



||u||2 +

(

u ·
j
∑

i=1

(∆iθ −
√

∆iεi)

)2


F 2e
1
2 ||θ||

2tj−θ· � j
i=1

√
∆iεi > 0

»v§³­4ªu£z£
u ∈ R

d−0
� � ¢ � �{©�¢/®	§u¦UÀu¢	Ã²�¸�d´�§Q» V(θ)

� Æ)§³­r¢�§`Àu¢�­ Ò »v§u­4¢�ªu®a©�§Q»²�r©�¢
vj �
�4­{¢�ªu�r§u¦��z¦�¯B�

�¤¦DÏ °�Ð³Ü Ñ ªu«�«�£¤´�ªQ¦�¶�§³¦�¢'«�­r§`À³¢��{©�ª`�

lim
||θ||→+∞

vj(θ) = +∞
¡1©�� ®a©#�z±¨«�£¤�z¢��-�r©�¢&ªQ¦�ªu£z§³¯u§uº��¬«�­{§u«H¢	­r�d´¨»v§u­ V(θ)

�
/0��ã�ä&'1� é 2&Ó ©�¢�­{¢��rº�£z�{�%§Q» ¾ ­{§u«H§³�r�z�r�¤§u¦ÙÜ � Ú)ªu­r¢��z±¨«H§u­r�{ªu¦³�µÁ�¢�®	ªuº��s¢��r©�¢�´�¢	¦��rº�­{¢�º��
�{©�ª`� V(θ)

©�ª³��ª ��4�2�� ��
+±¨�¤¦��¤±�º�± ªQ¦�¶$�r§¨§uº�­��r¢�ªu­{®a©�»v§u­�ªu¦#§³«²�r�¤±�ªQ£0¶�­r�z»W���¤��¦�§Q��ªu¦
�¤£z£z¹n«�§B�s¢�¶$«�­r§³Á�£¤¢	± � ù ©�ª`���r©�¢�´#®	£z¢�ªQ­{£z´ � - 4�-.�&�r¢	£¤£4�¤��¡1©�¢��{©�¢	­��r©�¢ È ¦�¶²�¤¦�¯+§u»¬�sº�®a©Âª
±¨�¤¦��z±%º�±è¡1�¤£¤£�Á�¢�¢�ªu�r´+ªQ¦�¶��{©�¢�¯³ªu�z¦��z¦#�r¢�­r±Ý§Q»4«�­r¢�®�� �s�¤§u¦#¡1�¤£z£�ÁH¢�¡/§u­r�r©U¡1�z£¤¢ �

æ �����|�0ð	�f���0���f�v�|��ñ0��� ���0���4í��Hï|í��0�Hí×�0ò$ñ �0�f�WòB�Hórø��|�0�WòU�Wí�� î��ió3ô	�0ñ0÷Bï4�|�f� ��ì0ø
Ó ©�ªu¦�¥²�¬�{§%­{¢��rº�£z�{�/§Q»F�s¢�®3�{�z§³¦�Ü%¡K¢'ªQ­{¢ È ¦�ªQ£¤£z´�ªuÁ�£¤¢��{§µ¶²¢ È ¦�¢�ª%±µ§²¶²� È ¢�¶�Ì0§u¦�¯B�d�aª`ÊH¹
Í²®a©U¡-ªQ­r�rÎFªQ£¤¯u§³­r�z�r©�± ªu��»v§³£z£¤§`¡��	Ø È ­a�s��§Q»�ªQ£¤£Q¡/¢�¯u¢	¦�¢	­aª`�r¢�Æ)§³¦B�r¢KÇ/ªQ­{£¤§/«�ª`�r©��

Xt0 , X
θ
t1 , . . . ,

Xθ
tM

ª³®	®	§u­a¶²�z¦�¯��r§×¼ZÚ � ½�ªu¦�¶$�{©�¢	¦×¡K¢%º��r¢��{©�¢	± �{§#�r§u£¤Àu¢��{©�¢�ªQ«�«�­r§MÃ²�¤±¨ªQ�r¢�¶)¶²´U¦�ªQ±¨� ®
«�­{§u¯³­{ªu±¨±µ�¤¦�¯)«�­{§uÁ�£z¢�±¨�#¼ZÚ³½ Ò ¼��³½�¡1©��¸�{©Ù«�ªM´³§QÊ »vº�¦�®��r�¤§u¦��

fθ(ti, X
θ
ti
)
.
= Lθ

i f(ti, X
θ
ti
)�¤¦��s�r¢�ª³¶�§u»

f(ti, Xti)
�

��¦�¶²¢	­1§³º�­-©U´B«H§Q�{©�¢��r� �
fθ ∈ L2 ªu¦�¶�¡K¢/údº��s��¦�¢	¢�¶+�{§��s¢	�1ª%»v¢�¡Å�r¢�®a©�¦�� ®	ªu£f©B´U«H§Q�{¢��r�¤�/�{§

«�­{§`Àu¢��r©�¢'»v§³£z£¤§`¡1�¤¦�¯µ�r©�¢�§u­{¢	±��	Ø
�,+�
�-.��
�/�
09���9 �  &á $ �8�,�
�BC��,#-!.� (

ek(Xtj )
)

k≥1

âD��ánßQánäQåFâ�#×á $ � �mà�ä�!.�
L2

j

 �ß$'
j = 1

ánß

M
á $ �,# ∀ θ ∈ R

d K
Uθ,m

0 −−−−→
m→∞

Uθ
0 ≡ U0.

�,+�
�-.��
�/�
09 �f9*7 �	á
P(αj · e(Xtj ) = Ztj ) = 0

 �ß$'
j = 1, . . . ,M

28"<$ �(#  �ß&'�ä`åWå
θ ∈ R

d

ä$#<;� �ß$'�ä`åWå
m ∈ N

Uθ,m,N
0

a.s.−−−−→
N→∞

Uθ,m
0 .

�,+�
�-.��
�/�
|9 �09�� � ��C²ã ��á $ �  �ß`åWåzß$��â�#�) $ 3{à�ßQá $ ���3âD�
¼ ��Úu½��0ß$'$äQåWå

θ ∈ R
d ä&#<;8 �ß$' j = 1

áOß
M K á $ �,'1� �14³âD�3áJ�#ä�#-�	â ) $ 9 ß C�' $ ß�ß�; V θ

j

ßL 
αθ

j K ηθ
j > 0

ä&#<;
kθ

j > 0
��C�! $ á $ ä`á< �ß&'

aj ∈ V θ
j

ä$#<;G �ß&'
ε ∈ [0, ηθ

j ] K

E

[

(

1 +

M
∑

i=1

|fθ(ti, X
θ
ti
)| +

M−1
∑

i=1

|ek(Xθ
ti
)|
)

·
(

1 +

M−1
∑

i=1

|ek(Xθ
ti
)|
)

·

·I{|fθ(tj ,Xθ
tj

)−aj ·ek(Xθ
tj

)|<ε|ek(Xθ
tj

)|}

]

≤ εkθ
j .

¼ ��Ü³½��0ß$'
j = 1

áOß
M
ä&#�; ∀ θ ∈ R

d K fθ(tj , X
θ
tj

)
ä&#<;

e(Xθ
ti
)
ä&'1�$â�#

Lp  �ß&')ä`åWå
1 ≤ p < +∞.¼ ��æB½��0ß$'

j = 1, . . . ,M − 1
ä$#<; ∀ θ ∈ R

d K E[fθ(τm
j , Xθ

τm
j

)]
ä&#�;

E[fθ(τm
j , Xθ

τm
j

)·
·e(Xθ

j−1)]
á $ ß C�) $ áKäI�  'C�#-!	áZâ>ß$#Dß  

α
ä&'1�%ß  !�å¤äI�'� C1 â�#Dä #-�	â ) $ 9 ß C�' $ ß�ß�;�ß  α 2



2�� �������	��

���	�������

"�$ �,#
1√
N

N
∑

n=1

(

fθ(τm,N,n
j , X

θ,(n)

τm,N,n
j

) − Efθ(τm
j , Xθ

τm
j

)

)

!aß&# %��,'�)���� ���aä �Qå 3+áOß+ä %1ä C��'�aâ>ä$#�'{ä&#<;³ß`ã %Mä$'3â>ä 9 å ��äI� N )Bß �B��ánß+â�#�:�#�âWá*3 2
� '{ß�ßL 2�Ó ©�¢�§u­{¢	±��)æ �z�³Ò æ � Ú Ò æ � ÜêªQ­{¢�§u¦�£¤´6®	§u­{§u£¤£¤ªu­r�¤¢��$§u»¨�r©�¢�§u­{¢	±���Ü �z�³Ò Ü � Ú Ò æ � Ú §Q»
ÏiÇ/Ì ¾ ÐBÚ Ñn� �O¦#«�ªQ­r�r� ®�º�£ ªQ­/�r©�¢ È ­{�s�1§u¦�¢'� �1Á�ª³�s¢�¶�§³¦��{©�¢'»>ªu®��1�r©�ªQ�

E[fθ(τm
j , Xθ

τm
j

)|Ftj ]
L2

−−−−→
m→∞

E[fθ(τj , X
θ
τj

)|Ftj ] j = 1, . . . ,M ,

�{©�¢&�s¢�®�§³¦�¶+­{¢��s�{�-§³¦��{©�¢&ªQ£¤±¨§³�s�-�rº�­{¢�®�§u¦UÀ³¢	­{¯u¢	¦�®�¢

1

N

N
∑

n=1

fθ(τm,N,n
j , X

θ,(n)

τm,N,n
j

)
a.s.−−−−→

N→∞
Efθ(τm

j , Xθ
τm

j
)

¡1©�� ®a©)©�§³£¤¶���»v§u­�ªQ£¤£0¢�Ã�®	¢	­a®�� �s¢'�{�z±¨¢
j
ªQ¦�¶#�r©�¢��r©��¤­{¶$� ���¤¦�¶²¢�¢�¶$�{©�¢�­{¢��rº�£z��§Q»�ª+®	§u±¨«�£¤�¸¹

®�ª`�r¢�¶�ªu¦�¶��r¢�®a©�¦��¤®�ªQ£f«�­{§U§Q» �

°/���{©��¤��«�§³�z¦B�¬§u»�¶²� �{®�º��{�s�¤§u¦�ª�¿Bº�¢��d�{�z§³¦¨ªu­r� �r¢���Ø��¸»f¡/¢�®	ªu¦�¦�§Q��ªu«�«�£¤´%�s�{ªQ¦�¶�ªQ­a¶¨ÆDÇ�¢��d¹
�{�z±�ª`�{�z§³¦µ�r©�¢�§u­{´&�r§

1/N
∑N

n=1 Z
θ,(n)

τm,N,n
1

Ò �{©�¢	¦�©�§`¡ ®	§uº�£ ¶µ¡K¢�¿Bº�ªu¦³�{�¸»v´��r©�¢�®�§u¦UÀ³¢	­{¯u¢	¦�®�¢
­aª`�{¢��¤¦Â§u­a¶²¢	­��r§�Àu¢�­r�z»v´$¡1©�¢��{©�¢	­�§uº�­'¶²­{�¸»W�r¹m±¨§²¶²� È ¢�¶DªQ£¤¯u§³­r�z�r©�± �¤¦�®�­{¢�ª³�s¢���«�­{¢�®	�¤�r�¤§u¦)§u­
¦�§u� �
Ì0¢��Fº��0£¤§U§u¥&®�ªQ­{¢�»vº�£¤£z´�ªQ�0�r©�¢	§u­{¢	±�æ � Ü�Øf�¸���s�{ªQ�r¢��0�r©�ª`�F�¸»�¡/¢/�z¦B�r­{§²¶²º�®	¢Kª�­{ªu¦�¶²§u±ÕÀ`ªQ­{� ªQÁ�£¤¢

Y θ,N .
=

1

N

N
∑

n=1

Z
θ,(n)

τm,N,n
1

,

�{©�¢	¦)¡1©�¢�¦
N � 1

Ò �r©�¢%£¤ªM¡6§Q»
Y θ,N ¡1�¤£z£|Á�¢#¼>ªQ«�«�­r§MÃ²�¤±�ª`�r�¤Àu¢�£z´�½K¯³ªuº��{�s� ªQ¦$¡1�z�r©Â±¨¢�ªu¦

EZθ
τm
1

ªu¦�¶#À`ªQ­{�¤ªu¦�®�¢
AN (θ)/N

� °����s�r­{¢��{�s¢�¶�ÁH¢�»v§³­r¢ Ò
AN (θ)

�¤� ��4 � 4�-
	#4Éªu¦�¶$®	ªu¦�¦�§Q�
ÁH¢&¢	±¨«��¤­{�¤®�ªQ£¤£z´�¢��s�r�¤±¨ªQ�r¢�¶$ÁB´�±¨¢�ªQ¦��1§Q»F�r©�¢

Z
θ,(n)

τm,N,n
1

�
��Á�¢�®	ªQº��s¢��{©�¢	´$ªQ­{¢'¦�§Q���z¦�¶�¢	«H¢	¦²¹

¶²¢�¦B� �

 ¦�¢�«�§B�r�r�zÁ�£z¢+¡-ªM´Â�{§�¿Bº�ªQ¦B�{�¸»v´

AN (θ)
�¤�&�r§��{ªQ±¨«�£¤¢

N · N ′ �¤¦�¶²¢	«H¢	¦�¶²¢	¦B�%«�ª`�r©��%ªu¦�¶
�{§�¯³­r§³º�«&�{©�¢	± �z¦

N ′ !	å C��3á �,''�K§u» N «�ª`�{©��F¢�ª³®a© � ù×¢/�r©�¢�¦¨ªu«�«�£¤´&Ìf¹dÍ�ªu£z¯³§u­{�¸�{©�±Õ�r§�¢�ª³®a©®	£zº��s�r¢�­�§uÁ��{ªQ�¤¦��¤¦�¯
N ′ �¤¦�¶²¢�«�¢�¦�¶²¢�¦³�4ªQ¦�¶�� ¶²¢	¦B�r� ®	ªu£z£¤´�¶��¤�s�r­{�zÁ�º²�r¢�¶��rªu±µ«�£z¢�� {Y θ,N

n′ }n′=1,...,N ′�{§1¡1©��¤®a©8�3áOä&#<;³ä&' ; � ß&#�á � > ä&'3å¤ß�á $ �{ß$' 3�ªu«�«�£¤�z¢��	ÞM©�¢�¦�®�¢F�{©�¢�¢	±¨«��¤­{�¤®�ªQ£`À`ªQ­{�¤ªu¦�®�¢ VareY θ,N

®�ªQ¦�ÁH¢�®�§³¦��s� ¶²¢�­r¢�¶�ªu�-ª%¯u§U§²¶+±¨¢�ª³�sº�­r¢�§Q»|�r©�¢'­aª`�r¢�§Q»4®�§u¦UÀ³¢	­{¯u¢	¦�®�¢�§u» 1
N ′

∑N ′

n′=1 Y
θ,N
(n′)

�
�O¦D«�ªQ­r�r� ®�º�£ ªQ­ Ò ¡K¢%©�ªMÀu¢

AN (θ) = N · VarY θ,N ≈ N · VareY θ,N Ò ªu¦�¶)�{©�ªQ¦�¥²���r§��r©��¤�
«�­{§²®�¢�¶²º�­{¢&¡K¢¨®	ªu¦�¦�§`¡�¢��d�{�z±�ªQ�r¢%�r©�¢¨�s«H¢	¢�¶Â§u»K®�§³¦BÀ³¢	­{¯u¢�¦�®�¢&§u»��r©�¢�ªu£z¯³§u­{�¸�{©�± � 
 ÁUÀU�z¹
§³º��s£¤´ Ò �{©�� �/�r¢�®a©�¦��¤¿Bº�¢�� �1�r£z§`¡ Á�¢�®	ªQº��s¢ Ò �z¦$§u­a¶²¢�­K�{§�©�ªMÀu¢�¯u§U§²¶#ªu®	®	º�­aªu®�´ Ò Á�§u�r©

N ′ ªu¦�¶
N
±%º��d��Á�¢%£¤ªu­r¯³¢ � ��§`¡/¢	À³¢	­ Ò ªu��¡K¢%ªQ­{¢ È ­{�s�r£¤´$�z¦B�{¢	­{¢��s�r¢�¶$�¤¦)�{¢��s�r�¤¦�¯��r©�¢%ªQ£¤¯u§³­r�z�r©�±è�¤¦

§³­{¶²¢�­F�r§��r¢	¢1¡1©�¢��r©�¢	­
VareY θ,N «�­r¢��s¢�¦B�{��ª'±¨�¤¦��z±%º�± §u­�¦�§Q� Ò �r©�� �¬¶�§B¢���¦�§u�¬®�§³¦��d�{�¸�{º²�r¢

ªµ«�­{§uÁ�£¤¢	± �

é ���µ��ø�í��f�v��ñ|÷#�fí�ð	��÷��fð
�O¦×�r©�� ���r¢�®3�{�z§³¦D¡/¢¨¡1�z£¤£�¯u�¤Àu¢�¶²¢	�{ªu�z£ ��ªQÁH§uº²��¦Uº�±¨¢	­{� ®	ªQ£F­{¢��rº�£z�{��ªQ¦�¶�¡/¢¨¡1�z£¤£�¶²� �r®	º��r�
ªu«�«�£¤�¤®�ªQÁ��¤£z�z�d´Â§u»K�{©�¢��z¦B�{­r§²¶²º�®	¢�¶ ªQ£¤¯u§³­r�z�r©�± Ò ¡1©��¤®a©×¡-ªu���r¢��d�{¢�¶ �¤¦×�r©�¢+�r«�¢�®�� ªQ£¬®�ªu�r¢¨§Q»
ªu¦D°�±¨¢�­r� ®	ªu¦D«�º��'Á�ªu�r¥u¢���§³«²�r�¤§u¦D¡1�¸�{©

t0 = 0
Ò ±�ª`�{º�­{�¸�d´

T = 1
´u¢�ªQ­�ªQ¦�¶Dªu¦DªQ¦�¦Bº�ªQ£
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2

�¤¦B�r¢	­{¢��s�&­aª`�r¢�§u» � Ð�� � Ö��¤Àu¢	¦Éª
D
¹n¶²�¤±¨¢	¦��r�¤§u¦�ªu£¬ªu�{�s¢	�&±¨§U¶�¢	£ Ò ª��d�{­r�¤¥u¢

K > 0
ªQ¦�¶�ª

¡/¢	�¤¯u©B�1ªQ­{­{ªM´
w ∈ [0, 1]D

�sº�®a©��r©�ª`� ∑D
i=1 wi = 1

�r©�¢�Á�ªu�r¥u¢��1«�º���«�­r� ®�¢'� �

¼ZÜ � ½
Ztj = f(tj , Xtj )

.
= max(K −

D
∑

i=1

wiX
i
tj
, 0).

�O¦#§u­a¶²¢	­-�{§��s�¤±¨«�£z�z»v´�®�ªQ£ ®�º�£¤º��-¡/¢�®a©�§³�r¢�ªQ¦#º�¦�®�§³­r­{¢	£ ª`�{¢�¶�±µ§²¶²¢�£0�rº�®a©��{©�ª`�

¼ZÜ³Úu½










d = D

wi = 1/D i = 1, . . . , d

σ = σ̃Idxd, σ̃ = 0.2
Ì0¢��'º����s�r­{¢��{���r©�ªQ��ä�à '3â>ß&'3â1�{©�¢�®a©�§u� ®�¢%§Q»¬®�§³­r­{¢	£ ª`�{¢�¶$§³­�º�¦�®�§u­{­{¢	£ ª`�r¢�¶Âªu�{�r¢��{��¡1�z£¤£�¦�§u�
ªQÊH¢�®3���{©�¢�«�­{¢��r¢	¦�®	¢1§Q»0ª'±¨�¤¦��z±%º�± Ò Á�º²�¬§³¦�£z´µ�z�{��£¤§²®	ªQ�r�¤§u¦ � °1®3�{º�ªQ£¤£z´ Ò �z»f»v§u­Kª�«�ªQ­r�r� ®�º�£¤ªu­
i
¡/¢�®a©�§B�s¢'ª&¡/¢	�¤¯u©B�

wi >> wj , j 6= i
Ò �r©�¢�¦+�r©�¢�Á�ªu�r¥u¢��/§u«²�{�z§³¦�«�­{� ®�¢�¡K§³º�£¤¶�­r§³º�¯u©�£z´

ÁH¢	©�ªMÀ³¢�ªu�
max(K − wiXti , 0)

ªu¦�¶�¡/¢�¡/§uº�£ ¶�¢	Ã²«�¢�®3�%®a©�ªu¦�¯u¢���§Q»1¶²­r�z»W�&§u¦×�{©�¢�§Q�{©�¢	­
d− 1

®�§u±¨«H§u¦�¢�¦B�{�-¦�§u�1�r§¨Á�¢�­{¢	£¤¢	À`ªu¦³�-»v§³­1ÀMªu­r� ªQ¦�®�¢'­r¢�¶²º�®��r�¤§u¦ �

Ó ©�� �µ�s¢�®3�r�¤§u¦Ù�¤�µ¶²�¤ÀB� ¶²¢�¶��z¦ ÚÂ�rº�Á��r¢�®��r�¤§u¦���Ø��z¦É�r©�¢ È ­a�d�µ§u¦�¢�¡K¢�«�­r¢��s¢�¦B��À`ªQ­{�¤ªu¦�®�¢+­{¢�¹
¶²º�®3�r�¤§u¦�­r¢��sº�£z�{�K§uÁ��{ªQ�¤¦�¢�¶�¡1�¸�{©�¶²�zÊ�¢	­{¢	¦B�/®a©�§³�¤®	¢��¬§Q»0Á�ª³�s¥³¢��K¶��z±¨¢	¦��s�¤§u¦ Ò �s�r­{�z¥³¢�ªQ¦�¶+�s«H§Q�
À³¢�®3�{§u­ Ò ¢	±¨«�©�ªu�r�zÎ��z¦�¯¨�{©�ª`� Ò ÁH¢�®�ªQº��r¢&§Q»��r§u±¨¢&º�¦�ªMÀ³§u� ¶�ªQÁ�£z¢'¦Uº�±¨¢	­{�¤®�ªQ£�¢	ÊH¢�®3�a� Ò �s§³±µ¢�­{¢�¹
�s�r­{�¤®��r�¤§u¦����r§��r©�¢¨ªu«�«�£¤�¤®�ªQÁ��¤£¤�¸�d´)§u»¬§uº�­��{¢�®a©�¦�� ¿Bº�¢µ¢�Ã²�¤�s� � �O¦��{©�¢µ�r¢�®	§u¦�¶D�sº�Á��s¢�®3�{�z§³¦�¡/¢
¡1�¤£z£f¯³�zÀ³¢��s§³±µ¢'­{º�£¤¢��-§Q»|�r©Uº�±%Á#§³¦$©�§`¡Å�{§µ£¤§²®	ªQ�r¢��r©�¢�­{¢�¿Bº�¢��d�{¢�¶�±¨�z¦��¤±�º�± �

°�£z£4�s�¤±�º�£ ª`�{�z§³¦��-¡/¢	­{¢�«�¢�­s»v§³­r±¨¢�¶$ª³®	®�§³­{¶��z¦�¯µ�{§¨�r©�¢&«�­r§²®�¢�¶²º�­{¢��z£¤£¤º��d�{­{ªQ�r¢�¶��¤¦Â�r¢�®3�{�z§³¦$æ
¡1�z�r©

80
®�£¤º��s�r¢	­a�-§Q»

2000
ÆDÇê®	ªu£z£ �-¢�ª³®a© �

é �z�³� �?3 ��2@3.4�� 
 ��
 � ��� ��2@-<4 ��
����������u9 Ó ©�¢&­{¢�ªu�r§u¦�»v§u­�¡1©��¤®a©)¡/¢��¤¦³�{­r§²¶²º�®�¢�¶)ª�¶�­r�z»W�r¢�¶
±¨§²¶²¢	£B¡-ªu�f�{§��¤¦�®	­r¢�ªu�r¢��r©�¢K«�­{¢�®�� �r�z§³¦&§Q»²�{©�¢/ªu£z¯³§u­{�¸�{©�±$Þ`®�§u¦��s¢�¿³º�¢	¦B�r£¤´ Ò �¤¦�§u­a¶²¢�­��r§�¿Bº�ªQ¦²¹
�{�¸»v´$�{©�¢%¯BªQ�¤¦Â¡/¢%±�ªM´$©�ªMÀu¢�§uÁ²�aªQ�¤¦�¢�¶ Ò ¡/¢�±%º��s�'®a©�§U§B�s¢��d¡/§�ÁH¢	¦�®a©�±�ªQ­{¥U���r§$®�§³±¨«�ªQ­{¢
§³º�­'­r¢��sº�£z�{��Ø�§u¦�¢%»v§³­'�r©�¢�«�­r� ®�¢¨�z�{�r¢	£z»-ªu¦�¶�§³¦�¢¨»v§u­&ÆÂ§u¦B�r¢�Ç/ªQ­{£¤§�À`ªQ­{� ªQ¦�®	¢ ��Ó ©�¢¨±¨§u­{¢
¦�ªQ�rº�­aªQ£²®a©�§³�¤®	¢ Ò �aªQ¥U�z¦�¯��¤¦B�r§'ªu®	®	§uº�¦B�F¡1©�ª`���{ªQ� ¶&�¤¦µ�r¢�®��r�¤§u¦µæ Ò � �4�r§�®�§³¦��r�¤¶²¢�­4ª³�4­r¢	»v¢	­{¢	¦�®	¢
�{©�¢�¢��d�{�z±�ª`�{¢�¶�«�ªQ�¤­µ¼>«�­{�¤®	¢ Ò À`ªQ­{�¤ªu¦�®�¢M½

(U0,m,N
0 ,VareY 0,N )

§Q»��{©�¢%§³­r�¤¯u�¤¦�ªu£0±¨§²¶²¢	£ Ò � � ¢ �
¡1©�¢�¦

θ ≡ 0
�

ù×¢µ®�ªQ¦)�{©Uº����s�{ªu­s��£z� �s�r�¤¦�¯�¦Uº�±¨¢�­r� ®	ªu£0­{¢��rº�£¸�a��ÁU´Â®	§u¦��r�¤¶�¢	­{�z¦�¯�ªQ¦Âº�¦��¤¶²�¤±¨¢	¦��r�¤§u¦�ªu£4®�ªu�r¢
ªu¦�¶�«�£z§u�s�r�¤¦�¯��¤¦ È ¯uº�­{¢ � �{©�¢�«�­{�¤®	¢'­{ªQ�r�¤§

Uθ,m,N
0 /Ub

ªu¦�¶��r©�¢ !aß&# %��,'�)��(# !.� 'räQá �&­{ªQ�r�¤§

¼ZÜuÜ³½ R(θ)
.
=

√

VareY θ,N

VareY 0,N
.

�O¦#�r©��¤� È ­{�s��¢	Ã²ªu±¨«�£z¢ Ò �¤¦)§u­a¶²¢	­-�{§��s©�§`¡ê�{©�ª`��§³º�­�¶�ªQ�{ª È ��¡K¢�£z£�£¤�z�r¢	­aª`�{º�­{¢ Ò ¡/¢&º��r¢�¶$ªu�
ÁH¢	¦�®a©�±¨ªu­r¥¨»v§³­/�r©�¢'«�­{�¤®	¢

Ub
Ò «�­r� ®�¢�§uÁ²�aªQ�¤¦�¢�¶��r©�­r§³º�¯u©#ª Ó ­r¢�¢�±¨¢	�r©�§²¶�±¨ªQ�{®a©��¤¦�¯%�r©��¤­a¶

±¨§u±¨¢�¦³� � �
ùD¢)®�ªQ¦É�{©Uº��µ¦�§Q�{�¤®	¢��{©�ª`�¨�r©�¢	­{¢�� �µ±µ�¤¦��¤±�º�± £z§²®	ªQ�r¢�¶É±¨§u­{¢�§³­%£¤¢��{�¨ª`�

θ∗ ≈ −2.4¡1©�� ®a© ¯u�¤Àu¢���ª ­{ªQ�r�¤§ R(θ∗) ≈ 0.1419
ªQ¦�¶ ª�®	§u­{­r¢�®3��À`ªQ£¤º�¢$»v§u­+«�­r� ®�¢ � �O¦Åªu¶�¶��¸�{�z§³¦ Ò

�{©�¢	­{¢�¢	ÃU� �s�{��ª #�ä&' 'rß$��¦�¢	�¤¯u©UÁH§uº�­{©�§U§²¶)§Q»
θ∗
¼ZªQ«�«�­r§MÃ²�¤±¨ªQ�r�¤Àu¢�£z´

[−3,−1.9]
½-§u¦D¡1©��¤®a©

À`ªQ­{� ªQ¦�®	¢&­{ªQ�r�¤§+� ��¥³¢	«²��º�¦�¶²¢�­��{©�¢��{©�­{¢��r©�§u£ ¶$§Q»
0.2
ªu¦�¶Âª�£¤ªu­r¯³¢	­��¤¦B�r¢	­{À`ªQ£

[−3.5,−0.8]§³¦�¡1©�� ®a© R(θ) . 0.4
�%Ó ©��¤�'� ��­r¢�±�ªQ­{¥MªuÁ�£¤¢�ÁH¢�®	ªuº��r¢%�z��±µ¢�ªQ¦����{©�ª`��§uº�­�«�­r§²®�¢�¶²º�­{¢%� �

)Bß�ß�;D»v§u­��z��� ��­{¢	£¤�¤ªuÁ�£z¢+ªu¦�¶×£z¢�ªu¶����{§Âª$À`ªQ­{�¤ªu¦�®�¢¨­{¢�¶²º�®��r�¤§u¦ §Q»-±¨§u­{¢¨�r©�ªu¦�ª#»>ªu®3�{§u­�Ú³é
� ��b|lM\mbdk�_�cZg3l�XZ[]VMbFgayUGH;0)�=��{<v;4E�<WA)\mgay¸XWe�_ac>b��/�>ÿ
	/~z����<WV�yzg3c>t�_{Xm[]g3V�_apQg3l�X�XZYMb4^�cZ[]jd[]VMx¬\mgay¸XWe�_ac>b

)�c>bdt1[i_Kjs_aV�pQbFyzg3lMVMk'_{X�����
�
��������������
��������������� ���"!��#�%$&���%�'���)(��



2 � �������	��

���	�������

¡1�z�r©Â­{¢��r«H¢�®3���r§��r©�¢¨®	ª³�s¢
θ = 0

��Ó ©�� ���z±¨«�£¤�z¢����{©�ª`� Ò �¸»¬¡/¢�¡/¢	­{¢&�¤¦��r§u±¨¢�¡-ªM´#ªuÁ�£¤¢&�r§
à '1�';`â !	áK�{©�¢�£¤§U®�ª`�{�z§³¦�§u»|±¨�z¦��z±%º�± Ò ¡K¢&®	§uº�£ ¶�©�ªMÀu¢�­r¢�ªQ£¤£z´�«�¢�­s»v§³­r±¨�¤¦�¯�®	ªQ£ ®�º�£zº�� �
�O¦ È ¯uº�­{¢���Ú�ªQ¦�¶�ÜÂ¡K¢#�s©�§`¡ ­{¢��rº�£z�{�&§³Á²�{ªu�z¦�¢�¶ �¤¦��r©�¢#®	ª³�s¢+§u»�ª�ÚM¹O¶²�¤±¨¢	¦��r�z§³¦�ªQ£Kªu�{�s¢	�
¡1�z�r©)�s�r­{�z¥³¢

K = 90
Á�º²��¡1©�¢�¦)¡K¢&®	§u¦��r� ¶²¢	­1­{¢��r«�¢�®3�{�zÀ³¢	£¤´�ª��s´U±¨±¨¢��{­r� ®	ªu£¬¼

X1
0 = X2

0 =
100
½'ªu¦�¶ ªQ¦Éªu�r´U±¨±µ¢	�r­{�¤®�ªQ£�¼

X1
0 = 105, X2

0 = 70
½'�s«H§Q�%ª³�r�r¢�� � �O¦ �r©�¢��r´U±¨±µ¢	�r­{�¤®�ªQ£

®�ªu�r¢ Ò §u¦�¢)¡/§uº�£¤¶ ¢	ÃU«H¢�®��+�r§Ù©�ªMÀu¢Âª�±¨�¤¦��¤±�º�± ¡1�z�r©
θ∗1 ∼ θ∗2

¼>­r¢�±¨¢	±�ÁH¢	­�¡K¢D®a©�§³�r¢
�r´U±µ±¨¢	�r­{�¤®�ªQ£1¡/¢	�¤¯u©B�{�¨�{§U§B½3Þ��r©�� �+­{¢	À³¢�ªu£z¢�¶É�{§�Á�¢Â¢	Ã�ªu®3�{£z´Ù�r©�¢D®	ªu�r¢)ªu��¡/¢$»v§uº�¦�¶ �r©�¢
¢��d�{�z±�ª`�{¢�¶)±¨�¤¦��¤±�º�± ªQ�

θ∗ ≈ (−1.6,−1.6)
¡1�z�r©×ª�®	§u­{­r¢��s«H§u¦�¶��z¦�¯�±¨¢�ªQ¦��{¿Bº�ªQ­{¢&­aª`�r�¤§

§u»
0.1533

�

 ¦)�{©�¢¨§Q�{©�¢	­�©�ªQ¦�¶ Ò �z¦��r©�¢¨ªu�r´U±¨±µ¢	�r­{�¤®�ªQ£F®	ª³�s¢ Ò ª³���r©�§`¡1¦ÂÁU´$�{©�¢��d¡/§�«�­r§uúd¢�®3�{�z§³¦���§Q»
È ¯³º�­{¢�Ü Ò ¡K¢ È ¦�¶

θ∗ ≈ (−1.48,−1.08)
Ò � � ¢ � £¤§²®	ª`�{�z§³¦�� ��ª³�s´U±¨±¨¢��r­{� ®	ªQ£ Ò �r§U§ �

û4�z¦�ªQ£¤£z´ Ò ¡K¢�«�¢�­s»v§³­r±¨¢�¶Ù�s�¤±�º�£ ª`�{�z§³¦��&¡1�z�r©
D > 2

È ¦�¶²�¤¦�¯D�r�z±¨�¤£¤ªu­�­{¢��rº�£z�{� � °��¨ªu¦
¢	ÃU¢�±¨«�£z¢1¡/¢1­{¢	«H§u­r�F�¤¦µ�{ªuÁ�£z¢ � �{©�¢�­aª`�{�z§B�

Uθ,m,N
0 /U0,m,N

0

ªQ¦�¶ R(θ)
§uÁ²�aªQ�¤¦�¢�¶�»v§u­K�s§³±µ¢

À`ªQ£¤º�¢��-§Q»
θ
�¤¦)ª%¦�¢	�¤¯u©UÁ�§³º�­{©�§U§U¶�§Q»|�r©�¢�±¨�¤¦��¤±�º�±Ý�z¦#�r©�¢&®	ªu�r¢

D = 5
�

é �z�³�z�³� /0�{äQå0!aß&# %��,'�)��(# !5�×ß  $á $ � äQå )³ß$'3âWá $ ã�� ä 'rä&#6)+�  �ß&'
θ
2�Ó ©�¢�­r¢�ªu¶²¢�­+®�§uº�£¤¶ ©�ªMÀ³¢

¦�§u�r� ®�¢�¶��{©�ª`�%�z¦Éªu£z£��{©�¢+«�­{¢��r¢	¦B�{¢�¶×«�� ®3�rº�­r¢���¡K¢�«�£z§u�s�r¢�¶�ªÉ¼v­{¢	£ ª`�{�zÀ³¢	£¤´�½�¦�ªQ­{­r§`¡ ­r¢�¯u�¤§u¦
ªu­r§³º�¦�¶��r©�¢�¢��d�{�z±�ª`�{¢�¶×±¨�z¦��z±%º�± §³Á²�{ªu�z¦��z¦�¯$¦�� ®�¢ È ¯uº�­{¢�� � �n»1¡K¢+¶²� ¶×¦�§Q�&«�£z§u�&­r¢��sº�£z�{�
§³¦Dª�£¤ªu­r¯³¢	­�­{ªu¦�¯u¢%§Q»¬À`ªQ­{� ª`�r�¤§u¦�»v§u­

θ
Ò �z��¡/ª³��¦�§Q�'»v§u­'«�­{§u«�ªu¯³ªu¦�¶�ª�­{¢�ª³�s§³¦�� � °1®��rº�ªu£z£¤´ Ò

¢�Àu¢	¦ �z»-»v­r§³± ª#�r©�¢	§u­{¢��{�¤®�ªQ£�«H§u�¤¦B��§Q»-ÀU�z¢�¡ Ò §³¦�®�¢�±¨§²¶²¢	£
�
��«�ªQ­aªQ±¨¢	�r¢	­a��ªQ­{¢ È Ã²¢�¶ Ò ¢�ª³®a©

¢��d�{�z±�ª`�{§u­-®�§³¦��d�{­rº�®3�r¢�¶+ªu®�®�§³­{¶²�¤¦�¯��r§¨�s¢�®3�r�¤§u¦�æ�� �/¢�Ã²«�¢�®3�{¢�¶��r§µ­r¢	�rº�­{¦+�{©�¢��{ªQ±¨¢�§u«²�{�z§³¦

 0.2

 0.4

 0.6

 0.8

 1

 1.2

-4.5 -4 -3.5 -3 -2.5 -2 -1.5 -1 -0.5  0

ra
tio

theta

K=80,s=100,sigma=0.2

price ratio
mean square ratio

� �vï0���fí�� �
Uθ,m,N

0 /Ub
ªQ¦�¶ R(θ)

�¤¦��{©�¢�º�¦��¤¶²�¤±¨¢	¦��r�¤§u¦�ªu£�®	ª³�s¢ � 
 ¦�£z´
­r¢�¯u�¤§u¦#¡1�¸�{©

Uθ,m,N
0 ≈ Ub

ªu¦�¶ R(θ) . 1.3
� �-«�£¤§Q�r�r¢�¶ �
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«�­{� ®�¢ Ò »v­r§³±Ýª�¦Uº�±¨¢�­r� ®	ªu£�«�§³�z¦B��§u»�ÀB�¤¢	¡6�{©��z¦�¯³��ªu­r¢�±¨§³­r¢&¶²¢�£z� ®	ªQ�r¢ � Ì0¢���º��1�{ªu¥u¢�ª¨£¤§U§u¥
ªQ� È ¯³º�­{¢�æQ¹m�r§³«�¡1©�¢�­r¢%¡K¢µ­{¢	«H§u­r��­{¢��rº�£¸�a��§uÁ²�aªQ�¤¦�¢�¶��z¦��r©�¢¨º�¦�� ¶²�¤±¨¢	¦��r�z§³¦�ªQ£�®�ªu�r¢�¡1©�¢�¦
θ ∈ [−14, 8]

ÞQ¡/¢1¡K§³º�£ ¶%ÁH¢��¤¦�¶²º�®	¢�¶%�r§&�s�{ªQ�r¢-�{©�ª`� Ò ¢	Ã²®	¢	«²��»v§³­�ª'­r¢�¯u�¤§u¦µ¡1©�¢	­{¢1§uº�­�¶�ª`�{ª³�
È ��¡1�z�r©$£¤�¸�{¢	­aª`�{º�­r¢'ÁH¢	¦�®a©�±¨ªu­r¥²� � Ò «�­{� ®�¢��1ªu­r¢��r¢	¦��r�¤Á�£z¢��{§¨�r©�¢&®a©�§³�¤®	¢'§Q»

θ
ªu¦�¶��r©�¢�§u­{´+�¤�

¦�§u�1Àu¢	­{� È ¢�¶�ÁU´+«�­aªu®3�{�¤®	¢ �

� �0bdcZb¬_ax�_a[]V�e�b�jsg3V�\m[]kMbdc0)�c>bst1[i_�� \f^�cZ[]jdb¬_a\�cZbOyzbsc>bdVMjdb3�

K=90,s=100,sigma=0.2

-3-2.5-2-1.5-1

thetaX

-3
-2.5

-2
-1.5

-1
thetaY

 0.1

 0.15

 0.2

 0.25

 0.3

 0.35

 0.4

 0.45

mean square ratio

� �vï|���fí�� � R(θ)
»v§u­�ª¨�r´U±µ±¨¢	�r­{�¤®�ªQ£fÁ�� ¶²�¤±µ¢�¦��r�z§³¦�ªQ£�®�ªu�r¢ �

θ1 θ2 θ3 θ4 θ5 Uθ,m,N
0 /Uθ,m,N

0 R(θ)

¹dÚ ¹dÚ ¹dÚ ¹OÚ ¹dÚ Ð � �+� � � ��� �³� Ð+� �QÜ �
· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·¹ � ¹ � ¹ �u� é ¹nÐ � é ¹OÐ � é �u� Ð � Ðuæ � Ð � æ³æ³Ü��Bé �
¹ � ¹ � ¹ � ¹nÐ � é ¹OÐ � é �u� Ð � � � � Ð � ÜuæBé$�+�uÜ
¹ � ¹ � ¹ � ¹ � ¹ �u� é Ð � � �uÜ+�³Ú � Ð � Ú � �³é �QÚ
¹ � ¹ � ¹ � ¹ � ¹ � �u� Ð � Ð³Ü�� ��9 ������� � �
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Ò ¦�ªQ±¨¢	£¤´��r©�¢�Ö��z­a�{ªQ¦�§`À�»>ªu®3�{§u­�ªQ¦�¶$�{©�¢�«�º²��Á�ªu�r¥u¢���«�ªM´u§uÊ Ò �¸�'�¤�

«H§³�{�s�¤Á�£¤¢¨�r©�ªQ��§u¦�¢�ªQ±¨§u¦�¯$�r©�¢�± «�­{¢��r¢	¦B�a�&ªQ¦êä$#Hß`ã�ä`å¤ß�C���ÁH¢	©�ªMÀU�¤§uº�­'»v§³­%�r§u±¨¢�À`ªQ£¤º�¢��
§u»
θ
� Ì0¢��&º�� È Ã

D = 1
ªu¦�¶�£¤¢��&º����s¢�«�ªQ­aª`�{¢��d¡/§)®	ªu�r¢���Ø

θ � 1
ªQ¦�¶

θ � −1
� °��

θ­{¢	«�­{¢��r¢	¦B�a���r©�¢#¶²­r�z»W� Ò £ ªQ­{¯u¢¨«H§³�r�¸�{�zÀ³¢+À`ªQ£¤º�¢���¡1�z£¤£K»v§u­a®�¢¨�r©�¢�«�­{�¤®	¢��r§�¯u­{§`¡ü¡1©��¤£z¢�£¤ªu­r¯³¢
¦�¢�¯³ªQ�r�¤Àu¢�§u¦�¢��K¡1�¤£¤£�¶²­r�¤Àu¢'�z�-�r§¨Î	¢�­r§ � �O¦#§uº�­-®�ªu�r¢ Ò ¡/¢�©�ªMÀu¢

X0 ≥ K
ªu¦�¶#®�§u¦��s¢�¿³º�¢	¦B�r£¤´ Ò

¡1©�¢�¦
θ
�¤�K£¤ªu­r¯³¢�¢�¦�§uº�¯³© Ò �r©�¢'�s�¤±�º�£¤ªQ�r¢�¶+�r­aª`úd¢�®3�r§³­r�¤¢��K�d�aªM´�®�§u±¨«�£¤¢��{¢	£¤´¨Á�¢�´u§u¦�¶

K
Ò »v§u­a®3¹

�¤¦�¯��r©�¢¨«�ªM´³§QÊ��z¦ ®	ª³�s¢µ§Q»K¢�Ã²¢	­a®�� �s¢
fθ(ti, X

θ
ti
)
�{§$Á�¢#
 � ��3.�G��- �A
 ��-×»v§u­&ªQ£¤£

i = 0
�r§

M
�FÓ ©�¢�­{¢��rº�£z�K§u»f�r©�� �Kªu­s�{� È ®��¤§uº��¬Á�¢�©�ªMÀU�z§³º�­�� ���{©�ª`� Ò �z»�¡/¢�«H¢	­r»v§u­{±µ¢�¶�ÆDÇ �r�z±%º�£¤ªQ�r�¤§u¦ Ò
¡/¢�¡/§uº�£¤¶�§uÁ²�aªQ�¤¦�ª¨�r¢��-§Q»|«�ª`�r©��-§u¦#¡1©��¤®a©�¢��s�r�¤±�ª`�r¢�¶�«�­r� ®�¢��/ªu­r¢�¢�¿Bº�ªu£��r§µÎ	¢�­r§¨ªQ¦�¶�¡/¢
¡/§uº�£ ¶�¶²¢�¶²º�®�¢��r©�ª`�

Uθ,m
0 ∼ N (≈ 0,≈ 0)

� �O¦�«�ªQ­r�r� ®�º�£ ªQ­ Ò ¡/¢�¡/§uº�£¤¶+�{ªM´%�r©�ªQ�/§³º�­Kªu£z¯³§Q¹
­{�¸�{©�± ©�ªu���¤¦ È ¦��z�r¢¨«�­{¢�®	�¤�r�z§³¦)Á�¢�®	ªuº��s¢

VareY θ,N = 0
� 
 ÁUÀU�¤§uº��r£z´ Ò ¡1©�¢	¦

X0 < K
Ò ¡K¢

©�ªMÀ³¢�ªµ�s�¤±¨�z£ ªQ­/Á�¢�©�ªMÀU�z§³º�­�Ø|ª%£¤ªu­r¯³¢�À`ªQ£¤º�¢�»v§³­
θ
¶²­{�zÀ³¢����r©�¢'«�ªQ�r©��KÁ�¢�´u§³¦�¶��{©�¢��{©�­{¢��r©�§u£ ¶

À`ªQ£¤º�¢
X0
��Ó ©�¢�­r¢	»v§u­{¢ Ò �r©�¢�§u«²�{�z±�ªQ£��s�r§³«�«��¤¦�¯µ�r�¤±¨¢��¤�

t0
ªu¦�¶+�{©�¢�«�­{�¤®	¢'§Q»4�r©�¢'§u«��r�¤§u¦$�¤�

K − X0
§³¦Dªu£z£F�{©�¢¨«�ª`�{©�� � 
 ¦�®�¢¨ªQ¯BªQ�¤¦ Ò ¡/¢ È ¦�¶Â�{©�ª`�'�r©�¢µ¢�±¨«��z­{� ®	ªQ£�ÆDÇ�À`ªQ­{�¤ªu¦�®�¢µ�¤�

Î�¢	­{§ �

 ¦ �{©�¢�§u�r©�¢�­&©�ªQ¦�¶ Ò �¸»

θ
� �&£ ªQ­{¯u¢+ªu¦�¶�¦�¢�¯³ªQ�r�¤Àu¢ Ò �r©�¢�¦É§u¦Éªu£z±¨§B�d��¢�ªu®a©�«�ªQ�r© �{©�¢�¢	ÃB¹

«H¢�®��r¢�¶#Á�ª³�s¥³¢���«�ªM´³§QÊÂ¡1�¤£z£|ªQ«�«�­{§MÃ²�z±�ªQ�r�¤Àu¢	£¤´�ÁH¢�¢�¿Bº�ªQ£��r§
Lθ

iK
� ù ©�ª`��¦�§`¡6®	ªuº��s¢��-§uº�­

ªu£z¯³§u­{�¸�{©�±Õ�r§�»>ªQ�¤£�� �4�r©�¢-»>ª³®3���{©�ª`��¡1©�¢�¦
θ << −1

Ò �r©�¢	¦ �
Lθ

ti
K ≈ exp {−θ2ti/2}K ≈ 0ªu¦�¶�ªu¯³ªu�z¦��r©�¢&ªu£z¯³§u­{�¸�{©�± ­{¢��rº�­r¦��-ª¨¡1­{§u¦�¯µ«�­{�¤®	¢ �

Ì0¢���º��1¯³§¨Á�ªu®a¥��{§ È ¯uº�­r¢'æ�¡1©�¢�­r¢'ÁH§Q�s�{§u±Ý«��¤®��rº�­{¢�� �1§u¦�£¤´�ªu¦�¢�¦�£ ªQ­{¯u¢	±¨¢�¦³�1§u»|�{©�¢��r§³«
§³¦�¢uØ|©�¢	­{¢-�¸�¬� �F¢	ÀU� ¶²¢	¦B���{©�ª`���{©�¢	­{¢-�¤�¬ª'­r¢�¯u�¤§u¦��¤¦�¡1©�� ®a©%§³º�­�«�­{� ®�¢�� È ���r©�¢�­{¢�»v¢�­r¢�¦�®�¢1ªu¦�¶
�{©��¤���r¢�£z£ ��º��¬§uº�­¬­r¢��sº�£z�{�¬ªQ­{¢1§u¦�£¤´%�¤¦�«�ªu­s�¬ªQÊH¢�®3�r¢�¶¨ÁU´��{©�¢�¶²¢	»>ªQº�£z�{�K¶²¢��{®�­{�zÁH¢�¶�ªuÁ�§`À³¢ � �O¦
§³­{¶²¢�­��{§�§³Á²�{ªu�z¦%­r¢�£z� ªQÁ�£¤¢¬­{¢��rº�£z�{� Ò ¡K¢-ªQ­{¢¬§³Á�£z�¤¯u¢�¶'�r§'®�§³¦��r�¤¶²¢�­0�{©�¢/±µ�¤¦��¤±¨�zÎ�ª`�r�¤§u¦%«�­{§uÁ�£¤¢	±
§³¦�£z´¨§³¦�ª%¦�ªQ­{­r§`¡/¢�¶µ­aªQ¦�¯³¢�»v§³­

θ
Ò � � ¢ � º�¦�¶�¢	­/�r©�¢��r§u±¨¢	¡1©�ª`�Kº�¦�¦�ª`�{º�­aªQ£�®�§u¦��d�{­{ªu�z¦B�¬�{©�ª`�

¢�ÀMªu£zº�ª`�r¢�¶+«�­{� ®�¢��-¶²§¨¦�§u��¶²�¸Ê�¢	­ �	ß¨ã8C�! $ »v­r§³±:�r©�¢'­{¢�ªu£H§³¦�¢ ��Ó ©�¢'«H§u�¤¦B�-� ��Ø���
�3�� ����2 �A

2J�#��4 � 4�-
	#4 ªQ¦�¶$�z��� ��¢	Ã�ªu®3�{£z´#¡1©�ªQ��¡K¢�¡/ªu¦³�1�{§+¢	À`ªu£zº�ªQ�r¢ � °����{©�¢&¢	ÊH¢�®3�{��¶²¢��r®	­r�¤Á�¢�¶
ªuÁ�§`À³¢%ªQ­{� �s¢µ§u¦�£¤´)¡1©�¢�¦

θ 6= 0
Ò §u¦�¢%«H§³�{�s�¤Á�£¤¢¨­rº�£¤¢¨§Q»��{©Uº�±�Á×�r§#§uÁ��{ªQ�¤¦ ®�§u©�¢	­{¢	¦B�'¶�ª`�{ª

ªu¦�¶��¤¦UÀu¢��d�{�z¯Bª`�r¢�£¤§U®�ª`�{�z§³¦�§u»4±¨�¤¦��z±%º�±è� �/�r©�¢'»v§u£¤£z§`¡1�¤¦�¯�Ø
¼ � ½#ÍU¢��

θ ≡ 0
ªu¦�¶#«�­{�¤®	¢ �

¼mÚu½$ÇK§u¦��r� ¶²¢	­
U0,m,N

0

ªu�-­{¢�»v¢�­r¢�¦�®�¢�«�­{�¤®	¢ �
¼ZÜ³½$ÇK©�§U§³�r¢��d¡/§+­r¢�ªQ£|«�§B�s�z�r�¤Àu¢%¦Bº�±�ÁH¢	­a�

ε � 1
Ò
ε′ � 1

Ò «�­{�¤®	¢&»v§u­�¶²�zÊH¢�­r¢�¦³��À`ªQ£¤º�¢��
§Q»
θ
ªQ¦�¶+¶��¤�{®	ªu­{¶¨­{¢��rº�£z�{�/�sº�®a©¨�{©�ª`�

Uθ,m,N
0 /∈ [U0,m,N

0 (1− ε), U0,m,N
0 (1 + ε′)]

�
Ó ©�� �#¡/ª³��¢	Ã�ªu®3�{£z´ �{©�¢D¡-ªM´ ¡K¢×«�­{§²®�¢	¢�¶²¢�¶ �r§ §uÁ²�aªQ�¤¦Å�r©�¢D­{¢��rº�£z�{�#«�­{¢��r¢	¦B�r¢�¶Åª`�#�r©�¢
ÁH¢	¯³�z¦�¦��z¦�¯¨§u»F�r¢�®��r�¤§u¦)é �¤�u�
é � Ú � �*/ � 2���2 � 3�� 3������I-<3 �I+ ��- /M2@4�2@/M2��A3 ��2@-<4 ����-����J
�/ 9��O¦D�r©�¢�«�­{¢	ÀU�¤§uº����rº�Á��r¢�®3¹
�{�z§³¦%¡/¢K¯BªMÀu¢K¦Bº�±µ¢�­r� ®	ªu£U­r¢��sº�£z�{�Fªu¦�¶%�r©�§`¡/¢�¶&�r©�ªQ�F§³º�­F«�­{§U®	¢�¶²º�­r¢/�¤��ªuÁ�£¤¢¬�{§'ªu«�«�­{¢�®	�¤ªuÁ�£z´
­{¢�¶²º�®�¢+�{©�¢#ÀMªu­r� ªQ¦�®�¢�§u»��r©�¢#Ì0§u¦�¯B�d�aª`ÊH¹OÍ²®a©U¡-ªQ­r�rÎ+ªu£z¯³§u­{�¸�{©�± � ��¢	Àu¢�­s�{©�¢	£¤¢��{�%§uº�­µ¯u§U§²¶
§³º²�{®	§u±¨¢���ªQ­{¢�¦�§u��¢�¦�§uº�¯u©Â�{§#�s�{ªQ�r¢%�r©�ªQ��¡/¢¨ªu®a©��¤¢	À³¢�¶)§³º�­�¯³§³ªu£ � °1®3�{º�ªQ£¤£¤´ Ò �r©�¢¨ªuÁ�§`À³¢
¶²� �{®�º��{�s�¤§u¦ ¡-ªu��±�ª³¶²¢ 3�� ��
 �)®a©�§U§B�s�¤¦�¯ÂªQ¦

R
D ¯³­r� ¶�ªu�%ªÂ�s¢	��§Q»1«H§³�{�s�¤Á�£¤¢+À`ªQ£¤º�¢��&»v§u­ θªu¦�¶�«H¢	­r»v§u­{±¨�z¦�¯¨®�ªQ£ ®�º�£¤º�� ��- �&
�3 �I+É¯u­{� ¶

�
�-À`ªu£zº�¢ ��Ó ©�¢'«�§³�z¦B��� �-�r©�ª`� Ò ¡1©�¢	¦)¶²�¤±¨¢	¦��r�z§³¦

¯³­r§`¡�� Ò �r©�� �¨¡/ªM´ §u»�«�­{§U®	¢	¢�¶²�z¦�¯�ÁH¢�®�§³±¨¢��µº�¦UÁ�¢�ªQ­aªQÁ�£¤¢�ª³�µ�z¦ '1�aä`å�£¤�z»v¢�¡/¢�¡-ªQ¦B�µ�r§×Á�¢
ª³�-»>ªu�s��ªu¦�¶$«�­{¢�®�� �r¢�ªu��«�§B�r�r�zÁ�£z¢�ªu¦�¶#�r©�¢	­{¢�»v§u­{¢&¡/¢�¶²§+¦�§Q��©�ªMÀu¢'�r�¤±¨¢&�{§+¡/ª³�d�{¢�»v§u­��r©�¢

� < X�[]\4\ml��1jd[]bdV�XFXmg�jdg3VM\m[]kMbdcFXZY`_{X� ²_a\
W
[]\F_�pMc>gre0VM[i_aV�t1gaXZ[]g3V� QXmYMbdV&e0[ XmY&^Mc>g3p`_apM[]w][ X :

p = 0.95XmY�b�ha_aw]lMb�gay
Wti

e0[]w]w³y¤_aw]wB[]V�Xmg-XZYMb�[]V	XZbdc>ha_aw
[−2tiσ̃, 2tiσ̃]

e0YM[]jnY  `[]V�g3lMc0js_a\mb��
T = 1 �  `[]\0[]VMjdw]lMkMbdk'[]V

[−0.4, 0.4]
��=�g3VM\mbdo	lMbdV	XZw :� 

θW ∈ [−0.4θ, 0.4θ].
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M = 1
ªu¦�¶×¢�Ã²¢	­a®�� �s¢¨«H§³�{�s�¤Á�£¤¢�§u¦�£¤´

ªQ��±�ª`�rº�­r�z�d´ � °����r©�� ���¤��§u¦�£¤´#ª¨«�ªQ­r�r� ®�º�£ ªQ­�®�ªu�r¢&§Q»F�{©�¢�°�±¨¢�­r� ®	ªu¦)«�­r§³Á�£¤¢	± Ò ªu£z£|­r¢��sº�£z�{�
¢	ÃU«H§³�r¢�¶×�¤¦ �r©�¢�«�ªQ«H¢	­�£z�¤¥u¢��{©�¢+¢	ÃU� �s�r¢	¦�®�¢+§u»1ªÂÀMªu­r� ªQ¦�®�¢¨±¨�z¦��¤±�º�± ªu¦�¶�®�§³¦UÀu¢	­{¯u¢�¦�®�¢ Ò
�s�r�¤£z£f©�§u£ ¶ �
�O¦ È ¯uº�­{¢���é�ªQ¦�¶ ��¡K¢��r­aªu®	¢ ��º�­{§u«H¢�ªu¦)Àu¢	­a�rº���°�±µ¢�­r� ®	ªu¦)±¨¢�ªQ¦D�r¿Bº�ªu­r¢�­aª`�{�z§B�1»v§u­��r©�¢
º�¦��¤¶²�¤±¨¢	¦��r�¤§u¦�ªu£Fªu¦�¶ÂÁ��¤¶²�¤±¨¢	¦��r�¤§u¦�ªu£��s´U±¨±¨¢��r­{� ®	ªQ£4±¨§²¶²¢	£ ��¶²¢��{®�­{�¤Á�¢�¶Â�¤¦×�r¢�®��r�¤§u¦×é �z� �¤¦
§³­{¶²¢�­��{§�®�§u±¨«�ªu­r¢�¯u§U§²¶²¦�¢��r�µ§Q»�­r¢��sº�£z�{��ªu¦�¶É£¤§²®	ªQ�r�¤§u¦Ù§u»�±¨�¤¦��z±�ª � °/��ª È ­{�s�¨¯u£ ªQ¦�®	¢
¡/¢¨¦�§Q�{�¤®	¢¨�r©�ªQ���r©�¢ �¬º�­r§³«�¢�ªQ¦ ®	ª³�s¢µ�r§U§)©�ª³�&ª#±¨¢�ªQ¦��{¿Bº�ªQ­{¢%­aª`�{�z§$±¨�¤¦��z±%º�± ªQ¦�¶×¡/¢
�r¢	¢'±¨§u­{¢	§`À³¢	­K�r©�ªQ�-�z���r¢	¢	±��/�{§�Á�¢&�r£z�¤¯u©B�{£z´��rº�«H¢	­{�z§³­-�z¦$À`ªQ£¤º�¢��r©�ªu¦#�r©�¢&°�±µ¢�­r� ®	ªu¦�§³¦�¢ �
ÇK§³¦�®�¢�­r¦��¤¦�¯×�¸�a�¨£z§²®�ª`�r�¤§u¦ Ò ¡/¢$©�ªMÀu¢��r©�ªQ��»v§u­¨¢�ª³®a© ®	§u±¨«H§u¦�¢�¦³�

i = 1
�{§

D
Ò §³«²�r�¤±�ªQ£
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θ∗EU ªQ¦�¶�§³«²�r�¤±�ªQ£�°�±¨¢�­r� ®	ªu¦ θ∗USA Àu¢�­r�z»v´ �

θ∗USA
i ≤ θ∗EU

i ;
¡/¢'¡1�z£¤£0®�§³±¨¢�Á�ªu®a¥�§u¦#�{©��¤��«�­r§³«�¢�­s�d´�£ ª`�{¢	­ �
�n��� �-�r©�¢	¦)Àu¢�­r´�º��s¢	»vº�£��{§�¢��s�r�¤±�ª`�r¢'»v­{§u±8¶�ª`�aªµ�r©�¢�£z§²®	ªQ�r�¤§u¦$§Q»

θ∗EU ªu¦�¶#�r§+®	§u±¨«�ªu­r¢ �
R(θ∗USA)

ªu¦�¶ R(θ∗EU )
� ù×¢�¢	À`ªu£zº�ªQ�r¢�¶��{©�¢��r¢1�d¡/§&¿Bº�ªQ¦B�r�z�r�¤¢��¬ªQ¦�¶¨¡/¢-»v§uº�¦�¶¨§uº²���{©�ª`�

®a©�§U§B�s�¤¦�¯
θ∗EU �r§#«�¢�­s»v§³­r± °�±¨¢	­{�¤®�ªQ¦�«�­r� ®��¤¦�¯$ªQ£¤¯u§u­{�z�r©�± £¤¢�ªu¶����{§$¯u§U§²¶��rº�Á²¹n§u«²�{�z±�ªQ£

­{¢��rº�£z�{�+ª³�+¡/¢Â§uÁ²�aªQ�¤¦�¢�¶ ªÉÀMªu­r� ªQ¦�®�¢)­{¢�¶²º�®��r�¤§u¦ §u»�ªQ��£¤¢�ª³�d��ª�»>ªu®3�{§u­ � Ð � ��¢�¦�®�¢ Ò ¡/¢
¶²¢�®�� ¶²¢�¶��r§�®	§u¦��r�¤¶�¢	­%ª³��ªÂ¿Bº��z�r¢�­r¢�£z� ªQÁ�£z¢�ªu«�«�­{§MÃ²�z±�ª`�{�z§³¦×»v§u­&�{©�¢�§³«²�r�¤±�ªQ£-¶²­{�¸»W�%�r©�¢

θ¡1©�� ®a©#±µ�¤¦��¤±¨�zÎ�¢ ��º�­{§u«H¢�ªQ¦#«�­{§uÁ�£¤¢	±è�z¦��s�r¢�ªu¶#§Q»|�r©�¢�­{¢�ªu£f±¨�z¦��¤±�º�±
θ∗USA �

ÍU¡1�z�{®a©��z¦�¯-»v­{§u±Õ°�±¨¢�­r� ®	ªu¦'�r§ ��º�­r§³«�¢�ªQ¦��r§ È ¦�¶&ª1�rº�Á��s�r�z�rº²�{¢�»v§u­��r©�¢K±µ�¤¦��¤±�º�±6«�­{¢��r¢	¦B�{�
­{¢�ªu£uªu¶²À`ªu¦³�aªQ¯³¢��fÁH¢�®�ªQº��r¢�¢	À³¢	¦��z»�¡K¢/¶²§�¦�§u�4¶²� �r«�§B�s¢�§u»�ªQ¦&¢	ÃU«�£z� ®��z�0»v§³­r±%º�£¤ª/»v§³­

θ∗EU Ò ¡/¢
ªu­r¢-ªQÁ�£¤¢/�r§'«�­{§u«H§³�r¢/�d¡K§�«�­{§U®	¢�¶²º�­r¢��0�{§&ªQ«�«�­r§MÃ²�¤±¨ªQ�r¢K�¸��Ø4ªu¦%¢�±µ«��z­{�¤®�ªQ£�ªu¦�¶%ª�¦Uº�±¨¢	­{� ®	ªQ£
§³¦�¢ �
é � Ú �z�³� �0# �	ã�à�â�'3â !{äQå �B�3áZâWã�ä`ámâ>ß&# ßL 

θ∗EU 2 Ì�¢	�¨º���¶²¢��{®�­{�zÁH¢#�r©�¢$¢�±µ«��z­{�¤®�ªQ£&¼ZªQ¦�¶Û£z¢��r�
«�­{¢�®	�¤�r¢�½K§³¦�¢ È ­{�s� �
û�­r§³±:�r©�¢�­{¢��rº�£z�{�-§u»4�r¢�®3�{�z§³¦#Ü � Ü¨ªu¦�¶+»v­{§u±è�r©�¢�¢�¿Bº�ª`�{�z§³¦×¼mÚ$�³½K¡/¢'©�ªMÀu¢
¼ZÜQæB½

∂θk
V(θ) = E∂θk

v1(θ) = E

[

(Tθk −
√
Tε

(k)
1 )e

1
2 ||θ||

2T−θ·ε1
√

TF 2(T, ε1)
]

¡1©�� ®a© Ò ¯³�zÀ³¢	¦ ¼>Ü � ½/ªQ¦�¶×¼>ÜBÚu½ Ò ©�ªu�/�{©�¢�¢�Ã²«�£¤�¤®	�¸�1»v§³­r±
¼ZÜ³éu½

∂θk
V(θ) =

= E



(Tθk −
√
Tε

(k)
1 )e

1
2 ||θ||

2T−θ·ε1
√

T

(

K −
D
∑

i=1

λie
σ
√

Tε
(i)
1

)2

I
{K≥ � D

1 λie
σ
√

T ε
(i)
1 }





¡1©�¢�­r¢'ÁU´�¶²¢ È ¦��z�r�¤§u¦
λi

.
= wiX

i
0e

T (r−σ2/2).Ó ©�¢$±�ªQ�¤¦ �¤¶�¢�ª×�¤�µ�{§��d�{º�¶²´É�{©�¢)ÁH¢	©�ªMÀU�¤§uº�­¨§Q» V(θ)
¡1©�¢�¦

θ
À`ªQ­{�z¢��¨§u¦ ª×«�ªQ­r�r� ®�º�£ ªQ­

¶²�¤­{¢�®3�{�z§³¦�§u»
R

D � �O¦#�r©��¤��®�ªu�r¢'¡K¢�ªQ­{¢'ªQÁ�£¤¢'�r§¨«�­{§`Àu¢��r©�¢'»v§³£z£¤§`¡1�¤¦�¯
� ��-�� - ��2���2@-<4���9 �H9�� �	á

θ = λσα K α ∈ R
2 "<$ �(#  �ß&' ä`åWå

α ≥ K− � D
1 λi

Tσ2 � D
i=1 λ2

i

.
= ᾱ K

∂αV(α) ≥ 0
2

� � ��C²ã �'ã�ß&'1�aß&%&�,'
K ≤∑D

i=1 λi
��á $ �,#

V(α) ≤ V(0) ∀ ᾱ ≤ α ≤ 0
� '{ß�ßL 2 �n���¤��Àu¢�­r´$�r�z±¨«�£¤¢&�{§��r¢	¢&�{©�ª`�'¡1©�¢�¦Â¡K¢µ�s¢	�

θ = αc
Ò
c
®�§³¦��s�{ªQ¦B��Àu¢�®��r§³­��¤¦

R
D Ò

�{©�¢&¶²¢	­{�¤ÀMªQ�r�¤Àu¢�§Q» V ¡1�¸�{©$­r¢��s«H¢�®��/�{§ α ÁH¢�®�§³±¨¢��

¼ZÜ �³½
∂αV(θ(α)) = E

[

g(ε1, α)I
{K≥ � D

1 λie
σ
√

T ε
(i)
1 }

D
∑

i=1

(Tc2iα− ci
√
Tε

(i)
1 )

]

¡1�z�r©
g
¦�§³¦�¦�¢�¯³ªQ�r�¤Àu¢�»vº�¦�®��r�¤§u¦ �
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K ≥∑D

i=1 λie
√

Tσε
(i)
1
¡1©�� ®a©��¤±¨«�£¤�z¢��

K −
D
∑

i=1

λi ≥
D
∑

i=1

λiσ
√
Tε

(i)
1 .
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0.7 � |θ∗EU

i
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T
�
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R
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� �vï0���fí�� � ÇK§³¦BÀ³¢	­{¯u¢�¦�®�¢-­aª`�r¢�­{ªQ�r�¤§³��»v§³­Kªu¦+°�±¨¢	­{�¤®�ªQ¦+ªu¦�¶¨»v§u­/ª ��º²¹
­r§³«�¢�ªQ¦#Á�� ¶²�z±¨¢�¦��s�¤§u¦�ªQ£��r´B±¨±¨¢��{­r� ®	ªu£f±¨§U¶�¢	£ �

ÇK§³¦��s¢�¿Bº�¢	¦B�r£¤´ Ò �z���sº²·+®	�z¢�¦³�1�{§µ®a©�§B§B�s¢
ci = λiσ

�r§ È ¦�¶��r©�¢ È ­{�s�1­r¢��sº�£z� ��Ó ©�¢��r¢�®	§u¦�¶��¤�
�{­r�¤ÀU�¤ªu£�ªu� Ò º�¦�¶²¢	­��r©�¢&ª³¶�¶²�z�r�¤§u¦�ªu£�ªu�{�sº�±¨«²�{�z§³¦ Ò

ᾱ ≤ 0
�
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°/�1�r©��¤�1«H§u�¤¦B��§Q»F¶²�¤�{®�º��r�r�z§³¦�¡/¢'©�ªMÀu¢��{�z±¨¢'»v§u­-�{©�­{¢	¢'­r¢�±�ªQ­{¥U�
/0��ã�ä&'1� � 2'¾ ­r§³«�§B�s�z�r�¤§u¦Ûé �z� ­r¢�Àu¢�ªu£¤�&�r§DÁ�¢�º��s¢	»vº�£-Á�¢�®	ªuº��s¢ Ò ¡1©�¢	¦

K ≤ ∑D
i=1 λi

Ò ªu�
¡/¢�ªu­r¢'�rº�­r¢��r§µ­{¢�¶²º�®	¢��{©�¢ ��º�­{§u«H¢�ªu¦�À`ªQ­{� ªQ¦�®	¢�º�«��r§

ᾱ
Ò ¡/¢�®	ªu¦�­{§uº�¯³©�£z´�ªu«�«�­{§MÃU�¤±�ª`�{¢

θ∗EU ¡1�z�r© ᾱλσ .
= θ∗ e ªQ¦�¶��{©�¢	¦$«�­{�¤®	¢'¡1�¸�{© θ∗ e �¤¦��s�r¢�ªu¶�§Q» θ∗USA �

/0��ã�ä&'1� � 2�Ó §�«�­{§`Àu¢��r©�¢&�s¢�®�§u¦�¶�«�ªQ­r��§Q»F«�­r§³«�§B�s�z�r�¤§u¦Âé �z�³Ò ¡K¢�¦�¢�¢�¶²¢�¶)®�§³¦�¶²�z�r�¤§u¦
K ≤

∑D
i=1 λi

� Ì0¢���º����d�{­r¢��r�/�{©�ª`� ∑D
i=1 λi

­r¢�«�­{¢��r¢	¦B�{�/�{©�¢�À`ªQ£¤º�¢�§Q»F�r©�¢�Á�ªu�r¥u¢	�1ªQ�1�r©�¢&�r�¤±µ¢
T
�¤¦É�{©�¢$®	ªu�r¢

ε1 ≡ 0
ªQ¦�¶Ù�¤�µ­{¢	£ ª`�r¢�¶ �r§D�r©�¢�¢	ÃU«H¢�®��r¢�¶ÙÁ�ª³�s¥³¢��µ­r¢	�rº�­{¦ ��Ó ©�� �%±¨¢�ªQ¦��

�{©�ª`� Ò ¡1©�¢�¦�¢	À³¢	­1�{©�¢&Á�ª³�s¥³¢��1�r¢�¦�¶����r§�ª¨À`ªQ£¤º�¢��rº�«H¢	­{�z§³­-�r§
K
¼>¡1©�� ®a©Â®�§u­{­{¢��r«�§³¦�¶��/�r§�ª

��º�­r§³«�¢�ªQ¦�«�­r� ®�¢�¢�¿Bº�ªu£��{§¨Î	¢	­{§B½ Ò ¡K¢'®	ªu¦�­{¢�¶²º�®	¢�À`ªu­r� ªQ¦�®	¢�ÁU´�¶²­{�¤ÀB�¤¦�¯%�r©�¢'«�­{� ®�¢�«�­r§²®	¢��{�
�{§`¡/ªu­{¶��

K
� 
 ¦+�{©�¢�§u�r©�¢�­1�s� ¶²¢ Ò ¡1©�¢�¦

K ≥∑D
i=1 λi
Ò ¡/¢�©�ªMÀu¢��d¡/§�«H§³�{�r�zÁ�£¤¢��{®�¢�¦�ªQ­{�¤§³��Ø

∑D
i=1 λi >

∑D
i=1 wiX

i
0

§³­ ∑D
i=1 λi ≤ ∑D

i=1 wiX
i
0

� �O¦��{©�¢ È ­a�s�µ®	ª³�s¢ Ò ¡1©��¤®a©Ù�¤���r©�¢
±¨§u­{¢-�d´U«�� ®	ªQ£�§u¦�¢ Ò ¡/¢�¢	ÃU«H¢�®��¬�{©�¢�§u«��r�¤±¨ªu£H�s�r§³«�«��¤¦�¯��{�z±¨¢��{§&ÁH¢

t0
ªu¦�¶µ�r©�¢	­{¢�»v§u­{¢ Ò «�­{�¤®	¢

� � ≈ K−∑D
i=1 wiX

i
0

� �O¦��{©�¢��r¢�®	§u¦�¶�®�ªu�r¢ Ò §³º�­¬¢�º�­{�¤�s�r� ®�ªQ«�«�­r§Bªu®a©�®	ªu¦�¦�§u�¬Á�¢�º��r¢�¶+ªu¦�¶
¡/¢'±�º��s���s¡1�z�{®a©#�r§µ�{©�¢�¦Uº�±¨¢	­{�¤®�ªQ£�ªQ«�«�­r§MÃ²�¤±�ª`�r�¤§u¦�§Q»

θ∗ e �
/0��ã�ä&'1� � 2 ù ©�¢	¦

D = 1
�r©�¢��z¦B�r¢�¯u­aª`�{�z§³¦$¶�§u±�ªQ�¤¦$�¤�

ε1 < (
√
Tσ)−1 ln(K/λ)

ªQ¦�¶ Ò ªu�
ln(K/λ) ≤ (K/λ)− 1 ≤ 0

Ò ¡/¢ È ¦�¶�§uº��¬�r©�ª`�-ÀMªu­r� ªQ¦�®�¢1� �¬�¤¦�¶²¢�¢�¶�­{¢�¶²º�®�¢�¶+¡1©�¢	¦
α
¯u§U¢��

¶²§`¡1¦��r§
α∗ .

= (1/Tσ2λ) ln(K/λ)
� � ¢ � ¢	À³¢	¦�ÁH¢	´³§u¦�¶

ᾱ
��Ó ©�� �-� �-§u¦�£¤´+ª¨®�§u¦��s¢�¿³º�¢	¦�®	¢�§u»

�{©�¢�»>ªu®����{©�ª`�'¶²§u±�ªQ�¤¦
K −∑D

1 λi ≥
∑D

1 λi

√
Tσε

(i)
1

� � 2@4��A�J� � 
 � �¤¦)�r©�¢��¤¦³�{¢	¯³­{ªQ�r�¤§u¦¶²§³±�ªQ�¤¦
K >

∑D
i=1 λie

√
Tσε

(i)
1
»v§u­�ªQ£¤£

D ≥ 1
� °��/�r©�¢	­{¢&ªQ­{¢�­{¢�ª³�s§³¦��/¡1©B´�¡1©�¢	¦

D > 1�{©��z¦�¯³���r©�§uº�£ ¶%Á�¢�¶²�zÊ�¢	­{¢	¦B� Ò ¡/¢-¢�Ã²«H¢�®3���{§'©�ªMÀu¢-ªQ£¤¡/ªM´²�/¼v¡1©�¢�¦
K ≤∑D

i=1 λi
Ò §u»H®�§³º�­a�s¢M½

�{©�¢�¢�Ã²� �d�{¢	¦�®	¢�§u»4ªu¦
α∗ �rº�®a©��r©�ªQ� θ∗EU . λσα∗ ≤ ᾱλσ

�
û4�¤¦�ªQ£¤£z´ Ò £¤¢���º����s«H¢	¦�¶)ª¨¡K§³­{¶$ªQÁH§uº��1�r©�¢��r�¤¯u¦�� È ®	ªQ�r�¤§u¦$§Q»

ᾱ
ªu¦�¶

α∗ � 
 ÁUÀB�¤§uº��s£¤´ Ò ª³�1¡/¢
¡-ªQ¦B���r§×�s¢	�

θ ∝ α
Ò
α
«�£ ªM´²�&ª)­{§u£¤¢+�z¦É�r©�¢�¶�­r�z»W�s¹O®a©�ªQ¦�¯u¢+§u»/�{©�¢�±¨§²¶²� È ¢�¶É±µ§²¶²¢�£ � �O¦

¶²�¤±¨¢	¦��r�¤§u¦ � �z��¢�ª³�s´+�r§��s¢�¢��r©�ªQ��¡1©�¢	¦
θ = λσα∗ Ò �r©�¢�¦

D≡1
∑

i=1

wiX
λσα∗,i
T |εi≡0 = Xλσα∗,1

T |ε1≡0 ≡ K

�{©�ª`��� ��À`ªu­r� ªQ¦�®	¢%� �'­{¢�¶²º�®	¢�¶Dª`��£z¢�ªu�s� 3.��� 3�� 3��
θ � ��2@� ��� ��+�
 ��3�� � 
 � ����2 �A
 -<4

K
�

°��
α∗ ≤ ᾱ

Ò ¡/¢%ÁH¢	£¤�¤¢	Àu¢��r©�ªQ��¢�Àu¢�¦Â¡1©�¢	¦
D > 1

Ò
θ = λσᾱ

£¤¢�ªu¶����{©�¢µ�r«H§Q�'«�­r� ®�¢%¡1�¸�{©
εi ≡ 0

�r§`¡-ªQ­a¶���ª�À`ªQ£¤º�¢��d�{­r� ®3�{£z´¨�sº�«�¢�­r�¤§u­¬�r§
K
ªu¦�¶¨�{©�ª`�-¶²­r�¤ÀU�z¦�¯��r©�¢�Á�ªu�r¥u¢	���r§

K
§u¦�ª

¶²�¤­{¢�®3�{�z§³¦�¡1©�� ®a©$¥u¢�¢	«��/±¨¢	±¨§u­{´�§Q»
λ
ªQ¦�¶

σ
�¤�1�s�r�¤£¤£0ªµ¯u§U§²¶+¡-ªM´�§Q»|«�­r§²®�¢�¢�¶²�¤¦�¯ � Ì0¢���º��

¦�§u�r� ®�¢-�{©�ª`� Ò �z»�¡/¢1©�ª³¶��{­r�¤¢�¶µÀ³¢	­{´��s�¤±¨«�£¤´&�r§&®a©�§B§B�s¢
θ
�r§��r©�ªQ� �aä�! $ !aß`ã�à�ß&#-�,#�á

X i
T

©�ª³¶
ÁH¢	¢�¦$¶�­r�z»W�r¢�¶ �,�Oà�ä$'rä`á �	å 3��r§

K
Ò �r©�¢�¦#¡/¢�¡/§uº�£ ¶�©�ªMÀu¢�»v§uº�¦�¶#À³¢	­{´�Á�ªu¶#À`ªQ­{�¤ªu¦�®�¢�­{¢��rº�£¸�a� �

Ó ©�� ���d�{­r¢�¦�¯u©B�r¢�¦$�r©�¢µ� ¶²¢�ª¨�{©�ª`�'§uº�­�¢	±¨«��¤­{�¤®�ªQ£0«�­r§³«�§B�rªu£ Ò ¢	À³¢	¦)�z»K�s�¤±¨«�£¤¢ Ò ®	ªu«²�rº�­{¢����r©�¢
¢��r�r¢	¦B�r� ªQ£�ÁH¢	©�ªMÀU�¤§uº�­-§u»|�{©�¢�±¨§U¶�¢	£ �

Ó §µ®	§u¦�®	£zº�¶�¢��r©��¤�1�rº�Á��r¢�®��r�¤§u¦ Ò £¤¢��-º��|údº��d�1�s�r­{¢��{���{©�ª`�-¡K¢�©�ªMÀ³¢�¶²�zÊH¢�­r¢�¦B�/«H§³�{�s�¤Á��¤£z�z�r�¤¢��
�z»�¡K¢�¡/ªu¦³�¬�r§&�¤¦�®�­{¢�ª³�s¢1«�­r¢�®�� �s�¤§u¦�§u»H�{©�� �¬­{§uº�¯³©¨¢��s�r�¤±¨ªQ�r¢�§Q»

θ∗EU Ø4¡/¢�®�ªQ¦¨»v§u­K�z¦��d�aªQ¦�®	¢
¥³¢	¢	«

θ
�¤¦&�r©�¢¬»v§³­r±

σλα
ªu¦�¶'�{­r´'�{§ È ¦�¶%ª�ÁH¢��r�r¢�­4ªu«�«�­{§MÃU�¤±�ª`�{�z§³¦�§Q»��¤¦B�r¢	¯³­{ªQ�r�¤§u¦&¶²§³±�ªQ�¤¦

§³­KªQ£z�r¢�­r¦�ª`�r�¤Àu¢�£z´%¡K¢�®	ªu¦�®a©�§U§³�r¢�ªQ¦�§Q�r©�¢	­¬«�ªQ­aªQ±¨¢��{­r�¤Î�ªQ�r�¤§u¦µ»v§u­¬�r©�¢	�{ª Ò �r�z±¨«�£¤¢�¢�¦�§uº�¯u©��{§
ªu£z£¤§`¡Åº��-�{§¨«�¢�­s»v§³­r± ¢	Ã²«�£z� ®��z��®	ªu£¤®	º�£¤º�� �
é � Ú � Ú � � #.C²ã �,'3â !{äQå ���3ámâWã¨äQáZâ>ß$#Ùß  

θ∗EU 2�Ó ©�¢µ«�­r§³«�§B�rªu£0� ���r�¤±µ«�£z¢³Ø�ªu��¡K¢ È ¦�¶��z¦D£z�z�s¹
¢�­{ªQ�rº�­{¢��s§³±µ¢�À³¢	­{´�»>ªu�s��ªu£z¯³§u­{�¸�{©�±���¼>�r¢	¢�Ï °�ÐuÜ Ñ »v§u­�ª �1§uÁ�Á��z¦��s¹OÆ)§u¦�­{§Q¹nÁ�ª³�s¢�¶+¢�Ã�ªu±µ«�£z¢M½
¡1©�� ®a© ªQ£¤£z§`¡���º����{§#¢��d�{�z±�ªQ�r¢¨¡1�¸�{©�ª�¯³§B§²¶D«�­{¢�®�� �r�z§³¦

θ∗EU Ò ¡/¢�údº��d�&©�ªMÀu¢µº��s¢¨§³¦�¢¨§Q»
�{©�¢	± Ò §³Á²�{ªu�z¦$ª

θ∗RM ≈ θ∗EU ªu¦�¶��r©�¢�¦$¶�§µ«�­r� ®�¢��r©�¢&°�±¨¢	­{�¤®�ªQ¦#§u«²�{�z§³¦�¡1�z�r©$�z� �
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Æ)§²¶²¢	£ R(θ∗ USA) R(θ∗ RM ) R(θ∗ e)

1D
Ò
K = 80

Ò
X0 = 100

Ð �z� æ Ð �z� � Ð � Ü³Ð
2D
Ò
K = 90

Ò
X0 = (100, 100)

Ð �¤� é Ð �¤� � Ð � Ü³é
2D
Ò
K = 90

Ò
X0 = (105, 70)

Ð � ÚQÜ Ð � Ü � Ð � �`æ
3D
Ò
K = 95

Ò
X0 = (100, 100, 100)

Ð � ÚuÐuÐ Ð � Ü � Ð � æ+�
5D
Ò
K = 100

Ò
X0 = (100, 100, 100, 100, 100)

Ð � Ú � Ð � Ü � Ð � � �
ë¬ñ�	�÷Bí � � ÇK§u±¨«�ªu­r� �r§u¦&ÁH¢��d¡/¢	¢�¦%°�±¨¢�­r� ®	ªu¦%±¨¢�ªu¦%�{¿Bº�ªQ­{¢K­aª`�{�z§B�0¢�À`ªQ£z¹
º�ª`�{¢�¶µª`�4�r©�¢1°�±µ¢�­r� ®	ªu¦&±¨�z¦��z±%º�± Ò ª`�4�r©�¢ ��§uÁ�Á��¤¦��FÆ)§³¦�­r§�±¨�z¦��¤±�º�± Ò
ª`�1�{©�¢�¢	º�­{� �d�{�¤®

θ∗ e �

�O¦'�aªQÁ�£¤¢/Ú-¡/¢�­{¢	«H§u­r�r¢�¶'ÀMªu£zº�¢���§u» R(θ)
ª`���{©�¢¬¢��d�{�z±�ªQ�r¢�¶

θ∗USA Ò ª`���{©�¢ ��§uÁ�Á��¤¦��s¹nÆÂ§u¦�­{§
θ∗RM ªQ¦�¶�ª`�-�r©�¢'¢�±µ«��z­{�¤®�ªQ£ θ∗ e .

= λσᾱ
� ùD¢�¶²� ¶²¦

�
�1­r¢�«�§³­s�{¢�¶�­r¢��sº�£z�{�/¡1©�¢�¦

θ = θ∗EU
ÁH¢�®�ªQº��r¢

θ∗EU ¢��r�r¢	¦B�r� ªQ£¤£¤´¨®	§u�¤¦�®�� ¶²¢��¬¡1�z�r© θ∗RM ��Ó ©�¢�§³º²�{®	§u±¨¢�� �K�r©�ªQ� Ò ¢	Ã²ª³®3�{£z´�ªu�K¡/¢
¢	ÃU«H¢�®��r¢�¶ Ò ¡1©�¢	¦

θ = θ∗RM Ò ÀMªu­r� ªQ¦�®�¢�­r¢�¶²º�®3�{�z§³¦�� �1�s�r�¤£z£f­{¢	±�ªQ­{¥`ªQÁ�£¤¢ Ò ¡1©��¤£¤¢��¤¦#�r©�¢�®�ªu�r¢
θ = θ∗ e �r©�¢�­r¢�¶²º�®3�{�z§³¦�À`ªu­r´+ÁH¢��d¡/¢	¢�¦)ªµ»>ªu®3�{§u­ 10

ªu¦�¶$ªµ»>ªu®3�{§u­
2
� �n»F¡/¢�¡-ªQ¦B�-�r§�©�ªMÀ³¢

­{¢�ªu£z£¤´+¯u§U§²¶#­r¢��sº�£¸�a� Ò �z��� �1�{©�¢	¦)¡/§u­r�r©U¡1�¤£z¢��r§�º��s¢&ª¨­{¢	£¤� ªQÁ�£¤¢+¼v¦Uº�±¨¢	­{� ®	ªQ£W½/¢��s�r�¤±�ª`�{�z§³¦)§Q»
θ∗EU Ò ¡1©��¤£z¢'�{©�¢�¢	±¨«��¤­{�¤®�ªQ£�«�­{§U®	¢�¶²º�­r¢'¡1�¤£z£fÁH¢�«�­{¢�®�� �r¢�¢�¦�§uº�¯u©#�¸»4¡K¢�ªQ­{¢��rªQ�r� � È ¢�¶�ÁB´�ª
À`ªQ­{� ªQ¦�®	¢�­{¢�¶²º�®3�r�¤§u¦#§Q»F§u¦�¢�©�ªQ£z» �

� � ���|�0�H÷³�|ð	�v�|�0ð%ñ0������í���ð���í����f� �|í�ð
�O¦&�{©�� �F«�ªQ«H¢	­4¡K¢-�r©�§`¡K¢�¶�©�§`¡ Ò �r©�ªQ¦�¥²�|�r§'ª��r�¤±µ«�£z¢-ªQ«�«�£z� ®	ªQ�r�¤§u¦&§u»HÖ��z­a�{ªQ¦�§`À��r©�¢�§u­{¢	±
Ï]Ö ��Í��+� Ñ ªu¦�¶ �¤±µ«H§u­r�{ªu¦�®�¢+�{ªQ±¨«�£¤�¤¦�¯ Ò �¸�µ�¤�&«�§B�r�r�zÁ�£z¢��{§�¶²¢�Àu¢	£¤§u«�ª$À`ªQ­{� ªQ¦�®	¢�­r¢�¶²º�®3�{�z§³¦
�{¢�®a©�¦�� ¿Bº�¢�¡1©�� ®a©�¡K§³­r¥²��»v§³­%°�±¨¢�­r� ®	ªu¦×§³«²�r�¤§u¦�«�­r� ®��¤¦�¯ Ò �r©Uº���¢�ÃU�r¢�¦�¶²�¤¦�¯��r§u±¨¢+�s�¤±¨�z£ ªQ­
­{¢��rº�£z�{��ªu£z­{¢�ª³¶²´�«�­{§`Àu¢�¶#�z¦)�{©�¢ �¬º�­r§³«�¢�ªQ¦Â®�ªu�r¢�Ï °�ÐuÜ Ñn��Ó ©�¢µ®�§u¦��d�{­rº�®��r�¤§u¦$§Q»¬ª��sº��z�{ªuÁ�£¤¢
�r¢���§u»�¢��s�r�¤±¨ªQ�r§³­{�1ªu¦�¶#�r©�¢%¢�Ã²� �d�{¢	¦�®	¢&ªQ±¨§u¦�¯¨�{©�¢	± §u»�ªu¦)§u«²�{�z±�ªu£�§u¦�¢�±µ�¤¦��¤±¨�¤�r�z¦�¯��r©�¢
À`ªQ­{� ªQ¦�®	¢�¡/ª³��¶²¢	±¨§³¦��d�{­{ªQ�r¢�¶$º�¦�¶²¢�­�¿Bº��z�r¢�¯³¢	¦�¢�­{ªu£�©U´U«�§u�r©�¢��s� ��§³¦$�r©�¢%«�ªM´u§uÊÂ»vº�¦�®��r�¤§u¦ �
ù×¢��r©�¢	¦Â­{¢��s�r­{�¤®��r¢�¶�§³º�­a�s¢�£zÀ³¢��/�r§+�r©�¢�Ì0§u¦�¯B�d�aª`ÊH¹OÍ�®a©B¡-ªQ­r�rÎ�«�­{�¤®	�z¦�¯�ªQ£¤¯u§³­r�z�r©�±Ý§Q»�¡1©�� ®a©
¡/¢'�z¦B�r­{§²¶²º�®	¢�¶$ªµ±µ§²¶²� È ¢�¶�À³¢	­a�s�¤§u¦#§uÁ��{ªQ�¤¦�¢�¶�ÁU´�®a©�ªQ¦�¯³�z¦�¯%�r©�¢�¶²­{�¸»W��§u»|�{©�¢�º�¦�¶²¢�­r£¤´U�z¦�¯
¶²�zÊ�º��s�¤§u¦#«�­{§²®�¢��{�{� � °�£¤±¨§³�s�1�rº�­{¢�®�§u¦UÀ³¢	­{¯u¢	¦�®�¢�§u»0�{©�¢'±µ§²¶²� È ¢�¶#ªu£z¯³§u­{�¸�{©�±:¡-ªu�/«�­{§`Àu¢�¶ �
û4�¤¦�ªQ£¤£z´ Ò ¡K¢'®a©�§³�r¢�ª2
/£¤ª³®a¥³¹dÍ²®a©�§³£z¢���º�¦�®�§u­{­{¢	£ ª`�r¢�¶¨±�º�£z�r� ¶²�¤±¨¢	¦��r�z§³¦�ªQ£�±¨§²¶²¢	£fªu¦�¶+¡/¢�¦Uº²¹
±¨¢	­{� ®	ªQ£¤£¤´��r¢��d�{¢�¶#�r©�¢&®	ªu�r¢�§Q»�ª¨«�º²��Á�ªu�r¥u¢	�-§³«²�r�¤§u¦ � ù×¢��s©�§`¡K¢�¶�©�§`¡Õª`�1�{©�¢&±¨�¤¦��z±%º�±
À`ªQ­{� ªQ¦�®	¢�®�§³º�£¤¶ÙÁ�¢#­{¢�¶²º�®	¢�¶Ù§Q»�±¨§u­{¢+�{©�ªQ¦ ª)»>ª³®3�r§³­¨Ú³é)¡1�z�r©Û­r¢��s«H¢�®��%�{§��{©�¢�§³­r�¤¯u�¤¦�ªu£
ªu£z¯³§u­{�¸�{©�± � °��¬¡K¢�®	ªQ¦�¦�§Q�¬«�­r¢�¶²�¤®����r©�¢�£z§²®�ª`�r�¤§u¦�§u»��r©�¢�±µ�¤¦��¤±�º�± ªQ¦�¶�ªu���{©�¢��r¢�ªu­{®a©µ»v§u­
�z��®	ªu¦�ÁH¢&�s£¤§`¡ Ò ¡/¢'�rº�¯³¯u¢��s�r¢�¶+�d¡/§¨¡/ªM´²�/§Q»F«�­{§²®�¢	¢�¶²�¤¦�¯¨�z¦$§u­a¶²¢�­K�{§+ªQ«�«�­r§MÃ²�¤±¨ªQ�r¢��¸��ÁU´
�{©�¢&§u«��r�¤±¨ªu£0¢��d�{�z±�ª`�{§u­�§u»F�r©�¢�®	§u­{­r¢��s«H§u¦�¶²�z¦�¯ �¬º�­r§³«�¢�ªQ¦)§³«²�r�¤§u¦)«�­{� ®��¤¦�¯�«�­{§uÁ�£¤¢	± � ùD¢
¯BªMÀu¢�±¨§³­r¢�§`Àu¢	­-�r§u±¨¢'©��z¦B�a�1§u¦#«�§B�r�r�¤Á�£z¢'�¤±¨«�­r§`À³¢	±¨¢	¦B�a�K§u»|�{©�¢��r¢�ªQ«�«�­r§MÃ²�¤±¨ªQ�r�¤§u¦�� �
�n��� �-¡K§³­s�{©��{§+�d�{­r¢��r�/�{©�ª`�1�{©�¢&®�§U§³­{¶²�¤¦�ªQ�r¢��-§u»0�{©�¢�¶²­{�¸»W��¡1©��¤®a©#­r¢�ªQ£¤�¤�r¢�°�±¨¢	­{� ®	ªQ¦#±¨�z¦��¸¹
±%º�± ªQ«�«H¢�ªu­/�r§µÁ�¢'£ ªQ­{¯u¢	­/�¤¦#ªuÁ��s§³£zº��r¢�ÀMªu£zº�¢��{©�ªQ¦��r©�¢'®�§³­r­{¢��r«H§u¦�¶²�¤¦�¯ ��º�­{§u«H¢�ªQ¦�§u¦�¢�� Ò
ªu£z£H§Q»f�{©�¢	±:ÁH¢	�¤¦�¯µ¦�¢	¯Bª`�r�¤Àu¢��z¦��r©�¢�­r¢�£z¢�ÀMªu¦B�/®	ª³�s¢³Þu�{©�¢�§u«²�{�z±�ªQ£�¶²­{�¸»W�1�r¢	¢	±��¬�r§¨¶²­{�zÀ³¢1�r©�¢
Á�ª³�s¥³¢����r§`¡-ªQ­a¶���ª�¦�¢��z¯³©BÁH§uº�­r©�§U§²¶)§u»¬�r©�¢µ�s�r­{�z¥³¢ � °���»v§u­�ªQ¦U´)¯u�¤Àu¢�¦Â�{�z±¨¢µ�r©�¢¨«�­{� ®�¢µ§Q»
ªu¦#°�±µ¢�­r� ®	ªu¦�§³«²�r�¤§u¦#� �1�sº�«H¢	­{�¤§u­-§u­1¢�¿³º�ªQ£��r§µ�{©�¢&®�§³­r­{¢��r«�§³¦�¶²�¤¦�¯ �¬º�­r§³«�¢�ªQ¦$§u¦�¢ Ò �r©�¢	­{¢
ªu­r¢�¯³§B§²¶)­{¢�ª³�s§³¦��/�r§�Á�¢�£z�¤¢	À³¢&�{©�ª`���¸» Ò ¡/¢�¶²� �s«H§³�r¢�¶)§u»¬�s§³±¨¢&­r¢�£z� ªQÁ�£z¢�ªu«�«�­{§MÃ²�z±�ª`�{�z§³¦$§Q»
®	­r�z�r� ®	ªu£H«�­r� ®�¢

S̄
Ò �r©�¢	¦#¡K¢�®�§³º�£ ¶+�¤±µ«�­r§`À³¢�¢�±µ«��z­{�¤®�ªQ£f®�­{�z�r¢	­{�¤§u¦�§u»|�r¢�®3�{�z§³¦$é � Ú �z� �r§³¯u©�¢	�r¢	­
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