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¾gÑHÒ�ÂFÄyÅÇ¼�Ëëê âLì ¶«í�î�ÍZÅÇÆ!Í�ÃyÒZ¿Ç¾gÌ�ÄyÍ�¾é¾�ï�¼�¿¡ÒZÄyÅÇ¼�Ë6¼FÕ(Â0ï�¾gÆ�Ä,¼�ÃãÃ,¾�ÁZÃ,¾gÌ,¾�ËVÄyÅ¡ËZÓðÄyÍ�¾�Á1¼�¿¡äLº�¾�ÃÈÅ¡ËñÄyÍ�¾
å�¼�îòê�Â�º(ÅÇÆ�Ã,¼�Ì,Æg¼�ÁZÅÇÆ�Á�ÂFÃ!ÂFº�¾�Ä,¾�Ã%íJÀZÂFË�½ÊÂ�Á�ÂFÃyÄyÅÐÂF¿)½#ÅÏÎ�¾�Ã,¾�ËHÄyÅÐÂF¿)¾gÑVÒ�ÂFÄyÅÇ¼�Ë�êOÄ�äVÁZÅÇÆ�ÂF¿¡¿¡ä�·�ÂgïLÅÇ¾�Ãv¸ â Ä,¼�ó�¾gÌ
¾gÑHÒ�ÂFÄyÅÇ¼�Ëãî�Å¡ÄyÍNÂFËNÂ�½Z½#Å¡ÄyÅÇ¼�Ë�ÂF¿�Ä,¾�Ãyºô½Z¾�Á1¾�Ë�½#Å¡ËZÓ�¼�ËãÄyÍ�¾�º(ÅÇÆ�Ã,¼�Ì,Æg¼�ÁZÅÇÆ�Á�ÂFÃ!ÂFº�¾�Ä,¾�Ã%í�º�¼V½Z¾�¿¡¿¡Å¡ËZÓ�ÄyÍ�¾
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º(ÅÇÆ�Ã,¼�Ì,Æg¼�ÁZÅÇÆ�ÒZËZóLË�¼�î�Ë�Ì3ÄyÍZÃ,¼�ÒZÓ�ÍæÄyÃ!ÂFË�ÌyÁ�¼�ÃyÄDÂFË�½ÈÕwÃyÅÇÆ�ÄyÅÇ¼�Ë�Ö

û�Í�¾ßï�¾gÆ�Ä,¼�Ã
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Ó�Å¡ï�¾gÌ�ÄyÍ�¾
¼�ÃyÅÇ¾�ËHÄ!ÂFÄyÅÇ¼�ËQÂFË�½ÔÄyÍ�¾�¿Ç¾�ËZÓ�ÄyÍ>¼FÕ¦ÄyÍ�¾zÁ1¼�¿¡äLº�¾�Ã(êwÌ,¾g¾�µ�Å¡Ó�ÒZÃ,¾È÷`í�î�ÍZÅÇÆ!ÍéÅÇÌ3º�¼L½Z¾�¿¡¿Ç¾g½NçVäæÄ�î'¼�ç1¾�Â�½ZÌ
¿¡Å¡ËZó�¾g½ÊçVäÊÂ�ÌyÁZÃyÅ¡ËZÓ�Ö�û�ÍZÃ,¾g¾3Õw¼�Ã,Æg¾gÌ�Â�Æ�Ä«¼�Ë�¾�Â�Æ,Í�ç1¾�Â�½�ü
Â�½#Ã!ÂFÓzÕ�¼�Ã,Æg¾�ÀLÂFË�¾�ËHÄyÃ,¼�ÁZÅÇÆ3Õw¼�Ã,Æg¾3º�¼V½Z¾�¿¡¿Ç¾g½
çHäæÄyÍ�¾ßÌyÁZÃyÅ¡ËZÓ�À�ÂFË�½éÂ�ý'Ã,¼�î�ËZÅÐÂFËéÕ�¼�Ã,Æg¾z½#Ò�¾zÄ,¼�ÄyÍ�¾�ÄyÍ�¾�ÃyºÊÂF¿
ÂFÓ�Å¡Ä!ÂFÄyÅÇ¼�Ë>¼FÕ.ÄyÍ�¾�º�¼�¿Ç¾gÆ�ÒZ¿Ç¾gÌ�¼FÕ.ÄyÍ�¾
Ì,¼�¿¡ï�¾�ËHÄ�Ö
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�>ÃyÅ¡ÄyÅ¡ËZÓ(½Z¼�î�ËÈÄyÍ�¾���ÂFËZÓ�¾�ïVÅ¡Ëã¾gÑVÒ�ÂFÄyÅÇ¼�Ëã¼�Ë�¾�Â�Æ!Í�ç�¾�Â�½�Å¡ËÈÂ�Ó�Å¡ï�¾�ËÈï�¾�¿Ç¼VÆ�Å¡Ä�ä���¾�¿Ç½
u(t,x)

À#¼�Ë�¾
¼�çZÄ!ÂFÅ¡Ë�Ì�çVä9½#ÅÏÎ�¾�Ã,¾�Ë�Æg¾ãÄyÍ�¾�Õ�¼�¿¡¿Ç¼�î�Å¡ËZÓdÌ,Ä,¼VÆ!Í�Â�ÌyÄyÅÇÆÈÁ�ÂFÃyÄyÅÐÂF¿3½#ÅÏÎ�¾�Ã,¾�ËHÄyÅÐÂF¿D¾gÑVÒ�ÂFÄyÅÇ¼�Ë;¼�ËðÄyÍ�¾Èï�¾gÆ�Ä,¼�Ã
Xt(x)

êwÌ,¾g¾(õrö#À�÷�ø�ùOíJü

dXt(x) + u(t,x).∇X t(x) dt =

(

∇u(t,x)X t(x) − 1

2
�0¾ F (X t(x))

)

dt+
1√ �0¾ dW t

êv÷`í

î�Í�¾�Ã,¾
x
½Z¾�Ë�¼�Ä,¾gÌÄyÍ�¾zÌyÁ�Â�Æg¾�ï�ÂFÃyÅÐÂFçZ¿Ç¾�À��0¾�ÄyÍ�¾��0¾�ÅÇÌ!Ì,¾�ËHç�¾�ÃyÓ�ËVÒZº�ç�¾�Ã�À

W
Â(ý'Ã,¼�î�ËZÅÐÂFËéº�¼�ÄyÅÇ¼�Ë

Ë�¼�Ä(½Z¾�Á1¾�Ë�½#Å¡ËZÓ>¼�Ë
x
ÂFË�½

F
ÄyÍ�¾�¾�ËVÄyÃ,¼�ÁZÅÇÆ�Õw¼�Ã,Æg¾�ç�¾�Ä�î'¾g¾�ËðÄyÍ�¾ÊÄ�î«¼éç�¾�Â�½ZÌ�Ö��D¾�Ã,¾ÈÂFË�½QÅ¡Ë ÄyÍ�¾

Õw¼�¿¡¿Ç¼`î�Å¡ËZÓ�À�î'¾�î�ÃyÅ¡Ä,¾�ÂF¿¡¿�ÄyÍ�¾�¾gÑHÒ�ÂFÄyÅÇ¼�Ë�Ì3Å¡ËNÂßË�¼�Ë#¸�½#Å¡º�¾�Ë�ÌyÅÇ¼�Ë�ÂF¿�Õ�¼�Ãyº�ÂFË�½Èî«¾�ÌyÒZÁZÁ1¼�Ì!¾�ÄyÍ�ÂFÄ
X ∈

IRN î�Å¡ÄyÍ
N = 2

¼�Ã
N = 3

ÖÊû�Í�¾�Æg¼�ËHÄyÃyÅ¡çZÒZÄyÅÇ¼�Ë
τ p

¼FÕ�ÄyÍ�¾(Á�¼�¿¡äVº�¾�Ã,Ì�Ä,¼ãÄyÍ�¾�ÌyÄyÃ,¾gÌ!Ì�Ä,¾�Ë�Ì,¼�Ã�ÅÇÌ
ÄyÍ�¾�Ë�ü

τ p(t,x) =
ε
�0¾ (IE (X t(x) ⊗ F (X t(x))) − ú�½

)
ê�ö�í

î�Í�¾�Ã,¾
ε
½Z¾�Ë�¼�Ä,¾gÌ«ÄyÍ�¾�Ã!ÂFÄyÅÇ¼ß¼FÕ�ÄyÍ�¾3ïVÅÇÌ!Æg¼�ÌyÅ¡Ä�ä�½#Ò�¾3Ä,¼�ÄyÍ�¾�Á�¼�¿¡äLº�¾�Ã«¼�ï�¾�Ã'ÄyÍ�¾�Ä,¼�Ä!ÂF¿1ïLÅÇÌ,Æg¼�ÌyÅ¡Ä�ä(¼FÕ�ÄyÍ�¾

¿¡ÅÇÑHÒZÅÇ½�Ö
ú�Ë9ÄyÍ�¾�Õ�¼�¿¡¿Ç¼�î�Å¡ËZÓ�À.î«¾ãÆg¼�Ë�ÌyÅÇ½Z¾�ÃlÄyÍ�ÂFÄ(ÄyÍ�¾�ï�¾�¿Ç¼VÆ�Å¡Ä�ä	��¾�¿Ç½

u
ÅÇÌlÃ,¾�Ó�ÒZ¿ÐÂFÃ(¾�Ë�¼�ÒZÓ�Í4êwÌ!Âgä C1 í�Ì,¼ÄyÍ�ÂFÄ�¼�Ë�¾�Æ�ÂFË>Ò�Ì,¾ßÄyÍ�¾�Æ!Í�ÂFÃ!Â�Æ�Ä,¾�ÃyÅÇÌyÄyÅÇÆ�º�¾�ÄyÍ�¼L½�êOçHä�Å¡ËHÄ,¾�Ó�Ã!ÂFÄyÅ¡ËZÓÔÄyÍ�¾lï�¾gÆ�Ä,¼�Ã
��¾�¿Ç½

u
íDÄ,¼ÈÃ,¾�î�ÃyÅ¡Ä,¾

¾gÑHÒ�ÂFÄyÅÇ¼�Ë9êv÷`í'Å¡ËãÄyÍ�¾�Õ�¼�¿¡¿Ç¼�î�Å¡ËZÓ�Õ�¼�ÃyºæÀLÕ�¼�Ã�¾�Â�Æ,ÍÔÆ!Í�ÂFÃ!Â�Æ�Ä,¾�ÃyÅÇÌyÄyÅÇÆ�ü

dX t =

(

G(t)X t −
1

2
�0¾ F (Xt)

)

dt+
1√ �0¾ dW t

ê���í

î�Í�¾�Ã,¾
G : IR+ → IRN×N Ö
ú�ËãÄyÍ�¾�Õ�¼�¿¡¿Ç¼�î�Å¡ËZÓ�À�î«¾�ÌyÒZÁZÁ�¼�Ì,¾�ÄyÍ�ÂFÄ

G
ÅÇÌ3Âl¿Ç¼LÆ�ÂF¿¡¿¡ä�ç1¼�ÒZË�½Z¾g½ÈÕ�¼�Ë�Æ�ÄyÅÇ¼�ËN¼FÕ�ÄyÅ¡º�¾�¼�Ë

IR+
Ö ê�Ví

·D¼�ÄyÅÇÆg¾�ÄyÍ�ÂFÄ�ÄyÍ�¾�ÁZÃ,¼LÆg¾gÌ,Ì
X t

Å¡Ëæê���í¥ÅÇÌ�¿ÐÂFç�¾�¿¡¿Ç¾g½zçVäzÄyÍ�¾�Æ!Í�ÂFÃ!Â�Æ�Ä,¾�ÃyÅÇÌyÄyÅÇÆ�êwÌ,¾g¾�õ��`ùOíJÖ�ú�ËlÄyÍ�¾'Õ�¼�¿¡¿Ç¼�î�Å¡ËZÓ�À
î«¾ÊÄyÍ�¾�Ã,¾JÕw¼�Ã,¾�Æg¼�Ë�ÌyÅÇ½Z¾�Ãß¼�Ë�¾�ÁZÃ,¼VÆg¾gÌ,Ì

X t
À�¼�Ë9Â��ZÉ#¾g½dÆ,Í�ÂFÃ!Â�Æ�Ä,¾�ÃyÅÇÌyÄyÅÇÆ�À�Õ�¼�ÃzÂ��ZÉZ¾g½>ï�¾�¿Ç¼LÆ�Å¡Ä�ä���¾�¿Ç½

êwÌ,¾g¾�ÂF¿ÇÌ,¼��D¾�ºÊÂFÃyó���íJÖ
� Ä�äVÁZÅÇÆ�ÂF¿�¾JÉ�ÂFº(ÁZ¿Ç¾Õw¼�Ã'ÄyÍ�¾D¾�ËVÄyÃ,¼�ÁZÅÇÆÕw¼�Ã,Æg¾ÅÇÌ�Â�¿¡Å¡Ë�¾�ÂFÃ�Õw¼�Ã,Æg¾�À

F (X) = X
ü�ÄyÍZÅÇÌ�¿Ç¾�Â�½ZÌ'Ä,¼ßÄyÍ�¾

ÄyÍ�¾�Ì,¼F¸�Æ�ÂF¿¡¿Ç¾g½��D¼L¼�ó�¾�ÂFËã½#ÒZº�çZç�¾�¿¡¿�º�¼V½Z¾�¿oÖ.µ�¼�Ã�ÂFËãÂFË�ÂF¿¡ä#ÌyÅÇÌ�¼FÕ�ÄyÍ�¾�Æg¼�ÒZÁZ¿¡Å¡ËZÓ�¼FÕ¥ÄyÍ�¾ âLì ¶ Å¡ËÈÄyÍZÅÇÌ
Æ�Â�Ì,¾�î�Å¡ÄyÍÊÂ�¹ ì ¶Q¼�Ë(ÄyÍ�¾�ï�¾�¿Ç¼LÆ�Å¡Ä�ä(¼FÕ�ÄyÍ�¾'å�ÒZÅÇ½

u
À�î'¾�Ã,¾JÕw¾�Ã
Ä,¼(õ��5ù�Ö�ú�Ë(¼�Ã,½Z¾�Ã¦Ä,¼�Ä!ÂFó�¾�Å¡ËHÄ,¼�Â�ÆgÆg¼�ÒZËVÄ

ÄyÍ�¾
��ËZÅ¡Ä,¾ß¾JÉLÄ,¾�Ë�Ì,Å¡çZÅ¡¿¡Å¡Ä�äN¼FÕ
ÄyÍ�¾�Á�¼�¿¡äLº�¾�Ã�À��QÂFÃyË�¾�Ã(êwÌ,¾g¾Êõ¡÷��5ùOí�Å¡ËHÄyÃ,¼L½#Ò�Æg¾g½�ÄyÍ�¾�µ�Å¡ËZÅ¡Ä,¾�¶�É#Ä,¾�Ë�ÌyÅ¡çZ¿Ç¾
·D¼�ËZ¿¡Å¡Ë�¾�ÂFÃD¶
¿ÐÂ�ÌyÄyÅÇÆÊêwµ�¶¦·¶«í'º�¼L½Z¾�¿�î�ÍZÅÇÆ,ÍÔÆg¼�Ë�ÌyÅÇÌyÄ,Ì�Å¡ËæÆ!Í�¼V¼�ÌyÅ¡ËZÓÊÄyÍ�¾�Õw¼�¿¡¿Ç¼`î�Å¡ËZÓ(Õ�¼�Ã,Æg¾�¿ÐÂgî6Å¡ËæÄyÍ�¾
½#ÒZº�çZç�¾�¿¡¿oü

F (X) =
X

1 − ||X ||2/b .
ê�ø�í

û�ÍZÅÇÌ
º�¼L½Z¾�¿�Ó�Å¡ï�¾gÌ
ç�¾�ÄyÄ,¾�Ã¦Ã,¾gÌyÒZ¿¡Ä,Ì
ÄyÍ�ÂFË�ÄyÍ�¾��D¼L¼�ó�¾�ÂFË(º�¼V½Z¾�¿)Æg¼�º(Á�ÂFÃ,¾g½�Ä,¼�¾JÉ#Á1¾�ÃyÅ¡º�¾�ËVÄ!ÂF¿�Ã,¾gÌyÒZ¿¡Ä,Ì�Ö
ú�Ë>ÄyÍ�¾(Æ�Â�Ì!¾(¼FÕ«ÄyÍ�¾(µ�¶¦·¶6º�¼L½Z¾�¿oÀ�ÄyÍ�¾ âLì ¶èÕ�¼�Ã�ÄyÍ�¾(¾�Ë�½L¸oÄ,¼F¸�¾�Ë�½0ï�¾gÆ�Ä,¼�Ã

Xt
¼FÕ�ÂÈ½#ÒZº�çZç�¾�¿¡¿.ÅÇÌ

ÄyÍ�¾�Ë�ü
dXt =

(

G(t)Xt −
1

2
�0¾ Xt

1 − ||X t||2/b

)

dt+
1√ �0¾ dW t

ê���í

î�Í�¾�Ã,¾ √
b
½Z¾�Ë�¼�Ä,¾gÌDÄyÍ�¾�ºÊÂ5É#Å¡ºÊÂF¿¥¾JÉ#Ä,¾�Ë�ÌyÅ¡çZÅ¡¿¡Å¡Ä�äÔ¼FÕ�ÄyÍ�¾�Á1¼�¿¡äLº�¾�Ã�Ö�µ�¼�ÃÂFËéÂFË�ÂF¿¡äLÌyÅÇÌD¼FÕ
ÄyÍZÅÇÌ âLì ¶�À

î«¾�Ã,¾JÕ�¾�Ã�Ä,¼ãõ��5ù�Ö
û�Í�¾�Æg¼�ËVÄyÃyÅ¡çZÒZÄyÅÇ¼�Ë

τ p
¼FÕ�ÄyÍ�¾�Á1¼�¿¡äLº�¾�Ã,Ì�Ä,¼lÄyÍ�¾�Ì,ÄyÃ,¾gÌ,Ì�Ä,¾�Ë�Ì,¼�Ã�ÅÇÌ�ÄyÍ�¾�Ë�ü

τ p =
ε
�0¾

(

IE

(

Xt ⊗ Xt

1 − ||Xt||2/b

)

− ú�½ )
.

ê���í

û�¼�½�ÂFÄ,¾�À�Å¡Ä
ÅÇÌ�ç�¾�¿¡ÅÇ¾�ï�¾g½NêwÌ,¾g¾�õrö5ù�Á�Ö�� ��í¥ÄyÍ�ÂFÄ¦Å¡Ä
ÅÇÌ�Ë�¼�Ä.Á1¼�Ì,Ì,Å¡çZ¿Ç¾«Ä,¼�¼�çZÄ!ÂFÅ¡ËÊÂ�Æ�¿Ç¼�Ì,¾g½(Æg¼�Ë�ÌyÅ¡ÄyÒZÄyÅ¡ï�¾
¾gÑHÒ�ÂFÄyÅÇ¼�ËÈÕ�¼�Ã�ÄyÍ�¾�µ�¶¦·D¶�º�¼V½Z¾�¿oÖ¦ú�Ëã¼�ÄyÍ�¾�Ã�î«¼�Ã,½ZÌ�À�¼�Ë�¾Æ�ÂFËZË�¼�Ä!��Ë�½æÂ�Á�ÂFÃyÄyÅÐÂF¿¥½#ÅÏÎ�¾�Ã,¾�ËVÄyÅÐÂF¿�¾gÑHÒ�Â5¸
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Ä,¾�Ë�Ì,¼�Ã�ÅÇÌ�ÄyÍ�¾�Ë�ÂFÁZÁZÃ,¼gÉ#Å¡ºÊÂFÄ,¾g½æçHäÈÄyÍ�¾�¾�º(ÁZÅ¡ÃyÅÇÆ�ÂF¿¥º�¾�ÂFË�ü

τM
p =

ε
�0¾





1
M

∑M
i=1

(

X
i,M
t ⊗ X

i,M
t

)

1 − 1
M
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(
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)
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A(0) = A(0) ;
dA(t)

dt
= G(t)A(t) + A(t)G(t)T − 1!( A(t)

1 − tr(A(t))/b
+
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(t,A) 7→ G(t)A + AG(t)T − 1
�0¾ A

1 − tr(A)/b
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1
�0¾ út½

ÅÇÌ¦¿Ç¼LÆ�ÂF¿¡¿¡ä���Å¡Á�Ì,Æ!ÍZÅ¡Ä
	Dî�Ö Ã�Ö Ä�Ö
A
¼�Ë

IR+×
(

IRN×N \ {M ∈ IRN×N , tr(M ) = b}
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ÂßºÊÂ5ÉLÅ¡ºzÒZº�ÄyÅ¡º�¾�Å¡ËVÄ,¾�Ãyï�ÂF¿

[0, T ∗)
ÌyÒ�Æ,ÍNÄyÍ�ÂFÄ�ü

ÅÏÕ
T ∗ <∞ À#ÄyÍ�¾�Ë

limt→T ∗ tr(A(t)) = b.
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º�¾�ÄyÃyÅÇÆ�ê

A = AT í'Ì,Å¡Ë�Æg¾�ÅÏÕ A(t)
ÅÇÌ�Ì,¼�¿¡ÒZÄyÅÇ¼�Ë�¼FÕ�êv÷���íJÀ

A(t)T ÅÇÌ�Ì,¼�¿¡ÒZÄyÅÇ¼�ËÔ¼FÕ�ÄyÍ�¾�Ì!ÂFº�¾�¾gÑHÒ�ÂFÄyÅÇ¼�Ë�À
î�Å¡ÄyÍæÄyÍ�¾�Ì!ÂFº�¾�Å¡ËZÅ¡ÄyÅÐÂF¿¥Æg¼�Ë�½#Å¡ÄyÅÇ¼�Ë�Ö

�0¾�ÌyÍ�ÂF¿¡¿�Ë�¼`î4ÁZÃ,¼`ï�¾�ÄyÍ�ÂFÄ�ÄyÍ�¾�Ì,¼�¿¡ÒZÄyÅÇ¼�Ë
A(t)

Ä,¼Nêv÷���í'ÅÇÌ�Ë�¾gÆg¾gÌ,Ì%ÂFÃyÅ¡¿¡ä�Ë�¼�ËæË�¾�ÓHÂFÄyÅ¡ï�¾�Ö
��¾�Ä¦Ò�Ì.Å¡ËHÄyÃ,¼L½#Ò�Æg¾�ÄyÍ�¾�ÁZÃ,¼LÆg¾gÌ,Ì

Y t
ÌyÒ�Æ!ÍÊÄyÍ�ÂFÄ

Y 0 = X0
ÂFË�½

Y t
ÅÇÌ¦Ì!¼�¿¡ÒZÄyÅÇ¼�Ë�Ä,¼�ÄyÍ�¾�Õ�¼�¿¡¿Ç¼�î�Å¡ËZÓ

âLì ¶�ü
dY t =

(

G(t)Y t −
1

2
�0¾ Y t

1 − tr(A(t))/b

)

dt+
1√ �0¾ dW t.

ê�ö8��í
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[0, T ∗)
ÂFË�½QÄyÍ�ÂFÄ

t 7→
IE(||Y t||2)

ÅÇÌ�¿Ç¼LÆ�ÂF¿¡¿¡ä�ç�¼�ÒZË�½Z¾g½æ¼�Ë
[0, T ∗)

Ì,Å¡Ë�Æg¾�ÄyÍ�¾�ÂFÁZÁZ¿¡ÅÇÆ�ÂFÄyÅÇ¼�Ë

(t,Y ) 7→ G(t)Y − 1

2
�0¾ Y

1 − tr(A(t))/b
ÅÇÌ ��Å¡Á�Ì!Æ,ÍZÅ¡Ä
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+
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A
À

tr
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(G(t) + G(t)T )A
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≤ C||G(t)||tr(A).
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tr(A2) ≤
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�0¾
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(t) = b
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C||G(t)|| û�Ã (t) − 1
�0¾
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(t)

1 − û�Ã
(t)/b

+
N
�0¾ = −∞,

ÂFË�½�ÄyÍ�¾�Ã,¾JÕw¼�Ã,¾�ÄyÍ�¾�Ã,¾�¾JÉ#ÅÇÌyÄ,Ì
ε > 0
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T ∗ = ∞ Ö
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∣
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∑
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∑
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(X i,M

t )1≤i≤MÄ,¼æêv÷�ö�í�¼�Ë
[0, limn→∞ τn)

Ö
��¾�Ä�Ò�Ì�Ë�¼�î6Å¡ËVÄyÃ,¼V½#Ò�Æg¾

RM
t =

1

M

M
∑

i=1

||X i,M
t ||2. ê�ö ��í

ý'äÊú�Ä����Ì�Æ�ÂF¿ÇÆ�ÒZ¿¡Ò�Ì�ÀZ¼�Ë�¾�¼�çZÄ!ÂFÅ¡Ë�Ì�ÄyÍ�ÂFÄ
RM

t

ÅÇÌ�Ì,¼�¿¡ÒZÄyÅÇ¼�Ëæ¼FÕ¥ÄyÍ�¾3Õ�¼�¿¡¿Ç¼�î�Å¡ËZÓ âLì ¶ð¼�Ë
[0, limn→∞ τn)

ü

RM
t = RM

0 +

∫ t

0

(

2

M

M
∑

i=1

Xi,M
s .

(

G(s)X i,M
s

)

− 1
�0¾ RM

s

1 −RM
s /b

+
N
�0¾
)

ds

+
2√ �0¾
M

∫ t

0

√

RM
s dBs,

ê�ö ��í

î�Å¡ÄyÍ
(Bt)

Â(ý'Ã,¼�î�ËZÅÐÂFËNº�¼�ÄyÅÇ¼�ËÔ½Z¾ ��Ë�¾g½ãçHä

Bt =

∫ t

0

1
{ � M

i=1
|| � i,M

s ||2>0}
√

∑M
i=1 ||X i,M

s ||2

M
∑

i=1

Xi,M
s dW i

s +

∫ t

0
1
{ � M

i=1
|| � i,M

s ||2=0}
dW 1

s.

�0¾�î�Å¡¿¡¿)Ò�Ì,¾�ÄyÍ�¾�ÕoÂ�Æ�Ä.ÄyÍ�ÂFÄ ∀X, |X. (G(t)X)| ≤ C
2 ||G(t)||||X ||2 À�î�Å¡ÄyÍ C > 0

Â�Æg¼�Ë�ÌyÄ!ÂFËHÄ�ÀZÂFË�½
î«¾�½Z¾�Ë�¼�Ä,¾�Å¡ËæÄyÍ�¾�Õ�¼�¿¡¿Ç¼�î�Å¡ËZÓ

g(t) = C||G(t)|| Ö
��¾�Ä�Ò�Ì�Ë�¼�î6Å¡ËVÄyÃ,¼V½#Ò�Æg¾

ρM
t

Â(ÌyÄ,¼LÆ,Í�Â�ÌyÄyÅÇÆ�ÁZÃ,¼VÆg¾gÌ,Ì�Ì!¼�¿¡ÒZÄyÅÇ¼�ËN¼FÕ�ÄyÍ�¾�Õw¼�¿¡¿Ç¼`î�Å¡ËZÓ âLì ¶�ü

ρM
t = RM

0 +

∫ t

0

(

g(s)ρM
s ds− 1

�0¾ ρM
s

1 − ρM
s /b

+
N
�0¾
)

ds+
2√ �0¾
M

∫ t

0

√

ρM
s dBs.

ê�ö ��í

�



·D¼�ÄyÅÇÆg¾�ÄyÍ�ÂFÄD¼�Ë�¾zÆ�ÂFËNçZÒZÅ¡¿Ç½éÂlÁZÃ,¼VÆg¾gÌ!Ì
ρM

t

î«¾�ÂFóæÌ,¼�¿¡ÒZÄyÅÇ¼�Ë�Ä,¼Nê�ö ��í�çHäãÆg¼�Ë�ÌyÅÇ½Z¾�ÃyÅ¡ËZÓ�ÄyÍ�¾�Ì,¼�¿¡ÒZÄyÅÇ¼�Ë
(Y i,M

t )1≤i≤M
¼FÕ�ÄyÍ�¾�Õw¼�¿¡¿Ç¼`î�Å¡ËZÓÊÌyä#ÌyÄ,¾�ºô¼FÕ âLì ¶.Ì�ü

Y
i,M
t = Xi

0 +

∫ t

0

(

g(s)Y i,M
s − 1

2
�0¾ Y i,M

s

1 − 1
M

∑M
i=1 ||Y

i,M
t ||2/b

)

ds+
1√ �0¾ W i

t,
ê�ö ��í

ÂFË�½(ÄyÍ�¾�ËÊÆg¼�Ë�ÌyÅÇ½Z¾�ÃyÅ¡ËZÓ
ρM

t = 1
M

∑M
i=1 ||Y

i,M
t ||2 Ö�ý'äßÒ�ÌyÅ¡ËZÓ�ÄyÍ�¾�ÕoÂ�Æ�Ä
ÄyÍ�ÂFÄ Mb ≥ 2

ÂFË�½(ÄyÍ�ÂFÄ
g
ÅÇÌ

¿Ç¼VÆ�ÂF¿¡¿¡ä�Ì,ÑVÒ�ÂFÃ,¾�Å¡ËHÄ,¾�Ó�Ã!ÂFçZ¿Ç¾�ÂFË�½ÈçVäÊÕ�¼�¿¡¿Ç¼�î�Å¡ËZÓ�¾JÉ�Â�Æ�Äy¿¡ä�ÄyÍ�¾�¿¡Å¡Ë�¾gÌ�¼FÕ�ÄyÍ�¾�ÁZÃ,¼V¼FÕ�¼FÕ¥ÄyÍ�¾�¾JÉ#ÅÇÌyÄ,¾�Ë�Æg¾�¼FÕ
Â(Ì,¼�¿¡ÒZÄyÅÇ¼�ËãÕ�¼�Ã�ÄyÍ�¾�µ�¶¦·¶;º�¼L½Z¾�¿«êwÌ,¾g¾ â ¾gÆ�ÄyÅÇ¼�ËéölÅ¡Ë0õ¡÷��FùOíJÀZÅ¡Ä3ÅÇÌ�¾�Â�Ìyä�Ä,¼�ÌyÍ�¼�î4ÄyÍ�ÂFÄzê�ö ��í�Â�½#º(Å¡Ä,Ì
ÂlÌ,¼�¿¡ÒZÄyÅÇ¼�Ë

(Y i,M
t )1≤i≤M

½Z¾ ��Ë�¾g½Ô¼�Ë
IR+

À�ÂFË�½æÌyÒ�Æ!ÍæÄyÍ�ÂFÄ

IP(∃t ≥ 0, ρM
t = b) = IP(∃t ≥ 0, ρM

t = 0) = 0.

�Ô¼�Ã,¾g¼`ï�¾�Ã�À�Ò�ÌyÅ¡ËZÓNê�ö ��í�ÂFË�½ÈÕw¼�¿¡¿Ç¼`î�Å¡ËZÓÊÄyÍ�¾�ÁZÃ,¼L¼FÕ�Å¡Ë â ¾gÆ�ÄyÅÇ¼�ËÔö(¼FÕ�õ¡÷��5ù�ÀZî«¾�Í�Â�ï�¾

t 7→ IE
(

1
1−ρM

t /b

)r ÅÇÌ�¿Ç¼LÆ�ÂF¿¡¿¡ä�ç�¼�ÒZË�½Z¾g½�ÀZÒZËZÅÏÕ�¼�Ãyº(¿¡äÈÅ¡Ë
M
Ö

¶�É#ÅÇÌyÄ,¾�Ë�Æg¾�¼FÕ¦ÂlÌyÄyÃ,¼�ËZÓÊÌ,¼�¿¡ÒZÄyÅÇ¼�ËæÄ,¼æê�ö ��í'Õw¼�¿¡¿Ç¼`î�Ì�ÄyÍ�¾�ËÈÕwÃ,¼�º��«ÂFºÊÂ�½�Â5¸��QÂFÄ!ÂFË�ÂFç1¾�ÄyÍ�¾g¼�Ã,¾�º ÌyÅ¡Ë�Æg¾
Á�ÂFÄyÍHî�ÅÇÌ,¾�ÒZËZÅÇÑHÒ�¾�Ë�¾gÌ!Ì�Í�¼�¿Ç½ZÌ�Õ�¼�Ã�Ì,¼�¿¡ÒZÄyÅÇ¼�Ë�Ì�î�Å¡ÄyÍãÁ�ÂFÄyÍ�Ì3Å¡Ë C(IR+, (0, b))

Ö
��¾�Ä�Ò�Ì�ÁZÃ,¼`ï�¾(ÄyÍZÅÇÌ�¿ÐÂ�ÌyÄ�Á�¼�Å¡ËHÄ�Ö ��¾�Ä�Ò�Ì�Æg¼�Ë�ÌyÅÇ½Z¾�Ã�Ä�î«¼æÌ!¼�¿¡ÒZÄyÅÇ¼�Ë�Ì

(ρt)
ÂFË�½

(ρ̃t)
Ä,¼>ê�ö ��íî�Å¡ÄyÍ

Ì!ÂFº�¾�Å¡ËZÅ¡ÄyÅÐÂF¿�Æg¼�Ë�½#Å¡ÄyÅÇ¼�Ë�ÂFË�½9Ì!ÂFº�¾�ý«Ã,¼`î�ËZÅÐÂFËðº�¼�ÄyÅÇ¼�Ë�À.ÂFË�½dî�Å¡ÄyÍdÁ�ÂFÄyÍ�ÌlÅ¡Ë C(IR+, (0, b))
Ö0ý'ä

	'¼�Ã,¼�¿¡¿ÐÂFÃyä �#Ö �Á�ÂFÓ�¾ � �8�3Å¡Ëæõ¡÷���ù�À�î«¾�óLË�¼�îðÄyÍ�ÂFÄ
L0(ρ− ρ̃) = 0

Ö�û�Í�¾�Ã,¾JÕ�¼�Ã,¾�À�çVäßû�ÂFË�ÂFó�Â �Ì�Õ�¼�Ãyº�ÒZ¿ÐÂ
êwÌ,¾g¾�û�Í�¾g¼�Ã,¾�º ÷�Örö(Á�Ö�ö8� �ßÅ¡Ë0õ¡÷��FùOíJü

(ρt − ρ̃t)
+ =

∫ t

0
1ρs≥ρ̃s

d(ρ− ρ̃)s

≤
∫ t

0
g(s)(ρs − ρ̃s)

+ ds+
2√ �0¾
M

∫ t

0
1ρs≥ρ̃s

(
√
ρs −

√

ρ̃s) dBs

î�Í�¾�Ã,¾î«¾�Í�Âgï�¾�Ò�Ì!¾g½ÊÄyÍ�¾DÕoÂ�Æ�Ä'ÄyÍ�ÂFÄ
r 7→ r

1 − r/b

ÅÇÌ�Å¡Ë�Æ�Ã,¾�Â�ÌyÅ¡ËZÓ(¼�Ë
(0, b)

Ö �0¾óLË�¼�îèÄyÍ�ÂFÄ
ρ
ÂFË�½

ρ̃
ÂFÃ,¾�ç�¼�ÒZË�½Z¾g½æÌ,¼lÄyÍ�ÂFÄ�ü

IE(ρt − ρ̃t)
+ ≤

∫ t

0
g(s)IE(ρs − ρ̃s)

+ ds.

�DÌ,Å¡ËZÓ $Ã,¼�ËHî�ÂF¿¡¿ ��¾�º(ºÊÂÊÂFË�½NÄyÍ�¾�ÕoÂ�Æ�Ä�ÄyÍ�ÂFÄ
g
ÅÇÌ�¿Ç¼LÆ�ÂF¿¡¿¡äãÅ¡ËHÄ,¾�Ó�Ã!ÂFçZ¿Ç¾�À1î«¾�ÄyÍ�¾�Ã,¾JÕw¼�Ã,¾z¼�çZÄ!ÂFÅ¡ËÔÄyÍ�ÂFÄ

ρ ≤ ρ̃
Ößú�Ä�ÅÇÌ�Æ�¿Ç¾�ÂFÃ�ÄyÍ�¾�Ë>ÄyÍ�ÂFÄ�î'¾ÊÂF¿ÇÌ,¼�Í�Âgï�¾

ρ̃ ≤ ρ
ÂFË�½éÄyÍ�¾�Ã,¾JÕ�¼�Ã,¾lÁ�ÂFÄyÍHî�ÅÇÌ,¾(ÒZËZÅÇÑVÒ�¾�Ë�¾gÌ,Ì�Í�¼�¿Ç½ZÌ

Õw¼�Ã�ê�ö ��íJÖ
�ÌyÅ¡ËZÓ(¾JÉZÂ�Æ�Äy¿¡ä�ÄyÍ�¾�Ì!ÂFº�¾ÁZÃ,¼V¼FÕ
Â�Ì�ÂFç�¼�ï�¾�¼�Ë

[0, limn→∞ τn)
î�Å¡ÄyÍ

RM ÂFË�½
ρM Ã,¾�ÁZ¿ÐÂ�Æ�Å¡ËZÓ

ρÂFË�½
ρ̃
À#Å¡Ä�ÅÇÌ�¾�Â�Ì,ä�Ä,¼�Ì,Í�¼�î6ÄyÍ�ÂFÄ ∀t ∈ [0, limn→∞ τn),

RM
t ≤ ρM

t .
ê��8��í

â Å¡Ë�Æg¾�Â#Ö�Ì�Ö
ρM ∈ C(IR+, (0, b))

À)î«¾�½Z¾g½#Ò�Æg¾�ÕOÃ,¼�º ê��8��í«ÄyÍ�ÂFÄÂ#Ö�Ì�Ö¡ü

lim
n→∞

τn = ∞.

û�ÍZÅÇÌ3ÂF¿ÇÌ,¼�Ì,Í�¼�î�Ì�ê�ö VíJÖ
û�¼ßÆg¼�Ë�Æ�¿¡Ò�½Z¾ÄyÍ�¾3ÁZÃ,¼L¼FÕyÀV¼�Ë�¾DË�¾g¾g½ZÌ.Ä,¼ßÌyÍ�¼`î Á�ÂFÄyÍVî�ÅÇÌ,¾ÒZËZÅÇÑHÒ�¾�Ë�¾gÌ,Ì'¼FÕ¥Ì,¼�¿¡ÒZÄyÅÇ¼�Ë�Ì«Ä,¼Èêv÷�ö�íJÀVçZÒZÄ

ÄyÍZÅÇÌ�Æ�ÂFËæç�¾�¾�Â�ÌyÅ¡¿¡äÈ½Z¼�Ë�¾�Ò�ÌyÅ¡ËZÓ�ÄyÍ�¾�Ì!ÂFº�¾�ÁZÃ,¼V¼FÕ¦Â�Ì�Å¡Ë ��¾�º(ºÊÂN÷�¼FÕ�õ¡÷��Fù�Ö ♦

�



�
	 + ���%��� ��� �%�&��� � �!�"� #�$��%�&� �'�(���*)"��+-,
��¾�Ä�Ò�Ì�Ë�¼`î6Å¡ËHÄyÃ,¼L½#Ò�Æg¾

ρ∞t
Ì,¼�¿¡ÒZÄyÅÇ¼�ËN¼FÕ�ÄyÍ�¾�Õ�¼�¿¡¿Ç¼�î�Å¡ËZÓ " ì ¶�ü

ρ∞t = IE(||X1
0||2) +

∫ t

0

(

g(s)ρ∞s ds− 1
�0¾ ρ∞s

1 − ρ∞s /b
+

N
�0¾
)

ds.
ê��#÷`í

�0¾�ÌyÒZÁZÁ�¼�Ì,¾�ÄyÍ�ÂFÄ
IE(||X1

0||2) < b
Ö �ÌyÅ¡ËZÓ�ÄyÍ�¾�Õ�Â�Æ�Ä3ÄyÍ�ÂFÄ

t 7→ g(t)
ÅÇÌ3¿Ç¼VÆ�ÂF¿¡¿¡äÈç�¼�ÒZË�½Z¾g½ÔÂFË�½æÄyÍ�¾

Õ�Â�Æ�Ä�ÄyÍ�ÂFÄ�À ∀t ≥ 0
À#ÒZËZÅÏÕw¼�Ãyº(¿¡ä�Å¡Ë

s ∈ [0, t]
À
ρ 7→ g(s)ρ− 1

�0¾ ρ

1 − ρ/b
+

N
�0¾ Ó�¼V¾gÌ'Ä,¼ −∞ î�Í�¾�Ë

ρ
Ä,¾�Ë�½ZÌDÄ,¼

b−
À�ÂFË�½NÄ,¼ N�0¾ > 0

î�Í�¾�Ë
ρ
Ä,¾�Ë�½ZÌÄ,¼

0+ À�Å¡Ä�ÅÇÌ¾�Â�ÌyäæÄ,¼�ÌyÍ�¼�îòÄyÍ�ÂFÄ(ê��#÷`íÂ�½#º(Å¡Ä,Ì�Â
ÒZËZÅÇÑHÒ�¾�Ì,¼�¿¡ÒZÄyÅÇ¼�Ëæ½Z¾ ��Ë�¾g½ã¼�Ë

IR+
ÂFË�½Èî�Å¡ÄyÍ�ï�ÂF¿¡Ò�¾gÌ�Å¡Ë

(0, b)
Ö �0¾î�Å¡¿¡¿�Ò�Ì,¾ÄyÍ�¾DÕw¼�¿¡¿Ç¼`î�Å¡ËZÓ(¿Ç¾�º(ºÊÂ#ü

� ���$��� � ��0,:�H³D³+�C343#°F³�5#&%('CB
b ≥ 2

B
IE(||X1

0||2) < b
B
IE(||X1

0||4) <∞ )( )²�,!1�)4,H,!1# �! 6�7,7�7)8/
9,°( )²8�!,7��°( Z³

Xi
0

)�±,� N � N]²�N!NV!( 1�)(EF�B ∀t > 0
B

IE

(

sup
s≤t

((RM
s − ρ∞s )+)2

)

≤ C(t)

M
,

ê���ö�í

¯F1#J±,
C(t)

²H=3Z0 )²F³ß°( 
b
B
Var(||X1

0||2)
)8 )² ||G|| N

.'±y°�°
	ß´ ý'ä�ú�Ä����Ì�Æ�ÂF¿ÇÆ�ÒZ¿¡Ò�Ì�À�¼�Ë�¾�¼�çZÄ!ÂFÅ¡Ë�Ì�ü

(ρM
t − ρ∞t )2 =

(

1

M

M
∑

i=1

||X i
0||2 − IE(||X1

0||2)
)2

+ 2

∫ t

0
(ρM

s − ρ∞s ) d(ρM − ρ∞)s +
4

�0¾
M

∫ t

0
ρM

s ds

≤
(

1

M

M
∑

i=1

||X i
0||2 − IE(||X1

0||2)
)2

+ 2

∫ t

0
g(s)(ρM

s − ρ∞s )2 ds+
4

�0¾
M

∫ t

0
ρM

s ds

+
4√ �0¾
M

∫ t

0
(ρM

s − ρ∞s )
√

ρM
s dBs.

â ¼(ÄyÍ�ÂFÄ�ü

IE

(

sup
0≤s≤t

(ρM
s − ρ∞s )2

)

≤ Var(||X1
0||2)

M
+ 2

∫ t

0
g(s)IE

(

sup
0≤r≤s

(ρM
r − ρ∞r )2

)

ds+
4b

�0¾
M
t

+
4√ �0¾
M

IE

(

sup
0≤s≤t

∫ s

0
(ρM

r − ρ∞r )
√

ρM
r dBr

)

.

�ÌyÅ¡ËZÓ�ý'ÒZÃyóVÍ�¼�¿Ç½Z¾�Ãv¸ ì ÂgïLÅÇÌv¸ $ÒZË�½#äãÅ¡Ë�¾gÑVÒ�ÂF¿¡Å¡Ä�ä�À�î«¾�Í�Â�ï�¾�ü

IE

(

sup
0≤s≤t

∫ s

0
(ρM

r − ρ∞r )
√

ρM
r dBr

)

≤ CIE





√

∫ t

0
(ρM

r − ρ∞r )2ρM
r dr





≤ C
√
b

√

∫ t

0
IE

(

sup
0≤r≤s

(ρM
r − ρ∞r )2

)

ds

≤ C
√
b

(

1√
M

+

√
M

4

∫ t

0
IE

(

sup
0≤r≤s

(ρM
r − ρ∞r )2

)

ds

)

Ì,¼lÄyÍ�ÂFÄ�À

IE

(

sup
0≤s≤t

(ρM
s − ρ∞s )2

)

≤
∫ t

0

(

2g(s) +
C
√
b√ �0¾
)

IE

(

sup
0≤r≤s

(ρM
r − ρ∞r )2

)

ds

+
1

M

(

4b
�0¾ t+

4C
√
b√ �0¾ + Var(||X1

0||2)
)

.

�



�DÌ,Å¡ËZÓ(ÄyÍ�¾�Õ�Â�Æ�Ä�ÄyÍ�ÂFÄ
g
ÅÇÌ�¿Ç¼LÆ�ÂF¿¡¿¡ä�Å¡ËVÄ,¾�Ó�Ã!ÂFçZ¿Ç¾�À�î«¾�ÄyÍ�¾�Ëæ¼�çZÄ!ÂFÅ¡Ë�À�çVä�$Ã,¼�ËVî'ÂF¿¡¿ ��¾�º(ºÊÂ#À

IE

(

sup
s≤t

(ρM
s − ρ∞s )2

)

≤ C(t)

M
.

ê�� ��í

ú�Ä�ÅÇÌ�ÄyÍ�¾�ËN¾�Â�Ìyä�Ä,¼lÁZÃ,¼�ï�¾�ê���ö�í�Ò�ÌyÅ¡ËZÓNê��8��íJü

(RM
s − ρ∞s )+ ≤ (RM

s − ρM
s )+ + (ρM

s − ρ∞s )+ ≤ (ρM
s − ρ∞s )+.

♦
��¾�Ä�Ò�Ì�Ë�¼�î6Ó�¾�Ë�¾�Ã!ÂF¿¡Å 	�¾�ê�ö�ø�í�ÂFË�½æÆg¼�ËHÄyÃ,¼�¿¥ÄyÍ�¾�º�¼�º�¾�ËHÄ,Ì¼FÕ

X
1,M
t

ü

� ���$��� 0 ��0, �V³ )F³!³����Ê2# %('4N��¥0,
p ≥ 1

)( 1²(³���343Z°F³g ,!1�)4,
IE(||X1

0||2p) < b
N � 1#� ∀t ≥ 0

B

sup
M≥1

sup
s≤t

IE
(

||X1,M
s ||2p

)

≤ Cp(t).
ê�� Ví

¯F1#J±,
Cp(t)

²V=3Z� )²�³ß°( ||G|| )( )² b N
.'±y°�°
	ß´ ý'ä�ú�Ä����Ì�Æ�ÂF¿ÇÆ�ÒZ¿¡Ò�Ì�À�î«¾�Í�Â�ï�¾�ü

||X1,M
t ||2p = ||X1,M

0 ||2p +

∫ t

0
2p||X1,M

s ||2p−2X1,M
s .G(s)X1,M

s ds

+
1
�0¾

∫ t

0
p(2p+N − 2)||X1,M

s ||2p−2 ds

− p
�0¾

∫ t

0

||X1,M
s ||2p

1 −RM
s /b

ds+
1√ �0¾

∫ t

0
2p||X1,M

s ||2p−2X1,M
s .dW s

�0¾�ÄyÍ�¾�ËN¼�çZÄ!ÂFÅ¡ËãÕ�¼�ÃyºÊÂF¿¡¿¡ä>êOÒ�ÌyÅ¡ËZÓ�ÄyÍ�¾�ÕoÂ�Æ�Ä�ÄyÍ�ÂFÄ
IE(||X1,M

s ||2p−2) ≤ C
(

1 + IE(||X1,M
s ||2p)

) íJü

IE(||X1,M
t ||2p) ≤ IE(||X1,M

0 ||2p) +

∫ t

0
2p||G(s)||IE(||X1,M

s ||2p) ds

+
1
�0¾

∫ t

0
p(2p+N − 2)IE(||X1,M

s ||2p−2) ds

≤ IE(||X1,M
0 ||2p) +

∫ t

0
C(s)IE(||X1,M

s ||2p) ds+ Ct

î�Í�¾�Ã,¾�ÄyÍ�¾DÆg¼�Ë�ÌyÄ!ÂFËHÄ,Ì�½Z¾�Á�¾�Ë�½Ê¼�Ë ||G|| À p çZÒZÄ.Ë�¼�Ä'¼�Ë M Ö "DË�¾DÆ�ÂFËÊÄyÍ�¾�Ë�Æg¼�Ë�Æ�¿¡Ò�½Z¾3çHä $Ã,¼�ËVî'ÂF¿¡¿
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Q
ÅÇÌ«Ì,¼�¿¡ÒZÄyÅÇ¼�Ë�¼FÕ�ÄyÍ�¾�ºÊÂFÃyÄyÅ¡ËZÓHÂF¿Ç¾DÁZÃ,¼�çZ¿Ç¾�º ê7�Ô¹«í
çHä

ÌyÍ�¼`î�Å¡ËZÓÊÄyÍ�ÂFÄ
Π∞(dQ)

¸�Â#Ö�Ì`Ö¡À
Q
ï�¾�ÃyÅ ��¾gÌzê����í�êwÌ,¾g¾ â ¾gÆ�ÄyÅÇ¼�Ë �Örö#Ö���ÂFË�½ ��¾�º(ºÊÂÊø�íJÖ

� ÕwÄ,¾�ÃÄyÍ�¾gÌ,¾ßÄyÍZÃ,¾g¾(ÌyÄ,¾�Á�Ì�À1î«¾lÍ�Â�ï�¾zÄyÍ�ÂFÄ
Π∞(dQ)

¸�Â#Ö�Ì`Ö¡À
Q
ÅÇÌÌ!¼�¿¡ÒZÄyÅÇ¼�Ëé¼FÕ'ÄyÍ�¾ßºÊÂFÃyÄyÅ¡ËZÓHÂF¿Ç¾lÁZÃ,¼�ç#¸

¿Ç¾�º ê7��¹«íJÖ¦µZÃ,¼�º ÄyÍZÅÇÌÊÂFË�½ðÄyÍ�¾ÈÕoÂ�Æ�Ä�ÄyÍ�ÂFÄ�ÄyÍ�¾ãºÊÂFÃyÄyÅ¡ËZÓHÂF¿Ç¾NÁZÃ,¼�çZ¿Ç¾�º/ê7��¹«í(Â�½#º(Å¡Ä,Ì�ÂéÒZËZÅÇÑHÒ�¾
Ì,¼�¿¡ÒZÄyÅÇ¼�Ë

P
êwÌ,¾g¾(¹¦Ã,¼�Á1¼�ÌyÅ¡ÄyÅÇ¼�Ë VíJÀ�î'¾�½Z¾g½#Ò�Æg¾(ÄyÍ�ÂFÄ

Π∞ = δP
ÂFË�½0ÄyÍ�¾�Ã,¾JÕw¼�Ã,¾(ÄyÍ�ÂFÄ�ÄyÍ�¾�Æg¼�ËHï�¾�Ãv¸

Ó�¾�Ë�Æg¾
limM→∞ µM = P

Í�¼�¿Ç½ZÌ�Å¡ËæÁZÃ,¼�ç�ÂFçZÅ¡¿¡Å¡Ä�ä�Ö«û�ÍZÅÇÌ3Æg¼�Ë�Æ�¿¡Ò�½Z¾gÌ�ÄyÍ�¾�ÁZÃ,¼V¼FÕ
¼FÕ�û�Í�¾g¼�Ã,¾�º&ö#Ö
û�Í�¾�Ë�¾JÉ#Ä�ÄyÍZÃ,¾g¾�Ì,¾gÆ�ÄyÅÇ¼�Ë�Ì3Ó�Å¡ï�¾�ÄyÍ�¾�ÁZÃ,¼V¼FÕ
¼FÕ
¾�Â�Æ,ÍÔÌ,Ä,¾�Á�Ì�Ö
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(ΠM )M≥1
°( P

(

P(C(IR+, IR
N ))
) �Ð³ ,7� " 1�,=N � 1#J±,^	g°�±y�B ,!1ZJ±y���(�]³�,O³

)N³+�6.%³g�� �Z� 9!�°
	
(ΠM )M≥1

B ,!1�)8,D¯«Ê³�,7�!/&/.²V� )°8,�
(ΠM )M≥1

	g°�±2,!1Z(³ )���ã°�	;90/ )�±+�7,w® BD¯F1�� 9�1
9,°( 6E�J±7"V%³ �! ,!1Z�¯« )��l³g� Z³� ,o°�¯:)�±y²F³

Π∞ ∈ P
(

P(C(IR+, IR
N ))
) N

.'±y°�°
	ß´
��¾�Ä�Ò�Ì!��Ã,ÌyÄ�Ë�¼�ÄyÅÇÆg¾�ÄyÍ�ÂFÄ�À�ÌyÅ¡Ë�Æg¾�ÄyÍ�¾�Å¡ËZÅ¡ÄyÅÐÂF¿�Æg¼�Ë�½#Å¡ÄyÅÇ¼�Ë�Ì

Xi
0

ÂFÃ,¾�ÅoÖ ÅoÖ�½�Ö¡ÀZÄyÍ�¾�Ã!ÂFË�½Z¼�º ï�ÂFÃyÅÐÂFçZ¿Ç¾gÌ
(X i,M

t )1≤i≤M
¼�Ë C(IR+, IR

N )
ÂFÃ,¾¦¾JÉZÆ,Í�ÂFËZÓ�¾�ÂFçZ¿Ç¾'Ì,¼�ÄyÍ�ÂFÄ�Ä,¼�ÁZÃ,¼`ï�¾¦ÄyÍ�¾
ÄyÅ¡Ó�ÍVÄyË�¾gÌ,Ì�¼FÕLÄyÍ�¾¦Ì!¾gÑHÒ�¾�Ë�Æg¾

(ΠM )M≥1
¼�Ë P

(

P(C(IR+, IR
N ))
) À#Å¡Ä�ÌyÒ �ÊÆg¾gÌ�Ä,¼lÁZÃ,¼�ï�¾�ÄyÍ�¾�ÄyÅ¡Ó�ÍVÄyË�¾gÌ,Ì�¼FÕ¥ÄyÍ�¾�Ì!¾gÑHÒ�¾�Ë�Æg¾�¼FÕ�¿ÐÂgî�Ì

¼FÕ
(X1,M

t )M≥1
Å¡Ë P(C(IR+, IR

N ))
Ö û�ÍZÅÇÌÊÆ�ÂFË ç1¾ÈÁZÃ,¼`ï�¾g½;Ò�ÌyÅ¡ËZÓ �3¼�¿¡º�¼�Ó�¼�Ã,¼�ï Æ�ÃyÅ¡Ä,¾�ÃyÅÇ¼�Ë êwÌ,¾g¾

¹
Ã,¼�çZ¿Ç¾�º �Ö¡÷�÷ßÁ�Ö � ÈÅ¡Ë�õ¡÷�÷JùOíJÖ%��¾�Ä�Ò�Ì�Ì!¾�Ä
0 < β < r/2 − 1

À�î�Í�¾�Ã,¾
r
ÅÇÌ�½Z¾ ��Ë�¾g½éÅ¡Ë;ê�� ��íJÀ�ÂFË�½

0 ≤ u < v ≤ t
Ö �0¾�Í�Â�ï�¾�ü

IE
(

||X1,M
v − X1,M

u ||2(1+β)
)

≤ 3(1+2β)IE

(∫ v

u
||G(s)|| ||X1,M

s || ds
)2(1+β)

+
3(1+2β)

(2
�0¾

)2(1+β)
IE

(∫ v

u

||X1,M
s ||

1 −RM
s /b

ds

)2(1+β)

+
3(1+2β)

�0¾ (1+β)
IE||W v − W u||2(1+β),

≤ C

(∫ v

u
||G(s)||2(1+β) IE

(

||X1,M
s ||2(1+β)

)

ds(v − u)1+2β

+

∫ v

u
IE

( ||X1,M
s ||

1 −RM
s /b

)2(1+β)

ds (v − u)1+2β + (v − u)(1+β)

)

,

≤ C
(

||G||2(1+β)
L∞(0,t)C(1+β)(t)(v − u)2(1+β)

+sup
s≤t

(

IE

(

1

1 −RM
s /b

)r)1/p

sup
s≤t

(

IE||X1,M
s ||2q(1+β)

)1/q
(v − u)2(1+β) +(v − u)(1+β)

)

,

≤ C(t)(v − u)(1+β),

÷��



î�Í�¾�Ã,¾
p = r

2(1+β)

À
q = p

1−p

À
C(t)

ÅÇÌ�Â�Æg¼�Ë�ÌyÄ!ÂFËVÄ�½Z¾�Á�¾�Ë�½#Å¡ËZÓæ¼�Ë
b
À
r
À
G
çZÒZÄ�Ë�¼�Ä�¼�Ë

M
À¥ÂFË�½

î�Í�¾�Ã,¾�î«¾�Í�Âgï�¾�Ò�Ì!¾g½0ê�� ��í�ÂFË�½Qê�� ��íJÖ ♦
�0¾zË�¼�î î'ÂFËHÄ�Ä,¼�ÅÇ½Z¾�ËHÄyÅÏÕwä

Π∞
Â�Ì
δP
À)î�Í�¾�Ã,¾

P
ÅÇÌDÄyÍ�¾�ÒZËZÅÇÑVÒ�¾�Ì!¼�¿¡ÒZÄyÅÇ¼�Ëé¼FÕ¦ÄyÍ�¾�ºÊÂFÃyÄyÅ¡ËZÓHÂF¿Ç¾

ÁZÃ,¼�çZ¿Ç¾�º ê7��¹«íJÖ
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� Ì�ÄyÍ�¾�Å¡ËZÅ¡ÄyÅÐÂF¿�ï�ÂFÃyÅÐÂFçZ¿Ç¾gÌÂFÃ,¾�ÅoÖ ÅoÖ�½�Ö.Â�ÆgÆg¼�Ã,½#Å¡ËZÓ�Ä,¼

P0
ÀZ¼�Ë�¾�¾�Â�Ì,Å¡¿¡ä�¼�çZÄ!ÂFÅ¡Ë�Ìßê��÷`íJÖ

��¾�Ä�Ò�Ì�Ë�¼�îQÆg¼�Ë�ÌyÅÇ½Z¾�Ã�ÄyÍ�¾¦Ì,¾gÆg¼�Ë�½�Á�¼�Å¡ËHÄ«ê�Hö�í�¼FÕ�ê7��¹«íJÀ�Ë�ÂFº�¾�¿¡ä�ÄyÍ�¾¦¾gÌyÄyÅ¡ºÊÂFÄyÅÇ¼�Ë�¼FÕ ∫ ||Y t||2Q(dY )ÒZË�½Z¾�Ã
Π∞

Ö �0¾�ÁZÃ,¼�ï�¾�ÄyÍ�¾Õw¼�¿¡¿Ç¼`î�Å¡ËZÓÊ¿Ç¾�º(ºÊÂ#ÀZî�ÍZÅÇÆ!ÍNÅ¡º(ÁZ¿¡ÅÇ¾gÌzê�Hö�íJü

� ���$��� }
Π∞(dQ)

�
)�N¡³ N B ∀t ≥ 0
B ∫ ||Y t||2Q(dY ) ≤ ρ∞t .

.'±y°�°
	ß´

IEΠ∞

(

(
∫

||Y t||2Q(dY ) − ρ∞t

)+
)

= lim
n→∞

IEΠ∞

(

(
∫

(||Y t||2 ∧ n)Q(dY ) − ρ∞t

)+
)

ê� Ví

= lim
n→∞

lim
M→∞

IEΠM

(

(
∫

(||Y t||2 ∧ n)Q(dY ) − ρ∞t

)+
)

ê�Hø�í

≤ lim
M→∞

IE
(

(

RM
t − ρ∞t

)+
)

≤ lim
M→∞

√

C(t)

M
= 0.
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�0¾ Í�Â�ï�¾ Ò�Ì!¾g½ ÄyÍ�¾ º�¼�Ë�¼�Ä,¼�Ë�¾ Æg¼�ËVï�¾�ÃyÓ�¾�Ë�Æg¾ ÄyÍ�¾g¼�Ã,¾�º Õ�¼�Ã ê� VíJÀ ÄyÍ�¾ ÕoÂ�Æ�Ä ÄyÍ�ÂFÄ
Q 7→

(∫

(||Y t||2 ∧ n)Q(dY ) − ρ∞t
)+ ÅÇÌéÆg¼�ËHÄyÅ¡ËVÒ�¼�Ò�ÌQÂFË�½4ç�¼�ÒZË�½Z¾g½2Õw¼�Ã ê�Hø�íJÀßÂFË�½ò¾gÌyÄyÅ¡ºÊÂ5¸

ÄyÅÇ¼�Ëdê���ö�í«Õ�¼�Ã�ê����íJÖ¦û�ÍZÅÇÌ�ÌyÍ�¼`î�Ì�ÄyÍ�ÂFÄ ∀t ≥ 0
À
Π∞(dQ)

¸�Â#Ö�Ì`Ö¡À
∫

||Y t||2Q(dY ) ≤ ρ∞t .

û�Í�¾�¿Ç¼`î«¾�Ã�Ì,¾�º(ÅÏ¸�Æg¼�ËHÄyÅ¡ËVÒZÅ¡Ä�äÔ¼FÕ
t 7→

∫

||Y t||2Q(dY )
êOî�ÍZÅÇÆ,ÍÔÕ�¼�¿¡¿Ç¼�î�Ì3ÕOÃ,¼�º�µ)ÂFÄ,¼�Ò ��¾�º(ºÊÂ�íDÂFË�½

ÄyÍ�¾�Æg¼�ËHÄyÅ¡ËVÒZÅ¡Ä�äN¼FÕ
ρ∞

¾�Ë�ÂFçZ¿Ç¾�Ä,¼(Æg¼�Ë�Æ�¿¡Ò�½Z¾�ÄyÍ�¾�ÁZÃ,¼L¼FÕvÖ ♦
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� ���$��� �
Π∞(Q)

�L)�N¡³ N B ∀φ ∈ C2
0(IRN )

B
Mφ

t

�Ð³)
Q

�=�5)�±0,7�! �"4)(/Ç�N
.'±y°�°
	D´ ��¾�Ä

p ∈ IN
À
p ≥ 1

ÂFË�½
0 ≤ s1 ≤ ... ≤ sp ≤ s ≤ t

Ö ��¾�Ä¥Ò�Ì�Å¡ËVÄyÃ,¼V½#Ò�Æg¾
g ∈ Cb(IR

p×N , IR)ÂFË�½
Fn : P(C(IR+, IR

N )) → IR
½Z¾ ��Ë�¾g½æçHä�ü

Fn(Q) =

∫

(

φ(Y t) − φ(Y s) −
∫ t

s

(

G(r)Y r −
1

2
�0¾ Y r

max
(

1 −
∫

(||Y r||2 ∧ n)Q(dY )/b, 1
n

)

)

.∇φ(Y r) +
1

2
�0¾ ∆φ(Y r) dr

)

g(Y s1
, ...,Y sp

)Q(dY ).
ê� ��í

÷ 



·D¼�ÄyÅÇÆg¾ÊÄyÍ�ÂFÄ
Fn : P(C(IR+, IR

N )) → IR
ÅÇÌzÆg¼�ËVÄyÅ¡ËHÒ�¼�Ò�Ì�ÂFË�½Qç1¼�ÒZË�½Z¾g½�Ö��0¾�ÂF¿ÇÌ,¼N½Z¾ ��Ë�¾

F∞ :
P(C(IR+, IR

N )) → IR
çHä�ü

F∞(Q) =

∫ (

φ(Y t) − φ(Y s) −
∫ t

s

(

G(r)Y r −
1

2
�0¾ Y r

1 −
∫

||Y r||2Q(dY )/b

)

.∇φ(Y r)

+
1

2
�0¾ ∆φ(Y r) dr

)

g(Y s1
, ...,Y sp

)Q(dY ).
ê����í

�0¾�î'ÂFËVÄ3Ä,¼(ÌyÍ�¼`î6ÄyÍ�ÂFÄ�ü
IEΠ∞ |F∞(Q)| = 0.

ê����í
·D¼�ÄyÅÇÆg¾3ÄyÍ�ÂFÄ.î�Í�¾�Ë>ê����í�î�Å¡¿¡¿)ç1¾3ÁZÃ,¼�ï�¾g½�ÀLÄyÍ�¾�ÁZÃ,¼L¼FÕ�¼FÕ ��¾�º(ºÊÂzø�î�Å¡¿¡¿�ç�¾�Æg¼�º(ÁZ¿Ç¾�Ä,¾�À#ÌyÅ¡Ë�Æg¾�î'¾DÆ�ÂFË
Å¡ËHÄ,¾�Ãyï�¾�ÃyÄ�� ∀φ ∈ C2

0(IRN )
� ÂFË�½��

Π∞(dQ) − a.s.
� Ò�Ì,Å¡ËZÓÊÂlÆg¼�ÒZËHÄ!ÂFçZ¿Ç¾�½Z¾�Ë�Ì,¾�Ì,ÒZç�Ì,¾�Ä�¼FÕ C2

0(IRN )
Ö

�0¾�Æ�ÂFËNÂF¿ÇÌ,¼ßÅ¡ËHÄ,¾�Ãyï�¾�ÃyÄ�� ∀p ∈ IN, p ≥ 1
À ∀0 ≤ s1 ≤ ... ≤ sp ≤ s ≤ t

� ÂFË�½��
Π∞(dQ) − a.s.

� çVä
Ò�ÌyÅ¡ËZÓ�ÂlÆg¼�ÒZËVÄ!ÂFçZ¿Ç¾�½Z¾�Ë�Ì,¾�Ì,ÒZç�Ì,¾�Ä�¼FÕ

IR+
Ö

��¾�Ä�Ò�Ì�Ë�¼�î4Æg¼�Ë�ÌyÅÇ½Z¾�Ãßê����íJÖ �0¾�Í�Âgï�¾�ü

IEΠ∞ |F∞(Q)| ≤ IEΠ∞ |F∞(Q) − Fn(Q)| + IEΠ∞ |Fn(Q)|,
≤ IEΠ∞ |F∞(Q) − Fn(Q)| + lim

M→∞
IEΠM |Fn(Q)|,

≤ IEΠ∞ |F∞(Q) − Fn(Q)| + lim sup
M→∞

IEΠM |Fn(Q) − F∞(Q)| + lim sup
M→∞

IEΠM |F∞(Q)|.

û�Í�¾�¿ÐÂ�ÌyÄ�Ä,¾�ÃyºôÅÇÌ�ËHÒZ¿¡¿oÖ¦ú�Ë�½Z¾g¾g½�À

IEΠM |F∞(Q)| =
1

M
IE

∣

∣

∣

∣

∣

M
∑

i=1

(

φ(X i,M
t ) − φ(X i,M

s ) −
∫ t

s

(

G(r)X i,M
r − 1

2
�0¾ X i,M

r

1 −RM
r /b

)

.∇φ(X i,M
r )

+
1

2
�0¾ ∆φ(X i,M

r ) dr

)

g(X i,M
s1

, ...,X i,M
sp

)

∣

∣

∣

∣

,

=
1

�0¾
M

IE

∣

∣

∣

∣

∣

M
∑

i=1

(
∫ t

s
∇φ(X i,M

r ).dW i
r

)

g(X i,M
s1

, ...,X i,M
sp

)

∣

∣

∣

∣

∣

≤ C√
M
.

�0¾�Í�Âgï�¾�ÄyÍ�¾�Ã,¾JÕw¼�Ã,¾�ü

IEΠ∞ |F∞(Q)| ≤ lim sup
n→∞

IEΠ∞ |F∞(Q) − Fn(Q)| + lim sup
n→∞

lim sup
M→∞

IEΠM |Fn(Q) − F∞(Q)|.
ê�ø8��í

�0¾ ��Ã,ÌyÄ�ÂFË�ÂF¿¡ä#Ì,¾lÄyÍ�¾(Ä,¾�Ãyº |F∞(Q) − Fn(Q)| Ö â Å¡Ë�Æg¾ g ÅÇÌ�ç�¼�ÒZË�½Z¾g½QÂFË�½ ∇φ ÅÇÌ�ç1¼�ÒZË�½Z¾g½î�Å¡ÄyÍNÆg¼�º(Á�Â�Æ�Ä3ÌyÒZÁZÁ�¼�ÃyÄ�ÀZî'¾�¼�çZÄ!ÂFÅ¡Ë�ü

|F∞(Q) − Fn(Q)|

≤ C

∫ t

s

∣

∣

∣

∣

∣

1

1 −
∫

||Y r||2Q(dY )/b
− 1

max
(

1 −
∫

(||Y r||2 ∧ n)Q(dY )/b, 1
n

)

∣

∣

∣

∣

∣

dr,
ê�ø#÷`í
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C
ÅÇÌ.Â�Æg¼�Ë�ÌyÄ!ÂFËVÄ«½Z¾�Á�¾�Ë�½#Å¡ËZÓz¼�Ë�ÄyÍ�¾3½�ÂFÄ!Â�Ì¦çZÒZÄ«Ë�¼�Ä.¼�Ë

Q
Ö�·D¼�ÄyÅÇÆg¾�ÄyÍ�ÂFÄ«ÄyÍ�¾�Ä,¾�Ãyºëç�¾�Ä�î'¾g¾�Ë

ÄyÍ�¾�ÂFç�Ì,¼�¿¡ÒZÄ,¾�ï�ÂF¿¡Ò�¾�ÌyÅ¡Ó�Ë�Ì�Å¡ËQê�ø#÷`í'ÅÇÌ�ê�Â#Ö�Ì`Ö{íßË�¼�ËãË�¾�ÓHÂFÄyÅ¡ï�¾�ÒZË�½Z¾�Ã
Π∞(dQ)

¼�Ã
ΠM (dQ)

À�ÌyÅ¡Ë�Æg¾�Å¡Ë
ÄyÍZÅÇÌ�Æ�Â�Ì,¾�À ∫ ||Y r||2Q(dY ) < b

Ö
��¾�Ä�Ò�Ì�Ë�¼`î4Æg¼�Ë�ÌyÅÇ½Z¾�Ã�ÄyÍ�¾���Ã,ÌyÄ�Ä,¾�Ãyº Å¡ËÈÄyÍ�¾�Ã�Ö Í�Ö�Ì�Ö
¼FÕ�ê�ø8��íJÖ �DÌ,Å¡ËZÓ���¾�º(ºÊÂ �À#î«¾�óLË�¼�î6ÄyÍ�ÂFÄ

∃ε > 0
À ∀s ≤ r ≤ t

À
Π∞(dQ)

¸�Â#Ö�Ì�Ö¡À
∫

||Y r||2Q(dY ) ≤ b(1 − ε).

÷�ø



µZÃ,¼�ºôÄyÍZÅÇÌ�À�¼�Ë�¾�Æ�ÂFËN½Z¾g½#Ò�Æg¾�ÄyÍ�ÂFÄ ∃n0
À ∀n ≥ n0

À ∀s ≤ r ≤ t
À
Π∞(dQ)

¸�Â#Ö�Ì�Ö¡À
∫

||Y r||2Q(dY ) ≤ b(1 − 1/n).

û�Í�¾�Ã,¾JÕw¼�Ã,¾�À�î«¾�Í�Â�ï�¾�ü ∀n ≥ n0
À
Π∞(dQ)

¸�Â#Ö�Ì�Ö¡À

|F∞(Q) − Fn(Q)| ≤ C

∫ t

s

(

1

1 −
∫

||Y r||2Q(dY )/b
− 1

1 −
∫

(||Y r||2 ∧ n)Q(dY )/b

)

dr.

�Ô¼�Ã,¾g¼`ï�¾�Ã�À�çVä�ÄyÍ�¾�º�¼�Ë�¼�Ä,¼�Ë�¾zÆg¼�ËHï�¾�ÃyÓ�¾�Ë�Æg¾zÄyÍ�¾g¼�Ã,¾�ºæÀ
Π∞(dQ)

¸�Â#Ö�Ì�Ö¡À ∀r À

lim
n→∞

∫

(||Y r||2 ∧ n)Q(dY ) =

∫

||Y r||2Q(dY ).

â Å¡Ë�Æg¾�î«¾zÂF¿ÇÌ,¼lÍ�Âgï�¾�çHä���¾�º(ºÊÂ��À
Π∞(dQ)

¸�Â#Ö�Ì�Ö¡À
(

1

1 −
∫

||Y r||2Q(dY )/b
− 1

1 −
∫

(||Y r||2 ∧ n)Q(dY )/b

)

≤ 1

1 − ρ∞r /bçHäÈÄyÍ�¾
��¾�ç�¾gÌyÓ�Ò�¾ �Ì�ÄyÍ�¾g¼�Ã,¾�ºæÀ�î«¾�¼�çZÄ!ÂFÅ¡Ë�ü

lim sup
n→∞

IEΠ∞

∫ t

s

(

1

1 −
∫

||Y r||2Q(dY )/b
− 1

max
(

1 −
∫

(||Y r||2 ∧ n)Q(dY )/b, 1
n

)

)

dr = 0.

ê�ø�ö�í
¶¦ÑVÒ�ÂFÄyÅÇ¼�ËNê�ø�ö�í�ÌyÍ�¼�î�Ì�ÄyÍ�ÂFÄ
ÄyÍ�¾ ��Ã,ÌyÄ�Ä,¾�Ãyº»Å¡ËlÄyÍ�¾�Ã�Ö Í�Ö�Ì�Ö�¼FÕ�ê�ø8��í¥ÅÇÌ 	�¾�Ã,¼ZÖ ��¾�Ä
Ò�Ì�Ë�¼�î�Æg¼�Ë�ÌyÅÇ½Z¾�Ã
ÄyÍ�¾
Ì,¾gÆg¼�Ë�½�Ä,¾�Ãyº2Å¡Ë�ÄyÍ�¾¦Ã�Ö Í�Ö�Ì�Ö¥¼FÕ�ê�ø8��íJÖ �ÌyÅ¡ËZÓ�ÄyÍ�¾¦ç�¼�ÒZË�½Êê�ø#÷`í�¼�Ë |Fn(Q)−F∞(Q)| À�¾JÉ#Æ!Í�ÂFËZÓ�¾�ÂFçZÅ¡¿¡Å¡Ä�ä¼FÕ�ÄyÍ�¾�Ã!ÂFË�½Z¼�ºôï�ÂFÃyÅÐÂFçZ¿Ç¾gÌ

(Xi,M
t )1≤i≤M

À�ê�� ��í�ÂFË�½Qê�� ��íJÀZî'¾�Í�Âgï�¾�ü

IEΠM |Fn(Q) − F∞(Q)|

≤ C

∫ t

s
IE





1

1 − 1
M

∑M
i=1 ||X i,M

r ||2/b
− 1

max
(

1 − 1
M

∑M
i=1(||X i,M

r ||2 ∧ n)/b, 1
n

)



 dr

≤ C

∫ t

s
IE





max
(

1 − 1
M

∑M
i=1(||X i,M

r ||2 ∧ n)/b, 1
n

)

− (1 −RM
r /b)

(1 −RM
r /b) max

(

1 − 1
M

∑M
i=1(||X i,M

r ||2 ∧ n)/b, 1
n

)



 dr

≤ C

∫ t

s
IE

(

(

1

1 −RM
r /b

)2
(

max

(

1 − 1

M

M
∑

i=1

(||X i,M
r ||2 ∧ n)/b,

1

n

)

− max

(

1 −RM
r /b,

1

n

)

))

dr

+C

∫ t

s
IE

(

(

1

1 −RM
r /b

)2(

max

(

1 −RM
r /b,

1

n

)

− (1 −RM
r /b)

)

)

dr

≤ C

∫ t

s
IE

(

(

1

1 −RM
r /b

)2
(

1

Mb

M
∑

i=1

(

||X i,M
r ||2 − (||X i,M

r ||2 ∧ n)
)

+
1

n

))

dr

≤ C

b

∫ t

s
IE

(

(

1

1 −RM
r /b

)2
(

||X1,M
r ||2 − (||X1,M

r ||2 ∧ n)
)

)

dr +
C(t)

n

≤ C

b

∫ t

s

(

IE

(

1

1 −RM
r /b

)r)1/p
(

IE
(

||X1,M
r ||2 − (||X1,M

r ||2 ∧ n)
)q
)1/q

dr +
C(t)

n

≤ C(t)

b

∫ t

s

(

IE
(

||X1,M
r ||2q1

|| � 1,M
r ||2≥n

))1/q
dr +

C(t)

n

≤ C(t)

b

∫ t

s

(

IE

(

||X1,M
r ||2(q+1)

n

))1/q

dr +
C(t)

n
≤ C(t)

n1/q
,

÷��



î�Í�¾�Ã,¾
C(t)

½Z¼V¾gÌ�Ë�¼�ÄD½Z¾�Á1¾�Ë�½æ¼�Ë
M
À
p = r/2

ÂFË�½
q = p

p−1

Ö �0¾�ÄyÍ�¾�Ã,¾JÕ�¼�Ã,¾�¼�çZÄ!ÂFÅ¡Ë�ü

lim sup
n→∞

lim sup
M→∞

IEΠM |Fn(Q) − F∞(Q)| = 0.
ê�ø ��í

�ÌyÅ¡ËZÓNê�ø�ö#Àrø ��íJÀ�î'¾�¼�çZÄ!ÂFÅ¡Ëdê����í�ÂFË�½ãÄyÍZÅÇÌ3¾�Ë�½ZÌ�ÄyÍ�¾�ÁZÃ,¼L¼FÕ�¼FÕ ��¾�º(ºÊÂÊø#Ö
♦

��	 � � � ��� ��� � ������� � � ����� � � �%���"� �������"� �
�0¾�Æ�ÂFËãË�¼�î2ÁZÃ,¼�ï�¾�û�Í�¾g¼�Ã,¾�º ÷�Ö
µ�¼�Ã

t ≥ 0
ÀZî«¾�Æg¼�Ë�Ì,ÅÇ½Z¾�Ã

IE
∣

∣τM
p (t) − τ p(t)

∣

∣ = IEΠM |T∞(Q)| ,
î�Í�¾�Ã,¾

T∞ : P(C(IR+, IRN )) → IRN×N ÅÇÌ3½Z¾ ��Ë�¾g½æçHä�ü

T∞(Q) =
ε
�0¾

(
∫

(Y t ⊗ Y t)Q(dY )

1 −
∫

||Y t||2Q(dY )/b
−
∫

(Y t ⊗ Y t)P (dY )

1 −
∫

||Y t||2P (dY )/b

)

.
ê�ø Ví

��¾�Ä�Ò�Ì3ÂF¿ÇÌ!¼lÅ¡ËHÄyÃ,¼L½#Ò�Æg¾�ÀZÕ�¼�Ã
n ∈ IN

À
n ≥ 1

À
T n : P(C(IR+, IRN )) → IRN×N ½Z¾ ��Ë�¾g½æçHä�ü

T n(Q) =
ε
�0¾





∫

(Y t ⊗ Y t) ∗ || � t||2∧n
|| � t||2

Q(dY )

max(1 −
∫

(||Y t||2 ∧ n)Q(dY )/b, 1
n)

−
∫

(Y t ⊗ Y t)P (dY )

1 −
∫

||Y t||2P (dY )/b



 .
ê�ø�ø�í

·D¼�ÄyÅÇÆg¾�ÄyÍ�ÂFÄ
T n

ÅÇÌ3Âßç1¼�ÒZË�½Z¾g½ÔÂFË�½æÆg¼�ËHÄyÅ¡ËVÒ�¼�Ò�Ì3ÕwÒZË�Æ�ÄyÅÇ¼�Ë�Ö �0¾�î�ÂFËHÄDÄ,¼(ÌyÍ�¼�î6ÄyÍ�ÂFÄ

lim
M→∞

IEΠM |T∞(Q)| = 0.
ê�ø ��í

�DÌ,Å¡ËZÓ(ÄyÍ�ÂFÄ
IEΠ∞ |T∞(Q)| = 0

À#î«¾�Í�Âgï�¾�ü

lim sup
M→∞

IEΠM |T∞(Q)| ≤ lim sup
M→∞

IEΠM |T∞(Q) − T n(Q)| + lim sup
M→∞

IEΠM |T n(Q)| ,

≤ lim sup
M→∞

IEΠM |T∞(Q) − T n(Q)| + IEΠ∞ |T n(Q)| ,

≤ lim sup
M→∞

IEΠM |T∞(Q) − T n(Q)| + IEΠ∞ |T n(Q) − T∞(Q)| .

û�Í�¾�Ã,¾JÕw¼�Ã,¾�À�î«¾�¼�çZÄ!ÂFÅ¡Ë�ü

lim sup
M→∞

IEΠM |T∞(Q)|

≤ lim sup
n→∞

lim sup
M→∞

IEΠM |T∞(Q) − T n(Q)| + lim sup
n→∞

IEΠ∞ |T n(Q) − T∞(Q)| . ê�ø ��í

��¾�Ä�Ò�Ì�Æg¼�Ë�Ì,ÅÇ½Z¾�Ã�ÄyÍ�¾�½#ÅÏÎ�¾�Ã,¾�Ë�Æg¾ |T n(Q) − T∞(Q)| Ö �0¾�Í�Â�ï�¾�ü

|T∞(Q) − T n(Q)| =
ε
�0¾

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∫

(Y t ⊗ Y t)Q(dY )

1 −
∫

||Y t||2Q(dY )/b
−

∫

(Y t ⊗ Y t) ∗ || � t||2∧n
|| � t||2

Q(dY )

max(1 −
∫

(||Y t||2 ∧ n)Q(dY )/b, 1
n)

∣

∣

∣

∣

∣

∣

≤ ε
�0¾

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∫

(Y t ⊗ Y t)
(

1 − || � t||2∧n
|| � t||2

)

Q(dY )

1 −
∫

||Y t||2Q(dY )/b

∣

∣

∣

∣

∣

∣

+
ε
�0¾

∣

∣

∣

∣

∫

(Y t ⊗ Y t) ∗
||Y t||2 ∧ n
||Y t||2

Q(dY )

÷ �



∗
(

1

1 −
∫

||Y t||2Q(dY )/b
− 1

max(1 −
∫

(||Y t||2 ∧ n)Q(dY )/b, 1
n)

)∣

∣

∣

∣

∣

≤ C

(

∫ (

||Y t||2 − (||Y t||2 ∧ n)
)

Q(dY )

1 −
∫

||Y t||2Q(dY )/b

)

ê�ø ��í

+C

∫

||Y t||2Q(dY )

∣

∣

∣

∣

∣

1

1 −
∫

||Y t||2Q(dY )/b
− 1

max(1 −
∫

(||Y t||2 ∧ n)Q(dY )/b, 1
n)

∣

∣

∣

∣

∣

.
ê�ø ��í

·¼�ÄyÅÇÆg¾�ÄyÍ�ÂFÄßÄyÍ�¾�Ä,¾�Ãyº ç�¾�Ä�î'¾g¾�ËdÄyÍ�¾ÈÂFç�Ì,¼�¿¡ÒZÄ,¾Êï�ÂF¿¡Ò�¾�ÌyÅ¡Ó�Ë�Ì�Å¡Ëèê�ø ��í�ÅÇÌ�ê�Â#Ö�Ì�Ö{í Ë�¼�ËQË�¾�ÓHÂFÄyÅ¡ï�¾
ÒZË�½Z¾�Ã

Π∞(dQ)
¼�Ã

ΠM (dQ)
À�ÌyÅ¡Ë�Æg¾�Å¡ËæÄyÍZÅÇÌ�Æ�Â�Ì!¾�À ∫ ||Y r||2Q(dY ) < b

Ö
��¾�Ä�Ò�Ì3Æg¼�Ë�ÌyÅÇ½Z¾�Ã�ÄyÍ�¾�Ì,¾gÆg¼�Ë�½æÄ,¾�ÃyºôÅ¡ËQê�ø ��íJÖ �ÌyÅ¡ËZÓ(ÄyÍ�¾�ç�¼�ÒZË�½Qê�ø �5¸�ø ��íJÀZî«¾�Í�Âgï�¾�ü

IEΠ∞ |T n(Q) − T∞(Q)| ≤ C

(

IE
(

||X t||2 − ||Xt||2 ∧ n
)

1 − IE (||X t||2) /b

)

+CIE
(

||X t||2
)

(

1

1 − IE (||X t||2) /b
− 1

max(1 − IE (||X t||2 ∧ n) /b, 1
n)

)

.

�DÌ,Å¡ËZÓ���¾�ç�¾gÌyÓ�Ò�¾ �Ì�ÄyÍ�¾g¼�Ã,¾�ºòÂFË�½�ÄyÍ�¾�ÕoÂ�Æ�Ä�ÄyÍ�ÂFÄ
sup0≤s≤t IE

(

||Xs||2
)

< b
À`î'¾
ÄyÍ�¾�Ë�¾�Â�ÌyÅ¡¿¡ä�¼�çZÄ!ÂFÅ¡Ë�ü

lim sup
n→∞

IEΠ∞ |T n(Q) − T∞(Q)| = 0.
ê��8��í

��¾�Ä�Ò�Ì�ÁZÃ,¼`ï�¾.ÄyÍ�ÂFÄ�ÄyÍ�¾ ��Ã,ÌyÄ¥Ä,¾�Ãyº2Å¡ËÈê�ø ��í�ÅÇÌ 	�¾�Ã,¼ZÖ �ÌyÅ¡ËZÓ�ÄyÍ�¾«ç�¼�ÒZË�½�ê�ø �5¸�ø ��íJÀ�¾JÉZÆ,Í�ÂFËZÓ�¾�ÂFçZÅ¡¿¡Å¡Ä�ä
¼FÕ�ÄyÍ�¾�Ã!ÂFË�½Z¼�ºôï�ÂFÃyÅÐÂFçZ¿Ç¾gÌ

(Xi,M
t )1≤i≤M

ÂFË�½æÂFÃyÓ�ÒZÅ¡ËZÓ�Â�Ì�Å¡ËãÄyÍ�¾�ÁZÃ,¼V¼FÕ
¼FÕ�ê�ø ��í�î«¾�Í�Â�ï�¾�ü

IEΠM |T∞(Q) − T n(Q)|

≤ CIE

(

(

||X1,M
t ||2 − (||X1,M

t ||2 ∧ n)
) 1

1 −RM
t /b

)

+CIE



||X1,M
t ||2





1

1 −RM
t /b

− 1

max
(

1 − 1
M

∑M
i=1

(

||X i,M
t ||2 ∧ n

)

/b, 1
n

)









≤ CIE

(

(

||X1,M
t ||2 − (||X1,M

t ||2 ∧ n)
) 1

1 −RM
t /b

) ê��#÷`í

+CIE

(

||X1,M
t ||2

(

1

1 −RM
t /b

)2
(

1

Mb

M
∑

i=1

(

||X i,M
r ||2 − (||X i,M

r ||2 ∧ n)
)

+
1

n

))

.
ê���ö�í

�0¾ ��Ã,ÌyÄ�Æg¼�Ë�Ì,ÅÇ½Z¾�Ã�ÄyÍ�¾�Ä,¾�Ãyº ê��#÷`íJÖ �ÌyÅ¡ËZÓNê�� ��í�ÂFË�½dê�� ��íJÀZî«¾�Í�Â�ï�¾�ü

IE

(

(

||X1,M
t ||2 − (||X1,M

t ||2 ∧ n)
) 1

1 −RM
t /b

)

≤
√

IE
(

||X1,M
t ||2 − (||X1,M

t ||2 ∧ n)
)2

√

IE

(

1

1 −RM
t /b

)2

≤ C

√

IE
(

||X1,M
t ||41

|| � 1,M
t ||2≥n

)

≤ C√
n

√

IE
(

||X1,M
t ||6

)

≤ C√
n
,

ê�� ��í

î�Í�¾�Ã,¾
C
½Z¼L¾gÌ�Ë�¼�Ä�½Z¾�Á�¾�Ë�½æ¼�Ë

M
Ö

÷��



��¾�Ä�Ò�Ì�Ë�¼�î4Æg¼�Ë�ÌyÅÇ½Z¾�Ã3ÄyÍ�¾�Ä,¾�Ãyº ê���ö�íJÖ �0¾�Í�Â�ï�¾�ÀZÒ�ÌyÅ¡ËZÓÔê�� ��í�ÂFË�½0ê�� ��íJü

IE

(

||X1,M
t ||2

(

1

1 −RM
t /b

)2
(

1

Mb

M
∑

i=1

(

||X i,M
r ||2 − (||X i,M

r ||2 ∧ n)
)

+
1

n

))

≤
(

IE||X1,M
t ||2p

)1/p
(

IE

(

(

1

1 −RM
t /b

)2q
(

1

Mb

M
∑

i=1

(

||X i,M
r ||2 − (||X i,M

r ||2 ∧ n)
)

+
1

n

)q))1/q

≤ C

(

IE

(

(

1

1 −RM
t /b

)2q
((

1

Mb

M
∑

i=1

(

||X i,M
r ||2 − (||X i,M

r ||2 ∧ n)
)

)q

+
1

nq

)))1/q

≤ C

(

IE

(

(

1

1 −RM
t /b

)2q
(

1

Mb

M
∑

i=1

(

||X i,M
r ||2 − (||X i,M

r ||2 ∧ n)
)

)q)

+
C

nq

)1/q

î�Å¡ÄyÍ
1 < q < r/2

ÂFË�½
p = q

q−1

À#î�Í�¾�Ã,¾
r
ÅÇÌ3½Z¾ ��Ë�¾g½ãÅ¡Ëdê�� ��íJÖ �ÌyÅ¡ËZÓNê�� ��íJÀZî'¾�Í�Âgï�¾�ü

IE

(

(

1

1 −RM
t /b

)2q
(

1

Mb

M
∑

i=1

(

||X i,M
t ||2 − ||X i,M

t ||2 ∧ n
)

)q)

≤
(

IE

(

1

1 −RM
t /b

)r)1/p′


IE

(

1

Mb

M
∑

i=1

(

||X i,M
t ||2 − ||X i,M

t ||2 ∧ n
)

)qq′




1/q′

≤ C



IE

(

1

Mb

M
∑

i=1

(

||X i,M
t ||2 − ||X i,M

t ||2 ∧ n
)

)qq′




1/q′

î�Å¡ÄyÍ
p′ = r

2q

À
q′ = p′

p′−1

À�ÂFË�½
C
ÅÇÌzÂNÆg¼�Ë�ÌyÄ!ÂFËHÄßË�¼�Äz½Z¾�Á�¾�Ë�½#Å¡ËZÓé¼�Ë

M
Ö�µ�Å¡Ë�ÂF¿¡¿¡ä�À�î«¾�¼�ç�Ì,¾�Ãyï�¾

ÄyÍ�ÂFÄ�ÀZÒ�ÌyÅ¡ËZÓÔê�� ��í�ÂFË�½ÔÂFÃyÓ�ÒZÅ¡ËZÓ�Â�Ì�Å¡ËãÄyÍ�¾�ÁZÃ,¼L¼FÕ
¼FÕ�ê�� ��íJü

IE

(

1

Mb

M
∑

i=1

(

||X i,M
t ||2 − ||X i,M

t ||2 ∧ n
)

)qq′

≤
(

1

b

)qq′

IE
(

||X1,M
t ||2 − ||X1,M

t ||2 ∧ n
)qq′

≤
(

1

bn

)qq′

IE
(

||X1,M
t ||4qq′

)

≤
(

1

bn

)qq′

C2qq′(t).

û�Í�¾�Ã,¾JÕw¼�Ã,¾�î«¾�¼�çZÄ!ÂFÅ¡Ë�ü

IE

(

||X1,M
t ||2

(

1

1 −RM
t /b

)2
(

1

Mb

M
∑

i=1

(

||X i,M
r ||2 − (||X i,M

r ||2 ∧ n)
)

+
1

n

))

≤ C

n
,
ê�� Ví

î�Í�¾�Ã,¾
C
½Z¼L¾gÌ�Ë�¼�Ä�½Z¾�Á�¾�Ë�½æ¼�Ë

M
Ö �DÌyÅ¡ËZÓ(ÄyÍ�¾�ç1¼�ÒZË�½Qê��#÷J¸ ��ö�íJÀ�çHä0ê�� ��í�ÂFË�½0ê�� VíJÀZî'¾�Í�Âgï�¾�ü

lim sup
n→∞

lim sup
M→∞

IEΠM |T∞(Q) − T n(Q)| = 0.
ê���ø�í
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�0¾ÊÍ�Â�ï�¾�ÂFË�ÂF¿¡ä 	�¾g½9ÄyÍ�¾ âLì ¶»ÂFÃyÅÇÌyÅ¡ËZÓ�Å¡ËQÄyÍ�¾�µ�¶¦·D¶
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