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Ak ∈ [L∞(Ω)]m,m ü��'ô d
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∂kA
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Ak = (Ak)t ü�ä ó�ä�ò�� Ω,
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∂kA
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T̃ ∈ L(W ;L)
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Tw = Kw +
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Ak∂kw, T̃w = Ktw −
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∂k(Akw).
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(v, w) ∈ W ×W
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〈Dv,w〉W ′ ,W = (Tv, w)L − (v, T̃w)L.
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W = � óMñ (D −M) + � ó�ñ (D +M).
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a(v, w) = (Tv, w)L + 1
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µ ∈ L∞(Ω)
àr�ÒóMú

β ∈ [L∞(Ω)]d
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∇·β ∈ L∞(Ω)
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µ(x) − 1
2∇·β(x) ≥ µ0 > 0
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µu+ β·∇u = f
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m = 1
à
K = µ

ü
�'ô
Ak = βk

þ)ý�ñ
k ∈ {1, . . . , d}

ä:�~ö�ó
"#ñFü
��ö&÷��'ü�õMóBòå÷

W = {w ∈ L2(Ω); β·∇w ∈ L2(Ω)}
ä

��ýZó(��þ)ý�ñPõ8ó �Éý
�8�'ô'ü2ñFù²õMý
�'ô�òÒú½òåý
�¾÷MàÉô�ó8ÿ!�'ó
∂Ω± = {x ∈ ∂Ω; ± β(x)·n(x) > 0}

ä /�÷½÷���ûdó¥ú½ö¾ü"ú
C1(Ω)

òå÷�ô�ó(�'÷½ó¶ò��
W
ü��'ô|úFö'ü"ú

∂Ω− ü��¾ô ∂Ω+ ü2ñFóV
�ó	�����±÷½ó(�¾ü2ñPü"ú½ó+ôÀà"ò>ä ó#äÒà
ô�òå÷Kú (∂Ω−, ∂Ω+) > 0
ä��~ö'ó(��à�ú½ö�ó��Éý
�!�'ô�ü2ñFù¬ý/�¾ó�ñFü2ú½ý�ñ

D
ü#ô�ûdò®úP÷

úFö�óBþ)ý
���Òý�
Sò��8"gñ½ó	��ñFó�÷½ó(�
úFü2ú½òåý
�S�åá�ß�  14ã'ý�ñeü����
v, w ∈ W

à

〈Dv,w〉W ′ ,W =

∫

∂Ω

vw(β·n).
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M ∈ L(W ;W ′)

�Éó¬ô�ó8ÿ!�'ó�ôn÷��¾õPökúFö'ü"úSþ)ý#ñ
v, w ∈ W
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〈Mv,w〉W ′,W =

∫

∂Ω

vw|β·n|.
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V = {v ∈ W ; v|∂Ω− = 0}
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�¾÷T��òÒñFòåõPö!�ÒóMúH�Éý
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D = β·n, M = |β·n|.
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à
β
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�Éó¬ü�÷Sü��Éý���ó#ä��~ö'ó ���;�

−∆u+ β·∇u+ µu = f
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{

σ + ∇u = 0,

µu+ ∇·σ + β·∇u = f,
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úFýdú½ö�ó¬õ�ü"ú½ó	"�ý#ñ½ùdý2þ4ã�ñFòåó�ô�ñFòåõPö¾÷Mø�÷½ù�÷Kú½ó�ûv÷V�
ù²÷KóMúKúFò��8"
m = d+ 1

ü
�'ô

K =

[

Id 0
0 µ

]

, Ak =

[

0 ek

(ek)t βk

]
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d,d
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ek
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d
äD�~ö'ó."#ñFü
��ön÷��'ü#õ8ó

ò¼÷
W = H(

ô�ò��
; Ω)×H1(Ω)

ä
�~ö�óQ�Éý
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(σ, u), (τ, v) ∈W
à

〈D(σ, u), (τ, v)〉W ′ ,W = 〈σ·n, v〉− 1
2
, 1
2

+ 〈τ ·n, u〉− 1
2
, 1
2

+

∫

∂Ω

(β·n)uv,
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〈, 〉− 1

2
, 1
2

ô�ó	��ý2úFó�÷Rú½ö�ó9ô8�'ü��åò®ú6ùM�'ü�òÒñFò��!"��¾óMú�
�ó�ó(�
H− 1

2 (∂Ω)
ü��'ô

H
1
2 (∂Ω)

äyJ�ó8ú
M ∈ L(W ;W ′)

�Éó9ô�ó8ÿ]��ó�ôZ÷��'õPö
úFö'ü"úSþ)ý#ñeü����

(σ, u), (τ, v) ∈W
à

〈M(σ, u), (τ, v)〉W ′ ,W = 〈σ·n, v〉− 1
2
, 1
2
− 〈τ ·n, u〉− 1

2
, 1
2
.
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V = H(

ô�ò��
; Ω)×H1

0 (Ω)
àRò>ä ó#äÒà�ö�ý�ûdý/"�ó(�'óMý
�¾÷��9òåñFòåõPö8�åó8úM�¾ý/�8�'ô�ü�ñ½ù�õ8ý/�'ô�òÒú½òåý
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þ)ý#ñFõMó�ôÀä¶Ý9ó(��ûvü
�8�rü
�'ôS*Sý/��ò����Éý
�8�¾ô�ü2ñFù�õ8ý
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�S�Éó|úFñ½ó+ü"úFó�ô�ü#÷.
�ó	���|$�÷½óMó �Òá+ß� ±ä � �'÷Kó�ñ��#ó¬úFö'ü"úFO�Ü/R|3�O�Û/R9ö�ý/�åô

SòÒú½ö

D =

[

0 n

nt β·n

]

, M =

[

0 −n

nt 0

]

.
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FG�����&%4Hlâ�ä â#���9÷½ò��!"�ü���ý�ò��'õMü�ñ4J&ò��'ó	=?�'ü��åòÒú6ù�àRý/��ó�õMü��]÷Kö'ý�
 ú½ö'ü2úgúFö�ó 
�ó	��� 3?�Éý#÷½ó�ô8��ó�÷F÷¶ý�þMOPL?R|÷6úFò����Sö�ý
�¼ô�÷dòÒþ
µ(x) −

1
2∇·β(x) ≥ 0

ü'ä ó#ä�ò��
Ω
ä

â�ä â�ä Þ'ä��0/)���D�&%'�7(-� ��*�/@C�/)*��
J�ó8ú

γ1
ü��'ô

γ2
�Éóvú�
�ý �Éý#÷½ò®úFò��#ódþ �8�'õ8ú½òåý
�'÷¶ò��

L∞(Ω)
�8��òÒþ)ý�ñFûH�Òù��¾ý/�8�'ô�ó+ô\üB
�ü;ùnþ)ñFý�û CMó�ñ½ý¾ä#J�óMú

f ∈ [L2(Ω)]d
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J�ó8ú
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�Éó¬úFö�ó

R
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���'ó�ônô�ò¼÷��8�¼ü�õMóMûdó(�
úeÿ¾ó(�¼ô�ü��'ô �åó8ú σ �Éó¬úFö�ó
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d,d �|�"ü�����ó+ô²÷Kú½ñFó�÷F÷~úFó(�'÷½ý�ñ+ä1�~ö'ó������eø ÷ σ = 1

2 (∇u+

(∇u)t) + 1
γ 1

(∇·u)Id

ü
�'ô
−∇·σ + γ2u = f

õMü
���ÉóT
SñFò®ú½ú½ó(��ò���úFö�ó¬þ)ý/���åý�
Sò��!"Zûdò G�ó�ô�÷6úFñ½ó+÷½÷�3?��ñFó�÷F÷���ñ½ó�3�ô�ò¼÷��8�åü#õ8ó�ûgó	�
ú
þ)ý#ñ½û











σ + pId − 1
2 (∇u+ (∇u)t) = 0,

úFñ
(σ) + (d+ γ1)p = 0,

− 1
2∇·(σ + σt) + γ2u = f.
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d,d
õ�ü��'�ÉóZòåô�ó(�
ú½òÒÿ'ó�ô'
SòÒú½ö�úFö�óF�#ó�õHúFý�ñ

σ ∈ R
d2 ��ù�÷KóMúKúFò��8"

σ[ij] = σij


Sò®úFö
1 ≤ i, j ≤ d

ü
�'ô
[ij] = d(j − 1) + i

äD�~ö�ó	��à OKá�Û/R%þ�ü
���¼÷~ò��
úFýdú½ö�ó¬õ�ü"ú½ó	"�ý#ñ½ùdý2þ4ã�ñFòåó�ô�ñFòåõPö¾÷Mø�÷½ù�÷Kú½ó�ûv÷V�
ù²÷KóMúKúFò��8"
m = d2 + 1 + d

ü��'ô

K =







Id2 Z 0

(Z)t (d+γ1) 0

0 0 γ2Id






, Ak =







0 0 Ek

0 0 0

(Ek)t 0 0






,
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Z ∈ R

d2 ö'ü#÷¬õ8ý#ûM�Éý
�'ó(�
úF÷ "#ò��#ó(�'��ù
Z[ij] = δij

à�ü
�'ôxþ)ý�ñ¶ü
���
k ∈ {1, . . . , d}

à
Ek ∈ R

d2,d
ö'ü�÷¬õMý�ûH�Éý
��ó	�#úP÷

"#ò��#ó(� �
ù
Ek
[ij],l = − 1

2 (δikδjl + δilδjk)
$�ö�óMñFó�à

i, j, l ∈ {1, . . . , d}
ü��¾ôZúFö�ó

δ
ø ÷9ô�ó(��ý�ú½ó � ñFý
��ó+õvN�ó�ñ�÷½ù�ûT�Éý
�¼÷Mäy�~ö�ó "#ñFü
��ö

÷��'ü�õMóBòå÷
W = Hσ×L2(Ω)×[H1(Ω)]d


Sò®úFö
Hσ = {σ ∈ [L2(Ω)]d

2

; ∇·(σ + σt) ∈ [L2(Ω)]d}
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(σ, p, u), (τ , q, v) ∈W
à

〈D(σ, p, u), (τ , q, v)〉W ′ ,W = −〈 1
2 (τ + τ t)·n, u〉− 1

2
, 1
2
− 〈 1

2 (σ + σt)·n, v〉− 1
2
, 1
2
,
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〈, 〉− 1

2
, 1
2

ô�ó(��ý�ú½ó+÷RúFö�óIô8�'ü��åò®ú6ùH�'ü�òÒñFò��8"T�Éó8ú�
�óMó	�
[H− 1

2 (∂Ω)]d
ü��'ô

[H
1
2 (∂Ω)]d

ätJ�ó8ú
M ∈ L(W ;W ′)

�¾óIô�ó8ÿ!�'ó�ô
÷��'õPö&ú½ö'ü2úSþ)ý�ñeü����

(σ, p, u), (τ , q, v) ∈W
à

〈M(σ, p, u), (τ , q, v)〉W ′,W = 〈 1
2 (τ + τ t)·n, u〉− 1

2
, 1
2
− 〈 1

2 (σ + σt)·n, v〉− 1
2
, 1
2
.
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V = Hσ×L2(Ω)×[H1

0 (Ω)]d
àRò>ä ó#äÒà�ö�ý#ûdý
"�ó	��óMý/�'÷T��òåñ½ò¼õPö8�åó8úH�¾ý/�8�'ô�ü�ñ½ù\õ8ý/�'ô�òÒú½òåý
�'÷dü�ñ½ó

ó	��þ)ý�ñPõ8ó+ôký/�kúFö�ó¬ô�ò¼÷��8�¼ü�õMóMûdó(�
ú+ä � �'÷Kó�ñ��#óeúFö'ü"úTO>Ü
R|3�O�Û?R�ö�ý
�¼ô#
SòÒú½ö

D =





0 0 H
0 0 0

Ht 0 0



 , M =





0 0 −H
0 0 0

Ht 0 0


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O�â�ß/R


Sö�ó�ñ½ó
H =

∑d
k=1 nkEk ∈ R

d2,d
ò¼÷e÷��'õPökúFö'ü"ú

Hξ = − 1
2 (ξ⊗n+ n⊗ξ)

þ)ý#ñeü����
ξ ∈ R

d
ä
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÷Kó+ô6��ó�÷F÷4ý�þyOPL?R%÷6úFò����¾ö'ý
�¼ô�÷RòÒþ γ2 ≥ 0
ü�ä ó�ä#ò��

Ω
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µH + ∇×E = f,

σE −∇×H = g,
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�¾ý��#ó������eø ÷Sþ�ü
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m = 6ü
�'ô

K =

[

µI3 0

0 σI3

]

, Ak =

[

0 Rk

(Rk)t 0

]

,
O�â#â
R
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Rk

ij = εikj

þ)ý�ñ
i, j, k ∈ {1, 2, 3}
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εikj

�ÉóMò��8"�úFö�ó�J�ó(��ò 3���ò��
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W = H(

õ���ñ+�
; Ω)×H(
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(H,E), (h, e) ∈W
à

〈D(H,E), (h, e)〉W ′ ,W = (∇×E, h)[L2(Ω)]3 − (E,∇×h)[L2(Ω)]3 + (H,∇×e)[L2(Ω)]3 − (∇×H, e)[L2(Ω)]3 .
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O�â�L?R

�~ö�ó	��à@O�� R
R|3@O��%T6R4ö�ý
�¼ôvü��'ô
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[
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ξ ∈ R
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SòÒú½ö
c
�¾ý
÷KòÒú½ò���ó¥ü��¾ô&ò��'ô�ó	�¾ó	�'ô�ó	�#úeý�þ

h
ä

J�ó8ú
F i

h

�¾ó¶ú½ö�óg÷KóMú9ý2þRò��
ú½óMñFòåý�ñSþ�ü#õ8ó�÷9ò��núFö�ó¶ûdó+÷Kö�àr�åó8ú
F∂

h

úFö�ó|÷½ó8úIý2þ�ú½ö'ó¬þ�ü�õMó�÷eú½ö'ü2ú�÷Kó	�'ü2ñPü"úFóBú½ö�ó|ûdó�÷½önþ)ñ½ý#û úFö�ó
ó(G
úFóMñFòÒý#ñ4ý2þ

Ω
à�ü��'ôd÷½ó8ú

Fh = F i
h∪F∂

h

ä�ã�ý#ñ%ü����
F ∈ F i

h

à?�ÒóMú
T1(F )

ü
�'ô
T2(F ) ∈ Th

�Éó9÷��¾õPö|úFö'ü"ú
F = T1(F )∩T2(F )ü
�'ôk÷½ó8ú

T (F ) = T1(F ) ∪ T2(F )
äDJ�ó8ú

nF

�¾óIúFö�ó��!��ò®ú��'ý�ñFûdü
�]�#ó�õ8ú½ý�ñ�ú½ý
F
�Éý�ò��
ú½ò��8"|þ)ñ½ý#û

T1(F )
ú½ý
T2(F )

OP��ý2úFö�ò��8"
úFö'ü"ú�òå÷�÷½ü�òåôZö�óMñFó�ü2þÑú½óMñ�ô�ó(�Éó(�¾ô�÷%ý/�vú½ö'ó9ý�ñFòåó(�
úFü2ú½òåý
�vý2þ

nF

R%ü��'ôk÷KóMú
DF =

∑d
k=1 A

knF,k

$#úFö�ó(��à
|DF |

ò¼÷I
�ó	��� 3�ô�óMÿ!��ó+ôÀä
ã!��ñKúFö�óMñFûdý�ñFó�à�þ)ý#ñ9ü��

R
m �|�"ü
����ó+ô&þ �8�'õHúFòÒý/� v ÷��'õPönú½ö¾ü"ú ∇v ü#ô�ûdò®úP÷eü O �Éý#÷F÷Kò��8�åùkú�
�ý�� �"ü�����ó�ô]R�ú½ñPü�õ8óBý/� F à¾ô�óMÿ!��óBú½ö'ó

R
m
�|�"ü
����ó+ô#�'ý�ñFûdü
� ����ûH�ný2þ�ò®úP÷V"�ñPü�ô�òåó(�
úeü�÷

[[∇v]]F = (∇v|T1(F ) −∇v|T2(F ))·nF .
O�â�Û/R

�~ö�ó¬÷��8�'÷Fõ8ñFò���ú
F
ò������'ûM�¾÷Sòå÷eý�ûdò®ú½ú½ó+ô&òÒþ�ú½ö�ó�ñ½óBò¼÷A��ývü2û£��ò�"/��òÒú6ù�ä
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ã'ý�ñ
T ∈ Th

O)ñFó�÷���äåà
F ∈ Fh

R8à
hT

O)ñFó�÷���äåà
hF

R�ô�ó(�'ý2ú½ó+÷�ú½ö�óBô�ò¼ü2ûdó8úFóMñ~ý2þ
T
O)ñFó�÷���äÒà�ý�þ

F
RHäDJ�ó8ú

h
�Éó�ú½ö�ó¥õ8ý/�
ú½ò��?�'ý
�'÷�à

��òåó�õMó(
Sò¼÷KóIü��:��ó9þ �8�'õHúFòÒý/�Zó	=?�'ü
�¾ý/�Zó�ü#õPö:��ó�ñKúFó�G
ν
ý2þ

Th

ú½ý¶ú½ö�óIûdó�ü
�6�|�"ü
����ó9ý2þÀú½ö'ó�ó	�Òó�ûgó	�
úF÷�ý2þÀú½ö'óI÷½ó8ú
{hT ; T 3 ν}

ä
� 
Sò��8"²ú½ýnúFö�ók÷½ö'ü��Éó[3�ñ½ó	"
�8�¼ü2ñFò®ú6ùný�þ�úFö�óvûdó�÷½öxþ�ü2ûdò��åù�à�þ)ý�ñ|ü����

T ∈ Th

ü
�'ôrþ)ý�ñ¬ü����
T ′ ∈ Th

÷��'õPöxú½ö'ü2ú
T ′ ∩ T 6= ∅

à
hT ′ . h|T . hT ′

ä
J�ó8ú

p
�¾ó¬üM�Éý#÷½ò®úFò��#óBò��
ú½ó	"�ó�ñeü��'ô²÷KóMú

Vh = {vh ∈ C0(Ω); ∀T ∈ Th, vh|T ∈ Pp},
O�â?K�R


Sö�ó�ñ½ó
Pp

ô�ó	��ý2úFó�÷SúFö�ó��#ó�õHúFý�ñe÷��'ü�õMó¥ý2þy�Éý
�åù?�'ý�ûdòåü
�å÷eý2þ�ú½ý�úFü���ô�ó("#ñ½ó�ó �Òó+÷½÷~úFö'ü���ý#ñeó	=?�'ü
�Àú½ý
p
ä:��ó8ú

Wh = [Vh]m
ü��'ô

W (h) = Wh + [H1(Ω)]m
ä

ã'ý�ñ|ü
��ùxûdó+ü�÷���ñFü
�8�åók÷��!�'÷KóMúgý�þ
Ω
à%÷Fü;ù

E
à
(·, ·)E

ô�ó(��ý�ú½ó+÷¬úFö�ó2�¾÷��'ü
�
L2 �N÷½õ�ü��¼ü2ñ��'ñ½ý�ô6�'õ8úgý/� E à%ü
�'ô ‖ · ‖E

úFö�ó
ü#÷½÷½ý�õ8ò¼ü"ú½ó+ôT�'ý�ñFû²ät�~ö�óe÷Fü2ûdóA��ý�úFü"úFòÒý/�|ò¼÷y�'÷½ó�ôgþ)ý#ñy��ó+õHú½ý#ñ�� �"ü�����ó�ô¶þ �8�'õ8ú½òåý
�'÷�ä"��ò��¾õ8óSúFö�óeûdó�÷½ögþ�ü2ûdò��åù¶ò¼÷R÷½ö'ü��Éó��±ñFó("
�!�åü�ñ�à
þ)ý#ñeü����

vh ∈ Vh

ü
�'ôkþ)ý�ñ9ü
���
T ∈ Th

à

‖∇vh‖T . h−1
T ‖vh‖T ,

O�â
�/R

‖vh‖F . h
− 1

2

T ‖vh‖T , ∀F ⊂ ∂T.
O�â��?R

��ý¶ó	��þ)ý�ñPõ8ó.�¾ý/�8�'ô�ü�ñ½ùvõMý
�'ô�òÒú½òåý
�¾÷�
�ó�ü
N?�åù�à5
�ó9ò��
ú½ñFý�ô8�'õ8ó�þ)ý�ñ~ü����
F ∈ F∂

h

ü
�
R

m,m � �"ü�����ó�ôZÿ'ó(�¼ô MF

÷��'õPökú½ö'ü2ú�þ)ý#ñ
ü
���

v, w ∈ [L2(F )]m
à

0 ≤ MF ≤ Im,
O�Þ#ß/R

(Mv = Dv) =⇒ (MF v = Dv),
O�Þ�áBR

|((MF −D)v, w)L,F | . |v|M,F ‖w‖F ,
O�Þ
â
R

|((MF + D)v, w)L,F | . ‖v‖F |w|M,F ,
O�Þ#Þ/R


Sö�ó�ñ½ó#
�ó&ö'üB��óvò��
ú½ñFý�ô8�'õ8ó+ôxþ)ý�ñdü����
v ∈ W (h)

ú½ö'ó&÷½óMûdò � ��ý#ñ½ûv÷
|v|M,F = (MF v, v)

1
2

F

ärã!��ñ½ú½ö�ó�ñ½ûdý�ñFó�à�ú½ý��¾ó	�'ü��åò�CMó
"#ñFü#ô�òÒó	�
ú0����ûH�'÷9ü�õ8ñFý#÷F÷�ò��
úFóMñ½þ�ü�õ8ó+÷Mà6
�óBò��
úFñ½ý�ô6�'õMóIþ)ý�ñeü����

F ∈ F i
h

ü
�
R

m,m
�|�"ü
����ó+ôZÿ¾ó(�¼ô

SF

÷��'õPökúFö'ü"ú

SF

ò¼÷e÷½ù�ûgûdóMú½ñFòåõ
,

O�Þ
L?R

h2
F |DF | . SF . h2

FIm,
O�Þ
Ü
R

ü
�'ô#
�ó¥ò��#úFñ½ý�ô6�¾õ8óIþ)ý�ñeü
���
v ∈ W (h)

ú½ö'ó¬÷Kó�ûgò�� ��ý�ñFûv÷
|v|S,F = (SF v, v)

1
2

F

ä
� �

W (h)×W (h)
ô�ó8ÿ]��óBú½ö�ó �'ò��åò��'ó�ü2ñ~þ)ý#ñ½û

ah(v, w) = (Tv, w)Ω +
∑

F∈F∂
h

1
2 ((MF −D)v, w)F +

∑

F∈F i
h

(SF [[∇v]], [[∇w]])F .
O�Þ#Û/R

#f� úFö�óS�¼ü�÷KúZúFóMñFû²à
(SF [[∇v]], [[∇w]])F =

∑d
k=1(SF [[∂kv]], [[∂kw]])F = (SF [[∂nv]], [[∂nw]])F


Sö�óMñFó
∂n

ô�ó(�'ý2ú½ó+÷vúFö�ó
��ý#ñ½ûvü
�Éô�ó�ñ½ò��"ü"úFò��#ó9ü�õMñ½ý
÷½÷

F
÷Kò��'õMóeþ �8�'õ8ú½òåý
�'÷�ò��

W (h)
ü2ñFó�õ8ý/�
ú½ò��?�'ý
�'÷�ä��~ö'ó(��à
ú½ýdü��!��ñ½ýBG�òåûvü"ú½óeú½ö�óB÷Ký/����ú½òåý
�

z
ý2þIOPL?R8à

úFö�óBþ)ý
���Òý�
Sò��8"M��ñFý
�8�åóMû ò¼÷eõMý
�'÷½òåô�óMñFó�ô 1

��óMó(N
zh ∈ Wh

÷��'õPö&ú½ö'ü2ú
ah(zh, yh) = (f, yh)Ω

à
∀yh ∈Wh.

O�Þ5K�R

FG�����&%4H Þ�äåáI�.�~ö�óZô�ó+÷Kò�"
��õ8ý/�'ô�òÒú½òåý
�'÷¥ý/�xú½ö�ó:�Éý
�8�¾ô�ü2ñFù�ÿ'ó	�åô
MF

ü2ñFóv÷Kòåûdò��¼ü2ñBúFýnú½ö�ý
÷Kódò��#úFñ½ý�ô6�¾õ8ó�ôrþ)ý#ñ¥ú½ö�óF�Q,QE
��ù �Rñ��¸ü
�'ô�,.��ó�ñ½ûdý
�¾ô'�Òá+ß� ±ä1�~ö�ó|ô�ó�÷½ò�"/��ý2þ�ú½ö'ó¬ò��
úFóMñ½þ�ü�õ8ó¬ÿ'ó(�¼ô

SF

òå÷�à'ö'ý�
�ó	��óMñ+à�ô�ò�<Éó�ñ½ó	�
ú�àÃ÷Kò��'õ8ó¶ò��núFö�ó£�Q,QE\à�úFö�ò¼÷
ý/�¾ó�ñFü2ú½ý�ñV�Éó(�'ü
�Òò�CMó+÷�ú½ö�ó!���'ûM�¾÷Sý2þ�ú½ö�ó¬ô�òå÷Fõ8ñFó8úFóB÷½ý
����úFòÒý/�²ü
�'ô&÷FõMü
�Òó+÷�ò��'ô�ó(�Éó(�'ô�ó	�
ú��åù&ý�þ

h
ä
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N ��G �=N �����-IML I
��ýH�¾ó�ñKþ)ý#ñ½û úFö�ó¥óMñFñFý�ñ~ü��'ü
�Òù�÷½òå÷1
�ó¥ò��
ú½ñFý�ô6�'õMó�úFö�óBþ)ý
���åý�
Sò��8"M��ý#ñ½û ý/�

W (h)
à

|||v|||2 = ‖v‖2
Ω +

∑

F∈F∂
h

|v|2M,F +
∑

F∈F i
h

|[[∇v]]|2S,F + ‖h
1
2Av‖2

Ω.
O�Þ/�/R

��÷Kò��8"dò��
úFó("�ñPü"úFòÒý/�#��ù#�¾ü2ñ½úF÷~ù�òÒó	�åô'÷�þ)ý�ñeü����
v, w ∈W (h)

à

ah(v, w) = (v, T̃w)Ω +
∑

F∈F∂
h

1
2 ((MF + D)v, w)F +

∑

F∈F i
h

(SF [[∇v]], [[∇w]])F .
O�Þ/�/R

�9ó(�'õMó�à�ý�
Sò��8"|ú½ý�O P V!RHà�þ)ý#ñeü����
vh ∈ Wh

à

ah(vh, vh) & ‖vh‖
2
Ω +

∑

F∈F∂
h

|vh|
2
M,F +

∑

F∈F i
h

|[[∇vh]]|2S,F ,
O L
ß/R


Sö�ò¼õPö�÷½ö�ý�
e÷¶ú½ö'ü2ú|úFö�ó2�'ò��åò��'ó�ü2ñ|þ)ý�ñFû
ah

ò¼÷gü"úH�Òó+ü�÷Kú
L
�Nõ8ý�ó�ñFõMò��#óvý
�

Wh

ä'��ýrõMý
�
ú½ñFý
�%ú½ö�ó "�ñPü��'ö ��ý�ñFûnàRü�÷½ö'ü2ñ+�ÉóMñ
÷KúFü
��ò��åòÒú6ùZñ½ó+÷��!�®úSò¼÷A��óMó+ô�ó�ô�äD�~ö�òå÷~ò¼÷~úFö�ó �8��ñ+�¾ý
÷KóBý�þ�ú½ö'óBþ)ý
���Òý�
Sò��8"
���
	�	 ����Ú Ô OQ�
úPü���ò��ÒòÒú6ù8RHÚ'	 �D��
����:*>�<�&*�"�$&%���()(

k ∈ {1, . . . , d}
!
Ak ∈ [C0, 1

2 (Ω)]m,m
��� �<�7�<!+*>�<� "�$&()(-$�.0/)�I1��<$�(-� �7=

∀vh ∈Wh, sup
wh∈Wh\{0}

ah(vh, wh)

|||wh|||
& |||vh|||.

O L¾á>R

	 %�$�$ "��;J�ó8ú
vh ∈Wh

ä
O�ò�R~ã'ý�ñeü����

T ∈ Th

à'ô�ó	��ý2úFóQ�
ù
Ak

T

ú½ö'ó¥ûgó+ü��6� �"ü�����óBý2þ
Ak
ý
�

T
äy�~ö�ó(��à!�
ù&ü�÷F÷���ûH��úFòÒý/�

‖Ak
T −Ak‖[L∞(T )]m,m . h

1
2

T .

��ó8ÿ!�'ó
Avh|T =

∑d
k=1 A

k
T ∂kvh

äH��ó8ú
ζ ′h = hAvh

ü
�'ô²ý
�'÷½óMñ+��ó9ú½ö'ü2úSþ)ý�ñeü
���
T ∈ Th

à
ζ ′h|T ∈ [Pp]

m
ü��'ô&úFö'ü"ú

‖ζ ′h‖T . min(‖vh‖T , h
1
2

T ‖h
1
2Avh‖T + h

1
2

T ‖vh‖T ).
O L�â
R

J�ó8ú
ζh = πhζ

′
h


Sö�ó�ñ½ó
πh

ò¼÷Iú½ö'ó � ÷�
~ü��¼ô�ò��
úFóMñ+�¾ý/�åü2ú½òåý
��ý/�¾ó�ñFü2ú½ý#ñBô�ó8ÿ!��ó+ôrü#÷�þ)ý
���Òý�
e÷ 1�ã'ý�ñ¬ü����
wh ∈ [L2(Ω)]m

÷��'õPö
úFö'ü"ú

wh|T ∈ [Pp]
m þ)ý�ñ~ü���� T ∈ Th

à
πhwh ∈ Wh

òå÷~ô�óMÿ!��ó�ô#��ùvò®úP÷I�"ü
����ó+÷~ü"ú�ú½ö�ó.�'÷��'ü��@J�ü
"�ñPü��8"#óeò��
úFóMñ+�¾ý/�åü2ú½òåý
�F��ý�ô�ó+÷
��ùk÷½ó8ú½ú½ò��8"

πhwh(ν) =
1õMü�ñFô
(Tν)

∑

T∈Tν

wh|T (ν),


Sö�ó�ñ½ó
ν
ò¼÷düSJ�ü
"�ñPü��8"#óvò��
úFóMñ+�¾ý/�åü2ú½òåý
� ��ý�ô�ónü��'ô

Tν

ò¼÷¬úFö�ó&ú½ö�ón÷KóMúgý�þeó(�åóMûdó(�
úP÷¶úFýS
Sö�ò¼õPö
ν
�¾ó	�Òý/�8"#÷�ä'*Só�õ�ü����%úFö�ó

þ)ý/���åý�
Sò��!"£�åý�õMü���÷KúFü
��ò��ÒòÒú6ù&ü
�'ôkò��
ú½ó�ñ��Éý
�¼ü"úFòÒý/�&ñFó�÷��8�ÒúF÷Q� Þ�àf��àf��àPá;Ü�àPá	��  1

‖πhwh‖T . ‖wh‖∆1(T ),
O L
Þ/R

‖wh − πhwh‖T .
∑

F∈∆2(T )

h
1
2

F ‖[[wh]]‖F ,
O L/L?R


Sö�ó�ñ½ó
∆1(T ) = {T ′ ∈ Th; T ′ ∩ T 6= ∅}

à
∆2(T ) = {F ∈ F i

h; F ∩ T 6= ∅}
à�ü��¾ô

[[wh]] = wh|T1(F ) − wh|T2(F )
ä

�~ö�ó&÷Kö'ü
�¾ó(�>ñFó("/�8�¼ü2ñFò®ú6ù¸ý�þ~ú½ö�ó&ûgó+÷Kö�þ�ü�ûdò��åù�òÒûH�8�åòÒó+÷¥úFö'ü"údõMü2ñPô
(∆1(T )) . 1

ü
�'ô\õMü�ñFô
(∆2(T )) . 1

ä¸ã8��ñ½ú½ö�ó�ñ½ûdý#ñ½ó#à
�'÷½ò��8" O�â��?RHàUO>â��/R8à O�Þ#ß/R.O �!�8�¾ó�ñ��Éý
�8�'ô]RHà O�Þ#Ü
R.OP�8�8�ÉóMñ��Éý
�8�¾ô!RHà�O L
â/R.O �Éý2ú½ö �Éý
�8�¾ô�÷+R8à'ü��¾ô�OPL#Þ/R8à�òÒúeòå÷~ò���þ)óMñFñFó�ôkú½ö'ü2ú

|||ζh||| . |||vh|||.
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‖h
1
2Avh‖

2
Ω = ah(vh, ζh) − (Kvh, ζh)Ω −

∑

F∈F∂
h

1
2 ((MF −D)vh, ζh)F −

∑

F∈F i
h

(SF [[∇vh]], [[∇ζh]])F

+ (Avh, hAvh − ζh)Ω := ah(vh, ζh) +R1 +R2 +R3 +R4.

�xó ��ý�
 �Éý
�!�'ô&ú½ö�ó¥ñFóMûvü2ò��'ô�ó�ñ�ú½óMñFûv÷
R1
úFý
R4
ä �9÷½ò��!" OPL
â/RQOÑÿ'ñP÷6úA�Éý
�8�¾ô!R~ü��'ô'OPL#Þ/R�ù�òåó(�¼ô�÷

|R1| .
∑

T∈Th

‖vh‖T ‖ζh‖T . ‖vh‖
2
Ω.

��÷Kò��8" O�Þ
â
RHà�O�â��?RHàUOPL
â
R.O�÷Kó+õ8ý
�¾ô#�Éý
�8�¾ô!RHà OPL#Þ?RHà'ü
�'ô��Rý/�8�8"¾ø ÷~ò���ó	=?�'ü
�ÒòÒú6ùF�åó�ü#ô�÷�ú½ý

|R2| . ‖vh‖
2
Ω +

∑

F∈F∂
h

|vh|
2
M,F + γ‖h

1
2Avh‖

2
Ω,


Sö�ó�ñ½ó
γ
õ�ü����ÉógõPö'ý#÷½ó(�¸ü�÷�÷Kûvü
����ü�÷;��óMó+ô�ó�ôÀä'��òåûdò��¼ü2ñ+�Òù#à]�¾÷Kò��8"�O�Þ#Ü
RTO �8�!�¾ó�ñ��Éý
�8�¾ô!RHàDO>â��/R8à�O>â��?RHàyO L
Þ/RHàtO L�â
RTO�÷½ó�õ8ý/�'ô

�Éý
�8�¾ô!RHà'ü
�'ô��Rý
�8�!"'ø ÷~ò���ó>=?�'ü��åò®ú6ùkù
òåó(�¼ô�÷

|R3| . ‖vh‖
2
Ω +

∑

F∈F i
h

|[[∇vh]]|2S,F + γ‖h
1
2Avh‖

2
Ω.

ã�ò��'ü����Òù#à�ý
�¾÷Kó�ñ��#óeú½ö¾ü"ú
R4 = (Avh, hAvh − ζ ′h)Ω + (Avh, ζ

′
h − ζh)Ω := R4,1 +R4,2.

��÷Kò��8" O�â
�/R�ù�òÒó	�åô�÷

|R4,1| . ‖vh‖
2
Ω + γ‖h

1
2Avh‖

2
Ω.
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|R4,2| .
∑

T∈Th

‖h
1
2Avh‖T





∑

F∈∆2(T )

‖[[ζ ′h]]‖F



 .

ã'ý�ñeü����
F ∈ F i

h

à8�'÷½ò��!"|úFö�ó¬õ8ý/�
ú½ò��?�'ò®ú6ùZý�þ
h
�Òó+ü�ô�÷�ú½ý

‖[[ζ ′h]]‖F ≤ ‖[[h(A−A)vh]]‖F + ‖h[[Avh]]‖F . ‖v‖T (F ) + |[[∇vh]]|S,F ,
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|R4,2| . ‖vh‖
2
Ω +

∑

F∈F i
h

|[[∇vh]]|2S,F + γ‖h
1
2Avh‖

2
Ω.
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‖h
1
2Avh‖

2
Ω . ah(vh, ζh) + a(vh, vh).

��ò��'õMó
|||ζh||| . |||vh|||
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W (h)

!

|||v|||2∗ = |||v|||2 +
∑

T∈Th

[h−1
T ‖v‖2

T + ‖v‖2
∂T ].
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∀(v, w) ∈ W (h) ×W (h), ah(v, w) . |||v|||∗|||w|||.
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�/R8ä4ã�ý�ñ~úFö�óBÿ'ñP÷6ú~úFóMñFû²à!
�óBý
��úFü2ò�� �'÷Kò��8" O�â
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|(v, T̃w)Ω| .
∑

T∈Th

‖v‖T (‖w‖T + ‖Aw‖T ) . |||v|||∗|||w|||.

ã'ý�ñ~ú½ö'ó¬÷Kó+õ8ý
�¾ôZúFóMñFû²àUO�Þ�Þ?R�ù
òåó(�¼ô�÷

∑

F∈F∂
h

1
2 |((MF + D)v, w)F | .

∑

F∈F∂
h

‖v‖F |w|M,F . |||v|||∗|||w|||.

�~ö�ó �Éý
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~ü2ñPôÀä
�

���
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z
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zh

�7$�( 
 �£O�Þ5K�R����@"
z ∈ [H2(Ω)]m

!+*)� ��� !

∀yh ∈ Wh, ah(z − zh, yh) = 0.
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	 %�$�$ "��%��ò��'õMó
z ∈ [H2(Ω)]m

÷Ký/���#ó�÷SOPL?R8à
Mz = Dz

ü�ä ó�ä�ý
�
∂Ω
ü
�'ô

Tz = f
ò��
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ä /�÷½÷���ûH��úFòÒý/� O�Þ'á>Rvù�òåó(�¼ô�÷

MF z|F = Dz|F
þ)ý#ñeü����

F ∈ F∂
h

äDE�ý#ñ½ó�ý���ó�ñ�à
[[∇z]]F = 0

þ)ý�ñeü
���
F ∈ F i

h

äD�~ö'óBõMý
�'õ(���¾÷Kòåý
�&þ)ý
���Òý�
e÷�ñFó�ü#ô�ò��åù�ä
�

�~ö�ó¥ü
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z
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z ∈ [H2(Ω)]m
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|||z − zh||| . inf
vh∈Wh

|||z − vh|||∗.
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��÷Kò��8"v÷6úPü��'ô'ü2ñPôZò��#úFóMñ+�¾ý/�åü2ú½òåý
� ��ñFý
�ÉóMñ½ú½òåó�÷~ò��
Wh

à�ò®úeò¼÷~ò���þ)óMñFñ½ó+ôZúFö'ü"ú

|||z − zh||| . hp+ 1
2 ‖z‖[Hp+1(Ω)]m ,
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z ∈ [Hp+1(Ω)]m

ä #f�#�¾ü2ñ½ú½ò¼õ��8�¼ü2ñ+à�úFö�óIûgóMú½ö�ý�ôkù
òåó(�¼ô�÷
(p+ 1

2 )
�>ý#ñFô�ó�ñ�õMý
�5��ó�ñ�"#ó(�'õMóSò��kú½ö�ó

L
� ��ý�ñFû ü��'ôÀà5��ñFý���òåô�ó�ôgú½ö'ó

ûdó�÷½ö¸þ�ü�ûdò��åù�òå÷Q=?�'ü#÷Kò��|�!��ò®þ)ý#ñ½ûnàÃý
��ú½òåûdü
��ý#ñFô�óMñBõ8ý
�5�#óMñ+"�ó(�¾õ8ó¬ò��¸úFö�ó£"#ñFü
��ö���ý#ñ½ûnä��~ö�ó+÷Kó|ó�÷Kú½òåûvü"ú½ó+÷Bü2ñFó¶ò¼ô�ó(�
ú½ò¼õMü
��ú½ý
úFö�ý#÷½ó¬úFö'ü"úBõMü��S�¾ó|ý
��úPü2ò���ó�ô ��ùný2úFö�óMñI÷6úPü���ò��åò�C+ü"ú½òåý
��ûgóMú½ö�ý�ô�÷��åò�N#óM,Bü��åóMñ+N�ò�����J�ó+ü�÷Kú�� �6=?�'ü2ñFó�÷�à�÷��8�8"�ñFò¼ô �
ò¼÷Fõ8ý#÷½òÒú6ù�àÃü��'ô
ý�ú½ö�ó�ñSûgóMú½ö�ý�ô�÷�ä
FG�����&%4H²Þ'ä â#� � ö'ó(�ZúFö�óIó�G�ü�õ8ú~÷½ý
����ú½òåý
�kòå÷%ú½ý�ýgñ½ý/�8"�ödúFý£�Éó�ò��

[H2(Ω)]m
à�ü�÷F÷���ûdò��8"¥úFö'ü"ú

[H2(Ω)]m ∩W
ò¼÷~ô�ó(�'÷½óIò��

W
à�òÒú9õMü
�2�Éó ��ñFý���ó	�#��ùF��ñFý�õ8óMó+ô�ò��8"vü�÷�ò��'�åá�ß� Àú½ö'ü2ú

limh→0 ‖z − zh‖Ω = 0
ä

�$B �$B a��������	� G�I
#f�|ú½ö�ò¼÷4÷½ó�õHúFòÒý/�T
�ó�ü
�8�8�åù¥ú½ö'ó�úFö�óMý#ñ½óMú½ò¼õMü
�
ñFó�÷��8�ÒúF÷�ý2þ0(FÞ'ä âeú½ýIú½ö'ó~ã'ñ½òåó�ô�ñ½ò¼õPö'÷�ø;÷½ù�÷6úFóMûv÷�ô�ò¼÷½õ(�'÷½÷½ó�ô¶ò��F(Pâ�ä â�ä�ã'ý�ñt��ñFó(��ò®ú6ù#à

��ñFý�ý2þ�÷Sü�ñ½óIý�ûdòÒúKú½ó+ôÀä
Þ'ä Þ'äÒá#ä 	G��
&�DC�*�/@$&�#� %4�D� C7*�/@$&�
J�ó8ú

α > 0
ü
�'ôkúFü�N#ó

SF = αh2
F |β·nF |, MF = |β·n|.

O�Ü2ß?R
�~ö�ó	��à O�Þ�ß/R 3@O�Þ#Ü
R%ö�ý/�åôÀä-�9ó(�'õMó�à�òÒþ

β ∈ [C0, 1
2 (Ω)]d

ü
�'ô&ú½ö�óBó�G�ü#õHúe÷Ký/����ú½òåý
�nòå÷S÷½ûdý�ý2ú½ö²ó(�'ý
�8"#ö�à

‖u− uh‖Ω + ‖h
1
2β·∇(u− uh)‖Ω . hp+ 1

2 ‖u‖Hp+1(Ω).
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J�ó8ú

α1 > 0
à
α2 > 0

à�ü��¾ô
η > 0

ü��'ô&úPü�N�ó

SF = h2
F

[

α1nF⊗nF 0
0 α2

]

, MF =

[

0 −n

nt η

]

.
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�~ö�ó	��à O�Þ�ß/R 3@O�Þ#Ü
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β ∈ [C0, 1

2 (Ω)]d
ü
�'ô&ú½ö�óBó�G�ü#õHúe÷Ký/����ú½òåý
�nòå÷S÷½ûdý�ý2ú½ö²ó(�'ý
�8"#ö�à

‖u− uh‖Ω + ‖h
1
2∇(u− uh)‖Ω + ‖σ − σh‖Ω + ‖h

1
2∇·(σ − σh)‖Ω . hp+ 1

2 ‖(σ, u)‖[Hp+1(Ω)]d+1 .
O�Ü2Þ?R

Þ'ä Þ'ä Þ'ä��0/)���D�&%'�7(-� ��*�/@C�/)*��
J�ó8ú

α1 > 0
à
α2 > 0

à�ü��¾ô
η > 0

ü��'ô&úPü�N�ó

SF = h2
F







α1HF ·Ht
F 0 0

0 0 0
0 0 α2Id






, MF =







0 0 −H
0 0 0

Ht 0 ηId






,
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H
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nF

ú½ý
n
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����ú½òåý
�

ò¼÷S÷Kûdý�ý2úFönó(��ý/�8"�ö�à

‖u− uh‖Ω + ‖h
1
2∇(u− uh)‖Ω + ‖p− ph‖Ω

+ ‖σ − σh‖Ω + ‖h
1
2∇·((σ + σt) − (σh + σt

h))‖Ω . hp+ 1
2 ‖(σ, p, u)‖[Hp+1(Ω)]d2+1+d ,
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ü
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�®ú6ù²÷6úPü���ò��Òò�CMó+ôZÿ]��ò®úFó¥ó(�åóMûdó(�
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Þ'ä Þ'ä L¾ä��A���6.,�7()(�� � �D?7
 �&*�/@$&�<�
/)�A*>�<� �7()(;/ 3�*�/@C %4� 1�/)���
J�ó8ú

α1 > 0
à
α2 > 0

à�ü��¾ô
η > 0

ü��'ô&úPü�N�ó

SF = h2
F





α1N t
FNF 0

0 α2N t
FNF



 , MF =

[

0 −N

N t ηN tN

]

,
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òå÷~ô�óMÿ!��ó�ô&÷Kòåûdò��¼ü2ñ+�åù|úFý
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�
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n
ät�~ö'ó(��à�O�Þ#ß/R 3@O�Þ
Ü
RRö�ý
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‖E −Eh‖Ω + ‖h
1
2∇×(E −Eh)‖Ω + ‖H −Hh‖Ω + ‖h

1
2∇×(H −Hh)‖Ω . hp+ 1

2 ‖(H,E)‖[Hp+1(Ω)]6 .
O�Ü?K�R

� ì 7 �9�N�R���9�Nð:93;=< ; >�;�îe�R�@; ���±î 9
2 × 2 �

��ïBðS� ;�îe���9ð~îe�9�9�
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�ó�ôH
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÷��'õPöZúFö'ü"ú~úFö�ó¥ô�ó(�Éó(�'ô�ó(�
úA�;ü�ñ½ò¼ü��!�Òó

z
ò���O L?R�õ�ü��#�ÉóQ�'ü2ñ½ú½òÒú½òåý
�'ó�ôZò��
ú½ýgú½ö'ó�þ)ý#ñ½û

z = (zσ, zu)
ü
�'ôvúFö�óQ�;ü�ñ½ò¼ü��!�Òó

zσ õ�ü��
�Éó|ó	�Òòåûdò��¾ü"ú½ó+ô�úFýkù�òÒó	�åôrük÷½ù�÷6úFóMû`ý2þ%÷½ó�õMý
�'ô6�>ý#ñFô�ó�ñ;�����eø ÷Iþ)ý�ñ

zu
ú½ö¾ü"úBòå÷Iý2þRó	���åò���ú½ò¼õ¬ú6ù5�Éó�ä��~ö�ò¼÷Iõ��¼ü�÷F÷9ý�þ�ã�ñFòÒó+ô�ñFòåõPö'÷�ø

÷½ù�÷6úFóMûv÷~ü��'ô&ò®úP÷Sü��8�'ñ½ýBG�òåûdü2ú½òåý
�F��ùkü£�åý�õ�ü��U�Q,QE 
~ü�÷�ñFó�õMó(�
ú��åùZü��'ü
�Òù5C�ó�ôZò����Òá#á� ±ät�~ö'ó.�!��ñ��Éý#÷½óIý2þ�úFö�ò¼÷e÷Kó+õHúFòÒý/�kò¼÷�ú½ý
ô�ó+÷Kò�"
�xü��'ôxü��¾ü��åù?C�ó|ü8����ã���E 
Sö�óMñFógý
�8�åùnú½ö�ó�����ûH�'÷¬ý2þRúFö�óH"�ñPü�ô�òåó(�
úBý2þ%úFö�ó

zu
�±õMý�ûH�Éý
��ó	�#ú¥ü2ñFóM�¾ó	�'ü��åò�C�ó�ôÀä � ��ó

ûdý2úFò��"ü2ú½òåý
�gþ)ý�ñ%ú½ö�ò¼÷%÷Kú½ñPü"úFó("�ù¶òå÷Rú½ý¬÷��8�'÷KúFü��
úFòåü
���åù¶ñFó�ô6�¾õ8ó~ú½ö'ó��5��ûT�ÉóMñ�ý2þ���ý
�!CMóMñFýBó(�
ú½ñFòåó�÷4ò��dú½ö�ó�÷6úFò <@��ó�÷F÷Rûvü2ú½ñFò GÀà2úFö5�'÷
ü
���åó(��ò¼ü"ú½ò��8"dõ8ý/�'÷Kò¼ô�ó�ñFü
�8�Òùvûdó�ûgý#ñ½ùkñ½ó>=/�'òÒñFóMûdó(�
úP÷Mä



á;â � « ��� ���£« ����� �H¢�� ���
	��
� �£¡
� ��� «�¢ � �
�
� BDC
B XFEHG�� �0N JML�N�� ����I �=N � �+L I���� G�J�G�I�G�JKJML N�O I
J�ó8ú

mσ

ü��'ô
mu

�ÉóIú�
�ýM�Éý#÷½ò®úFò��#ó�ò��
ú½ó("#óMñP÷~÷��'õPökú½ö'ü2ú
m = mσ +mu
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÷½ù�÷6úFóMûv÷�ó(�'ô�ý�
�ó�ô#
Sò®úFöZúFö�ó

ü
�¾ý��#ó�÷Kú½ñ+�'õHú+��ñ½óBü2ñFó�ü#ô6��ó+õHúFòÒý/�53�ô�ò�<@�'÷Kòåý
�63
ñFó�ü�õ8ú½òåý
�vó>=/�¾ü"ú½òåý
�¾÷�O
ε
òå÷�úFö�ó¥ô�ò <@�'÷½òÒý/�²õMý�ó �Zõ8òåó(�
ú�à

mσ = d
à'ü
�'ô

mu = 1
R8à

�åò��'ó�ü2ñSó	�åü#÷6úFòåõMò®ú6ù&ó	=?�'ü2ú½òåý
�'÷ O
ε = 1

à
mσ = d2 + 1

à'ü��'ô
mu = d

RHàÉü��'ô&ú½ö'óTE¸ü�G6
�ó(���Àó	=?�'ü2ú½òåý
�'÷Sò��²ú½ö�ó¶ó(���Òò���ú½ò¼õ¥ñFó("#òÒûdó
O
ε = 1

à
mσ = 3

à�ü��'ô
mu = 3

RHä � 
Sò��8"gú½ý�O>Ü��/R8à�ú½ö�ó¥ûvü2ú½ñFò G
D
ò¼÷S÷��¾õPö&úFö'ü"ú

D =

[

0 ε
1
2Dσu

ε
1
2 (Dσu)t Duu

]

,
O�Ü
�/R


SòÒú½örý
�5��òÒý/�'÷A��ý�úFü"úFòÒý/��ä�ã'ý�ñB÷KòåûH�8�åòåõMò®ú6ù#àr
�ó¬ñFó�÷Kú½ñFòåõ8ú�ý/��ñF÷½ó(����ó+÷~ú½ýkú½ö�ógõMü#÷Kó£
Sö�óMñFó¥ú½ö'ó£�Éý
�8�¾ô�ü2ñFù²õMý
�'ô�ò®úFòÒý/�'÷�õ�ü�� �Éó
ó	��þ)ý�ñPõ8ó+ô#��ùvúPü�N�ò��!"

M =

[

0 −ε
1
2Dσu

ε
1
2 (Dσu)t 0

]

.
O�Û#ß/R

�~ö�ò¼÷Iõ8ý�ñFñFó�÷��¾ý/�'ô�÷~úFý&ü#��òåñ½ò¼õPö8�åó8ú¥õ8ý
�¾ô�ò®úFòÒý/��ý
�
u
�Éý2ú½ö�þ)ý�ñ�ú½ö�ógü�ô6�#ó�õ8ú½òåý
�53�ô�ò <@�'÷½òÒý/�53
ñFó�ü#õHúFòÒý/�&ó>=/�¾ü"ú½òåý
�rü��'ônþ)ý#ñeúFö�ó

�åò��'ó�ü2ñ¥ó	�åü#÷6úFòåõMò®ú6ù�ó	=?�'ü"úFòÒý/�'÷�à 
Sö�ò��ÒóvòÒú¬ó(��þ)ý�ñPõ8ó�÷IúFö�ókõMý
�'ô�òÒú½òåý
�
E×n = 0

þ)ý#ñBú½ö�ó2E¸ü�G6
�ó(���4ó	=?�'ü"úFòÒý/�'÷Bò��rúFö�óvó(���åò���úFòåõ
ñFó("#òÒûdó�ä
��ýdó(��þ)ý#ñFõMó.�Éý
�!�'ô�ü2ñFùZõ8ý/�'ô�òÒú½òåý
�'÷V
�ó�ü
N5�Òù#à6
�óBò��#úFñ½ý�ô6�¾õ8óIþ)ý�ñeü
���

F ∈ F∂
h

ügûvü"úFñ½ò�G5�|�"ü
����ó+ôvÿ'ó	�åô
MF

÷��¾õPökúFö'ü"ú

MF =

[

0 −ε
1
2Dσu

ε
1
2 (Dσu)t Muu

F

]

.
O�Û'á>R

�xók÷Kú½ò����%ü#÷½÷���ûdódú½ö¾ü"ú¥ú½ö'ókõ8ý/�'÷Kò¼÷Kú½ó(�¾õ8ù�õMý
�'ô�òÒú½òåý
�)O�Þ�á>RIö'ý
�¼ô�÷MäF�eý�
�ó(��ó�ñ�à�ò��'÷Kú½ó+ü�ôxý2þ O�Þ#ß/R8à1O�Þ#â
R8à�ü
�'ô O�Þ�Þ?RHà�
�óH��ý�

ü#÷½÷���ûdóIú½ö'ü2ú

Muu
F

òå÷S÷½ù�ûgûdóMú½ñFòåõBü��¾ôkúFö'ü"ú

ε
hF

((Dσu)tDσu)
1
2 + |Duu| . Muu

F . (1 + ε
hF

)Imu
.

O�Û
â
R

#±þ
ε = 1

à%ú½ö�ò¼÷vù�òåó(�¼ô�÷ 1
hF

((Dσu)tDσu)
1
2 . Muu

F . 1
hF

Imu

à�
Sö'ò��åó�ò®þ
ε � h

àQO�Û
â
R|òåûM�!�Òòåó�÷gúFö'ü"ú
Muu

F

ü
�'ô
Duu

÷Fü"úFòå÷Kþ)ùSO�Þ#ß/R8àUO�Þ#â/RHà'ü
�'ô�O�Þ�Þ?RHä
��ý �¾ó	�'ü��åò�CMóeúFö�ó"����ûH�'÷�ý2þÃúFö�ó;"#ñFü#ô�òÒó	�
úRý2þÃú½ö�ó

zu
�Nõ8ý�ûH�Éý
��ó	�
úRý
�8�åù�à?
�ó9ò��
ú½ñFý�ô6�'õMóSþ)ý�ñ%ü
���

F ∈ F i
h

ü¥ûvü"ú½ñFò�G?� �"ü�����ó�ô
ÿ'ó	�åô

SF

÷��¾õPökúFö'ü"ú

SF =

[

0 0
0 Suu

F

]

.
O�Û#Þ/R

#f�'÷Kú½ó+ü�ô&ý2þAO�Þ
L?R�ü��'ô�O�Þ
Ü
R8à8
�óQ��ý�
 ü�÷F÷��'ûgóIúFö'ü"ú
Suu

F

ò¼÷e÷½ù�ûgûdóMú½ñFòåõBü��¾ôZúFö'ü"ú

ε
hF

((Dσu
F )tDσu

F )
1
2 + |Duu

F | . 1
h2

F

Suu
F . (1 + ε

hF
)Imu

.
O�Û
L?R

#±þ
ε = 1

à�ú½ö'òå÷~ù�òåó(�¼ô�÷
hF ((Dσu

F )tDσu
F )

1
2 . Suu

F . hFImu

à8
Sö'ò��åó¥ò®þ
ε� h

à�õ8ý/�'ô�òÒú½òåý
�'÷ O�Þ�L5R�ü
�'ô'O�Þ
Ü
R�ü2ñFóBñ½ó+õ8ý���ó�ñ½ó+ôÀä
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Sò��8"|ú½ýdú½ö'ó¬ü��Éý���óB÷KóMúKú½ò��8"¾à�ú½ö�óQ��ò��åò���ó+ü2ñ~þ)ý#ñ½û
ah

ô�ó8ÿ!��ó+ô �
ù�O�Þ�Û?R1�¾ó+õ8ý#ûgó+÷

ah(v, w) = (Kv, w)Ω + ε
1
2 (Bvu, wσ)Ω + ε

1
2 (B̃vσ , wu)Ω + (Cvu, wu)Ω

+
∑

F∈F∂
h

[−ε
1
2 (Dσuvu, wσ)F + 1

2 ((Muu
F −Duu)vu, wu)F ] +

∑

F∈F i
h

(Suu
F [[∇vu]], [[∇wu]])F ,

O�Û
Ü
R


Sö�ó�ñ½ó
B =

∑d
k=1 B

k∂k

à
B̃ =

∑d
k=1(B

k)t∂k

à�ü
�'ô
C =

∑d
k=1 C

k∂k

ä£�~ö�óvô�ò¼÷½õMñ½óMú½óM��ñFý
�8�åóMû`ò¼÷B÷6úFò�����O�Þ5K�R;
Sò®úFö�úFö�ó
ô�ò¼÷Fõ8ñFó8ú½ó¥÷��'ü�õMó

Wh

�!�'õPö'ü��!"�ó�ô�ä

� B A$B U�� N��0G � O0G
N ��G �=N �����-IML I
��ýH�¾ó�ñKþ)ý#ñ½û úFö�ó¥óMñFñFý�ñ~ü��'ü
�Òù�÷½òå÷1
�ó¥ò��
ú½ñFý�ô6�'õMó�úFö�óBþ)ý
���åý�
Sò��8"M��ý#ñ½û ý/�

W (h)
à

|||v|||2 = ‖v‖2
Ω +

∑

F∈F∂
h

|vu|2M,F +
∑

F∈F i
h

|[[∇vu]]|2S,F + ‖ε
1
2Bvu‖2

Ω + ‖h
1
2Cvu‖2

Ω,
O�Û#Û/R


SòÒú½ö²ú½ö'ó¬÷Kó�ûgò�� ��ý�ñFûv÷
|vu|M,F = (Muu

F vu, vu)
1
2

F

ü
�'ô
|[[∇vu]]|S,F = (Suu

F [[∇vu]], [[∇vu]])
1
2

F

ä

���
	�	 ����Ú Ô O �
úFü
��ò��åòÒú6ù6R8Ú 	 �D��
���� *>�<��*<"�$&%:�&()(
k ∈ {1, . . . , d}

!
Bk ∈ [C0,1(Ω)]mσ ,mu

�&���
Ck ∈ [C0,1(Ω)]mu,mu

!+�&� �
*>�<��*

∀T ∈ Th, ∀wh ∈ Wh, ‖Cwu
h‖T . ‖Bwu

h‖T .
O�Û5K�R

� �<�7�<! *)� �,"�$�()(-$&.0/)�21��<$&( � �7=

∀vh ∈Wh, sup
wh∈Wh\{0}

ah(vh, wh)

|||wh|||
& |||vh|||.

O�Û/�/R

	 %�$�$ "��;J�ó8ú
vh ∈Wh

ä"#±úeò¼÷Sõ��åó�ü�ñ~ú½ö'ü2úSú½ö�ó¬õMý
ó�ñFõMò���òÒú6ù:��ñFý
�ÉóMñ½ú6ù�O L#ß?RI��ý�
 �Éó�õMý�ûdó�÷

ah(vh, vh) & ‖vh‖
2
Ω +

∑

F∈F∂
h

|vu
h |

2
M,F +

∑

F∈F i
h

|[[∇vu
h ]]|2S,F .

O�ò�RV��ü�N#ó
ζh = πh(0, hCvu

h)
äy�RñFý�õ8óMó+ô�ò��8"vü�÷~ò��&úFö�ó ��ñFý�ý2þ�ý�þ�J�óMûdûvüvÞ�äåá�à�ò®úeò¼÷Sò���þ)óMñFñFó�ôkú½ö'ü2ú

‖ζh‖T . min(‖vu
h‖∆1(T ), h

1
2

T ‖h
1
2Cvu

h‖∆1(T ) + h
1
2

T ‖v
u
h‖∆1(T )).

� �'÷½óMñ+��ó�ú½ö¾ü"ú

‖h
1
2Cvu

h‖
2
Ω = ah(vh, ζh) − (Kvh, ζh)Ω − (ε

1
2 B̃vσ

h , ζ
u
h )Ω −

∑

F∈F∂
h

1
2 ((Muu

F −Duu)vu
h , ζ

u
h )F

−
∑

F∈F i
h

(Suu
F [[∇vu

h ]], [[∇ζu
h ]])F + (Cvu

h , hCv
u
h − ζu

h )Ω := ah(vh, ζh) +R1 +R2 +R3 +R4 +R5.

�~ö�ó�ú½ó�ñ½û
R1
òå÷~õ8ý/�
ú½ñFý
���Òó+ôvü�÷�ò��&ú½ö�ó.��ñFý�ý2þ�ý2þ�J�óMûdûvü¶Þ'äÒá#äy�~ö�óI÷Fü2ûdó�òå÷1�Éý#÷F÷Kò��8�åóeþ)ý�ñ�úFö�ó9úFóMñFû

R5
÷½ò��'õMóMO�Û�L5R�O �åý�
�óMñ

�Éý
�8�¾ô!R�òÒûH�8�åòåó�÷~úFö'ü"ú
h2

F |D
uu
F | . Suu

F

äRã8��ñ½ú½ö'óMñFûgý#ñ½ó#à�ý�
Sò��8"gúFý O>â��?R�ü
�'ô'O�Û5K�RHà

(ε
1
2 B̃vσ

h , ζ
u
h )T . ε

1
2 ‖vσ

h‖T‖Cv
u
h‖∆1(T )

. ε
1
2 ‖vσ

h‖T (‖(C − C)vu
h‖∆1(T ) + ‖Cvu

h‖∆1(T ))

. ε
1
2 ‖vσ

h‖T (‖vu
h‖∆1(T ) + ‖Bvu

h‖∆1(T )),
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Sò��8"|ú½ý�O�Û5K�R8à6
Sö�ó(�'õMó¥ò®úSþ)ý/���åý�
e÷�ú½ö'ü2ú

|R2| . ‖vh‖
2
Ω + γ‖ε

1
2Bvu

h‖
2
Ω,


Sö�ó�ñ½ó
γ
õ�ü��F�Éó�õPö'ý#÷½ó(�Zü�÷�÷½ûdü
���Ãü�÷I��ó�ó�ô�ó+ôÀäy��ý£�¾ý/�8�'ô

R3
à�ý/�'÷Kó�ñ��#ó~ú½ö'ü2ú~÷½ò��'õ8ó

|Duu| . Muu
F

ü
�'ô
Muu

F

òå÷I�¾ý
÷KòÒú½ò���ó#à

|((Muu
F −Duu)vu

h , ζ
u
h )F | . (Muu

F vu
h , ζ

u
h )F . |vu

h |M,F |ζ
u
h |M,F .

��÷Kò��8" O�Û
â
R.O �8�!�¾ó�ñ��¾ý/�8�'ô!RA�Òó+ü�ô�÷�úFý

|ζu
h |

2
M,F . (ζu

h , ζ
u
h )F + ε

hF
(ζu

h , ζ
u
h )F .

�~ö�ó9ÿ'ñP÷6úRúFóMñFû òå÷��¾ý/�8�'ôZü#÷Rò��vú½ö�ó���ñFý
ý�þÀý2þUJ�ó�ûgûvü|Þ�äåá�ätE�ý�ñFóMý��#óMñ+à��'÷Kò��8"#O>â��?RHà@O L#Þ?RHà�ü��'ôSO�Û?K
R�ú½ýT�¾ý/�8�'ôdúFö�ó�÷½ó�õMý
�'ô
úFóMñFû ó(�#ó(�
ú��'ü
���åùF�åó�ü#ô�÷�ú½ý

|ζu
h |

2
M,F . ‖vu

h‖
2
∆3(F ) + ‖h

1
2Cvu

h‖
2
∆3(F ) + ‖ε

1
2Bvu

h‖
2
∆3(F ),


SòÒú½ö
∆3(F ) = {T ∈ Th; T ∩ F 6= ∅}

à?
Sö'ó(�'õMó¥ò®úSþ)ý/���åý�
e÷�ú½ö'ü2ú

|R3| . ‖vh‖
2
Ω +

∑

F∈F∂
h

|vu
h |

2
M,F + γ‖h

1
2Cvu

h‖
2
Ω + γ‖ε

1
2Bvu

h‖
2
Ω.

ã�ò��'ü����Òù#à�ú½ýH�Éý
�8�¾ô
R4

�'÷½óIú½ö�ó �Éý#÷½ò®úFò���òÒú6ùký�þ
Suu

F

ü
�'ô�O�Û�L5RQO �8�!�¾ó�ñ��¾ý/�8�'ô!R~ü
�'ô2��ñ½ý�õMóMó�ô²ü�÷Sü
�¾ý��#ó9úFýdò���þ)ó�ñ

|R4| . ‖vh‖
2
Ω +

∑

F∈F i
h

|[[∇vu
h ]]|2S,F + γ‖h

1
2Cvu

h‖
2
Ω + γ‖ε

1
2Bvu

h‖
2
Ω.

��ý/���åó�õ8ú½ò��8"gú½ö�ó¬ü
�¾ý��#ó��Éý
�8�¾ô�÷Sù�òÒó	�åô'÷

‖h
1
2Cvu

h‖
2
Ω . ah(vh, ζh) + ah(vh, vh) + γ‖ε

1
2Bvu

h‖
2
Ω.

O�Û/�/R

O�òÒò�RV��ü
N�ó
ξh = πh(ε

1
2Bvu

h , 0)
÷½ý|úFö'ü"ú

‖ξh‖T . ‖vu
h‖∆1(T ) + ‖ε

1
2Bvu

h‖∆1(T ),

÷½ò��¾õ8óIú½ö�óBÿ¾ó(�¼ô�÷
Bk ü2ñFó J�ò��'÷FõPö�ò®ú+C¥ü��'ô ε ≤ 1

��ù²ü�÷F÷���ûH��úFòÒý/��ä � �'÷½óMñ+��ó�ú½ö'ü2ú

‖ε
1
2Bvu

h‖
2
Ω = ah(vh, ξh) − (Kvh, ξh)Ω +

∑

F∈F∂
h

(ε
1
2Dσuvu

h , ξ
σ
h )F + (ε

1
2Bvu

h , ε
1
2Bvu

h − ξσ
h )Ω

:= ah(vh, ζh) +R1 +R2 +R3.

#±úeò¼÷Sõ��åó�ü�ñ~ú½ö'ü2ú
|R1| . ‖vu

h‖
2
Ω + γ‖ε

1
2Bvu

h‖
2
Ω.ã!��ñKúFö�óMñFûdý�ñFó�à�÷½ò��'õMó ε

hF
((Dσu)tDσu)

1
2 . Muu

F

ý�
Sò��8"|ú½ý�O�Û#â
R.OP�Òý�
�óMñV�Éý
�8�'ô]RHà'òÒúeò¼÷~ò���þ)ó�ñ½ñFó�ôkú½ö¾ü"ú

(ε
1
2Dσuvu

h , ξ
σ
h )F . ‖( ε

hF
)

1
2Dσuvu

h‖F‖ξh‖T (F ) . |vu
h |M,F ‖ξh‖T (F ),


Sö�ó	�'õ8óBòÒúSþ)ý
���Òý�
e÷�úFö'ü"ú
|R2| . ‖vu

h‖
2
Ω +

∑

F∈F∂
h

|vu
h |

2
M,F + γ‖ε

1
2Bvu

h‖
2
Ω.
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ã�ò��'ü����Òù#à���ñFý�õ8ó�ó�ô�ò��8"�ü�÷dò���úFö�ó ��ñ½ý�ý�þ�ý2þQJ�ó�ûgûvüxÞ�äåá²ü
�'ô-�'÷Kò��8"
((Dσu

F )tDσu
F )

1
2 . (εhF )−1Suu

F

þ)ñFý�û O�Û
L?R O �åý�
�óMñ
�Éý
�8�¾ô!R�ù�òÒó	�åô�÷

|R3| . ‖vu
h‖

2
Ω +

∑

F∈F i
h

|[[∇vu
h ]]|2S,F + γ‖ε

1
2Bvu

h‖
2
Ω.

��ý/���åó�õ8ú½ò��8"gú½ö�ó¬ü
�¾ý��#ó��Éý
�8�¾ô�÷A�åó�ü�ô'÷�ú½ý

‖ε
1
2Bvu

h‖
2
Ω . a(vh, ξh) + ah(vh, vh).

O|K2ß/R

O�òÒòåò�RV�~ö'ó �¾ý/�8�'ô�÷�O�Û
�?R�ü
�'ô�O|K"ß?R�ñ½ó+ü�ô�ò��ÒùkòÒûH�8�åù

|||vh|||
2 . a(vh, ζh) + a(vh, ξh) + ah(vh, vh).

��ò��'õMó|úFö�ógÿ'ó(�¼ô�÷
Ck
ü2ñFóMJ�ò��'÷FõPö�òÒú�C#à�ü�÷F÷���ûH��úFòÒý/� O�Û?K
ReòåûH�8�Òòåó�÷

‖Cvu
h‖T . ‖Bvu

h‖T + ‖vu
h‖T

ä �9ó(�'õMó�à�ý�
Sò��8"&ú½ý O�Û
â
R
OP�8�8�ÉóMñ��Éý
�8�¾ô!R~ü��'ô ��ñFý�õ8ó�ó�ô�ò��8"dü�÷Sü��Éý���óIù�òÒó	�åô'÷

|ζu
h |M,F . ‖vu

h‖∆3(F ) + ‖ε
1
2Bvu

h‖∆3(F ) + ‖h
1
2Cvu

h‖∆3(F ).

�RñFý�õ8ó�ó�ô�ò��8"v÷Kòåûdò��¼ü2ñ+�åùdú½ý:�Éý
�8�'ô&úFö�ó¥ý2úFö�óMñ~úFóMñFûd÷~ò��
|||ζh|||

à�òÒúeò¼÷~ò���þ)ó�ñ½ñFó�ôkú½ö¾ü"ú

|||ζh||| . |||vh|||.

��òåûdò��¼ü2ñ+�åù�à
|||ξh||| . |||vh|||

à'ü��¾ô�O�Û
�?RRþ)ý/���åý�
e÷�ñ½ó+ü�ô�ò��åù�ä
�

���
	�	 � ��Ú)�-O ��ý
�
úFò��5��òÒú6ù8RHÚ������+� �:*>�<� "�$&()(-$�.0/)�I1 ��$�%��8$��
W (h)

!

|||v|||2∗ = |||v|||2 +
∑

T∈Th

[(1 + ε
hT

)h−1
T ‖vu‖2

T + (1 + ε
hT

)‖vu‖2
∂T + hT ‖v

σ‖2
∂T ].

O|K�á>R

� �<�7�<! *)� �,"�$�()(-$&.0/)�21��<$&( � �7=
∀(v, wh) ∈ W (h) ×Wh, ah(v, wh) . |||v|||∗|||wh|||.

O|K�â
R
	 %�$�$ "��;�~ö�ó9òåô�ó+ü¥ò¼÷4ú½ýT�¾ý/�8�'ôdúFö�óSú½ö'ñ½ó�óSú½ó�ñ½ûv÷Rò��vúFö�óeñFò�"#ö#ú��>ö¾ü��'ôd÷½òåô�óMO�Þ/�/R�ûvü�N�ò��8"��'÷½óeý2þÃúFö�ó;�8�åý�õvN|÷Kú½ñ+�'õHú+��ñFó��8�'ô�ó�ñ
õMý
�'÷½òåô�óMñPü"ú½òåý
��ä � 
Sò��8"gú½ý O�â
�/R~ü
�'ôZúFö�ó¬÷½ù
ûdûdó8úFñ½ùký2þ

Ck
à

|(v, T̃wh)T | . ‖v‖T‖wh‖T + ‖vσ‖T ‖ε
1
2Bwu

h‖T + |(vu, ε
1
2 B̃wσ

h)| + |(vu, Cwu
h)T |

. ‖v‖T‖wh‖T + ‖vσ‖T ‖ε
1
2Bwu

h‖T + ε
1
2 h−1

T ‖vu‖T ‖w
σ
h‖T + h

− 1
2

T ‖vu‖T ‖h
1
2Cwu

h‖T .

�9ó(�'õMó�à
|(v, T̃wh)Ω| . |||v|||∗|||wh|||.ã!��ñKúFö�óMñFûdý�ñFó�à

((MF + D)v, wh)F = 2(ε
1
2 (Dσu)tvσ , wu

h)F + ((Muu
F + Duu)vu, wu

h)F .
��÷Kò��8" O�Û
â
R�ù�òÒó	�åô�÷

|((MF + D)v, wh)F | . h
1
2

F ‖v
σ‖F |w

u
h |M,F + (1 + ε

hT
)

1
2 ‖vu‖F |w

u
h |M,F .

�9ó(�'õMó�à
∑

F∈F∂
h

1
2 |((MF + D)v, wh)F | . |||v|||∗|||wh|||.

ã�ò��'ü����Òù#à�ú½ö'ó.�Éý
�!�'ô²ý
�²ú½ö�óBúFö�òåñFôkú½ó�ñ½ûhòå÷S÷Kú½ñPü2ò�"�ö
úKþ)ý#ñ�
~ü2ñPôÀä
�



á+Û � « ��� ���£« ����� �H¢�� ���
	��
� �£¡
� ��� «�¢ � �
�
��ò��'õMó�ü9õMý
�'÷½ò¼÷6úFó(�'õMùIñFó�÷��8�Òú�ü
�'ü��åý
"#ý
�'÷ÃúFý�J�óMûdûvü9Þ�ä Þeö'ý
�¼ô�÷Mà;úFö�óRþ)ý/���åý�
Sò��8"�õMý
�5��ó�ñ�"#ó(�'õMó�ú½ö�ó�ý�ñFóMû òå÷�ñFó�ü�ô�ò��åù�ò���þ)ó�ñ½ñFó�ô

þ)ñFý�û J�óMûdûvüML'äåáBü
�'ô J�ó�ûgûvüML'ä/â�ä
� �����'!"��	 ��Ú Ô O ��ý/�?�#óMñ+"�ó	�'õ8óBRHÚ � ��*

z
�7$&( 
&�:O L5R������ (-�7*

zh

�7$&( 
&�HO�Þ5K�R��G	 �D��
����'*>�<��*
z = (zσ, zu) ∈ [H1(Ω)]mσ ×

[H2(Ω)]mu
��� �<�7�<!+
�� � �7%:*)� ���&�D�D
�� 3�*�/@$&� �'$ " � ��� � ��L'äåá�!

|||z − zh||| . inf
vh∈Wh

|||z − vh|||∗.
O|K2Þ/R

Ø|�¾!;�É������!;( ��Ú Ô Ú �@"
ε ∼ 1

�&� ��/ "
z = (zσ , zu) ∈ [Hp(Ω)]mσ × [Hp+1(Ω)]mu

!+*>�<�7�

|||z − zh||| . hp‖z‖[Hp(Ω)]mσ×[Hp+1(Ω)]mu .
O|K�L?R

�@"
ε� h

����� / "
z = (zσ, zu) ∈ [Hp+1(Ω)]m

!+*>�<�7�

|||z − zh||| . hp+ 1
2 ‖z‖[Hp+1(Ω)]m .

O|K�Ü
R

�%÷Kú½òåûvü"úFóHO KBL5RRù�òåó(�¼ô�÷�ú½ö'ü2ú�úFö�óBóMñFñ½ý#ñ
‖zu − zu

h‖Ω
õMý
�5��ó�ñ�"#ó�÷4úFý|ý#ñFô�óMñ

p
à6
Sö�ò¼õPökò¼÷S÷��!�¾ý/��ú½òåûvü��>ät�~ö'òå÷~ó+÷6úFòÒûvü"úFóIõ�ü��

�Éó|òåûH��ñFý���ó�ô��
ù �¾÷Kò��8"ZúFö�óvô6�'ü
�ÒòÒú6ù�ü2ñ+"
��ûdó(�
úIò��
ú½ñFý�ô6�'õMó�ô¸ò��9�åá�á( �þ)ý#ñ¥ã�ñFòÒó+ô�ñ½ò¼õPö'÷�øÉ÷½ù�÷6úFóMûv÷�ä���ý
�'÷½òåô�óMñ�ú½ö�ó|þ)ý
���Òý�
Sò��8"
õMý
�
ú½ò��5��ý
�'÷~ô6�¾ü��U��ñFý
�!�Òó�û 1t�åó8ú½ú½ò��8"

V ∗ = � óMñ (D +M∗)

Sö�ó�ñ½ó

M∗ ∈ L(W ;W ′)
ò¼÷�ú½ö�ó¬ü#ô �6ý�ò��
úeý2þ�úFö�ó¥ý
�ÉóMñPü"úFý�ñ

M
à

��ó�ó(N
ψ ∈ V ∗ ÷��'õPö&ú½ö¾ü"ú T̃ψ = (0, zu − zu

h)
ò��
L
ä O|K"Û?R

/�÷½÷���ûdóBú½ö�óIþ)ý/���åý�
Sò��!" O�ó(���Òò���úFòåõ>R~ñ½ó	"
�8�¼ü2ñFòÒú6ùgñFó�÷��8�Òú 1

‖ψσ‖[H1(Ω)]mσ + ‖ψu‖[H2(Ω)]mu . ‖zu − zu
h‖Ω.

O|K/K�R

���
	�	 � ��Ú ��Ú�� � � �7%:*)� ���65�$ 
 �:� ��3<$�*)� ���7����!

∀v ∈ W (h), ah(v, ψ) = (vu, zu − zu
h)Ω.

O|K��/R

	 %�$�$ "��;�~ö�ó¶òåô�ó	�
ú½òÒú6ùkñFó�÷��8�®úP÷~þ)ñFý�û O�Þ
�?RHä:��ò��¾õ8ó
ψ
÷½ý
����ó+÷ O|K"Û?RHà

(v, T̃ψ)Ω = (vu, zu − zu
h)Ω
ä1E¸ý�ñFóMý���ó�ñ�à�÷½ò��¾õ8ó

ψ ∈ V ∗
ü
�'ôký�
Sò��8"gú½ýgúFö�ó �'ü2ñ½ú½ò¼õ��!�åü�ñ~÷Kú½ñ+�'õ8ú���ñFóBý2þ

M
ü��¾ô

MF

à�òÒúeò¼÷eõ��åó�ü�ñ�úFö'ü"ú
(Mt

F + D)ψ = 0
ä-�9ó(�'õMó�à

∑

F∈F∂
h

1
2 ((MF + D)v, ψ)F = 0.

ã�ò��'ü����Òù#à�ú½ö'ó.�¼ü�÷KúSú½ó�ñ½û ò�� O�Þ/�/RI�"ü���ò¼÷½ö�ó�÷V�Éó�õ�ü��'÷½ó
ψu ∈ [H2(Ω)]mu

ä
�

���
	�	 � ��Ú ��Ú � �<� "�$&()(-$�.0/)�I1�� $&(-�&��=

∀(v = (0, vu), w) ∈ W (h) ×W (h), ah((0, vu), w) . |||(0, vu)||| |||w|||∗.
O|K��/R

	 %�$�$ "��;�~ö�ó �'ñ½ý�ý2þ�òå÷S÷½òåûgò��¼ü2ñ~ú½ýgúFö'ü"úeý�þtJ�óMûdûvü£L¾ä â|ó(G�õMó(��ú~úFö'ü"ú�
�óQ�'÷KóFO�Û#Ü/R%ò��'÷Kú½ó+ü�ô&ý2þAO�Þ
�?RHä
�

� �����'!"��	 ��Ú9��Ú ���A*>�<�'�65D$�
&� "D%��&����.,$�%4H ! *)� �,"�$�()(-$&.0/)�21��<$&( � �7=

‖zu − zu
h‖Ω . h|||z − zh||| + h inf

(qσ
h

,0)∈Wh





∑

F∈F∂
h

hF ‖z
σ − qσ

h‖
2
F + ‖zσ − qσ

h‖
2
T (F )





1
2

.
OP�#ß/R

����� C���!+/ "
z ∈ [Hp(Ω)]mσ × [Hp+1(Ω)]mu

!+*)� ���

‖zu − zu
h‖Ω . hp+1‖z‖[Hp(Ω)]mσ×[Hp+1(Ω)]mu .

OP�'á>R
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	 %�$�$ "�� � 
Sò��8"gú½ý O|K��/R8à
‖zu − zu

h‖
2
Ω = ah(z − zh, ψ) = ah(z − zh, ψ − wh),
Sö�ó�ñ½ó

wh

ò¼÷eü2ñ+��òÒú½ñPü2ñFùdò��
Wh

ä-�9ó(�'õMó�à

‖zu − zu
h‖

2
Ω = ah((0, zu − zu

h), ψ − wh) + (K(zσ − zσ
h , 0), ψ − wh)Ω + ε

1
2 (B̃(zσ − zσ

h), ψu − wu
h)Ω

:= T1 + T2 + T3.

� 
Sò��8"gú½ý O|K��/R8à
|T1| . |||z − zh||||||ψ − wh|||∗,ü
�'ô&õ(�Òó+ü2ñ+�Òù#à

|T2| . |||z − zh||||||ψ − wh|||∗
ä"#f�
úFó("�ñPü"úFò��!"£��ùF�'ü�ñKúP÷Sü��'ô2�'÷½ò��!"�O�Û#â/R.O �åý�
�ó�ñ1�Éý
�!�'ô!R�ù�òÒó	�åô'÷

|T3| . ‖zσ − zσ
h‖Ω‖ε

1
2B(ψu − wu

h)‖Ω +
∑

F∈F∂
h

h
1
2

F ‖z
σ − zσ

h‖F |ψ
u − wu

h |M,F

. |||z − zh||||||ψ − wh|||∗ +





∑

F∈F∂
h

hF ‖z
σ − zσ

h‖
2
F





1
2

|||ψ − wh|||∗.

��÷Kò��8" O�â
�/R�ù�òÒó	�åô�÷Sþ)ý�ñeü����
(qσ

h , 0) ∈Wh

à

|T3| . |||z − zh||||||ψ − wh|||∗ +





∑

F∈F∂
h

hF ‖z
σ − qσ

h‖
2
F + ‖zσ − qσ

h‖
2
T (F )





1
2

|||ψ − wh|||∗,


Sö�ó�ñ½ó
T (F )

ò¼÷gú½ö�ónûdó�÷½ö ó	�Òó�ûdó(�
úvý2þ;
Sö�ò¼õPö
F
ò¼÷gürþ�ü#õ8ó�ä �9÷½ò��!" O K
K�R|ü��¾ô õ(�åü#÷½÷½òåõ�ü���ò��
úFóMñ+�¾ý/�åü2ú½òåý
��ñFó�÷��8�ÒúF÷gù�òÒó	�åô'÷

|||ψ − wh|||∗ . h‖zu − zu
h‖Ω
äD�~ö�ó¬õ8ý/�'õ����'÷½òÒý/�kò¼÷e÷Kú½ñPü2ò�"�ö
úKþ)ý#ñ�
~ü2ñPôÀä

�
FG�����&%4H L'äåáI�.�%÷Kú½òåûvü"ú½ó�O|KBL5RBü��¼÷Ký�ù�òåó(�¼ô�÷BúFö'ü"ú¬úFö�óZó�ñ½ñFý�ñ

‖zσ − zσ
h‖Ω

õ8ý
�5�#óMñ+"�ó�÷�úFý�ý�ñPô�óMñ
p
à�
Sö'òåõPö�ò¼÷¶÷��8�¾ý/��ú½òåûvü��>ä

� ��úFòÒûvü
�ÒòÒú6ù¬þ)ý#ñD�¾ý�ú½ödúFö�ó
σ
��ü
�'ô

u
�Nõ8ý#ûH�¾ý/��ó(�
úF÷4õ�ü��H�ÉóSñ½ó+õ8ý���ó�ñ½ó+ô���ùdõ8ý
�¾÷Kò¼ô�óMñFò��8"Q�¾ý/�Òù5��ý#ûgò¼ü���ò��
ú½ó�ñ��Éý
�¼ü"úFòÒý/�gý�þÉý#ñFô�óMñ

(p−1)
þ)ý#ñ¥ú½ö�ó

σ
�±õMý�ûH�Éý
��ó	�#ú+à��!��ú¶úFö�òå÷£��ñFý�õ8ó�ô8��ñ½óZõ�ü���ûvü�N#óvú½ö�ókòÒûH�8�åóMûdó(�
úPü"ú½òåý
��ûgý#ñ½óZõ(��ûT�ÉóMñP÷½ý�ûdó�ä E�ý#ñ½ó�ý���óMñ+à

�5��ûdóMñFò¼õMü���ó�G6�ÉóMñFòÒûdó	�#úP÷9ý/�r÷Kú½ñ+�'õHú+��ñFó�ô�ü
�'ô �8�¾÷6úFñ��'õ8ú���ñFó�ô�ûdó�÷½ö�ó�÷�þ)ý�ñB÷½ûgý�ý�ú½ör÷½ý
����úFòÒý/�'÷9ò��'ô�ò¼õMü2ú½ó|ú½ö'ü2ú
‖zσ − zσ

h‖Ωý�þÑú½ó(��õMý
�5��ó�ñ�"#ó�÷%ú½ýdý
��úFòÒûvü
�Àý�ñPô�óMñA
Sö�ó	�²õMý
�'÷½ò¼ô�óMñFò��!"|ó>=/�¾ü����>ý#ñFô�ó�ñ~ò��
ú½ó�ñ��Éý
�¼ü"úFòÒý/�Zþ)ý#ñ~ú½ö�ó
σ
��ü
�'ô

u
�Nõ8ý#ûM�Éý
�'ó(�
úF÷�ä

� B �$B a��������	� G�I
#f�dúFö�òå÷�÷Kó+õHúFòÒý/�M
�óeü��!�8�Òù|ú½ö'óSú½ö�ó�ý�ñFó8úFòåõ�ü���ñFó�÷��8�ÒúF÷4ý�þ (+L'ä/â�ú½ýBúFö�óSú½ö'ñ½ó�ó9ã�ñFòÒó+ô�ñFòåõPö'÷�ø�÷½ù�÷6úFóMûv÷4ó(�¾ô�ý�
�ó+ôM
Sò®úFödú½ö�ó

2×2�8�åý�õvNk÷Kú½ñ+�'õHú+��ñ½ó¥ô�ò¼÷Fõ��'÷F÷Kó+ôkò��.(�L¾äÒá#ä
L¾ä Þ'äÒá#ä 	G��
&�DC�*�/@$&�#�I�&/ � 
2�D/@$�� �6%4�D� C7*�/@$��

��óMú
zσ = σ

ü��'ô
zu = u

äH�I�Òó+ü2ñ+�ÒùSO�Û?K
R%ö'ý
�¼ô�÷S÷Kò��'õMó
|β·∇wu

h | . ‖∇wu
h‖
äyJ�ó8ú

α > 0
ü
�'ô&úFü�N#ó

Suu
F = αh2

F (|β·nF | +
ε

hF
), Muu

F = |β·n| + ε
hF
.

OP�
â
R

�~ö�ó��Éý
�8�'ô'ü2ñFù ý
�ÉóMñPü"ú½ý#ñ
Muu

F

ò¼÷²ô�ó�÷½ò�"/��ó�ô�ò�� ÷��¾õPöÁü 
~ü;ù]ú½ö'ü2únú½ö�ó'�Éý
�8�'ô'ü2ñFù]ý/�¾ó�ñFü2ú½ý#ñ&ñFó(�åó(�"ü��
ú&ú½ý ú½ö�ó'�8��ñFó
ü#ô6��ó+õHú½òåý
�63
ñFó�ü�õ8ú½òåý
� �åòÒûdòÒúvòå÷gñFó�õ8ý��#óMñFó�ô\ü#÷

ε → 0
ä #±þ

ε ∼ 1
à
β ∈ [C0,1(Ω)]d

à%ü��¾ô úFö�ónó�G�ü�õ8úd÷½ý
����ú½òåý
� òå÷d÷½ûdý
ý�ú½ö
ó	��ý
�8"#ö�à

‖u− uh‖Ω + h‖∇(u− uh)‖Ω + h‖σ − σh‖Ω . hp+1‖(σ, u)‖[Hp(Ω)]d×Hp+1(Ω),
OP�#Þ/R

ü
�'ôkòÒþ
ε� h

ü
�'ôZúFö�ó¥ó�G�ü#õHúe÷Ký/����ú½òåý
�²òå÷e÷½ûdý�ý2ú½ö²ó(�'ý
�8"#ö�à

‖u− uh‖Ω + ‖h
1
2β·∇(u− uh)‖Ω + ‖σ − σh‖Ω . hp+ 1

2 ‖(σ, u)‖[Hp+1(Ω)]d+1 .
OP��L5R
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��ý#ûM�¾ü2ñFò��8"H
SòÒú½ö²ú½ö'ó¬ó�÷Kú½òåûvü"ú½óFO>Ü2Þ?RHà8
�óBý
�'÷½óMñ+��óIú½ö¾ü"úSú½ö'ó¬ý
��úFòÒûvü
��õ8ý
�5�#óMñ+"�ó(�¾õ8óIý2þ

‖∇·(σ − σh)‖Ω
ò¼÷A�åý#÷Kú9ü��'ô&ú½ö¾ü"ú

‖σ − σh‖Ω
õMý
�5��ó�ñ�"#ó�÷Rý/�8�åùZú½ýdý#ñFô�ó�ñ

p
O)ò��'÷6úFó�ü#ôký�þ

p+ 1
2

R8ä

L¾ä Þ'ä â�ä��0/)���D�&%'�7(-� ��*�/@C�/)*��
��óMú

zσ = (σ, p)
ü
�'ô

zu = u
ä��I�åó�ü�ñ��åù�O�Û5K�R�ö�ý/�åô�÷9÷Kò��'õ8ó

C = 0
ätJ�ó8ú

α > 0
ü��'ô

η > 0
ü��'ôkúFü
N�ó

Suu
F = αhFId, Muu

F = ηh−1
F Id.

OP�
Ü
R

�~ö�ó	��à�òÒþ�úFö�ó¥ó�G�ü#õHúe÷Ký/����ú½òåý
�²òå÷S÷½ûdý
ý�ú½önó(�'ý
�8"#ö�à

‖u− uh‖Ω + h‖∇(u− uh)‖Ω + h‖p− ph‖Ω + h‖σ − σh‖Ω . hp+1‖(σ, p, u)‖[Hp(Ω)]d2+1×[Hp+1(Ω)]d ,
OP�#Û/R

��ý#ûM�¾ü2ñFò��8"H
SòÒú½ö²ú½ö'ó¬ó�÷Kú½òåûvü"ú½óFO>Ü�Ü/RHà8
�óBý
�'÷½óMñ+��óIú½ö¾ü"úSú½ö'ó¬ý
��úFòÒûvü
��õ8ý
�5�#óMñ+"�ó(�¾õ8óIý2þ
‖∇·(σ − σh)‖Ω

ò¼÷A�åý#÷Kú9ü��'ô&ú½ö¾ü"ú
‖σ − σh‖Ω

ü
�'ô
‖p− ph‖Ω

õMý
�5��ó�ñ�"#ó9ý/�8�ÒùZú½ývý�ñPô�ó�ñ
p
O�ò��¾÷6úFó�ü�ô&ý2þ

p+ 1
2

R8ä

L¾ä Þ'ä Þ'ä��A���6.,�7()(�� � �D?7
 �&*�/@$&�<�
/)�A*>�<� �7()(;/ 3�*�/@C %4� 1�/)���
��óMú

zσ = H
ü��'ô

zu = E
ä��I�åó�ü�ñ��åùSO�Û?K�R�ö�ý/�åô'÷S÷Kò��'õ8ó

C = 0
äyJ�ó8ú

α > 0
ü��'ô

η > 0
ü
�'ô&úFü
N�ó

Suu
F = αhFN

t
FNF , Muu

F = ηh−1
F N tN .

OP�5K�R

�~ö�ó	��à�òÒþ�úFö�ó¥ó�G�ü#õHúe÷Ký/����ú½òåý
�²òå÷S÷½ûdý
ý�ú½önó(�'ý
�8"#ö�à

‖E −Eh‖Ω + h‖∇×(E −Eh)‖Ω + h‖H −Hh‖Ω . hp+1‖(H,E)‖[Hp(Ω)]3×[Hp+1(Ω)]3 .
OP�/�/R
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