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���«� � ��K�c���K�F�l�<�^�
�K�Y�L�L���7�l�)�K�¹�7���l�<�b�����
�«�U�<�U�l���

� �WË4�U���U�<�
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���%�K�L�q����� � ���«�6�y�K�l�)�l���7�l�)�F�O�U�l�<� � � � �<�U���Y�l�<�c�����
�F�U�<�U�l��� � �WË4�U���U�<�
�Y¡��U� � �
�U� �7�w�X�L�X�l�D�7���l���7����7� � �d¦<�y�7�*�l���7���c�)���3¢'�L���
����� � ¡6� �[�Ó�� £��X�w�<�K�<�
�6�L�X�X�X¡L�l�X�L� �O�U�l�<� � �£��l�<�c�����
�F�U�<�U�l��� � �WË4�U���U�<�
��)�B�3¢'�L���
����� � �<�l�X�L�b�-�<�U�6�L�d�7� ª Î��K�c�
¤��U���7���Z�¤��U�m�<�K�<�
�6�L�X�X�X¡L�l�X�L���y�7�l�<� ¿X��� £ �� £ �'�3Á
∆F (1) = F (1) − F (0) = −β−1 ln E

(
e−βW(T )

)
, �r��Õ��

� �<�U��� W(T ) � �U�<�K���
���l�<�;���K���7� � �K�lÌY�3¢'�U�l��� � �7�)�K�L�Z�.�<�K�<�
�6�L�X�X�X¡L�l�X�L�Ñ�y�7�l�
(Qt, z(t))t∈[0,T ]

£ � �X�l�
z(0) = 0

�7� � z(T ) = 1
�
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�1�K� � �X�y�7���B��K����£ � �<�U��� z
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¨§�]�
�K�<��� � �U�b� C1 �y�7�l� z : [0, T ] → [0, 1]
�7�%¤K�7�X�<�
�O�7�%�l�<�^����K�U�l�)�K�¸�
�1�K� � �X�y�7��� ξ

£ � �X�l�
z(0) = 0

£;�7� � z(T ) = 1
��3m�
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Σz(t) = {q ∈ M, ξ(q) = z(t)} ,

�



�7� � �l�y�7�B�l�<���K�����6�U�D�7��� � �f�K�X�l�
�d�7�L���L���K¡y�7¡L�X�X�X�J�]�O��K�l�L���
�H�7���
dµΣz(t)

= Z−1
z(t) exp(−βV )dσΣz(t)

.

¨§�^�
�K�<�l�l�l�<�U�d� � �WË��<�l�)�K� (Qt)t∈[0,T ]
���\�l�y�7�

Qt ∈ Σz(t)
�r�K�Y�7�X�

t ∈ [0, T ]
�7� � ���7�l�)�[���6�X�L�z�l�<��r�K�X�)� � �X�L�d�X�'�r�K�l�d�7�t�L���K���U�l�l�)�
� U

• Q0 ∼ µΣz(0)

£
• �<�K�m�7�X� t ∈ [0, T ]

£
Qt+dt

�)�i�l�<���K�l�l�<�K���K�y�7�4�L���7½l�
�U�l�)�K�]�K�
Σz(t+dt)

�7�=�l�<�.�����l�X�l�)�K�«�K¡L���7�X�<� �¡6�«�l�<�%�L�<�
�K�<�l�l���7�X�<� ��� �)���L�D�K�
�U�O�U��� U Qt −∇V (Qt)dt +
√

2β−1dBt
�
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���$£<� � �K�lÌ W(t)
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W(t) =

∫ t

0
f(Qs)z

′(s)ds,
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1
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~i�<�F���
�l�%�7���l�L�)�%���
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Qt
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�1�K� � �X�y�7���
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���U����� � �X��H�L�q�U� � �W¢ �Z�
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Q0 ∼ µΣz(0)
,

dQt = −P (Qt)∇V (Qt)dt +
√

2β−1P (Qt) ◦ dBt + ∇ξ(Qt) dΛext
t ,

dΛext
t =

z′(t)

|∇ξ(Qt)|2
dt.
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¨°�X�l�Ã��¤1�)� � ���z�l�<� � �)���U���U�l�X�$�7�l�)�K�Â�7� Qt
£E�)�U�F�<�c�<�K�l�)�
�«�l�y�7�

Qt
��7�¯¡��v���y�7���K�U���U�l�X�� � ¡6�§�l�<��r�K�X�)� � �X�L�d�L���K���U�l�J��U

� �
$�� $���!#��!=$'� � ���
	�<'Ç 
 È �Ê�Ç � � Qt
� � ! > :�Å �KÉ7: � �r�'�$� Å � :=<'Ç-�KÉ ! ��� :�� 
 È �Ê�Ç � � � � :�Å �=8 � Å�É �(8 �KÈ � � 6 ÇÈ�Ç � !�� @ � ! ><ÇlÄ � Ä � 
 :JÇlÄ � :�� 
 È �Ê�Ç � � (Λt)t∈[0,T ]

�





Q0 ∼ µΣz(0)
,

dQt = −∇V (Qt)dt +
√

2β−1dBt + ∇ξ(Qt) dΛt,
ξ(Qt) = z(t).

	 �KÈ�Ç � @KÇ3È�
 :=<'Ç 
 È �Ê�Ç � � (Λt)t∈[0,T ]
Ê � É��ÇFÄ�ÇlÊ � 6 
 � �
ÇlÄ � �

Λt = Λm
t + Λf

t + Λext
t , �r�����

�



� Å�:=< :=<'Ç 6 � È?:�Å É � � !)Ç 
 � È :
dΛm

t = −
√

2β−1
∇ξ

|∇ξ|2 (Qt) · dBt,

:=<'Ç ! �Ê � !�8 �KÈlÊ�Ç 
 � È :�� �
Ç�Ç��������(8 �KÈ :=<'ÇcÄ�Ç=B�É<Å=:�Å�KÉ � 8
f
�

dΛf
t =

∇ξ

|∇ξ|2 (Qt) ·
(
∇V (Qt) dt + β−1H(Qt)

)
dt = f(Qt) dt, �r��Ó��

� É}Ä :=<'ÇFÇ
	 :JÇUÈ�É � !�8 �KÈ[Ê
Å É ��� ��È � � Å�:MÊ <�Å�É ����:JÇ3È 6
dΛext

t =
z′(t)

|∇ξ(Qt)|2
dt.
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�K�<�l�)�������X�®�
�K�Y�L�L�l�X�L� dξ(Qt)
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z(t)
�U����7���
�H� � �l�W��� ∇ξ(Qt) dΛext

t
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W(t) =

∫ t

0
f(Qs) z′(s) ds, �r�7Ï6�
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�)���l�<�w�)�1��7�u�O��7�¾�r�K���
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dΛf
t � ���
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W(t) =

∫ t

0
z′(s) dΛf
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�

Λf
t
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� �<�U�]�l�<��� � �X�����L�X�L�O�)�;�y�7���7�O�U���U�l�X�� � ¡��]�c����K�U�l�)�K���
�1�K� � �X�y�7�����
� ����$'�*� � �  � �
� ��-���� �.����� ��������� ����� ��!=$'� � �!���#"�!#� - /0%$ �KÈ � É � :JÇ � :�8�>1É}Ê :�Å�KÉ ϕ � É}Ä ∀t ∈
[0, T ]


�Å=: < � !XÄ �
Zz(t)

Zz(0)

∫

Σz(t)

ϕdµΣz(t)
= E

(
ϕ(Qt)e

−βW(t)
)

.
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∆F (z(t)) = F (z(t)) − F (z(0)) = −β−1 ln
(
E

(
e−βW(t)

))
. �r�����
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�U�l�)�K� Ó � � �)�;�d�7�X�L�X�]�c���U¤6�)� � �7���l�<�%���
�l�L�X���m�7� ¿ ÏKÁ �7� � �L���
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�K�6���3¢1�m�7��l�<�U�l�O� � �6�y�7�Y�)�Z�X�����U�����7�l�)�K�t�B~i�<�U�t£ � �Z�3¢1���U� � �l�<���O�U�l�<� � ���Y�l�<�Z��K�����7�*�U¤��K�X¤6�X�L�«�
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Qn+1 = Qn −∇V (Qn)∆t +

√
2∆t β−1 Un + ∆Λn+1 ∇ξ(Qn+1),� �<�U��� ∆Λn+1

�)�B���<���]�l�y�7�
ξ(Qn+1) = z

£ �r�����
� �<�U��� ∆t

�)�O�l�<�\�l�X�O�\�l���U�¸�7� � Un �)�v�
N ªJ� �X�O�U�<�l�)�K�y�7�.�l���7� � �7� � �%�7�<���l�D�7�°���7� � �K� ¤��
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���K�l�)�
�O�l�y�7� �r����� � � �Y�X���c�«�y�7�l�L���7� ¤K�7�l�D�7�l�)�K�y�7�f�X�����U�l�L���U���7�l�)�K�t£E���X�<�
� Qn+1
��7�§¡��O���
�U�¯�K�%�l�<�

�U�)�����
�l�:���K�X���E�K�Z�l�<�i�l�L¡L�d�7�L�W�r�K� � Σz
���H�l�<�f�L��� � �)�U��� � �q���l�X�l�)�K� Qn−∇V (Qn)∆t+

√
2∆tβ−1 Un

�
~i�<�%����7�

∆Λn+1
�)�;�l�<�U�]�l�<��'=�7�����7�L���u�u�L�X�l�X�L�X�)�U�%�K�����1�U�D�7��� � � �X�l�]�l�<���
�K�<�l�l���7�X�6� ξ(Qn+1) = z

�
�H�<�K�l�<�U�B�������l�X¡L�)� � �)���U���U�l�X�$�7�l�)�K�z�7� �[����� �)�
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Qn+1 = Qn −∇V (Qn)∆t +

√
2∆t β−1 Un + ∆Λn+1 ∇ξ(Qn),� �<�U��� ∆Λn+1

�)�B���<���]�l�y�7�
ξ(Qn+1) = z

� �r��#��
�H�X�l�<�K�L���^�l�L�)�B�����<�U�O�.�)�i�<�K�i�y�7�l�L���7�X�X�]�K�����1�U�D�7��� � � �X�l���Z¤K�7�l�D�7�l�)�K�y�7�t�L�l�X�<�U�X�L�)��£<�X�f�d��v¡����O�K����L���K�U�l�)��7�B�l�X�<�
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�^�7�)���\�l�y�7� � �b�<���b�l�<�«���7�O�b�<�K���7�l�)�K�
∆Λn

�r�K�B�l�<� 'j�7�����7�L���u�Z�L�X�l�X�L�X�)�U���m�r�K�B¡��K�l� �r����� �7� �®�r��#���� �7� � �D�7���U�B���K� �r��À�� �7� �®�rÓ�Õ��B� £}�l�X�<�
��7�X�4�l�<�.�r�K�l�u�L�D�K� � ���l���7���.�X�^���U�l�O�m�7� ∆Λn
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��~j�d���K�X¤�� *����y�7�l�)�K� �r����� £<�U�D�K���l�)��7�j�O�U�l�<� � �B���K�B�K�L�l�X�Y�X�$�7�l�)�K�z�L���K¡L�)�U�O� � �X�l�\�
�K�<�l�l���7�X��������7�¡��O�<��� � �^¨§�d���3���U�Z��� ¿�#7Á ���K�F�^�L���
���U�6���7�l�)�K�Ã�7�i�l�<�b�U�D�K���l�)��7� 5m�$� � �¥�7�X���K�l�X�l�L�]£*�7� � ��� ¿X�3Á �r�K��O�K���v� � ¤��7�<�
� � �O�U�l�<� � ����E���K¡L�)�U� �r��#�� ��7�®¡q�v���K�X¤�� � �<���X�L���U�D�K���l�)��7� �O�U�l�<� � �u���K�u�<�K�L�X�X�<��7��L���K¡L�)�U�O�£��l�<���c�K�j�l�<�&��� � ���K�u�O�U�l�<� �«� ���
� ¿X�UÁ�� �=¨§�f�7�)���B���3�r�U�=��� Í �y�7�L���U� � �7� ¿X����Á � �<�U���f�l�X�Y�X�D�7��L���K¡L�)�U�O�B�7��� � �)���U�<����� � £����K�f�l�<���U�D�K���l�)��7� 3 �E~;~ ' *Ã�7� � ³1µ)��Î�*¯�����<�U�O�
�f�<��� � �r�K� µ.�7�Y�X�X���K�L�D�7�
� �1�y�7�Y�)�
� � �X�l���
�K�<�l�l���7�X�6�����i�K�l�¹�����<�U�O�
�v�7���]�
�K�<���)�l���U��� � �l�<� � �)���U���U�l�X�$�7�l�)�K�·�U�l���K�O���1�
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0 � � �X�l�¹�l�<�]�L���7½l�
�U��� �¹� �WË��<�l�)�K� �[�����]� ���
� ¿ Ï�Á�� � �;�
�
�K� � �X�L���X��£ ∆Λn+1
�)�b�§�
�K�<�l�)�l���U�6�

� �)���U���U�l�X�$�7�l�)�K�z�7� dΛtn+1

�7� � �l�<�U���3�r�K����£<�X�B��7�]¡��.�L���¤��U� ¿ ÏKÁ U

lim
T→∞

lim
∆t→0

1

T

T/∆t∑

n=1

∆Λn = F ′(z)
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�K�L�����U�l�y�7�l�Z�7���l�<�c�l����½[�
�U���K�l�¥�
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�c��� � �<�U�l�)�K����
���L�L�)�6�<�F�)�H�L���K�q����� � £ � �L�)���§�
�K�<�l�)�l�����X�z�3¢'�l���K�U�l�X�L�«�l�<�u¡��K�L� � � � ¤K�7�l�D�7�l�)�K�¥�y�7�l� ∆Λf
n
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¨°�<�U�]�<�K�<�
���L�X�X�X¡L�l�X�L� � �1�y�7�Y�)�
�H�7�����
�K�<�l� � �U��� � £y�l�<���
�K�<�l�l���7�X�6�m�)�B�l���7��� � �K� ξ(Qt) = z(t)

��~i�<�
����K�U�l�)�K�w�
�6�K� � �X�y�7���Z�y�7�l�z�)�B¦<���l� � �)���U���U�l�X�� � �K� {z(0), . . . , z(tNT
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tn = n∆t

�F~i�<�F�X�L�X�l�D�7���
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�
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�U��� � ³65 *¸�K�z�U¤��K�X¤1�X�L�^�
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�K�L���H�l�<�%�U¤��K�X�L�l�)�K�\�7���l�<���
�K�<�l�l���7�X��� U
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Qn+1 = Qn −∇V (Qn)∆t +
√

2∆t β−1 Un + ∆Λn+1 ∇ξ(Qn+1),� �<�U��� ∆Λn+1
�)�B���<���]�l�y�7�

ξ(Qn+1) = z(tn+1)
£ �r��À��
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Qn+1 = Qn −∇V (Qn)∆t +
√

2∆t β−1 Un + ∆Λn+1 ∇ξ(Qn),� �<�U��� ∆Λn+1
�)�B���<���]�l�y�7�

ξ(Qn+1) = z(tn+1)
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∆Λf

n+1
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|∇ξ(Qn)|2 · Un. �rÓ'�$�
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� � �l�X�l���U���<�U�����r�K�B�l�<�%�����<�U�O� �r�����l� U
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1
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(ξ(QR

n+1) + ξ(Qn+1)) = ξ(Qn).
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QR
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�K�Y�L�L��� � �K� Qn+1
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� ���K�l�)�
�E�l�y�7�
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�K�<���l���7�X����� � ���
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z(tn−1)

�E~i�<�.�r�K���
�%�y�7�l�
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W0 = 0,

Wn+1 = Wn +
z(tn+1) − z(tn)

tn+1 − tn
∆Λf

n+1,
�rÓ�Ó��

�<�l�X�L�¥�U�X�l�<�U�F�l�<� � �1�y�7�Y�)�
� �r��À�� �K� �rÓ�Õ�� £*�7� � �l�<�d�)�1��7���r�K���
�v�y�7�l�F�7�B�l�<� '=�7�����7�L���«�Z�L�X�l�X�L�X�)�U��
�K�Y�L�L��� � ¡6� �rÓ'�$� �K� �rÓ���� � �j¤��U���7���X�L�®�$¤��U� M
�X� � �U���U� � �U���b����7�X�X�$�7�l�)�K�<� � �l�<�\�
�K�l���
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�

∆F (z(T ))
�)�£'�<���X�L�d~i�<�
�K���U� � � � £

∆̂F (z(T )) = −β−1 ln
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1

M

M∑

m=1

e
−βWm

NT

)
. �rÓ7Ï6�

~i�<���
�l�l�X�d�7���K�
∆̂F (z(T ))

�
�K��¤��U�l���
�m���
∆F (z(T ))

�K�
∆t → 0

�7� � M → +∞ �
µ�� � �U¤��U�£m�r�K�^�§¦L¢L� � ∆t

£
∆̂F (z(T ))

�)�^�©¡L�D�K��� � �
���l�X�d�7���K��Ð�J� � �
� � £ exp(−β∆̂F (z(T )))�)�¥�7�¶�L��¡L�D�K��� � �
�l�l�X�d�7���K�¥�7�
exp(−β∆F (z(T )))

£F�7� � �l�<�U���3�r�K����£��<���X�L�·�l�<�®�
�K�<��
¤1�X�J�¶�7�
ln
£

E(∆̂F (z(T ))) ≥ ∆F (z(T ))
� 3m�
�
�U�6� � �K�lÌ1�u�L���K�q�����v�
�K�l���
�U�l�)�K�<�u���]�l�L�)�u�l�'�l���U�d�7�l�)�Y¡L�D�K�Z�<�l�X�L��K�l�1�Y�L���K�l�)���3¢'�y�7�<�l�)�K�<�B�X�^�l�<�%�X�X�Y�X�

M → +∞ � ���
�����K�;�X�<�l���7�<�
� ¿ÔÓ'�3Á�� �
���������
	�� �� ����� ����� �
��$'! � ��$�& ����� � $%� �0�0�*�.!��%� ��� ��� /0B�!�^�L���K�U�l�)�
��£L�l�<�%�
�K�<�l�l���7�X�����m�X�<�U��� ª�O�U���

z(tn+1)− z(tn)
��7�v¡��m���<�����U�]� � �7�L�l�X¤��U�X�d�X�v���L�<�U�l�)�K�^�7�t�l�<�H�L���U¤6�)�K�<� � �K�lÌd�U¤��K�X�L�l�)�K�«���7���

Wn −Wn−1
��~��6�L�)��7�X�X��£1�W�t�l�<�;�r�K�l�O�U�f¤K�7�l�D�7�l�)�K�b�7� � �K�lÌ Wn −Wn−1

�)���D�7�l����£'�%�y�7�l�L���7�4�l�l���7���U���
�)�;���F��� � �<�
�u�l�<�%�
�K�<�l�l���7�X�����H�X�<�U���U�O�U��� z(tn+1) − z(tn)

�r�K�;�l�<�%�<�3¢'�B�l�X�O�
�l���U�t�
���������
	��  � � � � ��$����#"�$'& ����� ���
�*$'�(� � �0$���!=� �0����� !#��� ����� � $%� �0�0�*�.!��%�

ξ(Qn+1) = z(tn+1)
/0

�!�O�L���K�U�l�)��7�4�l�X�l�y�7�l�)�K�<�£6�X���)�*�<�K� �<�
�
�
�����7�l�Y���Z���7�l�)�[���F�3¢<�K�U�l�X�
ξ(Qn+1) = z(tn+1)

�X� �r��À�� �K� �rÓ�Õ�� ��!� � �
� � £��l�L�)�=�X�y�K�
�U�L���K�U�u��7��¡��*�
�K�Y���U�<���7��� � ¡6�.�<�l�X�L� ξ(Qn+1)−ξ(Qn)
�X�<�l���� � �7� z(tn+1)−z(tn)�X� �rÓ'�$� �7� �©�rÓ�Ó�� �

� �*��� (+�!����#� ��()4?���Q��4

¨§�;�L���
���U�6�*�X�O�l�L�)�*���
�U�l�)�K�d���K�O�;�X�X�X�<�l�l���7�l�)�K�<�f�7���l�<�m�7�X���K�l�X�l�L� � �m�y�
¤�� � �
���U�l�X¡q� � �7¡��¤��m���%�
�K� ª�L�L���.�����
���U�<�U�l��� � �WË��U���U�<�
�
�m�l�L���K�L�����<�K�<�
�6�L�X�X�X¡L�l�X�L� �y�7�l�<�$���!�\³1�
�U�l�)�K� Ï � � £y�F� � � ªJ� �X�O�U�<�l�)�K�y�7�����Y���K���U���l�D�7�
V
�)� �<��� � £��r�K� � �L�)��� � �H��7�b�
�K�Y�y�7���m�l�<�H���
�l�L�X��� � �X�l�b�7�y�7�X�1�l�)��7���L���7¦<�)�
�� �°�O�K���

����7�X�)�l�l�)�i���
�l�*��K���i�X�v³1�
�U�l�)�K� Ï � �.� �U�O�K�<�l�l���7���
�E�l�<�B�7¡L�X�X�X�!�F�7�q�l�<�;�O�U�l�<� � ���%�
�K�Y�L�L���i�����
�i�U�<�U�l����L���7¦<�)�
�B�X�^�L���
���U�<�
�u�7���F�����
�%�U�<�U�l���«¡y�7�l�l�)�U��
	B8:7 
 � �3P  I � K =�A 	 � P AJG�� � P�E �J<>P ��� =�K
¨§���
�K�<�l� � �U�m�l�<�.� � � ªJ� �X�O�U�<���)�K�y�7�:���K���U���l�D�7�j�X���l��� � �<�
� � �X� ¿Ô��#7Á

V (x, y) = cos(2πx)(1 + d1y) + d2y
2, �rÓ����

� �<�U��� d1
�7� � d2

�7���i� � �.�����l�X�l�X¤��;�
�K�<�l���7�����$�E³1�K�O�;�
�K�l���
���q�K� � �X�L���i�K�X�l�
�d�7�L� ª ���X¡L¡<���L���K¡y�7¡L�X�X�X�J�
� �U�<�l�X�l�)�
���7��� � �U�L�)�U��� � �X�,�:�X���L��� � �
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�:�X���L��� � U)�E�)�K�m�7�����K�O�.�L���K¡y�7¡L�X�X�X�J� � �U�<���X�l�)�
�B�
�K�l���
�l���K� � �X�L�O���Y�l�<�.���K���U���l�D�7� �rÓ���� �7� β = 1
�7� ��r�K�

d2 = 2π2 � 't�3��� U d1 = 0
� 3B�X���6� U

d1 = 10
�

¨§� � �7�6�H���b�
�K�Y�L�L���u�l�<�u�����
�u�U�<�U�l��� � �WË4�U���U�<�
�u�L���7¦<�)�Z¡��U� � �
�U�¥�l�<�Z�X�L�X�l�D�7�:�����7��� x = x0 =
−0.5 � �
�K�l���
�l���K� � �X�L�§���©�z¤��7�X�<�^�7���l�<�«����K�U�l�)�K�·�
�6�K� � �X�y�7��� z = 0 � �7� � �l�<�]�l���7�<�l�X�l�)�K�¹�l���7���
x = x1 = 0 � �
�K�l���
�l�q�K� � �X�L�w���w�z¤��7�X�<�«�7�H�l�<�b����K�U�l�)�K�Â�
�6�K� � �X�y�7��� z = 1 � �	�H�K�l�)�
�«�l�y�7�F�l�<��l���7�<�l�X�l�)�K�°�l���7���^�)�

(x1, y1) = (0, 0)
�r�K�

d1 = 0
£ ¡L�L�O�)�O�X�<�U����K���X�L���X�¯���L�W����� � ��� � �7� � �)� � �U� y1¤��7�X�<�
���K�

d1
�X�<�U����K���
��¬¨§�w�y�7���7�O�U���U�l�X��©�l�<�w�l���7�<�l�X�l�)�K� �7�)�K�L�Â�l�<�

x ª ��¢1�)�$£H�U�X�l�<�U� � �X�l�¼�l�<�
����K�U�l�)�K�\�
�1�K� � �X�y�7���

ξ(x, y) =
x − x0

x1 − x0
, �rÓ����

�K� � �X�l�]�l�<�%����K�U�l�)�K�z�
�6�K� � �X�y�7��� � n ≥ 1 �
ηn(x, y) =

1

2n − 1

[(
1 +

x − x0

x1 − x0

)n

− 1

]
. �rÓ����

~i�<���7�y�7�X�1�l�)��7�=�3¢1�L���
���l�)�K�]�7�j�l�<�������
�%�U�<�U�l��� � �WË4�U���U�<�
�%�l�y�7� � ���
�K�<�l� � �U�;�<�U���%�)�£6�r�K�m�c����K�U�l�)�K��
�1�K� � �X�y�7��� ν(x, y) � �l�<���\�K� ξ
�K�

η � �3¦<�<� � �7¡��¤�� �
∆Fν(z) = −β−1 ln

(∫
e−βV (x,y)δν(x,y)−z∫
e−βV (x,y)δν(x,y)

)
,

� �<�U���Z�l�<� � �)�l�l�l�X¡L�L�l�)�K� δ
�)� � �3¦<�<� � �X��3H�U�d�7�lÌ � � � �7¡��¤����+���K�l�)�
�Z�l�y�7�H�U¤��U�z�l�<�K�L���\�l�<�u�X�L�X�l�D�7��l���7���

Σ0 = {x = −0.5} �7� � �l�<�c¦<�y�7�*�l���7��� Σ1 = {x = 0} �7���F�l�<�Y���7�O�Z���K�%�l�<�F� � �^����K�U�l�)�K��
�1�K� � �X�y�7���
� ξ
�7� � ηn

£6�l�<���K�����6�U�D�7��� � �����
���U�<�U�l��� � �WË4�U���U�<�
�
� � �WË��U��E~i�L�)�f�)� � �<�m���Z�l�<�m�r�K�U�f�l�y�7�
∇ξ 6= ∇ηn

£<�7� � �l�<�U���3�r�K��� δξ(x,y)−z 6= δηn(x,y)−z
� �z�K���%�L���
�U�)���U�X��£

∆Fξ(z) = − cos(2πx0)+cos(2πx(z))+
d2
1

4d2
(cos2(2πx0)−cos2(2πx(z))) with x(z) = x0+z(x1−x0),

�7� �
∆Fηn

(z) = − cos(2πx0)+cos(2πx(z))+
d2
1

4d2
(cos2(2πx0)−cos2(2πx(z)))+

n − 1

β
ln

(
1 +

x(z) − x0

x1 − x0

)
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�:�X���L��� � U 't�3��� U �L���
�«�U�<�U�l���©�L���7¦<�)�«�<�l�X�L�z�l�<�b�q�K���U�6�l�D�7� �rÓ���� � �X�l� d1 = 30

£
d2 = 2π2 £*�7� ��l�<�Y����K�U�l�)�K�©�
�1�K� � �X�y�7��� �rÓ���� � �H�y�7�X�1�l�)��7�*���3���U���U�<�
�O�L���7¦<�)� ��� �K�l��� � �X�X�<�
� � � �H�L�Z�7�i�
�6�L�X�X�X¡L�l�X�L��L���1�
�
���f�<�l�X�L�

∆t = 0.005
£
T = NT ∆t = 1

£�Å � Ç �
NT = 200 � �L�L�q�U�B�7� � �)� � �U�;¡q�K�L� � �7�=�l�<� 95%�
�K�'¦ � �U�<�
�.�X�����U�l¤��7�M£<�
¤��U���7��� � �$¤��U� �Õ�Õ ����7�X�X�$�7�l�)�K�<� � U M = 103 ���U�L�X�)��K� ��� �K�l�<� � �X�X�<� � £ M = 104���U�L�X�)��K� � ���K�X� � �X�X�<� � � 3B�X������U=����K�U�l�)�K�d�
�1�K� � �X�y�7��� �rÓ���� � �X�l� n = 5

£
∆t = 0.0025

£
T = NT ∆t = 1

� NT = 400 � �

� �X�l�
x(z) = x0 + ((2n − 1)z + 1)1/n − 1)(x1 − x0).

�L���
�;�U�<�U�l���F�L���7¦<�)�
���r�K���l�<�i� � �%����K�U�l�)�K�d�
�1�K� � �X�y�7���
�*�
�K�<�l� � �U��� � �<�U���;��7�Y�l�<�U�Y¡��i�
�K�Y�L�L��� ��<�l�X�L�§�l�<� � �)���U���U�l�X�$�7�l�)�K�¹�L���K������� � �X�°³1�
�U�l�)�K� Ó � Ó � �=¤��U���7���X�L�®�¤��U�v���U¤��U���7�B����7�X�X�$�7�l�)�K�<�£i�U�l���K��
�l�l�X�d�7���
�b��7�Â¡��^�L���K�q����� � U��X�Â�y�7�l�l�)�U�L�D�7�£B�l�<�]�l���7� � �7� �¹� �U¤1�D�7�l�)�K�·��7�·¡q���
�K�Y�L�L��� � �r�K�v�7�X��X�����U�l�O� � �D�7���©�q�K�X�6��� z ∈ [0, 1]
£%���¯�l�y�7�£m�r�K�]�7�X�%¤K�7�X�<�
�

z
£%�®�
�K�'¦ � �U�<�
�©�X�����U�l¤��7�Z�7���K�L� � �l�<�

�U�Y�L�X�l�)��7�f�O��7�©��7�©¡��Y�L���K������� � �d¨§�O���U�L���
���U���F�K� �:�X���L��� � �l�<�v�7�y�7�X�6�l�)��7�f�L���7¦<�)�
�£��7� � �l�<��)� � �U�v�7� � �L�L�q�U�Y¡��K�L� � �Y�7�H�l�<� 95%
�
�K�'¦ � �U�<�
�^�X�6���U�l¤K�7�i�r�K� M = 103 �7� � M = 104 �§~i�<��X�L�X�l�D�7�=�
�K� � �X�l�)�K�<�.�7�����U����7��� � ¡6�^�l�L¡<���7�Y�L�X�X�L�d�U¤��U�l� �Õ�Õ �l�X�O�
�l���U�<���F�l����½l�
�U���K�l�«�
�K�<���l���7�X�<� � ������U�d�7�X�^�K�v�l�<���X�L�X�l�D�7�4�l�L¡L�d�7�L�W�r�K� � Σ0

� �H�i�7�L�<�K�L�<�
� � �7¡q�$¤���£1�l�<�H�L���7¦<�)�
�i�K¡L���7�X�<� � � �X�l� ηn
�7� �

ξ
�7���Y�<�K�u�3¢<�K�U�l�X�z�l�<�d���7�O��£t�l�<�K�L���®�l�<�Y���U�<�U���7� �l�y�7���F�)�%�L���
���U�l¤�� � �b~i�<�
���c¦<���L���
�F�7�)���^�l�<� ��l�y�7�m�l�<��¤K�7�l�D�7�<�
�u�X�<�U����K���
� � �X�l� z

��~i�<�U���3�r�K����£y���F���L�l�l�<�U�B���
�l�m�l�<�u�
�K��¤��U�l���U�<�
�c�7�E�l�<�%�O�U�l�<� � £�X�;�)�B�U�<�K�L���\�<�U���%���Y���y�7���K�U���U�l�X��Z�l�<���
�K��¤��U�l���U�<�
�Z�7�:�l�<��¤K�7�X�<���r�K�B�l�<�%�U� � ���K�X���H�7� z = 1
�

¨§�c�l�l� � �^�l�<�u�
�K�6¤��U�l���U�<�
�Y�7�*�l�<�u�U� � ¤K�7�X�<� ∆F (1)
�
�K�Y�L�L��� � � �X�l�z�l�<�u�K�L�.�7���
���L�X�X�X¡L�l�X�L�

� �1�y�7�Y�)�
� � �X�l�z���
�l���
�U�m���O�l�<�u���L�Z¡q�U�%�7�E���U�L�X�)��K� M
£<�l�<�Z� � �X�����L�X�L�«�l�X�O� T

�7� � �l�<���l�X�O�c�l���U�
∆t
£L�<�l�X�L�O�l�<�%����K�U�l�)�K�¥�
�1�K� � �X�y�7��� �rÓ���� �r�K�m�3¢<�7�Y�L�)��� ~i�<�u���
�l�L�X���H�7���%�L���
���U����� � �X��~j�7¡L�)� � �&����3¢'�q�
�U��� � £=�l�<�F�O��7�§¤K�7�X�<�d�7� ∆F (1)

�
�K��¤��U�l���
�Z���«�l�<�Y���3�r�U���U�<�
�Y¤��7�X�<�F�X�w�l�<�Y�X�X�Y�X�
M → +∞�K�

T → +∞ £'�l�<�.¤��7�l�D�7�<�
�%���U�l�l�X�L�v�7�)���Y�l�d�7�X�)�U�m�7� � �l�d�7�X�)�U�m�K�;�l�<�
���.�y�7���7�O�U���U���H�7���%�X�<�U����K��� � ����K�l�)�
�i�l�y�7�:�l�<�i�l�X�O�;�����U�
∆t � �6�
���<�K�*���
�U�²�����y�
¤��H�7���u�<�K�l�)�
��7¡L�)�B�X� %<�<�U�<�
�B�K�F�l�<�f¦<�y�7�1���
���L�X�£

�K�;�)�K�L�v�K�B�X�;���U�d�7�X�<�B�X�\�c����K���K�y�7¡L�)�u���7�L�����
¨§�d¦<�y�7�X�X�©�O�U�6�l�)�K� �l�y�7� � �b�7���«�7¡L�)�b���\�3¢'�L�X¡L�X�Z�l�<�v¡L�D�K�F�7�m�l�<� ���7�l�
�6�<��Ì6�i�
�l�l�X�d�7���K� � ���
�³1�
�U�l�)�K� Ó � Ó �7� �Ã¿ÔÓ'�3Á�� �X�w�l�L�)�%��K�����-�j¤��U���7���X�L�]�¤��U� 104 ����7�X�X�$�7�l�)�K�<�$£ � �Y�K¡<���U�l¤��Y�l�y�7�%�l�<�Y�
�l�l� ª�d�7���K�

∆̂F (z(T ))
�)�.���U�<�U���7�X�X�z������7���U���l�y�7�

∆F (z(T ))
�"�z�K���F�L���
�U�)���U�X��£4�l�<�c�O��7�w¤��7�X�<�

∆FM

�Ó
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Õ � Õ�Õ'� � 103 � � Õ���� �rÕ � ����Ï6�
Õ � Õ�Õ���� � 103 � � Õ�Ó�Ó �rÕ � ����À��
Õ � Õ�Õ�� � 103 � � Õ�� � �rÕ � ��#����
Õ � Õ'� � 103 � � Õ��KÓ �rÕ � ��� #��
Õ � Õ�Õ�� � 103 � � Õ�� � �rÕ � ��#����
Õ � Õ�Õ�� � 103 � � À�À�� �rÕ � Õ7Ï����
Õ � Õ�Õ�� �Õ 103 � � À�À�À �rÕ � Õ���À��
Õ � Õ�Õ�� ��Õ 103 � � Õ�Õ�Õ �rÕ � Õ'� ���
Õ � Õ�Õ�� � 103 � � Õ�� � �rÕ � ��#����
Õ � Õ�Õ�� � 104 � � Õ'�UÏ �rÕ � �������
Õ � Õ�Õ�� � 105 � � Õ�Õ'� �rÕ � Õ7Ï����

~j�7¡L�)� � U��<���
���U�<�U�l��� � �WË4�U���U�<�
� ∆F (1)
�r�K�O�l�<�]����K�U�l�)�K�¸�
�1�K� � �X�y�7��� �rÓ���� �¤��U���7��� � �$¤��U� �Õ�Õ�<�K�<�
�6�L�X�X�X¡L�l�X�L� �l�X�Z�L�D�7�l�)�K�<�Y�r�K�

β = 1
£

d1 = 1
�7� � d2 = 30

�Ã~i�<�«���
�l�L�X���d�7���]�L���
���U����� � �K��r�K�X�)� � � U
E

(
∆̂F (z(T ))

) (√
Var

(
∆̂F (z(T ))

)) �E~i�<���3¢L�K�U�;¤��7�X�<�%�)�
∆F = 2

�

�7�
∆̂F (z(T ))

�7� � �l�<��¡q�K�L� � �;�7�j�l�<� À�� %
�
�K�'¦ � �U�<�
�%�X�����U�l¤��7�=�7��� U ∆FM = 2.0576 ± 0.0059

���K�
M = 103 £ ∆FM = 2.0095 ± 0.0026

�r�K�
M = 104 £y�7� � ∆FM = 2.00075 ± 0.0010

���K�
M = 105 ����B�3¢1���
�U��� � £'�l�<�%¡L�D�K�;���1�
�;���Y��U��� � �<�U� M → ∞ �

	B8�� � P)IB=�� 	 E 	�� =?K NQPF< RTP ABNQPF< K G���� P ABG���R�BG9ABD =�	 � A�� �J=?AJRT=�I � E
	 P�� ��G�� G���� P A
¨§�u�
�K�<��� � �U�.�d�l�1�����U� �
�K�Y������� � �7� N

�y�7�l�l�)�U�)�
���X�¥�O�q�U�l�)� � �)��¡��
¢��7����� � ���)�U�L���l� l
£}�X�����U���K�U�l�X�L�

�l�L���K�L���]�l�<�%�L�L���U�X�«���U�L�L�)�l�X¤���¨ Í � �y�7�X�;���K���U���l�D�7� ¿�� £ �7ÏKÁ U

VWCA(r) =





4ε

[(σ

r

)12
−
(σ

r

)6
]

+ ε if r ≤ r0,

0 if r > r0,

� �<�U��� r � �U�<�K���
�B�l�<� � �)�����7�<�
�%¡q�U� � �
�U�\� � �d�y�7�l�l�)�U�)�
�£ ε �7� � σ
�7���.� � �O�����l�X�l�X¤��%�y�7���7�O�U���U���H�7� �

r0 = 21/6σ
� �H�O�K�L�b�l�<�
���Z�y�7�l�l�)�U�)�
�$£4� � � � ���L�u¡��U��� �Â� �7� �§� �X�¥�l�<�u�r�K�X�)� � �X�L� � �7��� � �
���X���y�7��� ����«¡��F�l�<�Y���K�X�L���Y�O�K�)�
�U�L�)� � �L�X�)�Y�l�<�Y�K�l�<�U���Z�7���O���K�X¤��U���u�y�7�l�l�)�U�)�
��Y�J�<������ � �7�f�l�<�O�7¡��¤��Y¨ Í ����K���U���l�D�7�M£<�l�<���X�����U���K�U�l�)�K�����K���U���l�D�7�j¡q�U� � �
�U�\�l�<�%���K�X�L���%�y�7�l�l�)�U�)�
�B�)�H� � �K�L¡L�)� ª � �U�X�j�q�K���U�6�l�D�7�

VS(r) = h

[
1 − (r − r0 − w)2

w2

]2

, �rÓ�#��
� �<�U��� h

�7� � w
�7���O� � �������l�X�l�X¤��v�y�7���7�O�U���U���£E~i�<�O���K���U���l�D�7� VS

�3¢'�L�X¡L�X���u� � �z�U�<�U�l���§�Y�X�L�X�d�'£�K�<�d�
�K�l���
���q�K� � �X�L�\���^�l�<�d�
�K�Y�y�K�U�c�l���7��� � �<�U���d�l�<� � �)�l���7�<�
�O¡��U� � �
�U�®�l�<�v���K�X�L���Y�O�K�)�
�U�L�)�
�Z�)�
r = r0

£=�7� � �K�<�Y�
�K�l���
�l���K� � �X�L�]���b�l�<�Y�l�l���U�����<� � �l���7��� � �<�U���F�l�<� � �)�l���7�<�
�F¡��U� � �
�U�®�l�<�F���K�X�L����O�K�)�
�U�L�)�
�B�)�
r = r0 + 2w

�*~i�<���U�<�U�l���«¡y�7�l�l�)�U�m���U�y�7���7�l�X�L�v¡q�K�l�]�����7���
�;�)�
h
���j�X���L��� Ó �L���
���U������������<�U�d�7�l�)��¤1�)� � �7�:�l�<�����1�l���U�]�

~i�<�%����K�U�l�)�K�\�
�6�K� � �X�y�7���u�<��� � �)�

ξ(q) =
|q1 − q2| − r0

2w
, �rÓ�À��

�UÏ
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�U�L�)�%�)�i�X�«�l�<�.�
�K�Y�y�K�U�m�l���7���
� 't�3��� � £<�7� � �X�^�l�<�%�l�l���U�����<� � �l���7��� � 3B�X���6� � �*~i�<�.�X�����U���K�U�l�)�K���7���l�<���7���K�O�f�r�K�l�Y�X�L�O�l�<�.�O�K�)�
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���U�l�X¡�� � ¡6�«� � �K�L¡L�)� � �U�X�t���K���U���l�D�7�M£q�7�X�t�l�<�%�K�l�<�U�B�X�����U���K�U�l�)�K�<�%�7���%�7��¨ Í � ���K�l�]�

� �<�U��� q1
�7� � q2

�7�����l�<�%�q�����X�l�)�K�<�B�7�:�l�<�%���K�X�L���%�O�K�)�
�U�L�)�
��
�:�X���L���
� Ï �L���
���U�6���*���K�O�i�L�)�K���E�7�q�l�<�f�����
�;�U�<�U�l��� � �WË��U���U�<�
�
���
�K�Y�L�L��� � �<�l�X�L�%�<�K�<�
�6�L�X�X�X¡L�l�X�L�

� �1�y�7�Y�)�
�£B�K� � �U�X�.�K�d�l�<�U�l�O� � �1�y�7�Y�)���X�6���U�����7�l�)�K�¸���3���U���U�<�
���L���7¦<�)�
��¼~i�<�]���
�l�L�X���v�l�<� � �l�y�7�
�<�K�<�
�6�L�X�X�X¡L�l�X�L� �
�l�l�X�d�7���
�]�7���¥�
�K�<�l�)�l���U�6� � �X�l�°�l�<�U�l�O� � �1�y�7�Y�)�w�X�����U�����7�l�)�K�t� �H�L�^�3¢1���U�l�)�U�<�
�
�7�)��� �l�<� � �b�l�y�7�b�X�v�)�b�
�K�Y�L�L���7�l�)�K�y�7�X�X�¼�K�v���d�U�)�U�6�b��� �l�X�Z�L�D�7���z���U¤��U���7���l�<�K�l�b�<�K�<�
�6�L�X�X�X¡L�l�X�L�
�l����½l�
�U���K�l�)�
� � �L���$¤6� � � � �l�<��� � �X�����L�X�L�c�l�X�O�m�)� �<�K�����1�u���d�7�X�M£6�����£ T ∼ 1

�X�d��� � �<�
� � �L�L�X���£1�����l�y�7��l�<� � �WË��<�l�)�K�v�L���6�
�
���f��7�d���7Ì��m�L�D�K�
� � £'�K� �K�<�m���X�L���)�B�)�K�L�u�l����½l�
�U���K�l� � �<�U���m�l�<�H� � �X�����L�X�L�Z�)� � �K�<��l�)� � �X� � � �L�)�����)�B� � �
�«��� � �F�l�<�U�l�O� � �6�y�7�Y�)�u�X�����U�����7�l�)�K� � ��i�
�l� � �
�£<�l�<�%�����
���U�<�U�l���«�L���7¦<�)�
�m�L�X���L�X�X���6�H�l�<�%���U�D�7�l�X¤��Z�l���7¡L�X�X�X�l�)�
���7���l�<��� � �b�
�K�'�r�K�l�d�7�l�)�K�<��7���l�<� � �D�7���K�Y�)�F�O�K�)�
�U�L�)� U.�7���)� � � �U�<�l�X�l�)�
� � �:�X���L��� Ï £ '=�3��� � �l�<�F�l�l���U�����<� � �
�K�'�r�K�l�d�7�l�)�K�w�y�K����)� � �U�������
�f�U�<�U�l���c�7� � �)�:�l���<�E�3¢'�q�
�U��� � ����¡q� �O�K���f�l���7¡L�)� � �l�L�)�:��7�F�X� � �
� � ¡���¤��U�l�W¦y� � ¡��Z�l�L�L�L�X�L��)�K�L���O�K�)�
�U�L�D�7� � �6�y�7�Y�)�
�u�l����½[�
�U���K�l�)�
�F�7� � �O�K�L�X���K�l�X�L�\�l�<�O�l�X�O�O���q�U�6�u�X�©��K���®�
�K�'�r�K�l�d�7�l�)�K� � �¨°�<�U�v�l�<� � �U�<�l�X�J�O�X�<�U����K���
�£1�l�<�H�
�K�Y�y�K�U�i�
�K�'���K�l�d�7�l�)�K�«¡��
�
�K�O�
�f�O�K�����7� � �O�K���m�X�XÌ��U�X��� �i� �l�<�
� �U�<�l�X�!�¥�
�K�<��� � �U��� � �X� �:�X���L��� Ï©� 3B�X����� � £j�l�<�Y�
�K�Y�y�K�U�u�l���7���O�7�X���� � �¥�y�K�u�v�����
�Y�U�<�U�l���¥�l�X�X�����l�X��l�d�7�X�)�U�O�l�y�7�¹�l�<�]�l�l���U�����<� � �l���7����� ���K�l�)�
���7�)���¥�l�y�7�O�l�<�«�����
�^�U�<�U�l���¯¡y�7�l�l�)�U�d�X�<�U����K���
�v�K�Y�l�<�
� �U�<�l�X�!�®�X�<�U����K���
�$£����z�l�y�7�O�l���K�����7�<�
�K�<�d�l���7�<�l�X�l�)�K�<�d�7���«�)�
���Y�7� � �)�
���c�����
���<�U�6��¯� �L�Y�l�X�<�
� � �Ì1�<� � �<�U����������K�U�l�)�K�v�
�1�K� � �X�y�7����£ � �B��7�v�U�'�r�K���
�;�l�<�;�l���7�<�l�X�l�)�K�t�E~i�L�)���L���U¤��U����� �<�������K�Ð�l�L�L�L�X�L�
�7� � �O�K�L�X���K�l�X�L�d�)�K�L�d�l����½[�
�U���K�l�)�
�;���F���U�H�l� �d�U�)�U���m�����7�l�)�l�l�)�
�;���Y�
�K�Y�y�7���%���U�D�7�l�X¤����1�
�U�L�l���U�<�
�
�m�7�¡��K�l�]�l���7���
��
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�U�L���K�U�w�X�§�����
�Y�U�<�U�l���

� �WË4�U���U�<�
�
�H�7� � �K�l�<�U�m�<�K�L�X�X�<��7�H�6�y�7���l�X�l�)�
�£�� � �': � : �
	 < � ��� �'��� ���ª ���%�r��Õ�Õ7Ï6�.�Ó�Õ�Ó�ª��Ó���Ó �

5 5 ��� ()"�/������� ��( � ���Q����S/� � ()"�4?��#"��#� ���#4�(

�!�§�l�L�)�c�7�L���U� � �W¢4£ � �d���U�<�U���7�X�X��v�l�<�O�L���U¤1�)�K�<�Z���
�l�L�X�����r�K�u�<�K�<�
�6�L�X�X�X¡L�l�X�L� �
�K�Y�L�L���7�l�)�K� �7�;�����
�
�U�<�U�l��� � �WË��U���U�<�
�
�m���F�l�<����K���%�7���u�L�X�l� ªJ� �X�O�U�<�l�)�K�y�7������K�U�l�)�K���
�1�K� � �X�y�7���
��

 8:7 	 =?P KM= � < �:R 	 = � ���:AJD G9AJI � G�	 � R
AJP�� G����:P A 	 G9A I N P <SK � �:G�=F8
¨§���
�K�<�l� � �U�.� d ªJ� �X�O�U�<�l�)�K�y�7���l�'�l���U� �7�*�l�O�1�K�l�]����K�U�l�)�K�\�
�1�K� � �X�y�7���
� ξ = (ξ1, . . . , ξd) : R

3N →
R

d,
�<�K� ª �l�X�L���L�D�7�H�K�\�7�]�K�q�U� � �K�d�7�X� M ⊂ R

3N

∀q ∈ M, range(∇ξ1(q), . . . ,∇ξd(q)) = d,

�7� � �F�l�O�1�K�l�^�y�7�l���7�*�K�����1�U�D�7��� � �
�1�K� � �X�y�7���
�

z = (z1, . . . , zd) : [0, T ] → R
d.

�;�
�
�K� � �X�L���X��£ � � � �3¦<�<�b�r�K�d�7�X� t ∈ [0, T ]
�z�l�O�1�K�l�Â�l�L¡L�d�7�L�W�r�K� � �7���
� � �X�O�U�<�l�)�K� d

�
�K�6���7�X�<� ��X� M U
Σz(t) =

{
q ∈ R

3N , ξ(q) = z(t)
}
⊂ M.

�!�·�l�<�z�
�K�<�l�l���7�X�6���^�l�y�K�
�
R

d £B�
�1�K� � �X�y�7���
�«�7���z�X� � �3¢L� � ¡6�°�����
�UÌÂ�)�U�l���U���]�7� � � �z�<�����l�<��l�L�Y�d�7�l�)�K�§�
�K�6¤��U���l�)�K�®�K�¥���U����7��� � �X� � �)�
�
��u�!�¥�l�<�c�
�K�'¦<���L���7�l�)�K�®�l�y�K�
� R
3N £4�
�1�K� � �X�y�7���
���7����X� � �3¢L� � ¡��,'j�7�l�X�\�)�U�l���U���.�7� � � �c�7�)���d�<���%�l�<�Z�l�L�Y�d�7�l�)�K�z�
�K�6¤��U���l�)�K�§�K�\���U�q��7��� � �X� � �)�
�
��;¨§�

� �U�<�K����¡6� X · Y = XiYi
�l�<������7�D�7�m�L��� � �<�U�H�7��� � �v¤��
�U���K�B¦y�U� � ���7� R

3N £<¡�� M : N = Mi,jNi,j�l�<�c�
�K���l���K�U�l�)�K�w�7�*� � �v���U�<���K�m¦y�U� � �.�7� R
3N £q�7� � ¡�� (X ⊗ Y )i,j = XiYj

�l�<�����U�<���K�H�L��� � �<�U���7�� � �O¤��
�U���K�;¦y�U� � �H�7� R
3N �~i�<�

d × d
�d�7�l�l�W¢

Gα,γ = ∇ξα · ∇ξγ

��#



�)� �l�<�.�����7� �d�7�l�l�W¢v�7�t�l�<���
�K�<�l�l���7�X�����$�E�J�f�)� ���6�Y�O�U�l�l�)�.�7� � ���l�l�)�U�l�X�Y�q���l�X�l�X¤����K� M �:¨§� � �U�<�K���¡��
G−1

α,γ

�l�<�
(α, γ)

�
�K�Y���K�<�U���O�7�
G−1 £��l�<�v�X��¤��U�����b�d�7�l�l�W¢®�7� G

� �i�F��K���¯�q�K�X�6�
q ∈ M £ � �

� �3¦<�<�%�l�<���K�l�l�<�K���K�y�7�j�L���7½[�
�U�l�)�K�\�K�q�U���7���K�
P⊥ = G−1

α,γ∇ξα ⊗∇ξγ

�K�����O�l�<�%�<�K�l�d�7�=�l�y�K�
�%���
Σξ(q)

�7� � �l�<�%�K�l�l�<�K���K�y�7�j�L���7½[�
�U�l�)�K�z�K�q�U���7���K�

P = Id − P⊥

�K�����u�l�<�;���7�L���U���i�l�y�K�
�;���
Σξ(q)

��~i�<�;�O��7�b�U�L�l¤K�7�l�L���m¤��
�U���K�*¦y�U� � �7�4�l�<�B�l�L¡L�d�7�L�W�r�K� � �)� � �3¦<�<� �¡���U
H = −∇ ·

(
(detG)1/2G−1

α,γ∇ξγ

)
(detG)−1/2∇ξα ��Ï�Õ��

�7� � ���7�l�)�l¦y�
� U
Hi = Pj,k∇jPi,k.¨§�Y���
��7�X���l�<� � �X¤��U�l���U�<�
�O�l�<�
�K���U� �K�§���L¡L�d�7�L�W���K� � � U%���K�Z�7�6�z���O�6�K�l�w���L�<�U�l�)�K� φ : R

3N →
R

3N � �X�l���
�K�Y�y�K�U�H�l�L�L���K�l�£
∫

Σz

divΣ(φ) dσΣz
= −

∫

Σz

H · φdσΣz
��Ï<�$�

� �<�U��� divΣ(φ) = Pi,j∇iφj � �U�<�K���
���l�<�O���L�[�r�K�
� � �X¤��U�l���U�<�
��£E�7� � σΣz

�)�%�l�<�Y�X� � �<�
� � 't�U¡��
�l���<��O��K�l�L�����K���l�<�%�l�L¡L�d�7�L�W���K� � Σz
�7�

R
3N �¨§� � �X�X�:�7�)���F�<���.�l�<���
� ª �7����c�r�K�l�u�L�D�TU*���K�m�7�6�^�l�O�6�K�l�«���L�<�U�l�)�K� φ : R

3N → R
£

∫

R3N

φ(q)(det G(q))1/2dq =

∫

Rd

∫

Σz

φdσΣz
dz. ��Ï����

~i�<�
��� � �3¦<�L�X�l�)�K�<�H�7� � �r�K�l�u�L�D�K�c�7���.�L���¤1� � � � � �X�l�]�O�K��� � �U���7�X�)�m�X� ¿ ÏKÁ �

 8�� ;)<>=C= =?AB=?<>D9E G9AJI RTP A�	 � <>G�� AB=?IOI � � � 	 � P A�	3N P < K �������  I �:KM=?A�	 � P AJG�� <>=?G�R����:P A

RTP+PF<SI � ABG�� =�	
�����X�b�l�<�H�K�<� ªJ� �X�O�U�<���)�K�y�7�t��K����£1�l�<�H�i�K�X�l�
�d�7�L� ª ���X¡L¡<� � �)�l�l�l�X¡L�L�l�)�K�<�i���
���l�l�)�U��� � �K�b�l�<���l�L¡L�d�7� ª�W�r�K� � Σz

�)� � �3¦<�<� � ¡6�!U
dµΣz

= Z−1
z exp(−βV )dσΣz

,

� �X�l�
Zz =

∫

Σz

exp(−βV )dσΣz
.

~i�<�u�K�����6�U�D�7��� � �����
���U�<�U�l���b�)� U
F (z) = −β−1 ln (Zz) .

���������
	�� ��+�����7����� ����� �"!#��!#$%�7$�& ������&)�*��� �������
,.-�� ����� � � " ��! � � !������ ��!=$'���#" � � �0�./0 ���
�X�b�l�<�H�K�<� ªJ� �X�O�U�<�l�)�K�y�7�t��K��� � ���
� 3m�U�d�7�lÌ � � �$� £6�W�j�l�<�m�y�7�l�l�)�U�)�
�i�X�L�X�l�D�7�X�X�d�U¤��K�X¤����X�^�����K���U���l�D�7� V

£
�l�<�]�U�D�K�����)��7� � �3¦<�L�X�l�)�K�¹�7�%�l�<�b�����
���U�<�U�l��� �)�v�K�d�7¡q�$¤���£f¡L�L� � �X�l� V

���U�L�D�K�
� � ¡��Ã�7�¹�3Ë4�
�U�l�X¤�����K���U���l�D�7�
V + β−1 ln

(
(detG)1/2

) �z~i�<�b�
�K�Y�L�L���7�l�)�K�Â�7�B�l�<�d����� � �)�U�6�O�7�B�l�L�)�Z���K���U���l�D�7�i�X� �l�<�
� �1�y�7�Y�)�
�^�l�<�U�¼�X��¤��K�X¤��
�\���K�O�w���
�
�K� � �K� � �U� � �U�l�X¤��7�l�X¤��
���7�Z�l�<�w�
�K�<���l���7�X����� ξ

£ � �L�)���¶��7�¼¡��
�
�K�Y�L�L��� � �X�^�L���K�U�l�)�
�u¡��^�c¦<�L�X��� � �WË4�U���U�<�
�%�O�U�l�<� �©� ���
� ¿ Ï�Á�� �

�À



�<�K�O�7�6�
1 ≤ α ≤ d

£ � �b�<� � �X�6�l��� � �<�
�«�l�<�b�)�1��7� �O��7� �r�K���
�«�7�)�K�L� ∇ξα � � �L�)���Ã���U�<�U���7� ª�X��
� �[���$�l� U
fα = G−1

α,γ∇ξγ ·
(
∇V + β−1H

)
. ��Ï�Ó��

���E�X�O�l�<�B�K�<� ªJ� �X�O�U�<�l�)�K�y�7�q��K��� � ���
� **���y�7�l�)�K� �[�Õ��l� £ � �B�K¡L���7�X�O�l�<� � �U�l�X¤��7�l�X¤��m�7���l�<�;�O��7�O�r�K���
�¡��]�¤��U���7���X�L�d�l�<�%�)�1��7�4�O��7�^�r�K���
� U
� �
$�� $���!#��!=$'� �+ �  	�<'ÇZÄ�Ç3È3Å=@ � :�Å=@7Ç-� 8 :=<'Ç 83ÈlÇ�ÇYÇUÉqÇ3È� � F � Å=:=<«È�Ç � 
 Ç�Ê : : � zα

Å�� �KÅ=@7Ç3É� ���

∇αF (z) =

∫

Σz

fα dµΣz
.

�E���K�����l�X�l�)�K� �Z� � �)�m�F�
�K���K�X�D�7�l�^�7���l�<�%�)�U�Y�d�TU
� � � � � �  �  $ �KÈ � É � :JÇ � :�8�>1É}Ê :�Å�KÉ ϕ � Å�:=<^Ê � 6 
 � Ê : ��> 
�
 �KÈ?: Å É M 
 � Ç4< � @7Ç �

∇α

(∫

Σz

ϕ exp(−βV )dσΣz

)
=

∫

Σz

(
G−1

α,γ∇ξγ · ∇ϕ − βfαϕ
)
exp(−βV )dσΣz

.

	fÈ ��� 8��H�J���)�.�U�<�K�L���z���b�L���$¤��Z�l�<�Z�r�K�l�u�L�D�v�X�¥�l�<�F��K���
V = 0

£��L�¥���b�d�O� � �W¦y��7�l�)�K�§�7� �l�<�Z���
������L�<�U�l�)�K�
ϕ
� �<�K���7�6�����
�l�=���L�<�U�l�)�K�

g : R → R
� �X�l�Y�
�K�Y�y�K�U�:���L�L�q�K�l�£ � ���y�¤�� � �<���X�L���l�<�
�
�
���l�X¤��U�X��7�z�X�����U�����7�l�)�K�¥¡��]�y�7�l���.�K�

R
£y�l�<�c�
� ª �7����Y�r�K�l�u�L�D� ��Ï���� £��7�\�X�6���U�����7�l�)�K�¥¡��]�y�7�l���.�K� R

3N £��7� �¦<�y�7�X�X�]�7���7�X� ��Ï����l� U
∫

Rd

g(zα)∇α

(∫

Σz

ϕdσΣz

)
dz = −

∫

Rd

∫

Σz

g′(zα)ϕdσΣz
dz,

= −
∫

R3N

g′ ◦ ξα ϕ (detG)1/2 dq,

= −
∫

R3N

G−1
α,γ∇ξγ · ∇(g ◦ ξα) ϕ (detG)1/2 dq,

=

∫

R3N

g ◦ ξα∇ ·
(
G−1

α,γ ∇ξγ ϕ (detG)1/2
)

dq,

=

∫

Rd

g(zα)

∫

Σz

∇ ·
(
G−1

α,γ∇ξγ ϕ (detG)1/2
)

(detG)−1/2 dσΣz
dz,

� �L�)���\���X¤��
�;�l�<�%���
�l�L�X� � �X�l� � �3¦<�L�X�l�)�K� ��Ï�Õ�� �
¨§�%�<� � � �3¦<�<�%�l�<���
�K�<���l���7�X�<� ��� �WË��<�l�)�K� � � �L�)���\���U�<�U���7�X�X��
� �r�'�$�l� U





Q0 ∼ µΣz(0)
,

dQt = −P (Qt)∇V (Qt)dt +
√

2β−1P (Qt) ◦ dBt + ∇ξα(Qt)dΛext
α,t ,

dΛext
α,t = G−1

α,γ(Qt)z
′
γ(t)dt, ∀1 ≤ α ≤ d.

��Ï�Ï6�
~i�<���l���1���y�K���l�)�%�L���6�
�
���

Qt
��7�]¡��%���y�7���K�U���U�l�X�� � ¡��«�l�<���r�K�X�)� � �X�L�d�L���K���U�l�J��U

� �
$�� $���!#��!=$'� �  ��
	�<'Ç 
 È �Ê�Ç � � Qt
� � ! > :�Å�KÉ�: � ��Ï�Ï6� Å�� :=<'Ç �KÉ$! � � :�� 
 È �Ê�Ç � � � � :�Å �=8 � Å�É � 8 ��È � � 6 Ç

� Ä ��
 :JÇlÄ � :�� 
 È �$Ê�Ç � �Ç � (Λ1,t, . . . ,Λd,t)t∈[0,T ]
� Å�:=< @ � ! ><Ç �uÅ�É R

d �





Q0 ∼ µΣz(0)
,

dQt = −∇V (Qt)dt +
√

2β−1dBt + ∇ξα(Qt)dΛα,t,
ξ(Qt) = z(t).

��Õ



	 �KÈ�Ç � @KÇ3È�
 :=<'Ç 
 È �Ê�Ç � � (Λα,t)t∈[0,T ]
Ê � É��ÇFÄ�ÇlÊ � 6 
 � �
ÇlÄ � �

Λα,t = Λm
α,t + Λf

α,t + Λext
α,t ,

� Å�:=< :=<'Ç 6 � È?:�Å É � � !)Ç 
 � È :
dΛm

α,t = −
√

2β−1G−1
α,γ∇ξγ(Qt) · dBt,

:=<'Ç ! �Ê � !�8 �KÈlÊ�Ç 
 � È :�� �
Ç�Ç������ �(8 �KÈ :=<'ÇcÄ�Ç=B�É<Å=:�Å�KÉ � 8
fα

�

dΛf
α,t = fα(Qt)dt,

� É}Ä :=<'ÇFÇ
	 :JÇUÈ�É � !�8 �KÈ[Ê
Å É ��� ��È � � Å�:MÊ <�Å�É ����:JÇ3È 6
dΛext

α,t = G−1
α,γ(Qt)z

′
γ(t)dt.

~i�<�\�L���6�7�u�
�K�<���)�l���O�X�¸�
�K�Y�L�L�l�X�L�
dξ(Qt)

¡6�Â�J��� ± �b��7�)�U�L�X�<�^�7� � � � �U�6�l�W���1�X�L�¯�l�<�]¡��K�L� � � �¤��7�l�D�7�l�)�K�\�7� � �l�<�%�d�7�l�l�X�L���7�)�u�y�7�l���B�7�:�l�<�u�l���6���y�K�l�l�)�%�L���1�
�
�����
��

 8 � � �J=@;B= EBAJKMG9A� � G9R � �JR����JG����:P AO=����BG�� � � E
~i�<�
�K���U� � � � �)�B���U�<�U���7�X�X�� � �K� U
� ����$'�*� � �+�� �
� ��-���� �.����� ��� ��� � ����� ��!=$'� � �!���#"=!#��- /0 �=Ç?: >��]Ä�Ç=B*É�Ç :=<'Ç^É �KÉqÇ�� >6Å !0Å 3È3Å#> 6
� �KÈ�&vÇ
	�Ç3È?:JÇlÄ,�KÉ :=<'ÇZÄKÅ Æ(>��3Å �KÉ Qt

� � ! > :�Å �KÉ7: � ��Ï�Ï6�  ���

W(t) =

∫ t

0
fα(Qs)z

′
α(s) ds =

∫ t

0
z′α(s)dΛf

α,s.

	�<'Ç3É 
 � Ç;< � @7Ç :=<'Ç 8 ��! ! � � Å�É � ' >'Ê0:�> � :�Å�KÉ®Ç�� > � !"Å�: � � 8 �KÈ � É � :JÇ � :'8 >6É}Ê0:�Å �KÉ ϕ

 � É}Ä ∀t ∈ [0, T ]




Zz(t)

Zz(0)

∫

Σz(t)

ϕdµΣz(t)
= E

(
ϕ(Qt)e

−βW(t)
)

. ��Ï����
� É 
 � È?:�Å�Ê?> ! � È�
 � Ç4< � @7ÇA:=<'Ç � �KÈ�&(' >LÊ :�> � :�Å �KÉ¥ÅrÄ�Ç3É�:�Å�: ��� ∀t ∈ [0, T ]




∆F (z(t)) = F (z(t)) − F (z(0)) = −β−1 ln
(
E

(
e−βW(t)

))
. ��Ï����

	fÈ ��� 8��)�<�K�O�7���
s ∈ [0, T ]

�7� � x ∈ M £E�)�U�F�<�Z�X�6�l��� � �<�
� (Qs,x
t )t∈[s,T ]

£��l�<�«�l���1���y�K�l�l�)�b�L���1�
�
���
���7�l�)�[���1�X�L�Y�l�<�Z³65 * ��Ï�Ï6� £L�l���7�l�l�X�L�Y�����K� x

�7�;�l�X�O�
s
U





Qs,x
s = x,

dQs,x
t = −P (Qs,x

t )∇V (Qs,x
t )dt +

√
2β−1P (Qs,x

t ) ◦ dBt + ∇ξα(Qs,x
t )dΛext

α,t ,

dΛext
α,t = G−1

α,γ(Qs,x
t )z′γ(t)dt, ∀1 ≤ α ≤ d.

��Ï ���
���K�l�)�
�F�l�y�7�%���K�u�7�6�

s ∈ [0, T ]
£t�l�<�U���Y�)�Z�7�§�K�q�U�w�<�U�X���6¡q�K�l�<�1� � (s−, s+) × Ms

�7�
(s,Σz(s))

�X�
R×M ���<���«�l�y�7�;�l�<� � �WËq�<�l�)�K� (Qs,x

t )t∈[s,T ]
���U�d�7�X�<�i�X� M �7�X�O���l�;�l�L���U�X����~i�L�)�i�<�K� � �;�l�X�<�
���l�L�)��L���1�
�
���*���7�l�)�[¦y�
�

dξ(Qs,x
t ) = z′(t) dt

�7� � �l�<�U���3�r�K��� ξ(Qs,x
t ) = ξ(x)+z(t)−z(s)

�:~i�L�)�*���X¤��
�*�<�l�y�7�
���U���L�D�7�l�X�J���K���l�L�Y�L�l�)�K�<�m�l� �d�U�)�U�6�m���Y���U���c¡y�K��Ì � �7� � ���U�Y� ª �����K�L� � t ¡q�U�X�L�Y�����K� �<� � �K�^¦L¢L� � �X�
(0, T )

�7� � s
¤K�7�l�1�X�L�Y�X�

[0, t] � U

u(s, x) = E

(
ϕ(Qs,x

t ) exp

(
−β

∫ t

s
fα(Qs,x

u )z′α(u) du

))
,

�'�



���7�l�)�[���1�X�L�Y�l�<�.���K�X�)� � �X�L�O�y�7�l�l�D�7� � �WË4�U���U���l�D�7�:�
���y�7�l�)�K� � �B5 * � �K� (s−, s+) ×Ms
U

∂su = −Ls(u(s, .)) + βz′α(s)fαu,

� �<�U��� Ls
�)�;�l�<�%���U�<�U���7���K�H�7�:�l�<� � �WË��<�l�)�K� Qt

���K�X�L�l�)�K�]��� ��Ï�Ï6� U
Ls = β−1P : ∇2 − P∇V · ∇ + β−1H · ∇ + z′γ(s)G−1

α,γ∇ξα · ∇.

��� � £L�<�l�X�L� 't�U�Y�d� �c� Ó £ � ���y�¤�� U
d

ds

∫

Σz(s)

u(s, .) exp(−βV )dσΣz(s)

=

∫

Σz(s)

(
−Ls(u(s, .)) + z′α(s)G−1

α,γ∇ξγ · ∇u(s, .)
)
exp(−βV )dσΣz(s)

,

= −
∫

Σz(s)

(
β−1P : ∇2u(s, .) − P∇V · ∇u(s, .) + β−1H · ∇u(s, .)

)
exp(−βV )dσΣz(s)

,

= −β−1

∫

Σz(s)

(
divΣ (∇u(s, .) exp(−βV )) + H · ∇u(s, .) exp(−βV )

)
dσΣz(s)

,

= 0,

¡��«�l�<� � �X¤��U�l���U�<�
�u�l�<�
�K���U� ��Ï<�$� �*~i�<�U���3�r�K���
∫

Σz(t)

u(t, .) exp(−βV )dσΣz(t)
=

∫

Σz(0)

u(0, .) exp(−βV )dσΣz(0)
,

� �L�)���\�6�)�U� � �
∫

Σz(t)

ϕ exp(−βV )dσΣz(t)
= Zz(0)E

(
ϕ(Qt) exp

(
−β

∫ t

0
fα(Qu)z′α(u) du

))
,

� �<�U��� Qt
���7�l�)�[¦y�
� ��Ï ��� �E~i�L�)�B�L���¤��
� ��Ï���� £}�7� �©��Ï���� �)�B�K¡L���7�X�<� � ¡��b���7Ì6�X�L� ϕ = 1

�

 8 	 � �J=@A�� K =?< �:RTG�� 	 R�B=?KM=
~i�<�Ã� � �7�L���7�l�)�K�´�7�d�l�<�Â�7�X���K�l�X�l�L� � �¯�L���K�q�����®�r�K�\�l�<�¯�K�<� ªJ� �X�O�U�<�l�)�K�y�7�v��K��� ���·�l�<� �Z�L�X�l� ª
� �X�O�U�<�l�)�K�y�7�%��K�����)�v�l�l���7�X���6�[���K� � �7� � ��J� � �
� � £B�l�<�����U�<�U���7�X�X�$�7�l�)�K�<�^�7�u�����<�U�O�
� �r��À�� �7� �²�rÓ�Õ�����F�l�<�%�Z�L�X�l� ªJ� �X�O�U�<�l�)�K�y�7�:��K���u�7����£L���
�l���
�U�l�X¤��U�X�!U

{
Qn+1 = Qn −∇V (Qn)∆t +

√
2∆t β−1 Un + ∆Λα,n+1 ∇ξα(Qn+1),� �<�U��� (∆Λα,n+1)1≤α≤d

�)�B�l�<���^�l�y�7�
ξ(Qn+1) = z(tn+1)

£
{

Qn+1 = Qn −∇V (Qn)∆t +
√

2∆t β−1 Un + ∆Λα,n+1 ∇ξα(Qn),� �<�U��� (∆Λα,n+1)1≤α≤d
�)�B�l�<�����l�y�7�

ξ(Qn+1) = z(tn+1)
�

~i�<�c�r�K���
�Z�y�7�l�
∆Λf

α,n

�7�
∆Λα,n

�)���K¡L���7�X�<� � ¡��\���X�Y�X�D�7�%�L���6�
� � �L���
���K�.�l�<����� � �
���U�l�X¡�� � �X�©³1�
� ª�l�)�K� Ó � � � �y�K�m�3¢L�7�Y�L�)��£<�l�<�.���U�<�U���7�X�X�$�7�l�)�K�z�7� �rÓ'�$� �)� U

∆Λf
α,n+1 = ∆Λα,n+1 − G−1

α,γ(Qn) (zγ(tn+1) − zγ(tn)) +
√

2∆tβ−1G−1
α,γ∇ξγ(Qn) · Un.

~i�<�%���U�<�U���7�X�X�$�7�l�)�K�z�7� �rÓ���� �)�H�7�)���Y�l�l���7�X�����[�r�K� � �7� � �
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��� � £��l�<�^�
�l�l�X�d�7���K� ∆̂F (z(T ))
�7�H�l�<�b�����
�«�U�<�U�l��� � �WË4�U���U�<�
� ∆F (z(T ))

�)�F���X¤��U�Â¡6� �rÓ7Ï6� £� �X�l�]�l�<�.�r�K�X�)� � �X�L�b�7�L�L���
¢'�X�d�7�l�)�K�z�7���l�<� � �K�lÌ W(t)
U





W0 = 0,

Wn+1 = Wn +
zα(tn+1) − zα(tn)

tn+1 − tn
∆Λf

α,n+1,

� �L�)���w���U�<�U���7�X�X��
� �rÓ�Ó�� � ���K�l�)�
�c�l�y�7�%¡q�K�l�73m�U�d�7�lÌ Ó � � �7� � 3m�U�d�7�lÌ Ó � � �7�)���b�<�K� � �r�K�.�v�Z�L�X�l� ª
� �X�O�U�<�l�)�K�y�7�j����K�U�l�)�K���
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