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



θt =
(ρxρxx

θ

)

x

Øåß
QT ,
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√
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√
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0 (R)
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√
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√
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√
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RqZ©ROS�P°Q�§)QaR_P�ªÉCFGHw�Â2I)¬�LO\kROS�P°Q�P�\=Q�PsZYV©¥�S�P[ZMb[P�ª�Q
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√
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θ+ EM\ m
θ−
wl¥�SHL^Qsb*POÙ°P[X2ROQ1L^\¸QaZ/ª�P
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×"á�ß.ÛqÞjá%Þ�ê.áÙ�ï�ÝqÜNáNÙpÛ�â�ç"ß"Ødâ�Ûqä�î�Úåè>ÜNÛqß[Þ�Øåß[ç.Ûqç.Ùpâ ç"ß.Ü�Þ�Ø�Ûqß.Ù�Ý�ß.×i��Øåï.ÙjÜJê"ØåÞ0��ÜNÛqß[Þ�Øåß[ç.Ûqç.Ù�â�ç"ß.Ü�Þ�Ø�Ûqß.Ù�Ûqß
Ω
äjáNÙ�ï�áNÜ�Þ�ØåíPá�ÚåèrðñUê.áFÙjÛqì�ÛqÚ�á�í�Ù�ï�ÝqÜNá

Wm,p(Ω)
é4ØåÞ�ê

m ≥ 1
Ý�ß>Øåß[Þjá�æPá�ä9Ý�ß.×

p : 1 ≤ p ≤ ∞ Ý;äjáQÝ�Ú�ã"Ø�Ù�×"á��.ß.áN×>ì[è

Wn,p(Ω) =






u ∈ Lp(Ω)

∣
∣
∣
∣
∣
∣

∀α é4ØåÞ�ê |α| ≤ n ∃fα ∈ Lp(Ω)
Ù�ç.ÜJê>Þ�ê�Ý�Þ

∫

Ω
uDαφ = (−1)|α|

∫

Ω
fαφ ∀φ ∈ C∞

0 (Ω)






,

é4ê.á�äjá@é�áF×"á�ß.ÛqÞjá
Dαu = fα

ð�ñUê"Ø�ÙpÙ�ï�ÝqÜNáFá2�rç"Øåï"ï�áN×>é4ØåÞ�ê>Þ�ê.á@ß.Ûqä�î
||u||Wn,p =

∑

0≤|α|≤n

||Dαu||Lp

Ø�ÙpÝl	4Ý�ß�ÝqÜJêAÙjï�ÝqÜNá]ð��Yßëé4ê�Ý�Þ4â�ÛqÚåÚ�Ûfé�ÙQã
T > 0

ð�Ö�î�Ý�ï
m : [0,∞) 7→ [0,∞)

Þ�ê�Ý�ÞpÙJÝ�Þ�Ø�Ù�â�è
• m

Ø�Ù�ÜNÛqß[Þ�Øåß[ç.Ûqç.Ù9Ý�ß.×ëß.Ûqß/ùW×"áNÜ�äjáQÝqÙ�Øåß"æ]ñ
• lim
x→0+

m(x) = 0
ñ

• m(a+ b) ≤ m(a) +m(b)
â�Ûqä

a, b ≥ 0
ñ

Ø�ÙUÙJÝ�Ø�× ÞjÛ
ì�áh�hÝ�î%Û[×/ç"Úåç.Ù0�Jã"Ý�ß.×
UCx(Ω× [0, T ])

×"á�ß.ÛqÞjáNÙUÞ�ê.á�Ù�ï�ÝqÜNá9Û�â�Þ�ê.Û]Ùjá
u ∈ C(Ω× [0, T ])

â�Ûqäé4ê"Ø�ÜJê>Þ�ê.á�äjá@Ø�ÙpÝ;î%Û[×/ç"Úåç.Ù
m
Ý�ß.×

r > 0
Ù�ç.ÜJê>Þ�ê�Ý�Þ

|u(x, t) − u(y, t)| ≤ m(|x− y|) â�Ûqä x, y ∈ Ω, |x− y| ≤ r
Ý�ß.×

t ∈ [0, T ].

� á�é4ØåÚåÚ�×"áQÝ�Ú�é4ØåÞ�ê>ÞYéUÛ;ÞYèCï�áNÙ�Û�â�á2�rç�Ý�Þ�Ø�Ûqß.Ù��
ô]ð�&9Ý�î�ØåÚåÞjÛqß/ù � ÝqÜQÛqì"Øsá2�rç�Ý�Þ�Ø�Ûqß��

{

ut + F (x, t, ux) = 0
Øåß

QT ,

u(x, 0) = u0(x)
Øåß

R,

û�ý/ðåô��
ý/ð � ÜQÝ�Ú¨Ý�äpÜNÛqß.Ùjá�ä�í]Ý�Þ�Ø�Ûqß>Ú¨ÝQé�Ù��

{

vt + (F (x, t, v))x = 0
Øåß

QT ,

v(x, 0) = v0(x)
Øåß

R,

û�ý/ðþý3�
é4ê.á�äjá

F : R × [0, T ] × R → R

(x, t, u) 7→ F (x, t, u)Ø�Ù�ÜNÝ�ÚåÚ�áN×>Þ�ê.á
&�Ý�î�ØåÚåÞjÛqß"Ø¨Ý�ßAØåßëÞ�ê.á1&�Ý�î�ØdÚåÞjÛqß"ù � ÝqÜNÛqì"Øsá2�rç�Ý�Þ�Ø�Ûqß.Ù`Ý�ß.×ëÞ�ê.áz�.ç/ú â�ç"ß.Ü�Þ�Ø�Ûqß>ØåßëÞ�ê.áFÙjÜQÝ�Ú¨Ý�äÜNÛqß.Ùjá�ä�íqÝ�Þ�Ø�Ûqß�Ú¨ÝQé�ÙQð � á�é4ØåÚåÚ.Ý�æ]äjáNáUÛqß;Þ�ê.áUÜNÛqß[Þ�Øåß[ç"ØåÞYè�Û�âuÞ�ê"Ø�Ù�â�ç"ß.Ü�Þ�Ø�Ûqß�ã]é4ê"ØåÚ�á4Ýq×"×/ØåÞ�Ø�Ûqß�Ý�ÚuÝ�ß.×;Ù�ï�áNÜ�Ø���Üäjá�æ]ç"Ú¨Ý�ä�ØåÞYè�é4ØåÚåÚ�ì�á�æ]Øåírá�ß>é4ê.á�ß>ØåÞ4Ø�Ù�ß.áNá�×.á�×�ð
÷



57698;:=<�>¡�ÛAB?òÚ
P«¾�LOU^UhdeQ2P'ROS�P�VJd9\�X2RBLoZM\
F
E�QpE�\�Z/RqE3RBLBZM\'V2ZMb�ROS=P¸ó1EMªlLOU­RqZM\`LBEM\/ô)Ù¼d/±kV�d9\�X2RBLoZM\¶w

õ U�ROS9ZMd/K�S
F
ªlL�K�SeR m L ösP�b�V�b0ZMªòZM\¶PlP0j2d�E/RBLoZM\'RqZkEM\�Z3ROS�P�bJ¬�LBR�¾�LOU^U�À*P�XaU�E/bJL nÈP m LO\pEMU^U�¾¿S9E/R`V2ZMU^U�ZM¾¿Q2w

57698;:=<�>¡�ÛAc�É¥�S�P"ª�EY÷aZ/bÕº�E/b�RzZYV�ROSHL^Q
¾-ZMbJ¦¸X*ZM\¶X*PabJ\=QkE®ó1E/ª�LOU�RqZM\]LoEM\Mô)ÙÈdM±#V�d9\�X2RBLoZM\¡ZYV"EiQqº]P0X2LBEMU
VaZMb�ª�¬�\�E/ª�PaU´§H¨

F (x, t, u) = g(x, t)f(u),
û�ý/ðx43�

¾¿S�P�b[P¸QJd=X�S®V2ZMb�ª�Q²Z0V�R_P�\×EMb�LcQ�P²LO\'º¶b0ZHÀ�U�P�ª�QiZ0V©º`SH§�Q�LBX*EMU°LO\`R_P�b[P�Q�R1LO\�XaU­d m L^\eK¹RBb0E0ÏÐX1Ù°ZM¾ørFÊeGFu¸E/\ m
RB¾-ZMW�º`S�E�Q2P-Ù°ZM¾@L^\"º�ZMb[ZMdHQ1ª"P m LoE©rYG3ÔFu�w

� á�Ù�ÞJÝ�ä�Þ
ì[è,×"á��.ß"Øåß"æ�Þ�ê.á�ß.ÛqÞ�Ø�Ûqß'Û�â�í[Ø�ÙjÜNÛ]ÙjØåÞYè�ÙjÛqÚåç"ÞjØåÛqß#ÞjÛ�&�Ý�î�ØåÚåÞjÛqß/ù � ÝqÜNÛqì"Ø�á2�rç�Ý�Þ�Ø�Ûqß.Ùëû�ý/ðåô��|ãÝ�ß.×�á�ß[Þ�äjÛqï[è;ÙjÛqÚåç"Þ�Ø�Ûqß�ÞjÛ@ÙjÜQÝ�Ú¨Ý�ä�ÜNÛqß.Ùjá�ä�í]Ý�Þ�Ø�Ûqß�Ú¨ÝQépÙ�û�ý/ðþý3�sé4ØåÞ�ê�Ýh�.ç/ú
â�ç"ß.Ü�Þ�Ø�Ûqß%æ]ØåíPá�ß�ì[è�Ãpá�î�Ý�ä0�;ý/ðþý/ãÝqÙvé�á�ÚåÚuÝqÙ�ÙJÛqî%áUäjáNÙ�ç"ÚåÞjÙyÝ�ì�Ûqç"Þyá|úCØ�Ù�ÞJá|ß�Ü�á]ãPç"ß"Ø��[ç.á�ß.áNÙjÙQã[Ý�ß.×;äjá�æ]ç"Ú¨Ý�ä�ØåÞYè;ï"äjÛqï�á�ä�Þ�Ø�áNÙyÛ�â�Þ�ê.áNÙJá4ÙjÛqÚåç"Þ�Ø�Ûqß.ÙQð
� á
é4ØåÚåÚ�á�ß.×àì[èóÝ:Ü�Ú¨ÝqÙjÙ�Ø�ÜQÝ�Úväjá�Ú¨Ý�Þ�Ø�Ûqß�ì�á�ÞYé�áNá�ß�Þ�ê.áNÙjá�ÞYé�Û ï"äjÛqì"Ú�á�î%ÙfðFñUê.áNÙjá�äjáNÙ�ç"ÚåÞjÙ9é4ØåÚåÚvì�á
ß.áNáN×"áN×Þ�ê"äjÛqç"æ]ê.Ûqç"ÞpÞ�ê"Ø�Ù�ï�Ý�ï�á�äQã"ï"äjáNÜ�Ø�Ùjá@äjá|â�á�äjá�ß.ÜNáNÙ4â�Ûqä4Þ�ê.á@ï"äjÛ[Û�â�Ù�é4ØåÚåÚ�ì�á�î%á�ß[Þ�Ø�Ûqß.áN×AÚ¨Ý�Þjá�äpÛqß�ð
|vÈWÇ ù�ÍWÌqÎ/Ò�ÌqÍ�ÓNË�Ì}Ò�Ð_��ÓPÍWÒ�ÕTú�û��=üUÕyÍ�ÓPÍWÒ�Õ2Ï�Õ-û�æ¼~PÒ�æ°�`~]ÓPÍq��Ì
ý²63þ����^���O���@�ÛA�µ��aÿO?����YÒ��®�O���H�`���^�J ¡����¢B�����O�¶���1�����	�*�2��:����O����:=<) ¡�3:=��6=£
GJI õ V�de\�X�RBLBZM\

u ∈ C(QT ; R)
LcQ#E"N�L^QaX*Z�QJLBRB§
Q�d=ÀaWqQaZ/U´d�RBLBZM\�ZYV

ut + F (x, t, ux) = 0
LO\

QT ,
û�ý/ð .e�

L V�VaZMb�P�N�P�b�§
φ ∈ C1(QT )

¬�¾¿S=P�\¶P�N�Pab
u− φ

E/RoRqE/L^\=Q#E"U�Z�X*EMU�ª�E�±/L^ªld9ªòE/R
(x0, t0) ∈ QT

¬-ROS�P�\

φt(x0, t0) + F (x0, t0, φx(x0, t0)) ≤ 0.

Â2I õ V�de\�X�RBLBZM\
u ∈ C(QT ; R)

L^Q®E'N�LcQ2X*Z�QJLBRB§«QJd�º=PabJW_QaZMU­d9RBLoZM\ÓZYVpCqÂ9wg³MI�L VsV2ZMb²PaN�P�b�§
φ ∈ C1(QT )

¬
¾¿S�P�\¶P�NMP�b

u− φ
E/RoRqEML^\]Q1E"U�Z�X[EMU�ª�LO\]LOªldeªÉE/R

(x0, t0) ∈ QT
¬-ROS�P�\

φt(x0, t0) + F (x0, t0, φx(x0, t0)) ≥ 0.

ÊaI õ VJd9\�X2RBLoZM\
u ∈ C(QT ; R)

L^Q7E«N�LcQ2X*Z�QJLBRB§iQaZ/U´d�RBLBZM\ÐZYV�CqÂ�wx³MIiL V�LORÕLcQkÀ[Z/ROS�E«N�LcQ2X[ZMQJLBRB§iQJd]À�W�EM\ m
QJd�º=PabJW_QaZMU­d9RBLoZM\;ZYV"CqÂ9wg³MI/w
³MI õ V�de\¶X2RBLBZ/\

u ∈ C(Q̄T ; R)
L^QlE¸N�LcQ2X*Z�QJLBRB§kQ2ZMU­d9RBLoZM\�ZYVlROS�P
LO\]LBRBLBEMU�N�EMU´d]Pzº�b0ZHÀaU�Paª C_Â9w^G�IkL V

u
L^QlE

N�LcQ2X*Z�QJLBRB§
Q2ZMU´d�RBLoZM\'ZYV�CqÂ9wg³MI"EM\ m
u(x, 0) = u0(x)

L^\
R
w

�WÞFØ�Ù�é�Ûqä�Þ�êBî%á�ß[Þ�Ø�Ûqß"Øåß"æóê�á|äJá%Þ�ê�Ý�Þ�ØdâpÝëíCØ�ÙjÜNÛ]Ù�ØåÞYè�ÙJÛqÚåç"Þ�Ø�ÛqßBÛ�âpÝ¸&�Ý�î�ØåÚåÞjÛqß/ù � ÝqÜNÛqì"ØUá2�[ç�Ý�Þ�Ø�ÛqßBØ�Ù�×/Ødâ ùâ�á�äjá�ß[Þ�Ø¨Ý�ì"Ú�á�Ý�Þ;ÝAÜNá�ä�ÞJÝ�Øåß#ï�ÛqØåß[ÞQãvÞ�ê.á�ßBØåÞ�ÙjÛqÚåíráNÙ�Þ�ê.á á2�[ç�Ý�Þ�Ø�Ûqß#Þ�ê.á�äjáàû�ÙjáNáóüåôQö"ã���ÛqäjÛqÚåÚ¨Ý�ä�è��|ðx{)�O�|ð>Ö`ßá2�rç"Øåí]Ý�Ú�á�ß[Þ�×"á��.ß"ØåÞ�Ø�ÛqßB×"á�ï�á�ß.×/Øåß"æóÛqß�Þ�ê.á%Ù�ç"ì/ù9Ý�ß.×�Ùjç"ï�á�ä�ùW×/Ø�$Há�äjá�ß[Þ�Ø¨Ý�Ú�Û�â4Ý�ÜNÛqß[Þ�Øåß[ç.Ûqç.ÙFâ�ç"ß.Ü�Þ�Ø�Ûqß,Ø�Ùß.Ûfé�ï"äjáNÙJá�ß[ÞjáN×�ð�ñUê"Ø�Ù`×"á��.ß"ØåÞ�Ø�Ûqßàé4ØåÚåÚ�ì�á�ç.ÙjáN×ëâ�ÛqäpÞ�ê.á�×"á�î%Ûqß.ÙjÞ�äJÝ�Þ�Ø�Ûqß�Û�â�!�äjÛqï�Û]Ù�ØåÞ�Ø�Ûqß�ý/ðåôQö/ðT��á�Þ`ç.ÙäjáNÜQÝ�ÚåÚ�Þ�ê�Ý�Þ`Þ�ê.á
Ùjç"ì/ùUÝ�ß.×AÞ�ê.á
Ùjç"ï�á�ä�ùW×/Ø�$Há�äjá�ß[Þ�Ø¨Ý�Ú�Û�â�Ý%ÜNÛqß[Þ�Øåß[ç.Ûqç.Ù`â�ç"ß.Ü�Þ�Ø�Ûqß
u ∈ C(Rn × (0, T ))

ã�Ý�ÞÝ�ï�ÛqØåß[Þ
(x, t) ∈ R

n × (0, T )
ã�Ý�äjáF×"á��.ß.áN×AÝqÙ�Þ�ê.á@Ü�Ú�Û]ÙJáN×ëÜNÛqß[írá|úëÙjá�ÞjÙ��

D1,−u(x, t) =
{

(p, α) ∈ R
n × R :

lim inf
(y,s)→(x,t)

u(y, s) − u(x, t) − (p · (y − x) + α · (s− t))

|y − x| + |s− t| ≥ 0
}

,

{



Ý�ß.×
D1,+u(x, t) =

{

(p, α) ∈ R
n × R :

lim sup
(y,s)→(x,t)

u(y, s) − u(x, t) − (p · (y − x) + α · (s− t))

|y − x| + |s− t| ≤ 0
}

,

äjáNÙ�ï�áNÜ�Þ�ØåíPá�Úåèrð
ý²63þ����^���O���@�ÛA�ÅD�Y�Õ�����^�=:]¢O69�¶����63þ����^���O��� ���°���O���H�`���^�J ¡����¢B�����O����£
GJI õ V�d9\�X2RBLoZM\

u ∈ C(Rn × (0, T ))
LcQ1E"N�L^QaX*Z�Q�LORB§
Q�d�º]P�b�WqQ2ZMU­d9RBLoZM\;ZYV�CqÂ9wOGJI
L V1E/\ m Z/\]U´§�L V*¬=V2ZMb©P�N�PabJ§

(x, t) ∈ R
n × (0, T )

¨
∀(p, α) ∈ D1,−u(x, t), α+ F (x, t, p) ≥ 0.

û�ý/ðþ÷3�
Â2I õ VJd9\�X2RBLoZM\

u ∈ C(Rn × (0, T ))
L^Q
E²N�LcQaX*Z�Q�LORB§®Q�d=À�W_QaZMU­d�RBLBZM\¡ZYV²CqÂ9wOGJIkL V
EM\ m ZM\`U´§²L VJ¬ÛVaZMb"P�N�PabJ§

(x, t) ∈ R
n × (0, T )

¨
∀(p, α) ∈ D1,+u(x, t), α+ F (x, t, p) ≤ 0.

û�ý/ðx{3�
ñUê"Ø�Ù�×"á��.ß"ØåÞ�Ø�Ûqß
Ø�Ù�î%Ûqäjá�Ú�Û[ÜQÝ�Ú�ãfâ�Ûqä�ØåÞ�ï�á�ä�î�ØåÞjÙ�írá�ä�Ø���ÜQÝ�Þ�Ø�Ûqß�Þ�ê�Ý�ÞsÝUæ]ØåíPá�ß
á|úCï"ÚåØ�Ü�ØåÞ�â ç"ß.Ü�Þ�Ø�Ûqß�Ø�Ù�ÝUí[Ø�ÙJÜNÛ]Ù�ØåÞYèÙjÛqÚåç"Þ�Ø�Ûqß,ØåßBÝ�î%Ûqäjá%Ü�Ú¨ÝqÙjÙ�Ø�ÜQÝ�Ú�éUÝQèrã�Ø�ð á]ð�ç.ÙjØåß"æëÞ�ê.á%×"á�ä�Øåí]Ý�Þ�Øåírá%ÜQÝ�Ú�Ü�ç"Úåç.ÙQð�Ö Ù�Øåî�ØåÚ¨Ý�ä�×"á��.ß"ØåÞ�Ø�Ûqß�ã�Þ�ê�Ý�Þé4ØåÚåÚ�ì�áFç.ÙjáN×ëÚ¨Ý�Þjá�äQã�ÜNÛqç"Ú�×>ì�áFæ]ØåíPá�ßAØåß>Þ�ê.á�Ù�ÞJÝ�Þ�Ø�Ûqß�Ý�ä�è>ÜNÝqÙJá]ð¼��á�Þ

Ω ⊂ R
n ì�á�Ý�ßAÛqï�á�ßó×"Ûqî�Ý�Øåß�ã�Ý�ß.×ÜNÛqß.Ù�Ø�×"á�ä�Þ�ê.á1!�øzy

F (x, u(x),∇u(x)) = 0, ∀x ∈ Ω,
û�ý/ðg%/�

é4ê.á�äjá
F : Ω × R × R

n 7→ R
Ø�ÙpÝ�ÜNÛqß[Þ�Øåß[ç.Ûqç.Ùpî�Ý�ï"ï"Øåß"æ.ð

ý²63þ����^���O���@�ÛAcÌ �
�²�O���3�`�)�c�J  ����¢B�����O�¶���
����:����^�¶��:=<)  �3:=��6=£
õ X*ZM\`RBLO\]d�Z/dHQ#V�de\¶X2RBLBZ/\

u : Ω 7→ R
L^Q�E¹N�LcQaX*Z�Q�LORB§�QJd]À�W_QaZMU­d9RBLoZM\øZYViROS�P���
�� CqÂ9w_»YI;L V1VaZMb«EM\]§

X[Z/\`RBL^\`d�ZMdeQJU­§ m L ösP�b[Pa\`RBLBEeÀ�U�P°VJd9\�X2RBLoZM\
φ : Ω 7→ R

EM\ m EM\]§kU�Z�X*EMU�ª�E�±MLOª�d9ª
x0 ∈ Ω

Z0V
u − φ

¬TZM\¶P
S9E�Q

F (x0, u(x0),∇φ(x0)) ≤ 0.
� L^ªlLOU�E/bJU­§�¬¿L V1E/RÈEM\`§�U�Z�X*EMU�ªlLO\]L^ªld9ª º�Z/L^\`R

x0 ∈ Ω
ZYV
u− φ

¬¼ZM\¶P
S�E�Q

F (x0, u(x0),∇φ(x0)) ≥ 0,

ROS�P�\
u
L^QÕE
N�L^QaX*Z�QJLBRB§�QJd�º=PabJW_QaZMU­d9RBLoZM\¶w��-L^\�E/U^U´§�¬�L V

u
LcQ
À[Z/ROS®E
N�LcQ2X*Z�QJLBRB§�QJd=ÀaWqQ2ZMU´d�RBLBZ/\«EM\ m ElN�L^QaX*Z�QJLBRB§

QJd�º=PabJW_QaZMU­d9RBLoZM\=¬ÈROS�P�\
u
L^Q1X*EMUOU�P m E"N�LcQ2X[Z�Q�LORB§�QaZMU­d�RBLBZM\�w

�Wß â�ÝqÜ�ÞQãCÞ�ê"Ø�ÙU×"á��.ß"ØåÞ�Ø�Ûqß>Ø�Ù�ç.ÙjáN×�â�Ûqä�Øåß[Þjá�ä�ï"äjá�Þ�Øåß"æ�ÙjÛqÚåç"Þ�Ø�Ûqß.Ù4Û�âUû�ô]ð .e�yØåß�Þ�ê.á`íCØ�ÙjÜNÛ]Ù�ØåÞYè Ùjá�ß.Ùjá]ð�ç.ç"ä�Þ�ê.á�ä�ùî%Ûqäjá]ã�é�á�ÙLÝQè:Þjê�Ý�Þ
u
Ø�Ù9Ý�íCØ�ÙjÜNÛ]Ù�ØåÞYèëÙjÛqÚåç"Þ�Ø�ÛqßàÛ�â�Þ�ê�á�ø9Øåä�Ø�ÜJê"Ú�á�Þ`ï"äjÛqì"Ú�á�î6û�ý/ðg%/�Ué4ØåÞ�ê

u = ζ ∈ C(∂Ω)ØdâY�û�ô��
u ∈ C(Ω̄)

ãû�ý3�
u
Ø�ÙpÝ;í[Ø�ÙjÜNÛ]Ù�ØåÞYè�ÙjÛqÚåç"Þ�Ø�ÛqßAÛ�â�û�ý/ðg%/��Øåß

Ω
ãûo43�

u = ζ
Ûqß

∂Ω
ð

ç.Ûqä�Ý�ì�á�Þ�Þjá�äUç"ß.×"á�äjÙ�ÞJÝ�ß.×/Øåß"æ%Û�â�Þ�ê.á`íCØ�ÙjÜNÛ]Ù�ØåÞYè%Øåß[Þjá�ä�ï"äjá�ÞJÝ�Þ�Ø�ÛqßAÛ�â�ì�Ûqç"ß.×.Ý�ä�è:ÜNÛqß.×/ØåÞ�Ø�Ûqß.Ù�Û�â�&9Ý�î�ØåÚåÞjÛqß/ù
� ÝqÜNÛqì"Ø�á2�rç�Ý�Þ�Ø�Ûqß.ÙQã.é�á�äjá|â�á�ä4Þ�ê.á@äjáQÝq×"á�äpÞjÛëüþý"ã � áNÜ�Þ�Ø�Ûqßi..ðþý)�Wð

� ÛféFã"éUá@é4ØåÚåÚ�ï"äjÛ[ÜNáNáN×Aì[è�æ]Øåí[Øåß"æ�Þ�ê.áFî�Ý�ØåßAäjáNÙjç"ÚåÞjÙpÜNÛqß.ÜNá�ä�ß"Øåß"æ:í[Ø�ÙjÜNÛ]ÙjØåÞYè�ÙjÛqÚåç"Þ�Ø�Ûqß.Ù`Û�âpû�ý/ðåô��|ðÈ�YßÛqäj×"á�äpÞjÛ%êuÝQíPá�á|ú/Ø�Ù�Þjá�ß.ÜNá
Ý�ß.×Aç"ß"Ø��rç.á�ß.áNÙjÙfã.Þ�ê.á©&9Ý�î�ØåÚåÞjÛqß"Ø¨Ý�ß
F
é4ØåÚåÚ�ì�áFäjáNÙ�Þ�ä�Ø�Ü�ÞjáN×Aì[èëÞ�ê.á@â�ÛqÚåÚ�Ûfé4Øåß"æÜNÛqß.×/ØåÞ�Ø�Ûqß.Ù©�

%



(F0) F ∈ C(R × [0, T ] × R)
ñ

(F1)
â�ÛqäFáQÝqÜJê

R > 0
Þ�ê.á�äjá�Ø�Ù
Ý�ÜNÛqß.Ù�ÞJÝ�ß[Þ

CR
Ù�ç.ÜJê,Þ�ê�Ý�Þ@â�Ûqä�Ý�ÚåÚ

(x, t, p)
ã
(y, t, q) ∈ R × [0, T ] ×

[−R,R],
|F (x, t, p) − F (y, t, q) | ≤ CR( |p− q| + |x− y|);

(F2)
Þ�ê.á�äjá@Ø�ÙpÝ�ÜNÛqß.Ù�ÞJÝ�ß[Þ

CF
Ù�ç.ÜJê>Þ�ê�Ý�Þ4â�Ûqä`Ý�ÚåÚ

(t, p) ∈ [0, T ] × R
Ý�ß.×AÝ�ÚåÚ

x, y ∈ R,

|F (x, t, p) − F (y, t, p) | ≤ CF |x− y|(1 + |p|).
� á�ç.ÙJá�Þ�ê.áNÙjáFÜNÛqß.×/ØåÞ�Ø�Ûqß.ÙpÞjÛ;é4ä�ØåÞjáF×"Ûfé4ßóÙjÛqî%á�äJá�Ùjç"ÚåÞjÙ�Ûqß>í[Ø�ÙJÜNÛ]Ù�ØåÞYè:ÙjÛqÚåç"Þ�Ø�Ûqß.ÙQð
�#� 6H�`<�6e8 �ÛA�ÑD� Ä ��8�·�:=<M�O�����-ÒÈÿ��ÛÒ �©� 6e�`<�6e8�?��F£
¤�PaR

F
QaE/RBL^Q^V�§

(F0)
W
(F1)

W
(F2)

wÈÇ^V
u
¬
ū ∈ UCx(Q̄T )

EMb[P©RB¾-Z�N�LcQaX*Z�Q�LORB§�QJd]À�WhEM\ m QJd�º]P�bJW_QaZMU­d�RBLBZM\;ZYV
ROS�PÕó#EMªlL^U�RqZM\]W
�eE3X*ZHÀaLÈP[jad�E3RBLBZM\¡C_Â9w^G�Ilb*PJQqº]P[X2RBL^NMP�U´§�¬¼¾�LBROS

u(x, 0) ≤ ū(x, 0)
LO\

R,

ROS�P�\
u ≤ ū

LO\
Q̄T

w

�#� 6H�`<�6e8 �ÛA^Ö �Y�s���^����6e���36]ÒTÿ��ÛÒ �©� 6e�`<�6e8�?��F£
¤�PaR

F
QaE3RBLcQOVJ§

(F0)
W
(F1)

W
(F2)

w�ÇOV
u0 ∈ UC(R)

¬ÛROS�P�\¸C_Â9wOGJI°S�E�QÈEÕN�L^QaX*Z�QJLBRB§hQaZ/U´d�RBLBZ/\
u ∈ UCx(Q̄T )

w

57698;:=<�>¡�ÛA��ò¥�S�P��BX[ZMªsº=EMb�LcQ2ZM\��zROS�P[ZMb[P�ª QaRqE/R_P m EHÀ0Z/N�P1K/L^N�P�QlROS�P�d9\]LBj2d=P�\�PJQ*Q
ZYV�ROS�P�N�LcQ2X[Z�Q�LORB§kQaZMW
U´d�RBLBZ/\¶w

57698;:=<�>¡�ÛA��øÇJ\pROS�P©X*E�Q�P#¾¿S�P�b[P©ROS=PÕó#EMªlL^U�RqZM\]LoEM\iS9E�Q1ROS�P-VaZ/bJª

F (x, t, u) = g(x, t)f(u),

ROS�P�V2ZMU^U�ZM¾�LO\eKkX[Z/\ m LORBLoZM\=Q�¨

(V0) f ∈ C1
b (R; R),

(V1) g ∈ Cb(Q̄T ; R),

(V2) gx ∈ L∞(Q̄T )
¬

L^ªsº�U­§
(F0)

W
(F1)

W
(F2)

RqZ[KePaROS�P�b©¾�LOROS²ROS�PlÀ0ZMd9\ m P m \�PJQ*Q�ZYV1ROS�Pzó1EMªlLOU­RqZ/\]LBEM\�w
ñUê.áëß.á|úCÞ%ï"äjÛqï�Û]ÙjØåÞ�Ø�Ûqß)äjá���áNÜ�ÞjÙ%Þ�ê.áëì�á�ê�ÝQíCØ�Ûqä Û�â�í[Ø�ÙjÜNÛ]ÙjØdÞhè#ÙjÛqÚåç"Þ�Ø�Ûqß.Ù�ç"ß.×"á�ä Ýq×"×/ØåÞ�Ø�Ûqß�Ý�Ú`äjá�æ]ç"Ú¨Ý�ä�ØåÞYèÝqÙjÙ�ç"î�ï"Þ�Ø�Ûqß.ÙpÛqß

u0 Ý�ß.× F ð
Ý1<)��·��`���^���O���@��AB?���� �l���¿�c���O�¶��:]¢È<)6�!���¢O:=<��^�J ¡�`�T� � 6i���O���3�`�)�c�J ¡���¶¢B�����O����£
¤�PaR

F = gf
QaE/RBL^Q^V�§

(V0)
W
(V1)

W
(V2)

w+Ç^V
u0 ∈ Lip(R)

EM\ m
u ∈ UCx(Q̄T )

LcQ1ROS�P#de\]Lojad]P#N�L^QaX*Z�QJLBRB§
QaZMU­d9RBLoZM\'ZYV�C_Â9w^G�I�¬-ROS�P�\

u ∈ Lip(Q̄T )
w

ÿ



Ý1<)�Û���[A ��Ûqß.Ù�Ø�×"á�ä�Þ�ê.á�â�ç"ß.Ü�Þ�Ø�Ûqß
uε
×"á��.ß.áN×>Ûqß

R × [0, T ]
ì[è¶�

uε(x, t) = sup
y∈R

{

u(y, t) − ekt
|x− y|2

2ε

}

.

	�è�üþý]ö"ã"ñUê.áNÛqäjá�î 4)�Wã/Þ�ê.á�â�ç"ß.Ü�Þ�Ø�Ûqß
u
ÙJÝ�Þ�Ø�ÙY��áNÙQã

|u(x, t)| ≤ c∗(|x| + 1)
â�Ûqä

(x, t) ∈ R × [0, T ],

é4ê.á�äjá
c
Ý�ß.×

c∗
Ý�äjá�ÞYé�Û'ï�Û]Ù�ØåÞ�Øåírá�ÜNÛqß.Ù�ÞJÝ�ß[ÞjÙQð ñUê.á�äjá|â�Ûqäjá]ã

u
Ø�Ù>Ý#Ù�ç"ì"ÚåØåß.áQÝ�ä�â�ç"ß.Ü�Þ�Ø�Ûqß5â�Ûqäëá�íPá�ä�èÞ�Øåî%á

t ∈ [0, T ]
ð%ñUê.á;â�ç"ß.Ü�Þ�Ø�Ûqß

uε
Ø�Ù�×"á��.ß.áN×,í[Ø¨Ý>ÝëÙ�ç"ï"äjá�î
ç"î é4ê"Ø�ÜJê�Ø�Ù�Ý�Þ�ÞJÝ�Øåß.áN×,ì�áNÜQÝ�ç.ÙJá%Û�âUÞ�ê.áÙ�ç"ì"ÚåØåß.áQÝ�ä�ØåÞYè�Û�â�Þ�ê.á�â ç"ß.Ü�Þ�Ø�Ûqß

u
û�Ý1�[ç�Ýq×/äJÝ�Þ�Ø�Ü�â ç"ß.Ü�Þ�Ø�ÛqßëÝ�Údé4ÝQèCÙ�ÜNÛqß[Þ�äJÛqÚHÝ@ÚåØåß.áQÝ�ä�Ûqß.á���ñCÞ�ê.ápÙ�ç"ï"äjá�î
ç"îÜQÝ�ß>ì�áFÝqÜJê"Ø�á�íráN×AÝ�ÞpÙjá�íPá�äJÝ�Ú�ï�ÛqØåß[ÞjÙ�ñ"Ú�á�Þ

xε
ì�áFÛqß.áFÛ�âsÞjê.á�î>ã.ÙjÛ;é�áFÜQÝ�ß>é4ä�ØåÞjá

uε(x, t) = u(xε, t) − ekt
|x− xε|2

2ε
.

� áFÝ�äjá@æPÛqØåß"æ%ÞjÛ�ï"äjÛfírá�Þ�ê�Ý�Þ4â�Ûqä
(p, α) ∈ R × R

ã"é�á�ê�ÝQírá/�
(p, α) ∈ D1,+uε(x, t) ⇒

(

p, α+ kekt
|x− xε|2

2ε

)

∈ D1,+u(xε, t).
û�ý/ðþÿ3�

� Øåß.ÜNá
(p, α) ∈ D1,+uε(x, t)

ã/Þ�ê.á�ß>éUá@ÜQÝ�ß>é4ä�ØåÞjá�â�Ûqä
(y, s) ∼ (x, t)

Þ�ê�Ý�ÞQã
L = uε(y, s) ≤ uε(x, t) + α(s− t) + p(y − x) + o(|s− t| + |y − x|) = R,

û�ý/ðþõ3�
é4ê.á�äjá@Þ�ê.á@Ú�á|â ÞpÙ�Ø�×"á

L
Û�â4û�ý/ðþõ3�UÙLÝ�Þ�Ø�ÙY��áNÙQã

L ≥ u(z, s) − eks
|z − y|2

2ε
, z ∈ R,

û�ý/ðåôQö3�
Ý�ß.×ëÞ�ê.á�ä�Øåæ]ê[Þ`Ù�Ø�×"á

R
Û�â�û�ý/ðþõ3�UÙJÝ�Þ�Ø�ÙY��áNÙQã

R ≤ u(xε, t) − ekt
|x− xε|2

2ε
+ α(s− t) + p(y − x) + o(|s− t| + |y − x|). û�ý/ðåô]ô��

��ê.Û[Û]Ùjá
z
Ùjç.ÜJêëÞ�ê�Ý�Þ

z − y = xε − x
ã/Þ�ê.á�ß

z = xε + (y − x) ∼ xε,
Ù�Øåß.ÜNá

y ∼ x.
û�ý/ðåôQý3�

��Ûqî
ì"Øåß"Øåß"æàû�ý/ðþõ3�|ã�û�ý/ðåôQö3�|ã�û�ý/ðåô]ô��4Ý�ß.×�û�ý/ðåôQý3�UÞjÛqæPá�Þ�ê.á�äQã.é�á�æPá�Þ
u(xε + (y − x), s) − eks

|x− xε|2
2ε

≤

u(xε, t) − ekt
|x− xε|2

2ε
+ α(s− t) + p(z − xε) + o(|s− t| + |z − xε|),Ý�ß.×ëê.á�ß.ÜNá]ã

u(z, s) ≤ u(xε, t) + (eks − ekt)
|x− xε|2

2ε

+α(s− t) + p(z − xε) + o(|s− t| + |z − xε|).
û�ý/ðåô�43�

õ



� á�ê�ÝQírá
(eks − ekt)

|x− xε|2
2ε

= kekt
|x− xε|2

2ε
(s− t) + o(|s− t|),Þ�ê.á�ß>ç.Ù�Øåß"æ%Øåß.á2�rç�Ý�ÚåØåÞYè,û�ý/ðåô�43�|ã"é�á@æPá�Þ

u(z, s) ≤ u(xε, t) +

(

α+ kekt
|x− xε|2

2ε

)

(s− t)

+p(z − xε) + o(|s− t| + |z − xε|),é4ê"Ø�ÜJê>ï"äjÛfíráNÙ4Þ�ê�Ý�Þ
(

α+ kekt
|x− xε|2

2ε
, p

)

∈ D1,+u(xε, t),

Ý�ß.×ëê.á�ß.ÜNáFÙ�ÞJÝ�Þjá�î%á�ß[Þ�û�ý/ðþÿ3��Ø�Ù4Þ�ä�ç.á]ð � Øåß.ÜNá
u
Ø�ÙpÝ;í[Ø�ÙjÜNÛ]Ù�ØåÞYè�Ù�ç"ì/ùWÙjÛqÚåç"Þ�Ø�ÛqßóÛ�â4û�ý/ðåô��|ã"éUá�ê�ÝQírá

α+ kekt
|x− xε|2

2ε
+ F (xε, t, p) ≤ 0.

� á�ç.ÙJá@ÜNÛqß.×/ØåÞ�Ø�Ûqß
(F1)

é�ØdÞjê
p = q

ã"ÞjÛ;æPá�Þ
α+ kekt

|x− xε|2
2ε

+ F (x, t, p) ≤ F (x, t, p) − F (xε, t, p),

≤ C|x− xε|,Þ�ê.á�äjá|â�Ûqäjá]ã
α+ F (x, t, p) ≤ C|x− xε| − kekt

|x− xε|2
2ε

,

≤ Crε − k
r2ε
2ε
,

≤ sup
r>0

(

Cr − kr2

2ε

)

,

é4ê.á�äjá
rε = |x− xε|.

Ö4Þ4Þ�ê.á�î�Ý}ú/Øåî
ç"î
r̄
ã/é�á@ê�ÝQíPá

C = kr̄
ε

ð�	�è:ÜJê.Û[Û]ÙjØåß"æ
k = C2

2

ã/é�á@æPá�Þ
α+ F (x, t, p) ≤ ε.ñUê"Ø�Ù�Øåß.á2�rç�Ý�ÚåØåÞYè'Ùjê.Ûfé�Ù;Þ�ê�Ý�Þ

vε = uε − εt
Ø�Ù�ÝóíCØ�ÙjÜNÛ]Ù�ØåÞYè#Ù�ç"ì/ùWÙjÛqÚåç"Þ�Ø�Ûqß)Û�â�û�ý/ðåô���é4ØåÞ�ê

vε(x, 0) =
uε(x, 0)

ð�	�è:Þ�ê.á@ÜNÛqî�ï�Ý�äjØåÙJÛqßAï"ä�Øåß.Ü�Øåï"Ú�á]ã.é�á�ê�ÝfíPá
vε(x, t) − u(x, t) ≤ sup

x∈R

(vε(x, 0) − u0(x)),

≤ sup
x∈R

(uε(x, 0) − u0(x)),

≤ sup
x∈R

(

sup
y∈R

{

u0(y) − |x− y|2
2ε

}

− u0(x)

)

,

≤ sup
x,y∈R

(

γ|x− y| − |x− y|2
2ε

)

,

≤ sup
r≥0

(

γr − r2

2ε

)

=
γ2ε

2
,

ôQö



é4ê.á�äjá
γ
Ø�Ù�Þ�ê.á
��Øåï.ÙJÜJê"ØåÞ0�%ÜNÛqß.ÙjÞJÝ�ß[ÞFÛ�â�Þ�ê.á�â ç"ß.Ü�Þ�Ø�Ûqß

u0 ã�Ý�ß.× r = |x − y| ð�ñUê"Ø�Ù�Ý�ÚåÞjÛqæPá�Þ�ê.á�ä�Ù�ê.Ûfé�ÙÞ�ê.á9â�ÛqÚåÚ�Ûfé4Øåß"æ%Øåß.á2�[ç�Ý�ÚåØåÞYè:â�Ûqä
x, y ∈ R

�

u(y, t) − ekt
|x− y|2

2ε
≤ uε(x, t) ≤ u(x, t) + εt+

γ2ε

2
.

û�ý/ðåôa.e�
Ãpá�î�Ý�ä0�:ê.á�äjá@Þ�ê�Ý�Þ

k
Ø�ÙpÝ��"ú/áN×Ûñ"ï"äjá�íCØ�Ûqç.Ù�Úåè�ÜJê.Û]Ùjá�ßAÜNÛqß.Ù�ÞJÝ�ß[ÞQð-�Wß�áa�[ç�Ý�ÚåØåÞYè�û�ý/ðåôa.e�Uè[Ø�á�Ú�×"Ù��

u(y, t) − u(x, t) ≤ ekt
|x− y|2

2ε
+

(

t+
γ2

2

)

ε = ζ/ε+ βε,
û�ý/ðåôQ÷3�

é4ê.á�äjá
ζ = ekt |x−y|

2

2

Ý�ß.×
β =

(

t+ γ2

2

) ð � á�î�Øåß"Øåî�Ø��QáFØåß.á2�[ç�Ý�ÚåØåÞYè,û�ý/ðåôQ÷3�UÛfírá�ä
ε
ÞjÛ%Ûqì"ÞJÝ�Øåß�ã

u(y, t) − u(x, t) ≤ 2
√

ζβ,

≤ e
kt
2

√
2

√

t+
γ2

2
|x− y|.

� Øåß.ÜNá@Þ�ê"Ø�Ù4Øåß.á2�[ç�Ý�ÚåØåÞYè�ê.ÛqÚ�×"Ù ∀x, y ∈ R
ã.á|ú/ÜJê�Ý�ß"æ]Øåß"æ

x
é4ØåÞ�ê

y
èCØ�á�Ú�×"ÙQã

|u(x, t) − u(y, t)| ≤ C(F, u0)|x− y| ∀x, y ∈ R
Ý�ß.×

t ∈ [0, T ].

ñUê"Ø�Ù�Ùjê.Ûfé�Ù4Þ�ê�Ý�Þ�Þ�ê.á�â ç"ß.Ü�Þ�Ø�Ûqß
u
Ø�ÙT��Øåï.ÙJÜJê"ØåÞ0��ÜNÛqß[Þ�Øåß[ç�Ûqç.Ù�Øåß

x
ã"ç"ß"Ødâ�Ûqä�î�Úåè�ØåßëÞ�Øåî%á

t
ð�ñ�Û�ï"äjÛfíPá@Þ�ê.á

��Øåï.ÙjÜJê"ØåÞ0��ÜNÛqß[Þ�ØåßCç"ØåÞYèàØåß,Þ�Øåî%á]ã�é�á;î�Ý�Øåß"Úåè�ç.Ùjá;Þ�ê.á;äjáNÙ�ç"ÚåÞ�Û�â�üþý]ö"ã�ñUê.áNÛqäjá�î 4)�O�`é4ØåÞ�ê,Þ�ê.á�â�ÝqÜ�Þ@Þ�ê�Ý�Þ
ut = −F (x, t, ux)

ã.Ý�ß.×ëÞ�ê.á@ì�Ûqç"ß.×"áN×/ß.áNÙjÙ`Û�âsÞ�ê�á
&�Ý�î�ØåÚåÞjÛqß"Ø¨Ý�ß�ð
2

57698;:=<�>¡�ÛAB?`?×Ç�R°LcQl¾-ZMb�ROS«ª"P�\`RBLoZM\]LO\eK¸ROS9E/RhROS�PlQ_º�EHX*P�¤�Lxº`Q2X�SHLBRcÜ"X*ZM\=Q�RqEM\�RhZYV
ROS�PTVJd9\�X2RBLoZM\
u
m P�W

º=Pa\ m QsZM\
C
¬�¾¿S�Pab[P

C
EJº3º]P0E/b*QhLO\

(F1)
V2ZMb

p = q
¬¿EM\ m ZM\®ROS�P°¤¿Lgº`QaX�SeLORcÜÕX*ZM\=QaRqEM\`R

γ
ZYVhROS�P�V�de\¶X2RBLBZ/\

u0
w7ÚkSeL^U�P#ROS�P©RBLOª�PÕ¤�Lxº`Q2X�SHLBRcÜ©X*ZM\=QaRqEM\`R m P_º]P�\ m Q©Z/\«ROS�PlÀ[ZMd9\ m ZYV1ROS�Pzó1EMªlLOU­RqZM\`LBEM\�w

|vÈ^| "�Õ�Ó/~PÒ�æ�Ë2Ì�Ò�Ðv��ÓPÍ�Ò�ÕTú
û-�=ü�Õ�Í�ÓPÍWÒ�Õ2ÏHÕ¼û�æ¼~PÒ�æ°�]~PÓ]Í_��Ì
ý²63þ����^���O���@�ÛAB?����F�z�¶��<��`·�  ����Æ#�%$9�)��·�6H<&�*���¶¢O�����O�¶��£
¤�PaR

F (x, t, v) = g(x, t)f(v)
¾�LBROS

g, gx ∈ L∞
loc(QT ; R)

EM\ m
f ∈ C1(R; R)

w õ V�de\¶X2RBLBZ/\
v ∈

L∞(QT ; R)
LcQpEM\ Pa\`RBb0ZJº�§�Q�d=À�W_QaZMU­d�RBLBZM\�ZYV�C_Â9w�Â2I�¾�LOROSÓÀ[ZMde\ m P m LO\]LBRBLBEMU m E/RqE

v0 ∈ L∞(R)
L ViLBR

QaE/RBL^Q^nÈP�Q2¨
∫

QT

[

ηi(v(x, t))φt(x, t) + Φ(v(x, t))g(x, t)φx(x, t)+

h(v(x, t))gx(x, t)φ(x, t)
]

dxdt+

∫

R

ηi(v
0(x))φ(x, 0)dx ≥ 0,

û�ý/ðåô�{3�

∀φ ∈ C1
0 (R × [0, T ); R+)

¬]V2ZMb©EM\]§"\�ZM\]W m P[Xab[P[E�QJLO\eK²X*ZM\]N�P0±zVJd9\�X2RBLoZM\
ηi ∈ C1(R; R)

¬
Φ ∈ C1(R; R)QJd=X�S¸ROS9E/R_¨

Φ
′

= f
′

η
′

i,
E/\ m

h = Φ − fη
′

i.
û�ý/ðåô�%/�

õ \�P�\`RBb[ZJº�§©QJd�º=PabJW_QaZMU­d9RBLoZM\«ZYV©CqÂ9w�Â2I#L^Q m POn�\¶P m À�§�b[P_º¶U�E3X2L^\eK
L^\;CqÂ9wOG3ÔJI
ηi
¾�LBROS

ηd
f�E�\¶ZM\]W_LO\�Xab*P0EMQJL^\9K

X[Z/\]N�P0±
VJd9\�X2RBLoZM\¶w õ \�P�\`RBb0Z�º�§"Q2ZMU´d�RBLoZM\pL^Q m POn-\¶P m E�QlÀ*P�L^\9K¸À[Z/ROS«Pa\`RBb0ZJº�§7QJd]À�WÕEM\ m QJd�º=PabJW_QaZMU­d9RBLoZM\¶w
ÇJ\pZ/ROS�P�b#¾-ZMb m Q*¬�LBR�NMP�bJL nÈPJQ7CqÂ9wOG3ÔJI°VaZ/b#EM\]§7X*ZM\]NMP0±ÕVJd9\�X2RBLoZM\

η ∈ C1(R; R)
w

Ö�éUá|ÚåÚ��Cß.Ûfé�ÜJê�Ý�äJÝqÜ�Þjá�ä�Ø��fÝ�Þ�Ø�ÛqßàÛ�âvÞ�ê.áFá�ß[Þ�äjÛqï[è�ÙJÛqÚåç"Þ�Ø�Ûqß>Ø�Ù4Þ�ê�Ý�Þ��
ô]ô



Ý1<)��·��`���^���O���@��AB?�µ õ V�d9\�X2RBLoZM\
v ∈ L∞(QT )

L^QlE/\�Pa\`RBb0ZJº�§®QJd]À�W_QaZMU­d9RBLoZM\àZYV²CqÂ9w�Â2IkL V
EM\ m ZM\`U´§®L V
∀k ∈ R

¬
φ ∈ C1

0 (R × [0, T ); R+)
¬¼ZM\¶P
S9EMQ2¨

∫

QT

[

(v(x, t) − k)+φt(x, t) +
QYKM\ +(v(x, t) − k)(f(v(x, t)) − f(k))g(x, t)φx(x, t)−

QYKM\ +(v(x, t) − k)f(k)gx(x, t)φ(x, t)
]

dxdt+

∫

R
(v0(x) − k)+φ(x, 0)dx ≥ 0,

û�ý/ðåôQÿ3�
ÚkS�P�b[P

a± = 1
2(|a| ± a)

EM\ m QYKM\ ±(x) = 1
2(
QYKM\

(x) ± 1)
w õ \ÐPa\`RBb0ZJº�§iQ�d�º]P�b�WqQ2ZMU­d9RBLoZM\@ZYViC_Â9w�Â�I¸LcQ

m POn�\¶P m b[P_º�U�E3XaLO\eK7LO\�CqÂ�w^GMt2I
(·)+ ¬�Q0KM\ + À�§

(·)− ¬�QYK/\ − wñUê"Ø�Ù�ÜJê�Ý�äJÝqÜ�Þjá�ä�Ø��fÝ�Þ�Ø¨Ûqß ÜQÝ�ß5ì�áà×"áN×/ç.ÜNáN×�â�äjÛqî û�ý/ðåô�{3�|ãpì[è�ç�Ù�Øåß"æ#äjá�æ]ç"Ú¨Ý�ä�Ø��fÝ�Þ�Ø�Ûqß�ÙëÛ�â
Þ�ê.áAâ�ç"ß.Ü�Þ�Ø�Ûqß
(·−k)+ ðsÖ`Ú�ÙjÛ�û�ý/ðåô�{3�sî�ÝQè;ì�á�Ûqì"ÞJÝ�Øåß.áN×%â äjÛqî û�ý/ðåôQÿ3�vì[è�Ý�ï"ï"äjÛQú/Øåî�Ý�Þ�Øåß"æ;Ý�ß[è�ß.Ûqß/ùW×"áNÜ�äjáQÝqÙ�Øåß"æ�ÜNÛqßCíPá|ú
â ç"ß.Ü�Þ�Ø�Ûqß

ηi ∈ C1(R; R)
ì[è�ÝëÙjá2�[ç.á�ß.ÜNá�Û�â�â ç"ß�Ü|ÞjØåÛqß�Ù�Û�â�Þ�ê.á;â�Ûqä�î¸�

η
(n)
i (·) =

∑n
1 β

(n)
i (· − k

(n)
i )+

ã
é4ØåÞ�ê

β
(n)
i ≥ 0

ð
y�ß[Þ�äjÛqï[è�ÙjÛqÚåç"Þ�Ø�Ûqß�éUÝqÙl�.äjÙjÞ�Øåß[Þ�äjÛ[×/ç.ÜNáN×�ì[è('�ä�ç

ž
�rÛfí0üþý]ý��`ÝqÙ�Þ�ê.áëÛqß"Úåè#ï"ê[è/Ù�Ø�ÜQÝ�ÚåÚåè'Ýq×/î�Ø�ÙJÙ�Øåì"Ú�áÙjÛqÚåç"Þ�Ø�Ûqß0Ý�î%Ûqß"æ'Ý�ÚåÚpé�áQÝ���û�×/Ø�Ù�Þ�ä�Øåì"ç"Þ�Ø�Ûqß�Ý�Ú^��ÙjÛqÚåç"Þ�Ø�Ûqß.Ù ÞjÛ�ÙjÜQÝ�Ú¨Ý�ä ÜNÛqß.Ùjá�ä�í]Ý�Þ�Ø�Ûqß�Ú¨ÝQé�ÙQð5ñUê.áNÙjá>é�áQÝ��ÙjÛqÚåç"Þ�Ø�Ûqß.Ù�Ú¨ÝqÜ*��Þ�ê.á�â�ÝqÜ�Þ�Û�â�ì�á�Øåß"æàç"ß"Ø��[ç.á�â�Ûqä
ØåÞ�ØåÙ�áQÝqÙjè�ÞjÛóÜNÛqß.Ù�Þjä�ç.Ü�Þ�î
ç"ÚåÞ�Øåï"Ú�á éUáNÝ���ÙJÛqÚåç"Þ�Ø�Ûqß.Ù
ÞjÛ

�UÝ�ç.ÜJê[è:ï"äjÛqì"Ú�á�î%Ù�û�ý/ðþý3�|ã.ÙjáNá%üþý]÷)�Wð
) ç"ä�ß.á|ú/Þ�×"á��.ß"ØåÞ�Ø�ÛqßëÜNÛqß.ÜNá�ä�ß.Ù4Ü�Ú¨ÝqÙjÙ�Ø�ÜQÝ�ÚHÙ�ç"ì/ù
*�Ùjç"ï�á�ä�ùWÙjÛqÚåç"Þ�Ø�Ûqß�ÞjÛ�ÙjÜQÝ�Ú¨Ý�äUÜNÛqß.Ùjá�ä�í]Ý�Þ�Ø�Ûqß:Ú¨ÝQépÙQðvñUê"Ø�Ù

�[Øåß.×>Û�âvÙjÛqÚåç"ÞjØåÛqß�Ù`Ý�äjá@Ùjê.Ûfé4ßëÞjÛ�ì�áFá�ß[Þ�äjÛqï[è�ÙJÛqÚåç"Þ�Ø�Ûqß.ÙQã/â�Ûqä4Þ�ê�á@×"á�ÞJÝ�ØåÚ�ÙpÙJáNá�Ú�á�î�î�Ý�4/ðx4/ð
ý²63þ����^���O���@�ÛAB?eÅ � Ä ¢O:=�����O�3:]¢È����¢B�����O��� �������H:]¢^:=<k�3�¶����6H<)�=:����^�¶�@¢O:3Þ��/£
¤�PaR

F (x, t, v) = g(x, t)f(v)
¾�LBROS

g, gx ∈ L∞
loc(QT ; R)

EM\ m
f ∈ C1(R; R)

w õ V�de\¶X2RBLBZ/\
v ∈

W 1,∞(QT )
L^QÕQ2EML m RqZ®À*P�EkXaU�E�Q*Q�LBX*EMU�QJd=ÀaWqQ2ZMU´d�RBLBZ/\;ZYV�CqÂ�w�Â2I
¾�LBROS

v0(x) = v(x, 0)
L VzLBR�Q2E/RBLcQOnÈPJQ

vt(x, t) + (F (x, t, v(x, t)))x ≤ 0
EHw^P�whL^\

QT .
û�ý/ðåôQõ3�

Í�U�E�QJQJLoX*EMU9Q�d�º]P�b�WqQaZ/U´d�RBLBZ/\=QsEMb[P m POn-\¶P m À�§1b[P_º¶U�E3X2L^\eK+� ≤ ��¾�LBROS�� ≥ ��L^\«CqÂ9wOGMØaI)¬�EM\ m XaU�E�Q*Q�LBX*EMU=QaZMU­d9RBLoZM\=Q
EMb[P m POn�\¶P m RqZ®À*PlÀ0Z/ROSiXaU�E�QJQJLBX*EMU�QJd]À�WhEM\ m Q�d�º]P�b�WqQ2ZMU­d9RBLoZM\=Q2w

� á�î%ÛfíPá@ß.Ûfé ÞjÛ%ÙjÛqî%á�äjáNÙ�ç.ÚdÞJÙ�ÛqßAá�ß[Þ�äjÛqï[è�ÙJÛqÚåç"Þ�Ø�Ûqß.Ùp×"á�ï"Ø�Ü�ÞjáN×ëâ äjÛqî üþý]ý)�Wð
�#� 6H�`<�6e8 �ÛAO?=Ì � ,²<M�

ž
>��9�.-��
�s���O�2��6e���36 �©� 6e�`<�6e8à£

¤�PaR
F
¬
v0 À[PÕK/L^N�Pa\;Àa§/
©POn-\]LORBLoZM\�Â9wOG�Â/¬¼EM\ m ROS=P�V2ZMU^U�ZM¾�L^\9K7X*ZM\ m LORBLoZM\=QzS9ZMU m ¨

(E0) f ∈ C1
b (R),

(E1) g, gx ∈ Cb(Q̄T ),

(E2) gxx ∈ C(Q̄T )
¬

ROS�P�\pROS�Pab[PlP0±ML^Q�ROQ©EM\;P�\`RBb0Z�º�§�QaZMU­d9RBLoZM\
v ∈ L∞(QT )

ZYV�CqÂ�w�Â2I3w
�Wßàâ�ÝqÜ�ÞQã	'�ä�ç

ž
�PÛfí� Ù@ÜNÛqß.×/ØåÞ�Ø�Ûqß.Ù�â�Ûqä@á|ú/Ø�Ù�Þjá�ß.ÜNá;é�á�äjá;æ]Øåírá�ßàâ�ÛqäFÝ æPá�ß.á�äJÝ�Ú��.ç/úóâ�ç"ß.Ü�Þ�Ø�Ûqß�üþý]ý"ã � áNÜ�Þ�Ø�Ûqß

.M�Wð¹&9Ûfé�á�íPá�äQãyØåß � ç"ì.ÙjáNÜ�Þ�Ø�Ûqß�÷/ð .,Û�â`Þ�ê.áëÙJÝ�î%á�ï�Ý�ï�á�äQã�Ýóé�áQÝ��Bírá�äjÙ�Ø�Ûqß�Û�â9Þ�ê.áNÙjá�ÜNÛqß.×/ØåÞ�Ø�Ûqß.ÙfãyÞ�ê�Ý�ÞÜQÝ�ß#ì�á�áQÝqÙ�ØåÚåèBÜJê.áNÜ*�PáN×#Øåß'Þ�ê.á:ÜQÝqÙjá
F (x, t, v) = g(x, t)f(v)

Ý�ß.×
(E0)

ù
(E1)

ù
(E2)

ã�Ø�Ù�ï"äjáNÙjá�ß[ÞjáN×�ð
ç"ç"äjÞ�ê.á�ä�î%Ûqäjá]ã.ç"ß"Ø��[ç.á�ß.áNÙjÙ4â�ÛqÚåÚ�Ûfé�Ù4â äjÛqî Þ�ê.á�â�ÛqÚåÚ�Ûfé4Øåß"æ ÜNÛqî�ï�Ý�ä�Ø�ÙjÛqßAï"ä�Øåß.Ü�Øåï"Ú�á]ð

ôQý



�#� 6H�`<�6e8 �ÛAO?�Ñ�� Ä �¶8;·�:=<��O���¶� Ý1<M�O���H�O·�¢O6]£
¤�PaR

F
À*PÕKMLON�P�\�Àa§0
�POn�\`LORBLoZM\�Â9wOG�Âk¾�LOROS

f
QaE/RBL^Q^V�§ML^\eK7�Y�1��£2¬ÈEM\ m

g
QaE/RBL^Q^n+PJQ*¬

(E3) g ∈W 1,∞(Q̄T ).

¤�PaR
u(x, t)

¬
v(x, t) ∈ L∞(QT )

À[P«RB¾-Z�Pa\`RBb0ZJº�§;QJd]À�W�ô`QJd�º]P�b�WqQ2ZMU­d�RBLBZM\]Q�ZYV;C_Â9w�Â2I'¾�LOROSàL^\`LORBLoEMU m E/RqE
u0 ¬ v0 ∈ L∞(R)

w � d�º3º=Z�Q2P©ROS9E3RO¬

u0(x) ≤ v0(x)
EHw^P�whLO\

R,

ROS�P�\
u(x, t) ≤ v(x, t)

EHwOP�whLO\
Q̄T .

Ý1<)�Û���[A � áNá � áNÜ�Þ�Ø�Ûqß�{/ã.Ö`ï"ï�á�ß.×/ØdúHð
2

�YÞ9Ø�Ù9é�Ûqä�Þ�ê�ß.ÛqÞ�Ø�Ü�Øåß"æëÞ�ê�Ý�Þ@Øåß�üþý]ý)�WãHÞ�ê.á�ï"äjÛ[Û�âUÛ�â�Þ�ê.á;á|úCØ�ÙjÞjá�ß.ÜNá;Û�â�á�ß[Þ�äjÛqï[èàÙjÛqÚåç"Þ�Ø�Ûqß.Ù@Û�â�û�ý/ðþý3�`Ø�Ùî�Ýq×"á�Þ�ê"äjÛqç"æ]ê�Ý%ï�Ý�äJÝ�ì�ÛqÚåØ�Ü
äjá�æ]ç"Ú¨Ý�ä�Ø��fÝ�Þ�Ø�Ûqß�Û�âpû�ý/ðþý3�pÝ�ß.×Aï�ÝqÙjÙ�Øåß"æ ÞjÛ%Þ�ê.á�ÚåØåî�ØåÞQãué4ØåÞ�êóäjáNÙ�ï�áNÜ�Þ`ÞjÛ%Þ�ê.á
L1 ÜNÛqß[írá�ä�æPá�ß.ÜNá�ÛqßAÜNÛqî�ï�ÝqÜ�ÞjÙQã.ØdßóÝ�Ü�ÛqßCíPá�ß"Ø�á�ß[Þ`Ù�ï�ÝqÜNá]ðÖ4Þ`Þ�ê"Ø�Ù�Ù�ÞJÝ�æPá]ãHé�á;Ý�äjá
äjáQÝq×/èAÞjÛ ï"äjáNÙjá�ß[ÞFÝ�äjá�Ú¨Ý�Þ�Ø�Ûqß�Þ�ê�Ý�Þ@ÙjÛqî%á�Þ�Øåî%áNÙ�ê.ÛqÚ�×óì�á�ÞYé�áNá�ß,ÙjÜQÝ�Ú¨Ý�ä�ÜNÛqß/ùÙjá�ä�íqÝ�Þ�Ø�Ûqß>Ú¨ÝQé�Ù`Ý�ß.×¸&�Ý�î�ØdÚåÞjÛqß"ù � ÝqÜNÛqì"Øsá2�rç�Ý�ÞjØåÛqß�Ù�Øåß>Ûqß.á|ùW×/Øåî%á�ß.Ù�Ø�Ûqß�ÝqÚ�Ùjï�ÝqÜNá]ð
|vÈ^á "�Õ�Ó/~PÒ�æ�Ë�2Jù�ÍYÌqÎ/Ò�ÌqÍ�ÓNË ~3��ÐWÏ�Ó]ÍWÒ�Õ
ç.Ûqä�î�Ý�ÚåÚåèrã�ì[è�×/Ø�$�á�äjá�ß[Þ�Ø¨Ý�Þ�Øåß"æ'û�ý/ðåô��9é4ØåÞ�ê�äjáNÙ�ï�áNÜ�ÞFÞJÛ

x
Ý�ß.×�×"á��.ß"Øåß"æ

v = ux
ã�é�á%ÙjáNá�Þ�ê�Ý�Þ û�ý/ðåô���Ø�Ùá2�rç"Øåí]Ý�Ú�á�ß[ÞUÞjÛ�Þ�ê.á�ÙjÜQÝ�Ú¨Ý�ä4ÜNÛqß.Ùjá�ä�í]Ý�Þ�Ø�ÛqßëÚ¨ÝQé!û�ý/ðþý3�yé4ØåÞ�ê

v0 = u0
x

Ý�ß.×�Þ�ê.á�ÙJÝ�î%á
F
ð�ñUê"Ø�ÙUá2�[ç"Øåí]Ý�Ú�á�ß.ÜNáÛ�â
Þ�ê.á�ÞYé�Û#ï"äjÛqì"Ú�á�î%Ù>ê�ÝqÙ�ì�áNá�ß á|ú/ï"Ú�ÛqØåÞjáN×5Øåß Ûqäj×"á�äëÞjÛ'Þ�äJÝ�ß.Ù�Ú¨Ý�Þjá�ÙJÛqî%áàß[ç"î%á�ä�Ø�ÜQÝ�ÚFî%á�Þ�ê.Û[×"Ù�â�Ûqäê[è[ï�á�ä�ì�ÛqÚåØ�ÜàÜNÛqß.ÙJá�ä�íqÝ�Þ�Ø�Ûqß0Ú¨ÝQé�Ù ÞjÛ�î%á�Þ�ê.Û[×"Ù â�Ûqä7&�Ý�î�ØåÚåÞjÛqß/ù � ÝqÜNÛqì.Ø@á2�rç�Ý�Þ�Ø�Ûqß.ÙQðø,óÛqäjáNÛfírá�äQã�Ùjá�írá�äJÝ�Úï"äjÛ[Û�â�ÙvéUá�äjá�æ]Øåírá�ß;Øåß�Þ�ê.áUÛqß.á4×/Øåî%á�ß.Ù�Ø�Ûqß�Ý�Ú�ÜQÝqÙjá]ðvñUê.á�ç.Ùjç�Ý�Ú/ï"äjÛ[Û�âHÛ�âuÞ�ê"Ø�Ù�äjá�Ú¨Ý�Þ�Ø�Ûqß%×"á�ï�á�ß.×"ÙyÙ�Þ�äjÛqß"æ]ÚåèÛqß�Þ�ê.ái�[ß.Ûfé4ß0äjáNÙ�ç"ÚåÞjÙ�Ý�ì�Ûqç"Þ:á|ú/Ø�Ù�Þjá�ß.ÜNáàÝ�ß.×�ç"ß"Ø��rç.á�ß.áNÙjÙ�Û�â@Þ�ê�áóÙjÛqÚåç"Þ�Ø�Ûqß.Ù:Û�âFÞ�ê.áAÞYé�Û�ï"äjÛqì"Ú�á�î%ÙÞjÛqæPá�Þ�ê.á�ä9é4ØåÞ�êàÞ�ê.á�ÜNÛqß[írá�ä�æPá�ß.ÜNá;Û�â�Þ�ê.á
í[Ø�ÙJÜNÛ]Ù�ØåÞYèëî%á�Þ�ê.Û[×�û�ÙjáNá üþÿ/ãHý/4/ã�ý3%)�O�|ð`Ö`ß.ÛqÞ�ê.á�ä9ï"äjÛ[Û�â�Û�â�Þjê"Ø�Ùäjá�Ú¨Ý�Þ�Ø�Ûqß�ÜNÛqç"Ú�×àì�á�â�Ûqç"ß.×àØdß�üþ÷)�víCØ¨Ý�Þ�ê.á�×"á��.ß"Ø�Ûqß,Û�âyíCØ�ÙjÜNÛ]Ù�ØåÞYè�*�á�ß[Þ�äjÛqï[èAØåß.á2�rç�Ý�ÚåØåÞ�Ø�áNÙQã�é4ê"ØåÚ�á�Ý ×/ØåäjáNÜ�Þï"äjÛ[Û�âyÜNÛqç"Ú�×�Ý�Ú�ÙjÛ�ì�áFâ�Ûqç"ß.×AØåß#üþý/ôa��ç.Ù�Øåß"æ Þ�ê.áFâ�äjÛqß[Þ`Þ�äJÝqÜ*�CØåß"æ î%á�Þ�ê.Û[×�ð`ñUê.á
ÜQÝqÙjá
Û�â�Ý�&�Ý�î�ØåÚåÞjÛqß"Ø¨Ý�ßÛ�â�Þ�ê.á
â�Ûqä�î û�ý/ðx43�`Ø�ÙFÝ�Ú�ÙjÛ:Þ�äjáQÝ�ÞjáN×,á�íPá�ß�é4ê.á�ß

g(x, t)
Ø�ÙFÝ�ÚåÚ�Ûfé�áN×�ÞjÛ:ì�á�×/Ø�ÙjÜNÛqß[Þ�Øåß[ç.Ûqç.ÙFØåß�Þ�ê.á

(x, t)ï"Ú¨Ý�ß.á�Ý�Ú�Ûqß"æ Ý��.ß"ØåÞjá@ß[ç"î
ì�á�ä`Û�â4û ï�Û]ÙjÙjØåì"Úåè Øåß[Þjá�äjÙJáNÜ�ÞjáN×`�4Ü�ç"ä�íPáNÙQã.ÙjáNá�üþý]õ��Wð
�YßBÛqç"ä�é�Ûqä0�HãsÞ�ê.á�Ý�ì�Ûfírá Ù�ÞJÝ�ÞjáN×Bäjá�Ú¨Ý�Þ�Ø�Ûqß'é4ØåÚåÚ�ì�á:Ù�ç.ÜNÜNáNÙjÙ�â�ç"ÚåÚåè�ç.ÙjáN×�ÞJÛAæPá�Þ�ÙJÛqî%á�æ]äJÝq×/Ø�á�ß[Þ�áNÙ�ùÞ�Øåî�Ý�ÞjáNÙ Û�â

κ
ð)Ö`ÚåÞ�ê.Ûqç"æ]ê�Ùjá�íPá�äJÝ�Ú9Ý�ï"ï"äjÛPÝqÜJê.áNÙ�é�á�äjá>æ]Øåírá�ß�ÞjÛ,áNÙ�ÞJÝ�ì"ÚåØ�Ùjê�Þ�ê"Ø�Ù�ÜNÛqß"ß.áNÜ�Þ�Ø�Ûqß�ã4é�áëé4ØåÚåÚï"äjáNÙjá�ß[Þ�â�Ûqä;Þ�ê.á:äjáQÝq×"á�ä� Ù%ÜNÛqß[írá�ß"Ø�á�ß.ÜNáqãUÝóï"äjÛ[Û�â�Ù�Øåî�ØåÚ¨Ý�ä;ÞjÛàÞ�ê�Ý�Þ�æ]ØåíPá�ß�Øåß üþÿ/ãyñUê.áNÛqäjá�î ý/ðþý)�Wð¹ç�Ûqäá�íPá�ä�è®&�Ý�î�ØåÚdÞjØåÛqß.Ø�Ý�ß3*��.ç/úëâ ç"ß.Ü�Þ�Ø�Ûqß

F = gf
Ý�ß.×>á�írá�ä�è

u0 ∈ Lip(R)
ã/Ú�á�Þ

EV = {(V0), (V1), (V2), (E0), (E1), (E2), (E3)},
Øåß>ÛqÞ�ê.á�ä�éUÛqäj×"ÙQã

EV =

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

ñUê.áFÙjá�ÞpÛ�â�Ý�ÚåÚ�ÜNÛqß.×/ØåÞ�Ø�Ûqß.Ù`Ûqß
f
Ý�ß.×

g
á�ß.Ù�ç"ä�Øåß"æ%Þ�ê.á

á|ú/Ø�Ù�Þjá�ß.ÜNá�Ý�ß.×ëç"ß"Ø��rç.á�ß.áNÙJÙ�Û�â�Ýl��Øåï.ÙjÜJê"ØåÞ0�
Ü�ÛqßCÞ�Øåß[ç.Ûqç.Ù�íCØ�ÙjÜNÛ]Ù�ØåÞYè
ÙjÛqÚåç"Þ�Ø�Ûqß

u ∈ Lip(Q̄T )
Û�â�û�ý/ðåô��|ã�Ý�ß.×>Û�â�Ý�ß>á�ß[Þ�äJÛqï[è

ÙjÛqÚåç"Þ�Ø�Ûqß
v ∈ L∞(QT )

Û�â4û�ý/ðþý3�|ã.é4ØåÞ�ê
v0 = u0

x ∈ L∞(R)
ð

ô�4



�#� 6H�`<�6e8 �ÛAO?`Ö�� � ¢B�B��>�Æ�6H�*Þ�6H69�Ð���O���3�����^�*  :]���@69�¶��<)��·� ¡���¶¢O�����O�����M£
¤�PaR

F = gf
¾�LOROS

g ∈ C2(Q̄T )
¬
u0 ∈ Lip(R)

EM\ m EV Q2E/RBLcQOnÈP m wl¥�S�P�\=¬

v = ux
EHwOP�whLO\

QT .

4 >�63��� � �`�7� � 6×·�<������[A ��á�Þ
ε > 0

Ý�ß.×
δ > 0

ð � á>Ù�ÞJÝ�ä�Þ%Þ�ê.áëï.äjÛfíPáëì[è#î�Ý��CØåß"æ#Ýàï�Ý�äLÝ�ì�ÛqÚdØ�Üäjá�æ]ç"Ú¨Ý�ä�Ø��fÝ�Þ�Ø�Ûqß�Û�â�á2�[ç�Ý�Þ�Ø�Ûqß)û�ý/ðåô���Ý�ß.×�Ý:Ù�î%Û[ÛqÞ�ê�äjá�æ]ç"Ú¨Ý�ä�Ø��fÝ�Þ�Ø�ÛqßBÛ�â
u0
Ý�ß.×�é�á;ÙjÛqÚåírá�Þ�ê.á
â�ÛqÚåÚåÛ}é4Øåß"æï�Ý�äJÝ�ì�ÛqÚåØ�Ü�á2�rç�Ý�Þ�Ø�Ûqß��

{

uε,δt + F (x, t, uε,δx ) = εuε,δxx
Øåß

R × (0, T ),

uε,δ(x, 0) = u0,δ(x)
Øåß

R.

û�ý/ðþý]ö3�
ç.Ûqä�Þ�ê.á`ÙJÝ��PápÛ�â�Ù�Øåî�ï"ÚåØ�Ü�ØåÞYèPã[é�ápé4ØåÚåÚ�×"á�ß.ÛqÞjá

uε,δ
ì[è

w
Ý�ß.×

u0,δ ì[è w0 ð � ÛqÞjápÞ�ê�Ý�Þ�Þ�ê.áT�.äjÙ�Þ�á2�[ç�Ý�Þ�Ø�ÛqßÛ�â4û�ý/ðþý]ö3�4ÜQÝ�ßëì�á@íCØ�á�é�áN×AÝqÙ4Þ�ê.á@ê.áQÝ�Þpá2�rç�Ý�Þ�Ø�ÛqßAé4ØåÞ�êóÝ;ÙjÛqç"äjÜNá@Þjá�ä�î
F
ð�ñUê[ç.ÙQã"é�á@ê�ÝQíPá/�

{

wt − εwxx = F [w](x, t)
Øåß

QT ,

w(x, 0) = w0 Øåß
R,

û�ý/ðþý/ô��
é4ØåÞ�ê

F [w](x, t) = F (x, t, wx(x, t))
ð�ç.äjÛqî Þ�ê.á�Ü�Ú¨ÝqÙjÙjØ�ÜQÝ�Ú�Þ�ê.áNÛqä�èàÛ�â�ê.áQÝ�ÞFá2�[ç�Ý�Þ�Ø�Ûqß.ÙQã�Ù�Øåß.ÜNá

F [w] ∈
Lploc(QT )

Ý�ß.×
w0 ∈W 1,p

loc (R)
ã/Þ�ê.á�äjáFá|ú/Ø�Ù�ÞjÙpÝ�ç"ß"Ø��[ç.áFÙjÛqÚåç"Þ�Ø�Ûqß

w
Û�â�û�ý/ðþý/ô��UÙjç.ÜJêëÞ�ê�Ý�Þ

w ∈W 2,1
p (Ω) ∀Ω ⊂⊂ QT

Ý�ß.×
1 < p <∞.

&`á�äjá>Þ�ê.áAÙ�ï�ÝqÜNá
W 2,1
p (Ω)

ã
p ≥ 1

Ø�Ù%Þ�ê.ái	4Ý�ß�ÝqÜJê0Ù�ï�ÝqÜNáAÜNÛqß.Ù�Ø�Ù�Þ�Øåß"æBÛ�â�Ý�ÚåÚ�â ç"ß.Ü�Þ�Ø�Ûqß.Ù
w ∈ Lp(Ω)ê�ÝQí[Øåß"æ,æPá�ß.á�äJÝ�ÚåØ��Qá�×)×.á|äjØdí]Ý�Þ�ØåíráNÙ%Û�â9Þ�ê.á:â�Ûqä�î

wt
Ý�ß.×

wxx
Øåß
Lp(Ω)

ðàç�Ûqä�î%Ûqäjáë×.á|ÞLÝ�ØdÚ�Ùfã�ÙjáNá�üþý�.�ãñUê.áNÛqäjá�î õ/ðåô��Wð � á Ý�ÚåÙJÛëß.ÛqÞ�Ø�ÜNá�Þ�ê�Ý�Þ�Þ�ê.á�Ù�ïuÝqÜ�á
W 2,1
p (Ω)

Ø�Ù�ÜNÛqß[Þ�Øåß[ç.Ûqç.Ù�Úåè�ØåßM(�áNÜ�ÞjáN×,Øåß�Þ�ê.á"&�5qÚ�×"á�äÙ�ï�ÝqÜNá
Cα,α/2(Ω)

â�Ûqä
α = 2 − 3

p

Ý�ß.×
p > 3

2

ã�ÙjáNá�üþý�./�Wð � á:ç.Ùjá:ß.Ûfé(Ýóì�Û[ÛqÞjÙ�Þ�äJÝ�ï�Ý�ä�æ]ç"î%á�ß[Þ�ÞjÛØåß.Ü�äjáQÝqÙjápÞ�ê.ápäjá�æ]ç"Ú¨Ý�ä�ØåÞYè Û�â
w
ãrÞJÝ��CØåß"æ
Øåß áQÝqÜJê�Ù�ÞJÝ�æPá]ã[Þ�ê.ápß.á�é�äjá�æ]ç"Ú¨Ý�ä�ØåÞYè�Û�â

F [w]
Ý�ß.×�Þ�ê.ápäjá�æ]ç"Ú¨Ý�ä�ØåÞYèÛ�â

w0 ð;çsØåß�Ý�ÚåÚåèrã�é�á:æPá�Þ;Þ�ê�Ý�Þ w ∈ C3,1(R × [0, T ))
û Þ�ê"äjáNá�Þ�Øåî%áNÙ�ÜNÛqß[Þ�Øåß[ç.Ûqç.Ù�Úåè'×/Ø�$Há�äjá�ß[Þ�Ø¨Ý�ì"Ú�áëØåßÙ�ï�ÝqÜNáFÝ�ß.×ëÛqß.á�Þ�Øåî%áFÜNÛqß[Þ�Øåß[ç.Ûqç.Ù�Úåè�×/Ø�$�á�äjá�ß[Þ�Ø¨Ý�ì"Ú�áFØåßëÞ�Øåî%á��|ð�ç.äjÛqî Þ�ê.á�î�Ý}ú/Øåî
ç"î ï"ä�Øåß.Ü�Øåï"Ú�á�Ý�ß.×�Þ�ê.á

Lp
ùWáNÙjÞ�Øåî�Ý�ÞjáNÙ�Û�â�Þ�ê.á�ê.áQÝ�Þ�á2�rçuÝ�Þ�Ø�Ûqß�ã[ÙjáNá�üþý�..ãe4)�WãPØåÞ�â�ÛqÚåÚ�Ûfé�Ù�Þ�ê.á�ç"ß"Ødâ�Ûqä�î�ì�Ûqç"ß.× Û�â

uε,δ
Øåß
W 1,p
loc (QT )

ãâ�Ûqä
p > 2

ð�ñUê.á�äjá|â�Ûqäjá]ã.é�á�æPá�Þ`ÝqÙ
δ → 0

Ý�ß.×
ε→ 0

Þ�ê�Ý�Þ��
uε,δ → u

Øåß
C(R × [0, T )),é4ØåÞ�ê

u(x, 0) = u0 ð � áFß.Ûfé�î�Ý��ráFç.ÙjáFÛ�â�Þ�ê.á
Ù�ÞJÝ�ì"ØåÚåØåÞYè�Þ�ê.áNÛqäjá�î>ãsüþý/ã�ñUê�6NÛqä87�î%á;ý/ðx4)�Wã�ÞYé4Ø�ÜNá�ÛqßAÞ�ê.áá2�rç�Ý�Þ�Ø�Ûqß,û�ý/ðþý]ö3��ÞjÛ
æPá�ÞUÞ�ê�Ý�ÞUÞ�ê.á9ÚdØåî�ØåÞ
u
Ø�Ù�Þ�ê.á9ç"ß"Ø��rç.á9íCØ�ÙjÜNÛ]Ù�ØåÞYè�ÙjÛqÚåç"Þ�Ø�ÛqßëÛ�âUû�ý/ðåô��|ð�&9á�ß.ÜNá]ãCé�á9ê�ÝQíráâ�ÛqäpÝ�ß[è

φ ∈ C∞
0 (QT )

lim
ε→0, δ→0

∫ T

0

∫

R

uε,δx φdx dt = − lim
ε→0, δ→0

∫ T

0

∫

R

uε,δφx dx dt

= −
∫ T

0

∫

R

uφx dx dt =

∫ T

0

∫

R

uxφdx dt.

ñUê.á@Ý�ï"ï�áQÝ�äJÝ�ß.ÜNáFÛ�â
ux
â�ÛqÚåÚ�Ûfé�Ù4Ù�Øåß.ÜNá

u ∈ Lip(Q̄T )
ð¿,àÛqäjáNÛfírá�äQã.ÝqÙ4Ý
äjá�æ]ç"Ú¨Ý�ä�ÙJÛqÚåç"Þ�Ø�Ûqß�ã/Þ�ê.á`â�ç"ß.Ü�Þ�Ø�Ûqß

vε,δ = uε,δx
ÙjÛqÚåíPáNÙ4Þ�ê.áF×"á�ä�ØåíráN×ëï"äjÛqì"Ú�á�î

{

vε,δt + (F (x, t, vε,δ))x = εvε,δxx
Øåß

R × (0, T ),

vε,δ(x, 0) = u0,δ
x (x)

Øåß
R,

û�ý/ðþý]ý3�
ôa.



Ý�ß.×�ãCÝqÜNÜNÛqäj×/Øåß"æ
ÞjÛ�üþý]ý"ãrñUê.áNÛqäjá�îD.M�WãrÞ�ê.ápÙjá2�[ç.á�ß.ÜNá
vε,δ

ÜNÛqß[írá�ä�æPá�Øåß
L1
loc(Q̄T )

ãCÝqÙ
ε→ 0

Ý�ß.×
δ → 0

ãÞjÛ;Þ�ê.áFá�ß[Þ�äjÛqï[èëÙjÛqÚåç"Þ�Ø�Ûqß
v
Û�â�û�ý/ðþý3�|ð�ñUê.á�ß�ã/â�ÛqäpÝ�ß[è

φ ∈ C∞
0 (QT )

ã

lim
ε→0 δ→0

∫ T

0

∫

R

vε,δφdx dt =

∫ T

0

∫

R

vφ dx dt.

��Ûqß.Ùjá2�rç.á�ßCÞ�ÚåèPã
∫ T

0

∫

R

uxφdx dt =

∫ T

0

∫

R

vφ dx dt,

Ý�ß.×
ux = v

Ý/ð á]ð�Øåß
QT

ð
2

57698;:=<�>¡�ÛAB?�� ¥�S�PzX[Z/\]N�P�bJQ2P1ZYVsROS�P-º�b[P�N�LoZMdeQÕROS�P[ZMb[P�ª S9ZMU m Qhd9\ m P�bzXJP�baRqEMLO\iE�Q*Q�deªsº¶RBLoZM\=Q©CoQ2P*P+r_Â�G)¬
»ouvI/w

57698;:=<�>¡�ÛAB?�� ÇJ\¹ROS=P�ªldeU�RBL m L^ª"P�\]QJLBZ/\�EMU�X*E�Q2P7ROSHL^Q�ZM\¶PaWvRqZMWYZM\¶PkX*ZMbJb*PJQqº=ZM\ m Pa\�XJP7\�Z¸U�ZM\eKHP�bkP[±MLcQaROQ*¬
L^\=QaR_P[E m ROS�PlKMb0E m LqP�\`R

v = ∇u QaE/RBL^Q^nÈP�Q°V2ZMbJª�EMUOU´§«E�\�ZM\]W_Q�RBb�LBX2RhSH§Jº=Pab2À[ZMU­LBX7Q�§�Q�R_P�ª ZYV7X*ZM\=Q�P�bJN�E/RBLBZ/\
U�EM¾¿Q�CqQ2P*Psr_Â�»a¬�ÂHÊ0uvI/w
ñUê"äjÛqç"æ]ê.Ûqç"Þ � áNÜ�Þ�Ø�Ûqß.Ùl4óÝ�ß.×�..ã

ρ
é4ØåÚåÚ�Ý�ÚåéUÝQè/Ù�ì�á�Þ�ê.á ÙjÛqÚåç"Þ�Ø�Ûqß#Û�â4Þ�ê�á%ê.áQÝ�Þ�á2�[ç�Ý�Þ�Ø�Ûqß5û�ô]ðþ÷3�|ð>ñUê.áï"äjÛqï�á�ä�Þ�Ø�áNÙyÛ�â�Þ�ê�á4ÙjÛqÚåç"Þ�Ø�Ûqß�Û�â�Þ�ê.á4ê.áQÝ�Þyá2�rç�Ý�Þ�Ø�Ûqß%é4ØåÞ�ê�Ù�ç.ÜJê�Ý�äjá�æ]ç"Ú¨Ý�ä�Øåß"ØåÞ�Ø¨Ý�Ú�×.Ý�ÞJÝ�é4ØåÚåÚ"ì�áUâ äjá2�[ç.á�ß[Þ�Úåèç.ÙjáN×�ã/éUá�äjá|â�á�ä4Þ�ê.á@äjáQÝq×"á�äpÞjÛëüx4"ã�ô�4)��â�Ûqä�×"á�ÞJÝ�ØåÚ�Ùfð

9 :<;�î ê�=0=
ÁHÂ�>FÆ*ðÁêUÀ�î?=
ÁHÂ�@lï[î�ð

�WßàÞjê"Ø�Ù�ÙJá�Ü�Þ�Ø�Ûqß�ã�é�á�Ý�ï"ï"äjÛQú/Øåî�Ý�Þjá>û�ô]ð .e�9Ý�ß.×�é�á
ï�Û]ÙJá;Ý î%Ûqäjá;äjáNÙ�Þ�ä�Ø�Ü�Þ�ØåíPá�ÜNÛqß.×/ØåÞ�Ø�Ûqß)û�ÙjáNá;ÜNÛqß.×/ØåÞ�Ø�Ûqßû�ô]ðþÿ3�0�FÛqß�Þ�ê.á�æ]äJÝq×/Ø�á�ß[Þ;Û�â4Þ�ê.á�Øåß"ØåÞ�Ø¨Ý�Ú�×.Ý�ÞJÝ>Þ�ê�Ý�ß#Û�â�Þ�ê.á%ï"ê[è/Ù�Ø�ÜQÝ�Úåè�äjá�Ú�á�íPá�ß[Þ�Ûqß.áàû�ô]ðx{3�|ð � á%ï"äjÛfíPáÝ�äjáNÙjç"ÚåÞ
Û�â�á|úCØ�Ù�ÞJá|ß�Ü�á:Ý�ß.×,ç"ß"Ø��[ç.á�ß.áNÙjÙ
Û�â4Þ�ê"Ø�Ù�Ý�ï"ï"äjÛQú/Øåî�Ý�Þjá�ï"äjÛqì"Ú�á�î>ãvß�Ý�î%á|Úåè�ñUê.áNÛqäjá�î?ô]ðþý/ãvÝ�ß.×Þ�ê.á`äjáQÝq×"á�ä4é4ØåÚdÚHß.ÛqÞ�Ø�ÜNáFÝ�Þ�Þ�ê.á�á�ß.×:Û�â�Þ�ê"Ø�ÙUÙjáNÜ�Þ�Ø�Ûqß�Þ�ê�Ý�ÞUÞ�ê"Ø�Ù�äjáNÙjÞ�ä�Ø�Ü�Þ�ØåíPá�ÜNÛqß.×/ØåÞ�Ø�ÛqßëØ�ÙUÙJÝ�Þ�Ø�ÙY��áN× â�Ûqä4Ý�ÚåÚÞ�Øåî%á]ãsÝ�ß.×,Þ�ê"Ø�Ù�é4ê�Ý�Þ
ÜQÝ�ß.ÜNá�Ú�Ù�Þ�ê.á Ý�ï"ï"äjÛQúCØåî�Ý�Þ�Ø�Ûqß#Øåß,Þ�ê.á�Ù�Þ�ä�ç.Ü�Þ�ç"äjá�Û�â�û�ô]ð .e�FÝ�ß.×,äjá�Þ�ç"ä�ß.Ù�ØåÞFÞjÛ>ØåÞjÙÛqä�Øåæ]Øåß�Ý�Ú�Ûqß.á]ð-ç�Øåß�Ý�Úåè:éUá�ï"äjáNÙjá�ß[Þ�Þ�ê.á@ï"äjÛ[Û�â�Û�âvñUê.áNÛqäjá�î ô]ðx4/ð
ç�Ûqä�á�írá�ä�è

a > 0
ã�é�á�ì"ç"ØåÚ�×'ç"ï)Ý�ß)Ý�ï"ï"äjÛQúCØåî�Ý�Þ�Ø�Ûqß�â ç.ß.Ü�Þ�Ø�Ûqß

fa ∈ C1
b (R)

Û�â`Þ�ê.á:â�ç"ß.Ü�Þ�Ø�Ûqß 1
x×"á��.ß.áN×ëì[è��

fa(x) =







1

x

Ødâ
x ≥ a,

2a− x

a2 + a2(x− a)2
ÛqÞ�ê.á�ä�é4Ø�Ùjá]ð ûo4/ðåô��

Ý1<)��·��`���^���O���ÐµÛAB?A��Z/b©EM\`§
a > 0

¬-U�PaR
fa

À*P m PBn�\¶P m À�§«C_Ê9w^GJI7EM\ m
H ∈ C1(R)

À[P
E"QaX*EMU�EMb�W_N)E/U´d]P m
VJd9\�X2RBLoZM\¶w+Ç^V

Fa(x, t, u) = −H(ρx(x, t))ρxx(x, t)fa(u)
ûo4/ðþý3�

EM\ m
κ0 ∈ Lip(R)

¬-ROS�Pa\pROS�Pzó1EMªlLOU­RqZM\`WB�eEHX[ZeÀ�LÈP[jad=E/RBLBZM\
{

κt + Fa(x, t, κx) = 0
LO\

QT ,

κ(x, 0) = κ0(x)
LO\

R,

ûo4/ðx43�
S9E�Q#E"d9\]Lojad=P©N�L^QaX*Z�QJLBRB§
Q2ZMU­d9RBLoZM\

κ ∈ Lip(Q̄T )
w

ôQ÷



Ý1<)�Û���[A ñUê.áàï"äjÛ[Û�â
Ø�Ù�áQÝqÙ�ØåÚåè�ÜNÛqß.Ü�Úåç.×"áN×0â äJÛqî ñUê.áNÛqäjá�î%ÙAý/ðx{/ã9ý/ðg%BÝ�ß.×Ó!�äjÛqï�Û]ÙjØåÞ�Ø�Ûqß�ý/ðåôQö/ã9Ý}â Þjá�äÜJê.áNÜ*�[Øåß"æ�Þ�ê�Ý�Þ�Þ�ê.á@ÜNÛqß.×/ØåÞ�Ø�Ûqß.Ù
(V0)

ù
(V1)

ù
(V2)

Ý�äjá@ÙLÝ�Þ�Ø�ÙY��áN×�é�ØdÞjê
g(x, t) = −H(ρx(x, t))ρxx(x, t).

ûo4/ð .e�
ñUê.á�ÜNÛqß.×/ØåÞ�Ø�Ûqß

(V0)
Ø�Ù�Þ�ä�ØåíCØ¨Ý�Ú�ãfé�ê"ØåÚåá�â�Ûqä

(V1)
ãfé�á¶(�ç.Ù�Þ�ç.ÙjávÞ�ê.ávâ�ÝqÜ�Þ�Þ�ê�Ý�Þ

H
Ø�Ù�ì�Ûqç"ß.×"áN×�Ûqß�ÜNÛqî�ï�ÝqÜ�ÞjÙÝ�ß.×%Þ�ê.á�â�ÝqÜ�ÞyÞ�ê�Ý�Þ |ρx(x, t)| ≤ ||ρ0

x||L∞(R)

Øåß
Q̄T

ð¿ç.Ûqä�Þ�ê.ápÜNÛqß.×/ØåÞ�Ø�Ûqß
(V2)

ãrÞ�ê.á�äjá�æ]ç"Ú¨Ý�ä�ØåÞYè�Û�â
ρ
Ý�ß.×

H
ï�á�ä�î�ØåÞjÙpÞjÛ�ÜNÛqî�ï"ç"ÞjáFÞ�ê.áFÙ�ï�Ý�Þ�Ø¨Ý�Ú�×"á�ä�Øåí]Ý�Þ�ØåíPáFÛ�â

g
Øåß
Q̄T

ã/Þ�ê[ç.Ù�é�á@ê�ÝQíPá/�
gx = −(H

′

(ρx)ρ
2
xx +H(ρx)ρxxx).ñUê.á9ç"ß"Ødâ�Ûqä�î ì�Ûqç"ß.×ëÛ�â�Þ�ê.á�Ù�ï�Ý�Þ�Ø¨Ý�Ú�×"á�ä�Øåí]Ý�Þ�ØåíPáNÙQã/ç"ï�ÞjÛ�Þ�ê.á9Þ�ê"Øåäj×�Ûqäj×"á�äQã"Û�â�Þ�ê.á�ÙjÛqÚåç"ÞjØåÛqß>Û�â�Þ�ê.á9ê.áQÝ�Þá2�rç�Ý�Þ�Ø�Ûqß�ãuÝ�ß.×ëÞ�ê.á�ì�Ûqç"ß�×"áN×/ß.áNÙjÙpÛ�â

H
′ Ûqß>ÜNÛqî�ï�ÝqÜ�ÞjÙpæ]ØåíráNÙ4Øåî�î%áN×/Ø¨Ý�Þjá�Úåè

(V2)
ð

2

�Yß%Þ�ê.á4â�ÛqÚåÚ�Ûfé4Øåß"æ
ï"äjÛqï�Û]Ù�ØåÞ�Ø�Ûqß�ã[é�ápÙ�ê.Ûfé0Ý�Ú�Ûfé�á�ä�ù�ì�Ûqç"ß.×:áNÙ�Þ�Øåî�Ý�Þjá�â�Ûqä�Þ�ê�á4æ]äJÝq×/Ø�á�ß[Þ�Û�â
κ
Ûqì"ÞJÝ�Øåß.áN×Øåß@!�äjÛqï�Û]Ù�ØåÞ�Ø�Ûqß×4/ðåô]ðÓ�WÞ�Ø�Ù%é�Ûqä�Þ�ê�î%á�ß[Þ�Ø�Ûqß"Øåß"æ#Þ�ê�Ý�Þ:Ý�äjáNÙ�ç"ÚåÞ Û�â@Ú�Ûfé�á�ä�ù�ì�Ûqç"ß.×�æ]äJÝq×/Ø�á�ß[Þ�áNÙ�Þ�Øåî�Ý�ÞjáNÙâ�ÛqäÕ�.äjÙ�Þ�ùWÛqäj×"á�ä1&�Ý�î�ØåÚåÞjÛqß/ù � ÝqÜNÛ]ì"Øyá2�[ç�Ý�Þ�Ø�Ûqß.Ù@ÜNÛqç"Ú�×�ì�á�â�Ûqç"ß.×àØåß�üþý/{/ã�ñUê.áNÛqäjá�î ..ðþý)�Wð©&`Ûfé�á�írá�äQãHÞjê"Ø�ÙäjáNÙ�ç"ÚåÞ�ê.ÛqÚ�×"Ù�â�Ûqä�&9Ý�î�ØåÚåÞjÛqß"Ø¨Ý�ß.Ù

F (x, t, u)
Þ�ê�Ý�ÞsÝ�äjáyÜNÛqß[íPá|ú@Øåß�Þ�ê.á

u
ù�íqÝ�ä�Ø¨Ý�ì"Ú�á]ã�ç.Ù�Øåß"æ`Ûqß"Úåè�Þ�ê.á�íCØ�ÙjÜNÛ]Ù�ØåÞYèÞ�ê.áNÛqä�è�ÞjáNÜJê"ß"Ø��[ç.áNÙQð�ñUê"Ø�Ù�Ø�Ùyß.ÛqÞ�Þ�ê.á`ÜQÝqÙjápê.á�äjá]ã/Ý�ß.×�Øåß:Ûqäj×"á�ä�ÞjÛ
Ûqì"ÞJÝ�Øåß�Ûqç"ä�Ú�Ûfé�á�ä�ù�ì�Ûqç"ß.×�áNÙ�Þ�Øåî�Ý�ÞjáNÙQãé�á�ß.áNáN×ëÞjÛ�ç.Ùjá�Þjê.á�íCØ�ÙjÜNÛ]Ù�ØåÞYè�*�á�ß[Þ�äjÛqï[è:Þ�ê.áNÛqä�è�ÞjáNÜJê"ß"Ø��rç.áNÙfð��Yßëï�Ý�ä�Þ�Ø�Ü�ç"Ú¨Ý�äQã.é�á@ê�ÝQíPá@Þ�ê.á�â�ÛqÚåÚ�Ûfé4Øåß"æ]�

Ý1<)��·��`���^���O���ÐµÛAc�ø¤�PaR
G ∈ C3(R; R)

Q2E/RBLcQOVJ§MLO\eK"ROS�P�V2ZMU^U�ZM¾�LO\eKkX[Z/\ m LORBLoZM\=Q�¨
CDChGJI

G(x) ≥ G(0) > 0
¬

CDC+Â2I
G

′′ ≥ 0.

½«ZMb[P[ZMN�Pab*¬¼U�P2R
H = GG

′ E/\ m
0 < a ≤ G(0).

Ç^V
κ0 Q2E/RBLcQOnÈPJQ2¨

κ0
x(x) ≥ G(ρ0

x(x)),
EHwOP�whLO\

R,
ROS�P�\pROS�P1QaZ/U´d�RBLBZ/\

κ
ZHÀaRqE/L^\¶P m VJb0Z/ª?�Èb0ZJº=Z�QJLBRBLBZ/\«ÊewOG
QaE/RBL^Q^nÈP�Q2¨

κx(x, t) ≥ G(ρx(x, t))
EHw^P�w�LO\

Q̄T .
ûo4/ðþ÷3�

�Wß>Ûqäj×"á�ä�ÞJÛ;ï"äjÛfírá
!�äjÛqï�Û]Ù�ØåÞ�Ø�Ûqß«4/ðþý/ã"é�áz�.äjÙ�Þ�Ù�ê.Û}é Þ�ê�Ý�Þ
G(ρx)

Ø�ÙpÝ�ßAá�ß[Þ�äjÛqï[è�Ùjç"ì/ùWÙjÛqÚåç"Þ�Ø�ÛqßAÛ�â
{

ωt + (F (x, t, ω))x = 0
Øåß

QT ,

ω(x, 0) = ω0(x)
Øåß

R,

ûo4/ðx{3�
é4ØåÞ�ê

w0 = G(ρ0
x)
Ý�ß.×

F
Ø�Ù4Þ�ê.á@ÙLÝ�î%áFÝqÙ4Øåß�ûo4/ðþý3�|ð-	�á|â�Ûqäjá�æPÛqØåß"æ�â�ç"ä�Þ�ê.á�äQã"é�á@é4ØåÚåÚ�ï�Ý�ç.ÙJá�ÞjÛ;ï"äJÛfíPáFÝÚ�á�î�î�Ý;é4ê"Ø�ÜJêAî�Ý��PáNÙ4ØåÞpáQÝqÙ�Ø�á�ä�ÞjÛ�äjáQÝqÜJêAÛqç"ä�æPÛPÝ�Ú�ð

E�6e8¹8;:;µ�A�µD� Ä ¢O:=�����O�3:]¢+����Æ	�*����¢B�����O�����l:=<)6�6e���2<��`·Û ¡����Æ#�*���¶¢O�����O�����M£
¤�PaR

v ∈W 1,∞(QT )
À*PÕElXaU�EMQ*QJLoX*EMU=Q�d=ÀaWqQaZ/U´d�RBLBZ/\¸ZYV#CqÂ9w�Â2I
¾�LBROS

v0(x) = v(x, 0)
¬�ROS=P�\

v
L^QhEM\¸Pa\`RBb0ZJº�§

QJd]À�WqQ2ZMU´d�RBLoZM\¶w

ô�{



Ý1<)�Û���[A ��á�Þ
ηi
ã
Φ
ã
h
Ý�ß.×

φ
ì�á`æ]Øåírá�ß:ì[è�ø�áJ��ß"ØåÞ�Ø�Ûqß>ý/ðåôQý/ð�,óç"ÚåÞ�Øåï"Úåè[Øåß"æ;Øåß.á2�rç�Ý�ÚåØåÞYèàû�ý/ðåôQõ3�yì[è

η
′

i(v)φ×"Û[áNÙ4ß.ÛqÞpÜJê�Ý�ß"æPáFØåÞjÙ�Ù�Øåæ]ß�ð�&`á�ß.ÜNá]ã�Ý}â�Þjá�ä�×.á|írá�Ú�Ûqï"Øåß"æ.ã.é�á@ê�ÝQíPá/�
η
′

i(v)vtφ+ η
′

i(v)gxf(v)φ+ η
′

i(v)gf
′

(v)vxφ ≤ 0,
Ý/ð á]ð�Øåß

QT ,
ûo4/ðg%/�

Ý�ß.×
Ù�Øåß.ÜNá
v
Ø�Ù���Øåï.ÙjÜJê"ØåÞ0�UÜNÛqß[ÞjØdßCç.Ûqç.ÙQãqé�áyç.ÙJá�Þ�ê.á�ÜJê�Ý�Øåß/ù�ä�ç"Ú�á�â�Ûqä�î
ç"Ú¨ÝpÞjÛqæPá�Þ�ê.á�äsé�ØdÞjê�û�ý/ðåô�%/��ÞjÛpäjá�é4ä�ØåÞjáûo4/ðg%/�4ÝqÙ��

(ηi(v))t φ+ gxf(v)η
′

i(v)φ+ g(Φ(v))x φ ≤ 0,
Ý/ð á]ð�Øåß

QT .
ûo4/ðþÿ3�

F ï�Ûqß�Øåß[Þjá�æ]äJÝ�Þ�Øåß"æAûo4/ðþÿ3��Ûfírá�ä
QT

Ý�ß.× ÞjäJÝ�ß.Ù�â�á�ä�ä�Øåß"æ%×"á�ä�ØåíqÝ�Þ�ØåíráNÙUé4ØåÞ�ê�äjáNÙ�ï�áNÜ�ÞUÞjÛ
t
Ý�ß.×

x
ÞjÛ�Þ�ê.á`ÞjáNÙjÞâ ç"ß.Ü�Þ�Ø�Ûqß�ã.é�á@Ûqì"ÞJÝ�Øåß��

∫

QT

[

ηi(v(x, t))φt(x, t) + Φ(v(x, t))g(x, t)φx(x, t)+

h(v(x, t))gx(x, t)φ(x, t)
]

dxdt+

∫

R

ηi(v
0(x))φ(x, 0)dx ≥ 0,

ûo4/ðþõ3�
é4ê"Ø�ÜJêAá�ß.×"Ù�Þ�ê.á�ï"äJÛrÛ�â�ð

2

ç.ÛqÚåÚ�Ûfé4Øåß"æ:ÙJÝ�î%á�Ý�ä�æ]ç"î%á�ß[ÞjÙfã�Ü�Ú¨ÝqÙjÙ�Ø�ÜQÝ�Ú�Ù�ç"ï�á�ä�ùWÙjÛqÚåç"Þ�Ø�Ûqß.Ù�Ý�äjáFÙ�ê.Ûfé4ßAÞjÛ%á�ß[Þ�äjÛqï[èëÙ�ç"ï�á�ä�ùWÙJÛqÚåç"Þ�Ø�Ûqß.ÙQð � áäjá�Þ�ç"ä�ßàß.Ûfé�ÞjÛ Þ�ê.áFâ�ç"ß.Ü�Þ�Ø�Ûqß
G(ρx)

Ý�ß.×óé�á;Ý�äjá�äjáQÝq×/èAÞjÛ Ù�ê.Ûfé�Þ�ê�Ý�Þ9ØåÞ`Ø�Ù`Øåß.×.á�áN×�Ý�ß�á�ß[Þ�äjÛqï[èAÙjç"ì/ùÙjÛqÚåç"Þ�Ø�ÛqßAÛ�â�ûo4/ðx{3�|ð��Yßëï�Ý�ä�Þ�Ø�Ü�ç"Ú¨Ý�äQã.é�á@ê�ÝQíPá@Þ�ê.á�â�ÛqÚåÚ�Ûfé4Øåß"æ]�
E�6e8¹8;:;µ�A�ÅÁ¥�S�P�V�d9\�X2RBLoZM\

G(ρx)
m POn�\�P m ZM\

QT
L^Q
E7XaU�E�QJQJLoX[EMUÛQJd]À�WqQ2ZMU´d�RBLoZM\'ZYV
CvÊew^ÔJIl¾�LBROS7LO\]LBRBLBE/U

m E/RqE
G(ρ0

x)
¬�S�P�\�XJPlEM\'Pa\`RBb0ZJº�§�QJd]À�W_QaZMU­d9RBLoZM\¶w

Ý1<)�Û���
���GE�698�8�:×µ�A�Å�A çsØåäjÙ�ÞQã�ØåÞ;Ø�Ù;áQÝqÙjØåÚdè#ÙjáNá�ß#Þ�ê�Ý�Þ
G(ρx) ∈ W 1,∞(QT )

ð,ø�áJ��ß.á:Þ�ê.á�ÙjÜQÝ�Ú¨Ý�äíqÝ�Úåç.áN×¸�[ç�Ý�ß[Þ�ØåÞYè
B
Ûqß

QT
ì[è¶�

B(x, t) = ∂t(G(ρx(x, t))) + ∂x(F (x, t,G(ρx(x, t)))).

� Øåß.ÜNá
0 < a ≤ G(0)

ã"é�á@ç.Ùjá%û � ô���ÞjÛ;æPá�Þ
fa(G(ρx)) = 1/G(ρx)

Ý�ß.×ëé�áFÛqì.Ùjá�ä�írá�Þ�ê�Ý�ÞQã
B = G

′

(ρx)ρxt − ∂x

(
H(ρx)ρxx
G(ρx)

)

= G
′

(ρx)ρxxx −
(

G(ρx)[H
′

(ρx)ρ
2
xx +H(ρx)ρxxx] − (G

′

(ρx)ρ
2
xxH(ρx))

G2(ρx)

)

=
G(ρx)ρxxx(G(ρx)G

′

(ρx) −H(ρx)) − ρ2
xx(H

′

(ρx)G(ρx) −H(ρx)G
′

(ρx))

G2(ρx)

= −ρ2
xxG

′′

(ρx).ñUê.á�ÜNÛqß.×/ØåÞ�Ø�Ûqß)û � ý3��æ]ØåíráNÙ9Øåî�î%áN×/Ø¨Ý�Þjá�ÚåèóÞ�ê�Ý�Þ
B ≤ 0

ð�ñUê"Ø�Ù9ï"äjÛfíráNÙ9Þ�ê�Ý�Þ
G(ρx)

Ø�Ù@Ý Ü�Ú¨ÝqÙjÙ�Ø�ÜQÝ�ÚvÙjç"ì/ùÙjÛqÚåç"Þ�Ø�ÛqßAÛ�â�á2�rç�Ý�Þ�Ø�Ûqß#ûo4/ðx{3�4Ý�ß.×ëê.á�ß.ÜNá�Ý�ßAá�ß[Þ�äjÛqï[è�Ùjç"ì/ùWÙjÛqÚåç"Þ�Ø�Ûqß�ð
2

Ý1<)�Û���©�`��Ý1<��`·������^���^�¶� µÛAc��A ç"äjÛqî Þ�ê.á�×"á��.ß"ØåÞ�Ø�Ûqß#Û�â
H
Ý�ß.×,Þ�ê.á%ï"äjÛqï�á�ä�Þ�Ø�áNÙ�Û�â

ρ
ã�ØåÞ�Ø�Ù�áQÝqÙjèàÞjÛÜJê.áNÜ*�'Þ�ê�Ý�Þ

g ∈ C2(Q̄T )
Ý�ß.×�Þ�ê�Ý�Þ EV Ø�Ù%â ç"ÚåÚåè�ÙJÝ�Þ�Ø�ÙY��áN×�ðÓ&9á�ß.ÜNá]ã�é�áóÝ�äjá>Øåß)Þ�ê.áëâ äJÝ�î%á�é�Ûqä0��Û�âñUê.áNÛqäjá�î ý/ðåô�%Fé4ØåÞ�ê

u0 = κ0 ð�ñUê"Ø�Ù�Þ�ê.áNÛqäjá�î æ]ØåíráNÙ�Þ�ê�Ý�Þ
κx
Ø�Ù�Þ�ê.á`ç"ß"Ø��[ç.á9á�ß[Þ�äjÛqï[è ÙjÛqÚåç"Þ�Ø�ÛqßëÛ�â�ûo4/ðx{3�

ô�%



é4ØåÞ�ê
w0 = κ0

x

ðk,óÛqäjáNÛfírá�äQã�ì[è�Þ�ê.á%ï"äjá�íCØ�Ûqç.Ù�Ú�á�î�î�Ý/ã
G(ρx)

Ø�Ù�Ý�ßBá�ß[Þ�äjÛqï[è,Ù�ç"ì/ùWÙjÛqÚåç"Þ�Ø�Ûqß#Û�â�ûo4/ðx{3�|ð
� Øåß.ÜNá

κ0
x ≥ G(ρ0

x),
Ý/ð á]ð�Øåß

R,é�á@ÜQÝ�ßóÝ�ï"ï"Úåè�Þ�ê.á#��Ûqî�ï�Ý�ä�Ø�ÙJÛqßóñUê.áNÛqäjá�î�ý/ðåô�{;ÞjÛ;æPá�Þ�Þ�ê.áF×"áNÙ�ØåäjáN×ëäjáNÙ�ç"ÚåÞQð
2

�WÞ�Ø�Ù�é�Ûqä�Þ�êBß.ÛqÞJÝ�ì"Ú�á�ê.á�äjá�Þ�ê�Ý�Þ
é�á�×"ÛAß.ÛqÞ#�Cß.Ûfé�ê.Û}é�ÞjÛóÛqì"ÞJÝ�ØåßBÞ�ê.á%Ú�Ûfé�á�ä�ù�ì�Ûqç"ß�×#Ûqß�Þ�ê.á Ù�ï�Ý�Þ�Ø¨Ý�Úæ]äJÝq×/Ø�á�ß[Þ
κx

ç.Ù�Øåß"æ�Þ�ê.áFí[Ø�ÙjÜNÛ]ÙjØåÞYè â�äJÝ�î%á�é�Ûqä0�>×/ØåäjáNÜ|ÞjÚdèrð+&9Ûfé�á�íPá�äQã.â�Ûqä�Þjê.áFÜQÝqÙJáFÛ�â�Þ�ê.áFç"ï"ï�á�ä�ù�ì�Ûqç"ß.×�ãé�á@ÜQÝ�ßA×"Û%ÙjÛ>û�ÙjáNá1Ãpá�î�Ý�ä0�k..ðåô��|ð�Ö4Þ4Þ�ê"Ø�Ù�Ù�ÞLÝ�æPáqã��"úëÙjÛqî%á
ε > 0

ã.Ý�ß.×ëÚ�á�Þ
Gε(x) =

√

x2 + ε2
Ý�ß.×

a = Gε(0) = ε.

�WÞ4Ø�Ù�Ü�Ú�áQÝ�ä�Þ�êuÝ�Þ
Gε(x)

ÙJÝ�Þ�Ø�ÙY��áNÙ4Þ�ê.áFÜNÛqß.×/ØåÞ�Ø�Ûqß.Ù�û � ô��WùLû � ý3��é4ØåÞ�ê
Hε(x) = x,

Ý�ß.×ëÞ�ê.á
&�Ý�î�ØåÚåÞjÛqß"Ø¨Ý�ß
F
â�äjÛqî ûo4/ðþý3��ÞJÝ��PáNÙ�ß.Ûfé Þ�ê.á9â�ÛqÚåÚ�Ûfé4Øåß"æ�Ùjê�Ý�ï�á/�

Fε(x, t, u) = −ρx(x, t)ρxx(x, t)fε(u).
ûo4/ðåôQö3�

,óÛqäjáNÛfírá�äQãPé�áUê�ÝQíráUÞ�ê.á�â�ÛqÚåÚ�Ûfé4Øåß"æ�ÜNÛqäjÛqÚåÚ¨Ý�ä�è�é4ê"Ø�ÜJê%Ø�Ù�Ø�Ù�Ý�ß%Øåî�î%áN×/Ø¨Ý�ÞjápÜNÛqß.Ùjá2�rç.á�ß.ÜNá�Û�âÛ!�äjÛqï�Û]Ù�ØåÞ�Ø�Ûqß.Ù
4/ðåôFÝ�ß.×i4/ðþý/ð
Ä �`<���¢B¢O:=<� ¡µ�AcÌÉ¥�S=P�b[P�P[±MLcQaROQ#E7de\]Lojad]P#N�L^QaX*Z�Q�LORB§�QaZMU­d9RBLoZM\

κ ∈ Lip(Q̄T )
ZYV

{

κt + Fε(x, t, κx) = 0
L^\

QT ,

κ(x, 0) = κ0 ∈ Lip(R)
L^\

R,

ûo4/ðåô]ô��
¾�LOROS

κ0
x

QaE3RBLcQ^n+PJQ2¨
κ0
x ≥

√

(ρ0
x)

2 + ε2
EHw^P�whL^\

R.
ûo4/ðåôQý3�

½«ZMb[P[ZMN�Pab*¬ÈROSHLcQzQ2ZMU´d�RBLoZM\
κ
Q2E/RBLcQOnÈPJQ2¨

κx ≥
√

ρ2
x + ε2

EHwOP�wsL^\
Q̄T .

ûo4/ðåô�43�
ñUê.á�â�ÛqÚåÚ�Ûfé4Øåß"æ�Ú¨Ý�î�î�Ý;é4ØåÚåÚ�ì�á@ç.ÙjáN×�Øåß>Þ�ê.á@ï"äjÛ[Û�â�Û�â�ñUê.áNÛqäjá�î ô]ðþý/ð
E�6e8¹8;:;µ�A�Ñ ¤�PaR

c̄
À*P�EM\pE/b2À�LBRBb0EMb�§"b[P[EMU�X[Z/\=Q�RqEM\�R¼EM\ m RqE�¦MP

ψ ∈ Lip(R; R)
QaE3RBLcQOVJ§MLO\eKH¨

ψx ≥ c̄
EHwOP�whLO\

R.

Ç^V
ζ ∈ C1(R; R)

L^QÈQJd=X�S�ROS9E/R
ψ−ζ S9E�QhE#U�Z�X*EMU]ª�E�±MLOª�d9ªDZMb°U�Z�X*EMU]ª�LO\]LOªldeª�E/RÛQ2ZMª"P¿º=ZML^\`R

x0 ∈ R
¬

ROS�P�\
ζx(x0) ≥ c̄.

Ý1<)�Û���[A � ç"ï"ï�Û]Ùjá�Þ�ê�Ý�Þ
ψ − ζ

ê�ÝqÙ�Ý�Ú�Û[ÜQÝ�Ú�î�Øåß"Øåî
ç"î�Ý�ÞUÞ�ê.á@ï�ÛqØdßCÞ
x0
ñ/Þ�ê"Ø�Ù4á�ß.Ùjç"äjáNÙ4Þ�ê.á@á|úCØ�Ù�Þjá�ß.ÜNáFÛ�âÝ;ÜNá�ä�ÞJÝ�Øåß

r > 0
Ù�ç.ÜJê>Þ�ê�Ý�Þ

(ψ − ζ)(x) ≥ (ψ − ζ)(x0) ∀x; |x− x0| < r.

ôQÿ



� áàÝ�ä�æ]ç.áóì[è�ÜNÛqß[Þ�äJÝq×/Ø�Ü�Þ�Ø�Ûqß�ð�Ö9ÙjÙ�ç"î�Øåß"æ
ζx(x0) < c̄

Ú�áQÝq×"ÙQãUâ�äjÛqî�Þ�ê.áàÜNÛqß[Þ�Øåß[ç"ØåÞYè�Û�â
ζx
ã4ÞjÛ�Þ�ê.áá|úCØ�Ù�Þjá�ß.ÜNáFÛ�â

r
′ ∈ (0, r)

Ù�ç.ÜJê>Þ�ê�Ý�Þ
ζx(x) < c̄ ∀x; |x− x0| < r

′

.
ûo4/ðåôa.e�

��á�Þ
y0
ì�á�Ý�ï�ÛqØåß[ÞpÙ�ç�ÜJêëÞ�ê�Ý�Þ |y0 − x0| < r

′ Ý�ß.×
y0 < x0

ð�Ã`áNá|úCï"äjáNÙjÙjØåß"æAûo4/ðåôa.e�|ã"éUá�æPá�Þ
(ζ − c̄x)x(x) < 0 ∀x ∈ (y0, x0),Ý�ß.×ëê.á�ß.ÜNá

∫ x0

y0

[(ψ − c̄x)x(x) − (ζ − c̄x)x(x)]dx > 0,

é4ê"Ø�ÜJê>Øåî�ï"ÚåØ�áNÙ�Þ�ê�Ý�Þ
(ψ − ζ)(x0) > (ψ − ζ)(y0),Ý�ß.×óê.á�ß.ÜNá�Ý:ÜNÛqß[Þ�äJÝq×/Ø�Ü�Þ�Ø�Ûqß�ð � á
äjá�î�Ý�ä0�AÞ�ê�Ý�Þ�Þ�ê.á;ÜQÝqÙjá�Û�âUÝ�Ú�Û[ÜQÝ�Úvî�Ý}úCØåî
ç"î ÜQÝ�ßàì�á�Þ�äjáQÝ�ÞjáN×àØåß,ÝÙ�Øåî�ØåÚ¨Ý�ä�éUÝQèrð

2

� ÛféFã/é�á�Ý�äjá@äjáQÝq×/è:ÞjÛ�ï"äjáNÙjá�ß[Þ�Þ�ê.á@ï"äjÛ[Û�â�ÙpÛ�âsÞ�ê.áz�.äjÙ�Þ�ÞYé�Û�Þ�ê.áNÛqäjá�î%Ù`Ý�ß"ß.Ûqç"ß.ÜNáN×AØåß � áNÜ�Þ�Ø�ÛqßBô]ð
Ý1<)�Û���l��� �©� 6e�`<�6e8 ?`Ac��A ��á�Þ

κ ∈ Lip(Q̄T )
ì�á Þ�ê.á:ÙJÛqÚåç"Þ�Ø�Ûqß'Û�â�ûo4/ðåô]ô��
Ûqì"ÞJÝ�Øåß.áN×'Øåß ��ÛqäjÛqÚåÚ¨Ý�ä�è

4/ðþ÷/ð°��á�Þ`ç�Ù`Ù�ê.Ûfé�Þ�ê�Ý�Þ`ØåÞ`Ø�ÙpÞ�ê.áFç"ß"Ø��[ç.á�í[Ø�ÙjÜNÛ]ÙjØåÞYèëÙjÛqÚåç"Þ�Ø�ÛqßàÛ�âpû�ô]ð .e�`Ý�î%Ûqß"æ Þ�ê.Û]Ùjá�íPá�ä�Ødâ�è[Øåß"æàûo4/ðåô�43�|ðñ�Û�×"Û:Þ�ê"Ø�ÙfãHé�á;ÜNÛqß.ÙjØ�×"á�ä�Ý ÞjáNÙ�Þ9â�ç"ß.Ü�Þ�Ø�Ûqß
φ ∈ C1(QT )

Ù�ç.ÜJê�Þ�ê�Ý�Þ
κ − φ

ê�ÝqÙFÝ Ú�Û[ÜQÝ�Ú�î�Øåß"Øåî
ç"î Ý�ÞÙjÛqî%á�ï�ÛqØåß[Þ
(x0, t0) ∈ QT

ð�!�äjÛqï�Û]Ù�ØåÞ�Ø�Ûqßàý/ðåôQö/ã"ÞjÛqæPá�Þ�ê.á�äpé4ØåÞ�ê>Øåß.á2�[ç�Ý�ÚåØåÞYè,ûo4/ðåô�43��æ]ØåíPáNÙ�Þ�ê�Ý�Þ
κ(., t0) ∈ Lip(R)

Ý�ß.×
κx(., t0) ≥ ε

Ý/ð á]ð�Øåß
R.

� á�î�Ý��rá@ç.Ùjá@Û�â���á�î�î�Ý"4/ðx{;é4ØåÞ�ê
ψ(.) = κ(., t0)

Ý�ß�×
ζ(.) = φ(., t0)

ÞjÛ�æPá�Þ
φx(x0, t0) ≥ ε.

ûo4/ðåôQ÷3�
� Øåß.ÜNá

κ
Ø�ÙpÝ�íCØ�ÙjÜNÛ]Ù�ØåÞYè�Ù�ç"ï�á�ä�ùWÙjÛqÚåç"Þ�Ø�ÛqßóÛ�â

κt − fε(κx)ρxρxx = 0
Øåß

QT ,é�á�ê�ÝQírá
φt(x0, t0) − fε(φx(x0, t0))ρx(x0, t0)ρxx(x0, t0) ≥ 0.

&`Ûfé�á�írá�äQã/â äjÛqî ûo4/ðåôQ÷3�|ã"é�á@æPá�Þ
φt(x0, t0)φx(x0, t0) − ρx(x0, t0)ρxx(x0, t0) ≥ 0,

Ý�ß.×ëê.á�ß.ÜNá
κ
Ø�ÙpÝ�íCØ�ÙjÜNÛ]Ù�ØåÞYè:Ùjç"ï�á�ä�ùWÙjÛqÚåç"Þ�Ø�ÛqßóÛ�â

κtκx = ρxρxx
Øåß

QT .

�Wß�Þ�ê.á4ÙJÝ�î%áUéUÝQèrã]é�á4ÜQÝ�ß%Ù�ê.Ûfé�Þ�ê�Ý�Þ
κ
Ø�Ù�Ý9íCØ�ÙjÜNÛ]Ù�ØåÞYè�Ù�ç"ì/ùWÙjÛqÚåç"Þ�Ø�Ûqß�Û�â�Þ�ê.á�Ý�ì�Ûfírá4á2�[ç�Ý�Þ�Ø�Ûqß�Ý�ß.×�ê.á�ß.ÜNáÝ@íCØ�ÙjÜNÛ]Ù�ØåÞYè�ÙjÛqÚåç"Þ�Ø�Ûqß�ð�ñUê.ápç"ß"Ø��[ç.á�ß.áNÙjÙ�Û�â�Þ�ê"Ø�Ù�ÙJÛqÚåç"Þ�Ø�Ûqß:ÜNÛqî%áNÙyâ äjÛqî�Þ�ê.á�ç"ß"Ø��[ç.á�ß.áNÙjÙ�Û�â�Þ�ê.ápí[Ø�ÙJÜNÛ]Ù�ØåÞYèÙjÛqÚåç"Þ�Ø�ÛqßAÛ�â�ûo4/ðåô]ô���ì[è:äjá�íPá�äjÙjØåß"æ�Þ�ê.á�Ý�ì�Ûfírá@äjáQÝqÙjÛqß"Øåß"æ.ð

2

ôQõ



57698;:=<�>àµ�AOÖAH#Z/RBLBXJP+ROS9E3R�ROS�P¶n�bJQ�RÛP[jad=E/RBLoZM\7ZYVÕCFG3wg³MIÕX*EM\7À*PÈN�LoP�¾¼P m E�QÈETó#EMªlL^U�RqZM\]W
�eE3X*ZHÀaLÛP[jad=E/RBLBZ/\
ZYV1ROS�P©RB§Jº=P

F (X,∇κ) = 0
LO\

QT ,
¾¿S�P�b[P

F : QT × R
2 7→ R

m PBn�\¶P m Àa§3¨

F (X, p) = p1p2 − ρx(X)ρxx(X),

¾�LOROS
X = (x, t)

EM\ m
p = (p1, p2)

w
Ý1<)�Û���T�`� �©� 6e�`<�6e8�?`A�µ�A ��á�Þ

θ = κx
ð�	�è:ñUê.áNÛqäjá�î�ý/ðåô�%Cã

θ
Ø�Ù4Þ�ê.á@ç"ß"Ø��rç.áFá�ß[Þ�äjÛqï[èëÙjÛqÚåç"Þ�Ø�ÛqßAÛ�â

{

θt = (ρxρxxfε(θ))x
Øåß

QT ,

θ(x, 0) = θ0(x)
Øåß

R,

é4ØåÞ�ê
θ0(x) = κ0

x(x) ≥
√

(ρ0
x)

2 + ε2,
Ý/ð á]ð�Øåß

R.
,óÛqäjáNÛfírá�äQã/â äjÛqî ��ÛqäjÛqÚåÚ¨Ý�ä�è¸4/ðþ÷/ã"é�á@ê�ÝQíPá

θ ≥
√

ρ2
x + ε2

Ý/ð á]ð�Øåß
Q̄T ,â äjÛqî é4ê"Ø�ÜJê>é�áF×"áN×/ç.ÜNá@Þ�ê�Ý�Þ

fε(θ) = 1
θ

Ý�ß.×ëê.á�ß.ÜNáFÛqç"ä�Þ�ê.áNÛqäjá�î(ê.ÛqÚ�×"ÙQð
2

I ì'ÁHÂ�ÂKJàÂLJM:<;©î�Â�Á¶î�ð ½LNPO

� á�Þ�ç"ä�ßAÛqç.äpÝ�Þ�Þjá�ß[Þ�Ø�ÛqßAß.Ûfé ÞjÛ%ñUê.áNÛqäjá�î ô]ðx{/ð���á�Þ
0 < ε < 1

ì�á�Ý©�"ú"áN×ëÜNÛqß.ÙjÞJÝ�ß[Þ`Ý�ß.×ëÞJÝ��rá
κ0,ε(x) = κ0(x) + εx.

ûO..ðåô��
�WÞpØ�Ù`áQÝqÙ�èëÞjÛ ÜJê.áNÜ*�ëÞ�ê�Ý�Þ`Þ�ê.áFâ ç"ß.Ü�Þ�Ø�Ûqß

κ0,ε ì�á�Ú�Ûqß"æPÙ`ÞjÛ Lip(R)
ãuÝ�ß.×Aì[è>ÜNÛqß.×/ØåÞ�Ø�Ûqß�û�ô]ðx{3�4é�á�æPá�Þpâ�ÛqäÝ/ð á]ð

x ∈ R
ã

κ0,ε
x (x) = κ0

x(x) + ε,

≥
√

(ρ0
x(x))

2 + ε2.

ç"äjÛqî ñUê.áNÛqäjá�î ô]ðþý/ã[Þ�ê.á�äjá9á|úCØ�Ù�ÞjÙ�Ý@â�Ý�î�ØåÚåè%Û�â�íCØ�ÙjÜNÛ]Ù�ØåÞYè%ÙjÛqÚåç"Þ�Ø�Ûqß.Ù
κε ∈ Lip(Q̄T )

ÞjÛ�Þ�ê.ápØåß"ØåÞ�Ø¨Ý�Ú�íqÝ�Úåç.áï"äjÛqì"Ú�á�î û�ô]ð .e�UÞ�ê�Ý�ÞpÙJÝ�Þ�Ø�Ù�â�è¶�
κεx ≥

√

ρ2
x + ε2

Ý/ð á]ð Øåß
Q̄T .

� á�é4ØåÚåÚ�Þ�ä�èAÞjÛ�á|ú/Þ�äJÝqÜ�Þ�Ý:Ù�ç"ì.Ùjá2�[ç.á�ß.ÜNá;Û�â
κε
Þ�ê�Ý�ÞFÜNÛqß[írá�ä�æPáNÙQã�Øåß,Ý:Ù�ç"ØåÞJÝ�ì"Ú�á�Ù�ï�ÝqÜNá]ã�ÞjÛ:Þ�ê.á�×"áNÙ�ØåäjáN×ÙjÛqÚåç"Þ�Ø�Ûqß

Q�ÈWÇ Rp~rÏ�û�Íq��Õ�Ói�uÌfÓPÍYÑ�Ï�Ó/��ÌCÈ
F ß"Ødâ�Ûqä�î ì�Ûqç"ß.×"ÙUâ�Ûqä�Þ�ê.á@Ù�ï�ÝqÜNá|ù�Þ�Øåî%á�æ]äLÝq×/Ø�á|ßCÞjÙ�Û�â

κε
é4ØåÚåÚ�ï"Ú¨ÝQè:Ý�ß>á�ÙJÙjá�ß[Þ�Ø¨Ý�ÚHäjÛqÚ�á�Øåß�Þ�ê.á@×"á�Þjá�ä�î�Øåß�Ý}ùÞ�Ø�ÛqßAÛ�âvÛqç"äpÙ�ç"ì.ÙJá2�rç.á�ß.ÜNá]ð

ý]ö



S)A
ε
�J�����O�_�`<M8 ��·�·�6e<T�*Æ��¶�����¡�_��<

κεt
A

� ÞJÝ�ä�Þ�Øåß"æ�é4ØåÞ�ê>Þ�ê.á�Þ�Øåî%á@æ]äLÝq×/Ø�á|ßCÞQã.é�á�ê�ÝQírá9â�ÛqäpÝ/ð á]ð
(x, t) ∈ QT

�

κεt(x, t)κ
ε
x(x, t) = ρx(x, t)ρxx(x, t),

ûO..ðþý3�
Ý�ß.×

κεx(x, t) ≥
√

ρ2
x(x, t) + ε2 > 0

Ý/ð á]ð�Øåß
Q̄T .

ûO..ðx43�
��â
ρx(x, t) = 0

â�ÛqäpÙjÛqî%á1��á�ì�áNÙ�æ]ç.á�ï�ÛqØåß[Þ
(x, t)

Û�â
κεx

Ý�ß.×
κεt
ã"ØåÞ4â�ÛqÚåÚ�Ûfé�Ù4â äjÛqî ûO..ðþý3��Ý�ß.×�ûO..ðx43�UÞ�ê�Ý�Þ

κεt(x, t) = 0
ð ) Þ�ê.á�ä�é4Ø�Ùjá]ãuÝ�ß.×>Ù�Øåß.ÜNá�ì[è�ûO..ðx43�

κεx ≥ |ρx|
ã"é�á@ÜNÛqß.Ü�Úåç.×"áFÞ�ê�Ý�Þ��

|κεt| ≤ ||ρ0
xx||L∞(R)

Ý/ð á]ð�Øåß
QT ,

ûO..ð .e�
Ý�ß.×ëê.á�ß.ÜNá@é�áFÛqì"ÞJÝ�ØåßóÝ�ß

ε
ù�ç"ß"Ødâ�Ûqä�î ì�Ûqç"ß.×>Û�â

κεt
ð

ç�ÛqäFÞ�ê.á�Ù�ï�ÝqÜNá%æ]äJÝq×/Ø�á�ß[ÞQãsé�á�Ý�ä�æ]ç�á%ØåßBÝ>Ù�ÚåØåæ]ê[Þ�Úåè�×/Ø�$�á�äjá�ß[Þ�éUÝQèrð ñUê.á��rá�èàï�ÛqØåß[ÞFâ�Ûqä�Ûqì"ÞJÝ�Øåß"Øåß"æÞ�ê.áFç"ß.Ønâ�Ûqä�î ì�Ûqç"ß.×àÛ�â
κεt
éUÝqÙ`Þ�ê.á�î�Øåß.ÛqäJÝ�Þ�Ø�Ûqß�Û�â

κεx
ì[è |ρx|

ÙjÛ"ã.äjÛqç"æ]ê"ÚåèAÙ�ï�áQÝ��CØåß"æ.ã�Ødâ�é�áFéUÝ�ß[Þ`ÞjÛâ�ÛqÚåÚ�Ûfé Þ�ê.á@ÙLÝ�î%á�ï"äjá�í[Ø�Ûqç.ÙpÙ�Þjá�ï.Ù4ç.Ù�Øåß"æ%Þ�ê.á@Ù�èCî�î%á�Þ�ä�è�Û�â4ûO..ðþý3��Øåß
κεt
Ý�ß.×

κεx
ã"Ûqß.áFÙ�ê.Ûqç"Ú�×AÝ�Ú�ÙjÛ;ê�ÝQíráÝ�ßAÝ�ï"ï"äjÛqï"ä�Ø¨Ý�Þjá�î�Øåß.ÛqäJÝ�Þ�Ø�ÛqßóÛ�â |κεt| ì[è�Ý;é�á�ÚåÚ�ÜNÛqß[Þ�äjÛqÚåÚ�áN×ëâ�ç"ß.Ü�Þ�Ø�Ûqß>é4ê"Ø�ÜJê>ß.Û�Ú�Ûqß"æPá�äpá|ú/Ø�Ù�ÞjÙQð

S&S�A.U��`<M8;:]¢¼�3:]¢O�H��¢B����:]���@Æ�6H�2�"�3:]���¿�O��:���6`A
� á�ÙjáNáa��ÞjÛ²�.ß.×�Þ�ê.á�ì�áNÙ�Þ�ÜNÝ�ß�×/Ø�×.Ý�Þjá ÞjÛ>ì�á:Ý�ß�ç"ï"ï�á�ä�ù�ì�Ûqç"ß.×'Û�â

κεx
ð²ç�Ûqä�Þ�ê"Ø�Ù
äjáQÝqÙjÛqß�ãsé�á�äjá�ærÝ�äj×â�Ûqä�î�Ý�ÚåÚåè�é4ê�Ý�Þ�Ø�Ù�ê�Ý�ï"ï�á�ß"Øåß"æ,Ý�Þ�Þ�ê.á î�Ý}ú/Øåî
ç"î6Û�â

κεx
ðàø9ØåíCØ�×/Øåß"æàì�ÛqÞ�ê'ÙjØå×.á�Ù;Û�â�ûO..ðþý3�Fì[è

κεx
Ý�ß.××/Ø�$Há�äjá�ß[Þ�Ø¨Ý�Þ�Øåß"æ é4ØåÞ�ê>äjáNÙ�ï�áNÜ�Þ�ÞjÛ�Þ�ê.áFÙ�ï�Ý�Þ�Ø¨Ý�Ú�íqÝ�ä�Ø¨Ý�ì"Ú�á]ã.é�á�æPá�Þ��

κεxt =
ρ2
xx + ρxρxxx

κεx
− κεxxρxρxx

(κεx)
2

.
ûO..ðþ÷3�

� ÛqÞ�Ø�ÜNá
Þ�ê�Ý�Þ
κεxx = 0

Ý�Þ`Þjê.á�î�Ý}ú/Øåî
ç"î Û�â
κεx
ðs,óç"ÚåÞ�Øåï"Úåè[Øåß"æ�á2�[ç�Ý�ÚåØåÞYèBûO..ðþ÷3��ì[è

κεx
Ý�ß.×óØåß[Þjá�æ]äJÝ�Þ�Øåß"æì�á�ÞYé�áNá�ß

0
Ý�ß.×

t
ã"é�á@Ûqì"ÞJÝ�Øåß��

∫ t

0

d

dτ

(
1

2
(κεx)

2

)

dτ =

∫ t

0
(ρ2
xx + ρxρxxx)dτ,

Þ�ê.á�ß
(κεx(x, t))

2 = (κ0,ε
x (x))2 + 2

∫ t

0
(ρ2
xx(x, t) + ρx(x, t)ρxxx(x, t))dτ,Ý�ß.×ëê.á�ß.ÜNá]ã

|κεx| ≤
√

2c1t+ c2,é4ê.á�äjá
c1 = ||(ρ0

xx)
2||L∞(R) + ||ρ0

x||L∞(R)||ρ0
xxx||L∞(R),Ý�ß.×

c2 = (||κ0
x||L∞(R) + 1)2.ñUê.á
äjáQÝqÙjÛqß�Û�âyÞJÝ��[Øåß"æ

c2
ÝqÙ�Ý�ì�Ûfírá�áQÝqÙ�ØåÚåèëâ�ÛqÚåÚ�Ûfé�Ù�Ù�Øåß.ÜNá

κ0,ε
x = κ0

x + ε
ãuì[è>ÞJÝ��CØåß"æ

ε
Ù�î�Ý�ÚåÚvá�ß.Ûqç"æ]ê�ãß�Ý�î%á�Úåè:Ú�áNÙjÙ4Þ�ê�Ý�ß

1
ð

S&S&S�A
ε
�J�����O�_�`<M8 ��·�·�6e<T�*Æ��¶�����¡�_��<

κεx
Aø9á��.ß.áFÞ�ê.á9â�ç"ß.Ü�Þ�Ø�Ûqß

S
ì[è¶�

S(x, t) =
√

2c1t+ c2.

ý/ô



��á�Þ9ç.Ù9Ùjê.Ûfé2Þ�ê�Ý�Þ
S
Ø�Ù�Ý�ß�á�ß[Þ�äjÛqï[èóÙ�ç"ï�á�ä�ùWÙjÛqÚåç"Þ�Ø�Ûqß�Û�â9ûo4/ðx{3��é4ØåÞ�ê

F
æ]Øåírá�ßóì[èBûo4/ðåôQö3�9Ý�ß.×

w0(x) =
S(x, 0)

ðk�Wß.×"áNáN×�ã�ØåÞ�äjá�î�Ý�ä0��Þ�ê�Ý�Þ
S ∈ W 1,∞(QT )

ãsÝ�ß.×,é�á��Cß.Ûfé!Þ�êuÝ�ÞFâ�Ûqä
á�íPá�ä�è
(x, t) ∈ QT

é�áê�ÝQíPá]ã
S(x, t) ≥ √

c2 = ||κ0
x||L∞(R) + 1 ≥ ε,Þ�ê.á�ß

fε(S(x, t)) =
1

S(x, t)
∀(x, t) ∈ QT .

ûO..ðx{3�
ñUê.á%äjá�æ]ç"Ú¨Ý�ä�ØåÞYè�Û�â4Þ�ê.á%â ç"ß.Ü�Þ�Ø�Ûqß

S
ï�á�ä�î�ØåÞjÙ
ÞjÛ>ØåßM(�áNÜ�Þ�ØåÞ
×/ØåäjáNÜ�Þ�Úåè,Øåß[ÞjÛ>Þ�ê.á��.äjÙ�Þ
á2�rç�Ý�Þ�Ø�Ûqß#Û�â
ûo4/ðx{3�|ðñUê.á�äjá|â�Ûqäjá]ã.ç.Ù�Øåß"æóûO..ðx{3�|ã"é�á@ê�ÝQírá

St −
(ρxρxx

S

)

x
=

c1√
2c1t+ c2

− ρ2
xx + ρxρxxx√

2c1t+ c2
,

=
c1 − (ρ2

xx + ρxρxxx)√
2c1t+ c2

,

≥ 0,

é4ê"Ø�ÜJê�ï"äjÛfíráNÙQãCì[è7��á�î�î�Ý
4/ðx4/ãCÞjê�Ý�Þ
S
Ø�Ù4Ý�ßëá�ß[Þ�äjÛqï[è:Ù�ç"ï�á�ä�ùWÙjÛqÚåç"Þ�Ø�ÛqßAÛ�â�ûo4/ðx{3�|ð�ç.äjÛqî Þ�ê.á�×/Ø�ÙjÜ�ç.ÙjÙ�Ø�ÛqßÛ�âuÞ�ê.á�ï"äjÛ[Û�âHÛ�â¶!�äjÛqï�Û]Ù�ØåÞ�Ø�Ûqß74/ðþý/ã]é�áÈ�Cß.Ûfé'Þ�ê�Ý�Þ

κεx
Ø�Ù�Ý�ß�á�ß[Þ�äjÛqïCè�ÙjÛqÚåç"Þ�Ø�Ûqß%Û�âvûo4/ðx{3��ê.á�ß.ÜNá�Ý�ß�á�ß[Þ�äjÛqï[èÙ�ç"ì/ùWÙjÛqÚåç"Þ�Ø�Ûqß�ð � Øåß.ÜNá�â�Ûqä

ε < 1
Ý�ß.×AÝ/ð á]ð

x ∈ R
ã/é�á@ê�ÝQírá]ã

κ0,ε
x (x) = κ0

x(x) + ε,

≤ ||κ0
x||L∞(R) + 1,

≤ √
c2 = S(x, 0),

Þ�ê.á�ß>é�á@ÜQÝ�ß>ç.ÙJá�Þ�ê.á©��Ûqî�ï�Ý�ä�Ø�ÙjÛqßóñUê.áNÛqäjá�î�ý/ðåô�{�Û�âvÙJÜQÝ�Ú�Ý�äpÜNÛqß.ÙJá�ä�íqÝ�Þ�Ø�ÛqßAÚ¨ÝQé�Ù4ÞjÛ%Ûqì"ÞJÝ�Øåß��
κεx(x, t) ≤

√
c1t+ c2 ≤

√

c1T + c2
Ý/ð á]ð�Øåß

Q̄T ,
ûO..ðg%/�

Ý�ß.×ëê.á�ß.ÜNá@é�á@æPá�ÞpÝ�ß
ε
ù�ç"ß"Ødâ�Ûqä�î ì�Ûqç"ß.×ëâ�Ûqä

κεx
ð

57698;:=<�>�Å�AB?òÚ
P
¾¼Pab[P7EHÀ�U�P"RqZ�ZHÀaRqEMLO\�ROSHL^Q
ε
Wvde\`L V2ZMb�ªÁd�º3º]P�b�WYÀ[ZMd9\ m ZYV

κεx
À�§¸dHQ�L^\eKiROS=P
N�L^QaX*Z�Q�LORB§

ROS�P[ZMbJ§àR_P[X�SH\`LBjad]PJQ�w ÇJ\pVaEHX2RO¬
¾¼P'XaU�E/L^ª ROS9E/R
ζ1,ε(x, y, t) = κε(x, t) − κε(y, t)

E/\ m
ζ2(x, y, t) =

(x− y)S(t)
EMb[P©RB¾-Z"N�L^QaX*Z�QJLBRB§�QJd=ÀaW�ô`Q�d�º]P�b�W_QaZMU­d�RBLoZM\=Q�ZYV1ROS�P-VaZMUOU�ZM¾�LO\eKló1EMªlLOU­RqZ/\]WB�9E3X*ZHÀ�LÈP[jad=E/RBLoZM\¶¨

∂w

∂t
= F (x, t, wx) − F (y, t,−wy)

L^\ D = {(x, y, t); x > y
E/\ m

t > 0}

¾�LOROS7LO\]LORBLoEMU m E/RqE
ζ1,ε(x, y, 0) = κ0,ε(x)− κ0,ε(y)

EM\ m
ζ2(x, y, 0) = (x− y)S(0)

b[P�Qqº]P0X�RBL^N�PaU´§HwTó#P�b[P
F
L^Q#K/L^N�Pa\@À�§�CvÊew^G�VJI/w@¥�S�P®XaU�EML^ª L^QkP0EMQJ§©V2ZMb

ζ2 ¬
EM\ m ¾¼P7b[POV�P�bkRqZkrvØ0u"¾¿S�P�\ κε LcQ7E'X[Z/\`RBL^\`d�ZMdeQN�LcQ2X*Z�QJLBRB§®QaZMU­d�RBLBZM\àZYV²C_ÊewOG3GJI/wàÚ
P"EMU´QaZ¸\�Z/RBLoXJP�ROS9E/R_¨
ζ1,ε(x, y, 0) ≤ ζ2(x, y, 0) ∀(x, y, 0) ∈ D ¬sEM\ m

ζ1,ε(x, y, t) = ζ2(x, y, t) = 0
VaZMb

x = y
¬
t ≥ 0

wÐ½«ZMb[P[ZMN�Pab*¬©QJLO\�XJP
ζ1,ε EM\ m ζ2 E/b[PiX[Z/\`RBL^\`d�ZMdeQ

VJd9\�X2RBLoZM\=QJ¬�¾¼P1deQ2P©ROS=P©X*ZMªsº=EMbJL^QaZ/\�º�b�LO\�XaLgº�U�P�ZYV
N�L^QaX*Z�Q�LORB§�QaZMU­d9RBLoZM\=Q�CqQ2P*Psr_Â[uvI
RqZkZeÀaRqEMLO\¶¨

κε(x, t) − κε(y, t) ≤ (x− y)S(t) ∀(x, y, t) ∈ D̄,
S�P�\�XJPJ¬ÈROS�P�P�Q�RBLOª
E3R_P"Cc³�w_»YIlS9ZMU m Q�w

ý]ý



Q�È^| W�Ò�Î/Ï�Ð�X4Ò���Õ-û-�`ûyÕ-��ÌqÌàÍWÕ
W

1,∞ È
� á�ß.Ûfé�Ùjê.Ûfé2Þ�ê�Ý�Þ`Þ�ê.á�â�Ý�î�ØåÚåè

(κε)0<ε<1
Ø�ÙpÚ�Û[ÜQÝ�ÚåÚåè>ì�Ûqç.ß.×"áN×óØåß

W 1,∞(QT )
ðh��á�Þ

K⊂⊂ QT
ì�á�ÝÜNÛqî�ï�ÝqÜ�Þ�Úåè,ÜNÛqß[ÞJÝ�Øåß.áN×BÙ�ç"ì.Ùjá�Þ�Û�â

QT
ãsÝ�ß.×

(x, t) ∈ K
ð � Øåß.ÜNá

κε
Ø�Ù#��Øåï.ÙjÜJê"ØåÞ0�:ÜNÛqß[Þ�Øåß[ç.Ûqç.ÙQãsé�á%ÜQÝ�ßé4ä�ØåÞjá]ã

|κε(x, t) − κ0,ε(0)| ≤ Cεlip |(x, t)|,é4ê.á�äjá
Cεlip

Ø�ÙvÞ�ê.á°��Øåï.ÙjÜJê"ØåÞ0�pÜNÛqß.Ù�ÞJÝ�ß[Þ�Û�â
κε
é4ê"Ø�ÜJê�Ø�ÙvØåß.×"á�ï�á�ß.×"á�ß[Þ�Û�â

ε
â�äjÛqî�Þ�ê.áUï"äjá�í[Ø�Ûqç.Ù�áNÙjÞ�Øåî�Ý�ÞjáNÙQãß�Ý�î%á�ÚåèBûO..ð .e�`Ý�ß.×'ûO..ðg%/�|ðz�4Ý�ÚdÚsÞ�ê"Ø�Ù�ÜNÛqß.Ù�ÞJÝ�ß[Þ

C̄
ðhç.äjÛqî�Þ�ê.á�×"á��.ß"ØåÞ�Ø�Ûqß�Û�â

κ0,ε(0)
æ]Øåírá�ßóì[èBûO..ðåô��|ãuØåÞâ�ÛqÚåÚ�Ûfé�Ù�Þ�ê�Ý�ÞQã

|κε(x, t)| ≤ C̄ |(x, t)| + |κ0(0)|,
≤ C̄ max

(y,τ)∈K
|(y, τ)| + |κ0(0)|,

é4ê"Ø�ÜJêóØ�Ù°�.ß"ØåÞjá
Ù�Øåß.ÜNá
K
ØåÙpì�Ûqç"ß.×"áN×�Ý�ß.×>ê.á�ß.ÜNá]ã

(κε)0<ε<1
Ø�Ùpç"ß"Ødâ�Ûqä�î�Úåèëì�Ûqç"ß.×.á�×óØåß

C(K)
ðUñUê"Ø�ÙQãÞjÛqæPá�Þ�ê.á�ä4é�ØdÞjêëÞ�ê.á9ç"ß"Ødâ�Ûqä�î æ]äJÝq×/Ø�á�ß[ÞpáNÙ�Þ�Øåî�Ý�ÞjáNÙQã"æ]ØåíPáNÙ4Þ�ê.á9Ú�Û[ÜQÝ�Ú�ì�Ûqç"ß.×"áN×/ß.áNÙjÙpÛ�â

κε
Øåß
W 1,∞(Q̄T )

ð
Q�È^á É"~PÒ�Ò�åFÒ�åFÓPÊ��.Ò�~3��Ñ Ç�ÈZY
ÖUÞ�Þ�ê"Ø�Ù
ï�ÛqØåß[ÞQãsé�á�ê�ÝQírá%Þ�ê.á�ß.áNÜNáNÙjÙJÝ�ä�è�ÞjÛ[ÛqÚ�Ù
ÞjÛAæ]ØåíPá�Þ�ê.á%ï"äJÛrÛ�â`Û�â�ñUê.áNÛqäjá�î ô]ðx{/ð � á
�.äjÙ�Þ
äjáNÜQÝ�ÚåÚÞ�ê�Ý�Þ

κε
Ø�ÙUÝFí[Ø�ÙjÜNÛ]Ù�ØåÞhè�ÙjÛqÚåç"Þ�Ø�Ûqß�Û�â�Ý�ß á2�[ç�Ý�Þ�Ø�Ûqß�Û�â�Þ�ê.ápÞYè[ï�á�ûO..ðþý3�|ã[é4ØåÞ�êëÝ1&�Ý�î�ØåÚåÞjÛqß"Ø¨Ý�ß:Øåß.×"á�ï�á�ß.×"á�ß[ÞÛ�â

ε
û�ÙjáNákÃpá�î�Ý�ä0�¹4/ðg%/��Ý�ß.×

κ0,ε → κ0 Ú�Û[ÜQÝ�ÚåÚåè�ç"ß"Ødâ�Ûqä�î�Úåè�Øåß
R
ðp	�è�Ö`ÙJÜ�ÛqÚåØq Ù;ñUê.áNÛqäjá�î>ã�Þ�ê.á�äjá:Ø�ÙÝ�Ù�ç"ì.ÙJá2�rç.á�ß.ÜNá]ã�ÜQÝ�ÚåÚ�áN×�Ý�ærÝ�Øåß

κε
ã�Þ�ê�Ý�Þ�ÜNÛqß[íPá�ä�æPáNÙ�ÞjÛ

κ ∈ Lip(Q̄T )
Ú�Û[ÜQÝ�ÚåÚåè�ç"ß"Ødâ�Ûqä�î�Úåèrã�Ý�ß.×�ì[èàÞ�ê.áÙ�ÞJÝ�ì"ØåÚåØåÞYè:Þ�ê.áNÛqäjá�î û�ÙjáNá%üþý/ã"ñUê.áNÛqäjá�î�ý/ðx4)�O�|ã

κ
Ø�Ù`Ý�íCØ�ÙjÜNÛ]Ù�ØåÞYè:ÙjÛqÚåç"Þ�Ø�ÛqßóÛ�âsÞ�ê.á@Øåß"ØåÞ�Ø¨Ý�Ú�í]Ý�Úåç.á@ï"äjÛqì"Ú�á�î

{

κtκx = ρxρxx
Øåß

QT ,

κ(x, 0) = κ0(x)
Øåß

R.

ûO..ðþÿ3�
ñ�Û�á�ß.×ëÞ�ê.á@ï"äjÛ[Û�â�ã/é�áFÙ�Þ�ØåÚåÚ�ê�ÝQíPá@ÞjÛ�Ùjê.Ûfé Þ�ê.á@Øåß.á2�[ç�Ý�ÚåØåÞYè

κx ≥ |ρx|
Ý/ð á]ð�Øåß

Q̄T .ÖpærÝ�Øåß>ì[è�ñUê.áNÛqäjá�î ô]ðþý/ã.Ûqç"ä
κε
íPá�ä�Ø���áNÙ4â�ÛqäpÝ/ð á]ð

(x, t) ∈ Q̄T
ã

κεx(x, t) ≥
√

ρ2
x(x, t) + ε2

> |ρx(x, t)|,Þ�ê.á�ß%â�Ûqä
(y, t)

ã
(x, t) ∈ QT

Ü�Ú�Û]Ùjápá�ß.Ûqç"æ]ê�ã[é4ØåÞ�ê
ρx
ÝFÜNÛqß[Þ�Øåß[ç.Ûqç.Ùyâ�ç"ß.Ü�Þ�Ø�Ûqß�ãrÞjê.á4â�ÛqÚåÚ�Ûfé4Øåß"æ
Øåß.á2�rç�Ý�ÚåØåÞYèê.ÛqÚ�×

κε(y, t) − κε(x, t)

x− y
> |ρx(x, t)|.

F Ù�Øåß"æAÞ�ê.á%Ú�Û[ÜQÝ�Úyç"ß"Ødâ�Ûqä�î ÜNÛqß[írá�ä�æPá�ß.ÜNá Û�â
κε
ÞjÛ
κ
ã�é�á%æPá|Þ;ÝëÙ�Øåî�ØåÚ¨Ý�ä
Øåß.á2�rç�Ý�ÚåØåÞYè�é4ØåÞ�ê

κε
äjá�ï"Ú¨ÝqÜNáN×é4ØåÞ�ê

κ
Ý�ß.×ëê.á�ß.ÜNá

κx ≥ |ρx|
Ý/ð á]ð�Øåß

Q̄T .

2
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[ ì'ÁHÂ�@lï[î�ð \ Æ�À3;]@ Â�Ä
¿�Ã�ê4Á_^ ÅsÂ�¿�Ã
Æ�À�ÆjÂ�¿�ë
�Wß�Þ�ê"Ø�Ù�ï�Ý�ä�ÞsÛ�â"Þ�ê�á�ï�Ý�ï�á�äQã�é�á�×"áQÝ�Ú[é4ØåÞ�ê
Þ�ê.áyÙJÝ�î%áyï"äjÛqì"Ú�á�î�ÙjÞ�ä�ç.Ü�Þ�ç"äjáyì"ç"Þ�é4ØåÞ�ê
ì�Ûqç"ß.×.Ý�ä�è�ÜNÛqß.×/ØåÞ�Ø�Ûqß.ÙÛ�â�Þ�ê.á;ø9Øåä�Ø�ÜJê"Ú�á�ÞFÞYè[ï�á]ð
ñUê"Ø�Ù@ÙjÛqä�ÞFÛ�â�ì�Ûqç"ß.×.Ý�ä�è�ÜNÛqß.×/ØåÞ�Ø�Ûqß.Ù�Ý�ä�Ø�ÙjáNÙ�ß�Ý�Þ�ç"äLÝ�ÚdÚåèàØåß,Ý�Ù�ï�áNÜ�Ø¨Ý�Úvî%Û[×"á�ÚyÛ�â×/Ø�Ù�Ú�Û[ÜQÝ�Þ�Ø�Ûqßë×/è[ß�Ý�î�Ø�ÜNÙ�Ý�ß.× é4ØåÚåÚ�ì�á`á|ú/ï"Ú¨Ý�Øåß.áN×:Øåß Þ�ê.ápâ�ÛqÚåÚ�Ûfé4Øåß"æ;Ùjç"ì.ÙjáNÜ�Þ�Ø�Ûqß�ð ) ç"ä�ß.ÛqÞJÝ�Þ�Ø�Ûqß.Ù�Ý�äjás�rá�ï"Þç"ß[ÞjÛqç.ÜJê.áN×Ûñ�Þ�ê.áFÞjá�ä�î%Ù

θ+ ã θ− ã ρ Ý�ß.× κ Ù�Þ�ØåÚåÚ�ê�ÝQírá@Þ�ê.á�ÙJÝ�î%á@ï"ê[è/Ù�Ø�ÜQÝ�Ú�î%áQÝ�ß"Øåß"æ.ãué4ê"ØåÚ�áFÞ�ê.áF×"Ûqî�Ý�ØåßØ�Ù�ÜJê�Ý�ß"æPáN×>Øåß[ÞjÛ�Þ�ê.á@Ûqï�á�ßàÝ�ß.×�ì�Ûqç.ß.×"áN×ëØåß[Þjá�ä�í]Ý�Ú
I = (0, 1),

Û�âsÞ�ê.á@äjáQÝ�Ú�ÚåØåß.á]ðyÖpÚåÞ�ê.Ûqç"æ]êAÞ�ê"Ø�Ù4ï"äjÛqì.Úåá�î ÙJáNá|î%Ù�ÞjÛ�ì�áFÝ�ß>Øåß.×"á�ï�á�ß.×"á�ß[Þ9Ûqß.á]ã"é�á@é4ØåÚåÚ�Þ�ä�è:ÞjÛ;ì�á�ß.á��.ÞÞ�ê.á�äjáNÙ�ç"ÚåÞjÙ4Û�âsÞ�ê.á�ï"äjá�íCØ�Ûqç.Ù�ÙjáNÜ�Þ�Ø�Ûqß.Ù4ì[è ÜNÛqß.ÙjØ�×"á�ä�Øåß"æ Ý
Þ�ä�Ø�Ü*�:Û�âvá|ú/Þjá�ß.Ù�Ø�ÛqßAÝ�ß.×�äjáNÙ�Þ�ä�Ø�Ü�Þ�Ø�Ûqß�ã"Øåß>Ûqäj×"á�äÞjÛ%Ý�ï"ï"ÚåèëÙjÛqî%á@Û�âvÞ�ê.á@ï"äjá�í[Ø�Ûqç.Ù�äjáNÙ�ç"ÚåÞjÙpÛ�âvÞ�ê.á�é4ê.ÛqÚ�á�Ù�ï�ÝqÜNá@ï"äjÛqì"Ú�á�î>ð
`vÈWÇ a®~rÍ_�]å
æ�Ê�Ë�ÌqÍWÎ/Ï�Ð9Ñ0Ò�ÓPÍ�Ô�Ï�ÓPÍ�Ò�Õ
ñ�Û�ØåÚåÚåç.Ù�Þ�äJÝ�ÞjáAÙjÛqî%áëï"êCèCÙ�Ø�ÜQÝ�Ú�î%ÛqÞ�Øåí]Ý�Þ�Ø�Ûqß.Ù Û�â�Þ�ê.á>ì�Ûqç"ß.×.Ý�ä�è'í]Ý�Úåç.áëï"äjÛqì"Ú�á�î>ãUé�á>ÜNÛqß.Ù�Ø�×"á�ä:Ý�ÜNÛqß/ùÙ�Þ�äJÝ�Øåß.áN×óÜJê�Ý�ß"ß.á�Ús×"á|â�Ûqä�î�Øåß"æ:ØåßóÙ�Øåî�ï"Ú�á�Ùjê.áQÝ�ä�û�ÙjáNá�üåôQÿ)�O�|ð4Ö8ÜJê�Ý�ß"ß.á�ÚsÛ�â�é4Ø�×/Þ�ê

1
ØåßAÞ�ê.á

x
ùW×/ØåäjáNÜ�Þ�Ø�ÛqßÝ�ß.×:Øåß��.ß"ØåÞjá@á|ú/Þjá�ß.Ù�Ø�ÛqßëØåß�Þ�ê.á

y
ùW×/ØåäjáNÜ�Þ�Ø�Ûqß>Ø�ÙUì�Ûqç"ß.×"áN×�ì[è éUÝ�ÚåÚ�ÙUÞ�ê�Ý�ÞpÝ�äjá9Øåî�ï�á�ß.á�Þ�äJÝ�ì"Ú�á�â�Ûqä4×/Ø�Ù�Ú�Û[ÜQÝ}ùÞ�Ø�Ûqß.Ù�û�ÙjáNá�çsØåæ]ç"äjá:ô��|ð�ñUê.á�î%ÛqÞ�Ø�Ûqß�Û�âyÞ�ê.á
ï�Û]Ù�ØåÞ�Øåírá;Ý�ß.×óß.á�ærÝ�Þ�Øåírá;×/Ø�Ù�Ú�Û[ÜQÝ�Þ�Ø�Ûqß.Ù@ÜNÛqä�äjáNÙ�ï�Ûqß.×"Ù�ÞjÛ Þ�ê.á

x
ùW×/ØåäjáNÜ�Þ�Ø�Ûqß�ðyñUê"Ø�Ù4Ø�Ù�Ý;Ù�Øåî�ï"ÚåØ���áN×ëíPá�äjÙjØ�ÛqßëÛ�â�Ý;Ù�èCÙjÞjá�î Ù�Þ�ç.×/Ø�áN×�ì[è ò�Ý�ßë×"á�ä � Ø�áNÙJÙjá�ß>Ý�ß.×ëÜNÛfé�Ûqä0�rá�äjÙ

çsØåæ]ç"äjá%ô/� � áNÛqî%á�Þ�ä�èëÛ�â�Ý�ÜNÛqß.Ù�Þ�äJÝ�Øåß.áN×AÜJê�Ý�ß"ß.á�Ú
üx{)�Wã/é4ê.á�äjáFÞ�ê.áFÙ�Øåî�ï"ÚåØ���ÜQÝ�Þ�Ø�Ûqß.Ù`Ù�Þjá�î â äjÛqî Þ�ê.á�â�ÝqÜ�Þ�Þ�ê�Ý�Þ��

• Ûqß"Úåè%Ý@Ù�Øåß"æ]Ú�á�Ù�ÚåØåï�Ù�è/Ù�Þjá�î�Ø�Ù�ÝqÙjÙ�ç"î%áN×�ÞjÛ@ì�ápÝqÜ�Þ�Øåírá]ãrÙ�ç.ÜJê%Þ�ê�Ý�ÞyäjáQÝqÜ�Þ�Ø�Ûqß.Ùyì�á�ÞYé�áNá�ß ×/Ø�Ù�Ú�Û[ÜQÝ�Þ�Ø�Ûqß.ÙÛ�â�×/Ø�$�á|äJá|ßCÞ�ÞYèCï�á�ß.áNáN×ëß.ÛqÞ�ì�áFÜNÛqß.Ù�Ø�×"á�äjáN×Ûñ
• Þ�ê.á
ì�Ûqç"ß.×.Ý�ä�èàÜNÛqß.×/ØåÞ�Ø�Ûqß.Ù�äjáN×/ç.ÜNá
ÞJÛcb|ß.Û"�.ç/ú	b
ÜNÛqß.×/ØåÞ�Ø�Ûqß.Ù9â�Ûqä9Þ�ê.á�×/Ø�Ù�Ú�Û[ÜQÝ�Þ�Ø�Ûqß«�.ç/ú"áNÙ�Ý�Þ9Þ�ê.áì�Ûqç"ß.×.Ý�ä�è�é4Ý�ÚåÚåÙfð

ý�.



ñUê.á9î�Ý�Þ�ê.á�î�Ý�Þ�Ø�ÜQÝ�Ú�â�Ûqä�î
ç"Ú¨Ý�Þ�Ø�Ûqß>Û�â�Þ�ê"Ø�Ù�î%Û[×"á�Ú�ã.ÝqÙ4á|úCï"äjáNÙJÙjáN× Øåß�üåôQÿ)�WãCØ�Ù�Þ�ê�á9ÙjèCÙ�Þjá�î û�ô]ðþý3�yï�Û]ÙJáN×:Ûqß
I × (0, T )

�






∂tθ
+(x, t) − ∂x

(

θ+(x, t)

(
θ+
x (x, t) − θ−x (x, t)

θ+(x, t) + θ−(x, t)

))

= 0,

∂tθ
−(x, t) + ∂x

(

θ−(x, t)

(
θ+
x (x, t) − θ−x (x, t)

θ+(x, t) + θ−(x, t)

))

= 0.

û�÷/ðåô��
ñ�ÛFâ�Ûqä�î
ç"Ú¨Ý�Þjá`ê.á�ç"ä�Ø�Ù�ÞjØåÜQÝ�ÚåÚåè�Þ�ê.ápì�Ûqç"ß.×.Ý�ä�è ÜNÛqß.×/ØåÞ�Ø�Ûqß.Ù4Ý�Þ�Þ�ê.ápéUÝ�ÚåÚ�Ù�Ú�Û[ÜQÝ�ÞjáN×�Ý�Þ

x = 0
Ý�ß.×

x = 1
ã[é�áß.ÛqÞjá@Þ�ê�Ý�Þ�Þ�ê.áF×/Ø�Ù�Ú�Û[ÜQÝ�Þ�Ø�Ûqß¸�.ç/ú/áNÙ`Ý�Þ4Þ�ê.á@éUÝ�ÚåÚ�Ù�î
ç.Ù�Þ�ì�áz�Qá�äjÛ"ã"é�ê"Ø�ÜJê>äjá2�rç"ØåäjáNÙ�Þ�ê�Ý�Þ

Φ
︷ ︸︸ ︷

∂x(θ
+ − θ−) = 0,

Ý�Þ
x ∈ {0, 1}. û�÷/ðþý3�

Ãpá�é4ä�ØåÞ�Øåß"æ�Ù�è/Ù�Þjá�î û�÷/ðåô���ØåßóÝ;Ù�ï�áNÜ�Ø¨Ý�Ú�Øåß[ÞJá|æ]äLÝ�ÞjáN×ëâ�Ûqä�î ØåßëÞJá|äjî%Ù�Û�â
ρ
ã
κ
Ý�ß.×

Φ
ã/éUá�æPá�Þ

{

κt = (ρx/κx)Φ,

ρt = Φ.

û�÷/ðx43�
F Ù�Øåß"æëû�÷/ðþý3�yØdßCÞjÛ
Þ�ê.á9Ù�è/Ù�Þjá�î û�÷/ðx43�|ã/é�á9ÜQÝ�ß â�Ûqä�î�Ý�ÚåÚåè�×"áN×/ç.ÜNá9Þ�ê�Ý�Þ

ρ
Ý�ß.×

κ
Ý�äjá�ÜNÛqß.Ù�ÞJÝ�ß[ÞjÙ4Ý�Ú�Ûqß"æ;Þ�ê.áì�Ûqç"ß.×.Ý�ä�èóéUÝ�ÚåÚ�ÙQð@ñUê.á�äjá|â�Ûqäjá]ã�Þ�ê.á
äjá�î�Ý�Øåß"Øåß"æAÛ�âyÞ�ê"Ø�Ù�ï�Ý�ï�á�ä9â�Û[Ü�ç.ÙJá�ÙFÝ�Þ�Þjá�ß[Þ�Ø�Ûqß,ÛqßàÞ�ê.á;Ù�Þ�ç.×/èóÛ�âyÞ�ê.áâ�ÛqÚåÚ�Ûfé4Øåß"æ ÜNÛqç"ï"Ú�áN×>ø9Øåä�Ø�ÜJê"Ú�á�Þpì�Ûqç"ß.×.Ý�ä�è�ï"äjÛqì"Ú�á�î%Ù��







ρt = ρxx,
Øåß

I × (0,∞),

ρ(x, 0) = ρ0(x),
Øåß

I,

ρ(0, t) = ρ(1, t) = 0, ∀t ∈ [0,∞),

û�÷/ð .e�
Ý�ß.×







κtκx = ρtρx,
Øåß

I × (0, T ),

κ(x, 0) = κ0(x),
Øåß

I,

κ(0, t) = κ(0, 0)
Ý�ß.×

κ(1, t) = κ(1, 0), ∀t ∈ [0, T ].

û�÷/ðþ÷3�
ø9á�ß.ÛqÞjá

IT
ì[è��

IT = I × (0, T ).ñUê.á�äjá9Ý�äjá�ÞYé�Û�ß�Ý�Þ�ç"äJÝ�Ú�ÝqÙjÙ�ç"î�ï"Þ�Ø�Ûqß.Ù�ÜNÛqß.ÜNá�ä�ß"Øåß"æ
ρ0 Ý�ß.× κ0 ãrÞ�ê.á°�.äjÙ�Þ�Ûqß.á�Ø�Ù�Ý�ærÝ�Øåß Þ�ê.ápï�Û]Ù�ØåÞ�ØåíCØåÞYè%Û�âÞ�ê.á�×/Ø�Ù�Ú�Û[ÜQÝ�Þ�Ø�ÛqßA×"á�ß.Ù�ØåÞ�Ø�áNÙ

θ+ Ý�ß.×
θ−

Ý�Þ4Þ�ê.á9Øåß"ØåÞ�Ø¨Ý�Ú�Þ�Øåî%á]ã/é4ê"Ø�ÜJêëèCØ�á�Ú�×"ÙUÞjÛ�Þ�ê.á9â�ÛqÚåÚ�Ûfé4Øåß"æ�ÜNÛqß.×/ØåÞ�Ø�Ûqß��
κ0
x ≥ |ρ0

x|,
û�÷/ðx{3�

Ý�ß.× Þ�ê.á�ÙjáNÜNÛqß.×�Ûqß.á`ê�ÝqÙ�ÞjÛ�×"Û�é4ØåÞ�ê:Þ�ê.á9ì�Ý�Ú¨Ý�ß.ÜNá�Û�â�Þ�ê�á`ï"ê[è/Ù�Ø�ÜQÝ�Ú�î%Û[×"á�ÚHÞ�ê�Ý�Þ4Ù�ÞJÝ�ä�ÞjÙ�é4ØåÞ�ê�Þ�ê.á9ÙJÝ�î%áß[ç"î
ì�á�ä�Û�â�ï�Û]Ù�ØåÞ�ØåíráUÝ�ß.×�ß.á�ærÝ�Þ�ØåíPáU×/Ø�Ù�Ú�Û[ÜQÝ�Þ�Ø�Ûqß.Ùfð��Yß;ÛqÞ�ê.á�äséUÛqäj×"ÙQãqØdâ
n+ Ý�ß.× n− Ý�äjá�Þ�ê.á�ÞjÛqÞJÝ�ÚCß[ç"î
ì�á�äÛ�âsï�Û]Ù�ØåÞ�Øåírá�Ý�ß.×ëß.á�ærÝ�Þ�ØåíPáF×/Ø�ÙjÚ�Û[ÜQÝ�Þ�Ø�Ûqß.Ù�äjáNÙ�ï�áNÜ�Þ�Øåírá�ÚåèëÝ�Þ

t = 0
Þ�ê.á�ß��

ρ0(1) − ρ0(0) =

∫ 1

0
ρ0
x(x) dx,

=

∫ 1

0
(θ+(x, 0) − θ−(x, 0)) dx,

= n+ − n− = 0,Þ�ê"Ø�Ù@Ù�ê.Ûfé�Ù�Þ�ê�Ý�Þ
ρ0(1) = ρ0(0)

Ý�ß.×àÞ�ê"Ø�Ù�Ø�Ù�é4ê�Ý�Þ�Ý�ï"ï�áQÝ�äjÙ@Øåß�û�÷/ð .e�|ð F ïàÞjÛ:ß.ÛféFãHâ�Ûqä�î�Ý�Úväjá�Ú¨Ý�Þ�Ø�Ûqß.Ùì�á�ÞYé�áNá�ßóÞ�ê.á�Øåß"ØåÞ�Ø¨Ý�ÚsÜNÛqß.×/ØåÞ�Ø�Ûqß.Ù@Ý�äjá
Ûqß"Úåè>á|úCï"äjáNÙjÙJáN×�ð � ê.á�äjáQÝqÙfã�äjá2�rç"ØåäjáN×óäjá�æ]ç"Ú¨Ý�ä�ØåÞYèPãuÞjÛqæPá�Þ�ê.á�ä9é4ØåÞ�êÞ�ê.áFÝ�ß"ß�Ûqç"ß.ÜNá�î%á�ß[Þ9Û�âsÞ�ê.á@î�Ý�Øåß>äjáNÙ�ç"ÚåÞjÙ�é4ØåÚåÚ�ì�áFÙ�ÞJÝ�ÞjáN×ëØdß>Þ�ê.á@ß.á|ú/Þ�Ù�ç"ì.ÙJáNÜ|Þ�Ø�Ûqß�ð
ý]÷



`vÈ^| d�Ó]Ï�Ó/��Ñ���Õ�Ó>Ò�åFÓ]Ê-�'Ñ�Ï�ÍYÕø~3��ÌM��Ð�ÓPÌ�Ò�Õ�ÏeX�Ò��yÕ¼û��`û!ÍWÕ�Ó/�]~]ÔHÏ�Ð
ç"äjÛqî�ß.Ûfé)Ûqß�ãrÞ�ê.á4äjáQÝq×"á�ä�Ù�ê.Ûqç"Ú�×%ß.ÛqÞ�ì�á�ÜNÛqß/â ç�ÙjáN×�é4ØåÞ�ê�Þ�ê.á4Þjá�ä�î

ρ
Þjê�Ý�Þ�é4ØåÚåÚuÝ�ÚåéUÝQè/Ù�ì�á4Þ�ê.á4ç"ß"Ø��[ç.áÙjÛqÚåç"Þ�Ø�Ûqß Û�â�Þ�ê.á�Ü�Ú¨ÝqÙjÙjØ�ÜQÝ�Ú.ê.áQÝ�Þ�á2�[ç�Ý�Þ�Ø�Ûqßàû�÷/ð .e�|ð�ñUê.á�ÞYé�ÛFî�Ý�Øåß�Þ�ê.áNÛqäjá�î%ÙyÞjê�Ý�Þyé�ápÝ�äjá�æPÛqØåß"æ�ÞjÛFï"äjÛfíPáÝ�äjá/�

�#� 6H�`<�6e8 ÌÛAO?��Y�s���^����6e���36�:]���������O����6e��6H���
���T:p���O���H�`���^�J ¡����¢B�����O����£
¤�PaR

T > 0
EM\ m

ε > 0
À[P�RB¾-Z7X*ZM\]Q�RqEM\`ROQ�w�¥�E�¦/P

κ0 ∈ Lip(I)
EM\ m

ρ0 ∈ C∞
0 (I)

QaE/RBL^Q^V�§ML^\eKe¨

κ0
x ≥ G(ρ0

x)
Eew^P�wsL^\

I,

¾¿S�P�b[P
G(x) =

√

x2 + ε2,
ROS�P�\pROS�Pab[PlP0±ML^Q�ROQ©E"N�L^QaX*Z�QJLBRB§�QaZMU­d9RBLoZM\

κ ∈ Lip(ĪT )
Z0V�Cv¯Hw^¯�I�¬�d9\]LBj2d=P�E/ª
Z/\eK7ROS9Z�Q�P
Q2E/RBLcQOVJ§MLO\eKH¨

κx ≥ G(ρx)
Eew^P�wsL^\

ĪT .
û�÷/ðg%/�

�#� 6H�`<�6e8 ÌÛA����Y�s���^����6e���36����T:'���O���3�`���^�J ¡���¶¢O�����O����£
¤�PaR

T > 0
EM\ m

κ0 ∈ Lip(I)
wgf�\ m PabTROS�PsX*ZM\ m LBRBLoZM\«Cv¯HwOÔJIÕQ2E/RBLcQOnÈP m EHwOP�w°LO\

I
¬�ROS=P�b[PzP0±ML^Q�ROQhE#N�LcQ2X[ZMQJLBRB§

QaZMU­d9RBLoZM\
κ ∈ Lip(ĪT )

Z0V�Cv¯Hw^¯�IlQaE/RBL^Q^V�§ML^\eKe¨

κx ≥ |ρx|,
EHw^P�whLO\

ĪT .

`vÈ^á É"~3�uÐWÍWÑ0ÍWÕ�Ï�~]Ë ~3��ÌM��Ð�ÓPÌ
	�á|â�Ûqäjá�ï"äjÛ[ÜNáNáN×/Øåß"æóé4ØåÞ�ê�Þ�ê.á%ï"äjÛ[Û�â�Û�â4Ûqç"ä�Þ�ê.áNÛqäjá�î%ÙQã�é�á�ê�ÝQírá�ÞjÛëØåß[Þ�äjÛ[×/ç.ÜNá ÙjÛqî%á%áNÙJÙjá�ß[Þ�Ø¨Ý�Ú�ÞjÛ[ÛqÚ�ÙÞ�ê�Ý�Þ`Ý�äjá@Þ�ê.á@ÜNÛqäjáFÛ�âvÞ�ê.áGb�á|úCÞjá�ß.ÙjØåÛqßàÝ�ß.×ëäjáNÙ�Þ�ä�Ø�Ü�Þ�Ø�Ûqß#b@î%á�Þ�ê.Û[×>Þ�ê�Ý�Þ�é�áFÝ�äjá@æPÛqØåß"æ%ÞjÛ�ç.Ùjá]ð
�h�Û��69�����O�¶�Ð�`�

ρ
�9��6e<

R × [0, T ]
A

��Ûqß.Ù�Ø�×"á�ä�Þ�ê.á�â�ç"ß.Ü�Þ�Ø�Ûqß
ρ̂
×"á��.ß.áN×AÛqß

[0, 2] × [0, T ]
ì[è

ρ̂(x, t) =

{

ρ(x, t)
Ødâ

(x, t) ∈ ĪT ,

− ρ(2 − x, t)
ÛqÞ�ê.á�ä�é4Ø�ÙJá

,

û�÷/ðþÿ3�
Þ�ê"Ø�Ù;Ø�Ùz(hç.Ù�Þ%Ý

C1 Ý�ß[Þ�Ø�Ù�èCî�î%á�Þ�ä�è'Û�â ρ é4ØåÞ�ê�äjáNÙjï�áNÜ|Þ%ÞjÛàÞjê.á:ÚåØåß.á x = 1
ð#ñUê.áëÜNÛqß[Þ�Øåß[ç�Ý�Þ�Ø�Ûqß�Û�â

ρ̂ÞjÛ
R × [0, T ]

Ø�Ù î�Ýq×"áAì[è�Ù�ïuÝ�Þ�Ø¨Ý�Ú`ï�á�ä�Ø�Û[×/Ø�Ü�ØåÞYè�Û�â@ï�á�ä�Ø�Û[×
2
ð Ö ÙjØåî�ï"Ú�áóÜNÛqî�ï"ç"ÞJÝ�Þ�Ø�Ûqß5è[Ø�á�Ú�×"Ùfã�â�Ûqä

(x, t) ∈ (1, 2) × (0, T )
�

ρ̂t(x, t) = −ρt(2 − x, t)
Ý�ß.×

ρ̂xx(x, t) = −ρxx(2 − x, t),

Ý�ß.×;ê.á�ß.ÜNáUØåÞvØ�Ù�áQÝqÙ�è�ÞjÛ�íPá�ä�Ødâ�è�Þ�ê�Ý�Þ
ρ̂ |[1,2]×[0,T ]

ÙJÛqÚåíPáNÙ�û�÷/ð .e��é4ØåÞ�ê
I
äjá�ï"Ú¨ÝqÜNáN×�é4ØåÞ�ê�Þ�ê.áUØåß[Þjá�ä�íqÝ�Ú

(1, 2)Ý�ß.×
ρ0 äjá�ï"Ú¨ÝqÜNáN×�é4ØåÞ�ê�ØåÞjÙ�Ù�èCî�î%á�Þ�ä�èAé4ØåÞ�ê�äjáNÙ�ï�áNÜ�Þ�ÞjÛ:Þ�ê.á�ï�ÛqØåß[Þ x = 1

ñ�Þ�ê.á�ì�Ûqç"ß.×.Ý�ä�èàÜNÛqß.×/ØåÞ�Ø�Ûqß.ÙÝ�äjá@ç"ß.ÜJêuÝ�ß"æPáN×àÝ�ß.×>Þ�ê.á@äjá�æ]ç"Ú¨Ý�ä�ØåÞYèAÛ�âvÞ�ê.áFØåß"ØåÞ�Ø¨Ý�Ú�ÜNÛqß.×/ØåÞ�Ø�ÛqßóØ�ÙpÜNÛqß.ÙJá�ä�íPáN×�ð�ñ�Û%ì�áFî%ÛqäjáFï"äjáNÜ�Ø�Ùjá]ã.é�áé4ä�ØåÞjáF×"Ûfé4ßAÙjÛqî%á@ç.Ùjá|â�ç"Ú�ï"äjÛqï�á�ä�Þ�Ø�áNÙ`Û�â
ρ̂
ð

576�!���¢^:=<M�^�* ¡·�<��`·�6H<)���O6H���`�
ρ̂
A

ý/{



��á�Þ
r
Ý�ß.×

s
Ý�äjá4ÞYéUÛ@ï�Û]Ù�ØåÞ�Øåírá4Øåß[Þjá�æPá�äjÙ�Ù�ç.ÜJê%Þ�ê�Ý�Þ

s ≤ 2
ð�ç.äjÛqî�Þ�ê.á�ÜNÛqß.Ù�Þ�ä�ç.Ü�Þ�Ø�Ûqß:Û�â

ρ̂
Ý�ß.×%Þ�ê.ápÝ�ì�Ûfírá×/Ø�ÙjÜ�ç.ÙjÙ�Ø�Ûqß�ã"é�á@æPá�Þ4Þ�ê.á�â�ÛqÚåÚ�Ûfé4Øåß"æ]�

Ø
) ρ̂t

Ý�ß.×
ρ̂x
Ý�äjá@Øåß

C(R × [0, T ]),ØåØ
) ρ̂ = 0

Ûqß
Z × [0, T ],ØåØåØ

) ρ̂t = ρ̂xx
Ûqß

(R \ Z) × (0, T ),Øåí
) ||∂rt ∂sxρ̂(., t)||L∞(R) ≤ C, ∀t ∈ [0, T ],

û�÷/ðþõ3�

� ê.á�äjá
C
Ø�Ù`Ý%ÜNá�ä�ÞJÝ�ØåßóÜNÛqß.ÙjÞJÝ�ß[Þ9Ý�ß.×AÞ�ê.áFÚåØåî�ØåÞJÝ�Þ�Ø�Ûqß

s ≤ 2
ÜNÛqî%áNÙ�â�äjÛqî Þ�ê.á�Ùjï�Ý�Þ�Ø¨Ý�ÚsÝ�ß[Þ�Ø�Ù�èCî�î%á�Þ�ä�èrðñUê.áNÙjá9ÜNÛqß.×/ØåÞ�Ø�Ûqß.Ù�Ý�äjá`í]Ý�ÚåØ�× Þ�ê�Ý�ß=�CÙ�ÞjÛ
Þ�ê.á`éUÝQè�Û�â�ÜNÛqß.Ù�Þ�ä�ç.Ü�Þ�Ø�Ûqß>Û�â�Þ�ê.ápâ ç"ß.Ü�Þ�Ø�Ûqß

ρ̂
Ý�ß.× ÞjÛ
Þ�ê.á`î�Ý}ú[ùØåî
ç"î ï"ä�Øåß.Ü�Øåï"Ú�á�Û�âvÞ�ê.á@ÙJÛqÚåç"Þ�Ø�ÛqßAÛ�âsÞ�ê.á@ê.áQÝ�Þpá2�[ç�Ý�Þ�Ø�ÛqßAÛqß>ì�Ûqç"ß.×"áN×A×"Ûqî�Ý�Øåß.Ù
û�ÙjáNá%üx4/ã�ô�4��O�|ð

��á�Þ
ĝ(x, t) = −ρ̂t(x, t)ρ̂x(x, t).

û�÷/ðåôQö3�
ç"äjÛqî Þ�ê.á>Ý�ì�ÛfíPá>×/Ø�ÙjÜ�ç.ÙjÙ�Ø�Ûqß�ãyØåÞ�Ø�Ù;é�Ûqä�Þ�ê�ß.ÛqÞ�Ø�Ü�Øåß"æ,Þ�ê�Ý�Þ�Þ�ê"Ø�Ù;â�ç"ß.Ü�Þ�Ø�Ûqß�Ø�Ù�Ýp��Øåï.ÙjÜJê"ØåÞ0�AÜNÛqß[Þ�Øåß[ç.Ûqç.Ùâ ç"ß.Ü�Þ�Ø�ÛqßAØdß>Þ�ê.á

x
ù�í]Ý�ä�Ø¨Ý�ì"Ú�á]ðñUê.á�â�ÛqÚdÚ�Ûfé�Ødß.æ%Þ�ê"äjáNá@Ú�á�î�î�ÝqÙpé4ØåÚåÚ�ì�á@ç.ÙjáN×ëØåßëÞ�ê.á@ï"äjÛ[Û�â�Û�â�ñUê.áNÛqäjá�î�÷/ðåô]ð

E�6e8¹8;:�ÌÛA�µD�Y�z�¶��<)��·� ¡����Æ	�*����¢B�����O�¶��£
¥�S�P�V�de\�X�RBLBZM\

G(ρ̂x)
L^Q1E/\'Pa\`RBb0ZJº�§�QJd]À�W_QaZMU­d9RBLoZM\;ZYV

{

wt + (ĝfε(w))x = 0,
LO\

QT ,

w(x, 0) = w0(x)
LO\

R,

û�÷/ðåô]ô��
¾¿S�P�b[P

fε
LcQhKMLON�P�\�À�§�C_Ê9w^GJI)¬-EM\ m

w0(x) = G(ρ̂x(x, 0))
w

Ý1<)�Û���[A � Øåî�ØåÚ¨Ý�äpÞjÛ
��á�î�î�Ý"4/ð ..ð
2

E�6e8¹8;:�ÌÛA�Å �Yý¸�Zh-6e<)69�¶���^:]Æ��B¢B�^�* ¡·�<)��·�6H<)�* ¿£
¤�PaR

u(x, t)
À*P�E m L ösP�b[Pa\`RBLBEHÀaU�P¼V�de\¶X2RBLBZM\«¾�LBROSkb[P�Qqº]P0X�RÈRqZ

(x, t)
EHw^P�whL^\

QT
wi
�POn�\�P#ROS�P1Q2P2R

M
À�§H¨

M = {x ∈ R; u
LcQ m L ösPab[P�\`RBLoEHÀ�U�PlEHw^P�whLO\ {x} × (0, T )} ,

ROS�P�\
M

LcQ m P�\=Q�P#L^\
R
w

Ý1<)�Û���[A ø�á��.ß.á Ln ã n ∈ N
ÞjÛ%ì�áFÞ�ê.á#��á�ì�áNÙjæ]ç.á

n
ùW×/Øåî%á�ß.Ù�Ø�Ûqß�Ý�Úsî%áQÝqÙ�ç"äjá]ð°��á�Þ

N ⊂ QT
ì�áFÞ�ê.á
Ùjá�Þ×"á��.ß.áN×ëì[è��

N = {(x, t) ∈ QT ; u
Ø�Ù4ß�ÛqÞ�×/Ø�$�á�äjá�ß[Þ�Ø¨Ý�ì"Ú�á�Ûqß

(x, t)} ,Ý�ß.×ëÚ�á�Þ
IN

ì�á�Þ�ê.áFÜJê�Ý�äJÝqÜ�Þjá�ä�Ø�Ù�Þ�Ø�ÜFâ ç"ß.Ü�Þ�Ø�ÛqßóÛ�âsÞ�ê.áFÙjá�Þ
N
ð � Øåß.ÜNá L2(N) = 0

ã/é�áFÜQÝ�ß>é4ä�ØåÞjá]ã
∫

QT

IN (x, t)dxdt = 0.

F Ù�Øåß"æ"ç"ç"ì"Øåß"Øq Ù�Þjê.áNÛqäjá�î é�á@æPá�Þ
∫

R

g(x)dx = 0,
é4ØåÞ�ê

g(x) =

(∫ T

0
IN (x, t)dt

)

≥ 0,

ý3%



Þ�ê.á�ß
g = 0

Ý/ð á]ð�Øåß
RÝ�ß.×>ÜNÛqß.Ùjá2�rç.á�ß[Þ�Úåè

J = {x; g(x) 6= 0} íPá�ä�Ø���áNÙ L1(J) = 0.
�Wß>ÛqÞ�ê.á�ä�éUÛqäj×"ÙQã

∀x ∈ R \ J, u(x, ·) Ø�Ùp×/Ø�$Há�äjá�ß[Þ�Ø¨Ý�ì"Ú�á�é4ØåÞ�ê>äjáNÙ�ï�áNÜ�Þ�ÞjÛ (x, t)
Ý/ð á]ð�Øåß

(0, T ),ê.á�ß.ÜNá
R \ J ⊂M

é4ê"Ø�ÜJê>Øåî�ï"ÚåØ�áNÙpÛqç"ä�Ú�á�î�î�Ý/ð
2

�Yß)Þjê.áAß.á|ú/Þ Ú�á�î�î�Ý/ãpé�áóÙjê.Ûfé Ý,Ú�ÛféUá�ä�ù�ì�Ûqç"ß.×5áNÙ�Þ�Øåî�Ý�Þjáóâ�Ûqä Þ�ê.áóæ]äJÝq×/Ø�á�ß[ÞëÛ�â
κ̂
Ý�ß�Ý�Ú�Ûqæ]ç.áàÞjÛû�÷/ðg%/�|ð�ñUê"Ø�ÙyéUÝqÙ�ï"äjá�í[Ø�Ûqç.Ù�Úåè%×"Ûqß.á�â�Ûqä

κx
Øåß�Þ�ê.á`ÜQÝqÙjá�é4ê.á�äjá

g
Ø�Ù�ÝFÞYé4Ø�ÜNá`ÜNÛqß[Þ�Øåß[ç.Ûqç.Ù�Úåè�×/Ø�$�á�äjá�ß[Þ�Ø¨Ý�ì"Ú�áâ ç"ß.Ü�Þ�Ø�Ûqß�ç.ÙjØåß"æ�î�Ý�Øåß"Úåè:ñUê.áNÛqäjá�î%Ù�ý/ðåô�%�Ý�ß.×ëý/ðåô�{/ð�&9á�äjá]ãCÞ�ê.á9éUÝQè Û�â�á|ú/Þjá�ß.×/Øåß"æ;Þ�ê.á`â ç"ß.Ü�Þ�Ø�Ûqß

ρ
Ûfírá�ä

Q̄T
î�Ý��ráNÙ

ĝ
Ú�Û[Û]Ùjá4ÙjÛqî%á4Û�â�Þ�ê.áUäjá�æ]ç"Ú¨Ý�ä�ØåÞYè;Ù�ÞJÝ�ÞjáN×;Øåß%ñUê.áNÛqäjá�î�ý/ðåô�%Cð¿&9Ûfé�á�írá�äQã]Þ�ê.á�â�ÛqÚåÚ�Ûfé4Øåß"æ@Ú�á�î�î�ÝÙ�ê.Ûfé�Ù4Þ�ê�Ý�Þ`Ý�Ù�Øåî�ØåÚ¨Ý�ä�äjáNÙ�ç"ÚåÞ�ê.ÛqÚ�×"Ù�ØåßëÞ�ê.áFÜQÝqÙjá

ĝ ∈W 1,∞(Q̄T )
ð

E�6e8¹8;:�ÌÛA�Ìò¥�S�P©VJd9\�X2RBLoZM\
κ̂x ∈ L∞(QT )

LcQ�E/\ P�\`RBb0ZJº�§�Q2ZMU­d9RBLoZM\ ZYV¹Cv¯HwOG3GJI;¾�LBROS¡L^\]LBRBLBE/U m E/RqE
w0 = κ̂0

x ∈ L∞(R)
w

Ý1<)�Û���T�`�KE-6e8¹8;:�ÌÛA�ÌÛA ��á�Þ
g̃
ì�á�Ý�ßAá|úCÞjá�ß.ÙjØ�Ûqß>Û�âvÞ�ê.á�â ç.ß.Ü�Þ�Ø�Ûqß

ĝ
Ûqß

R
2 ×"á��.ß.áN×>ì[è¶�

g̃(x, t) =







ĝ(x, t)
Ødâ

(x, t) ∈ Q̄T ,

ĝ(x, T )
Ødâ

t > T,

ĝ(x, 0)
Ønâ

t < 0.

û�÷/ðåôQý3�

��Ûqß.Ù�Ø�×"á�ä4Ý�ÙJá2�rç.á�ß.ÜNá9Û�â�î%ÛqÚåÚåØ���á�äjÙ
ξn
Øåß

R
2 Ý�ß.× Ú�á�Þ g̃n = g̃ ∗ ξn ð¿Ãpá�î�Ý�ä0�%Þ�ê�Ý�ÞQã[â äjÛqî Þ�ê.á`ÙjÞJÝ�ß.×.Ý�äj×ï"äjÛqï�á�ä�Þ�Ø�áNÙpÛ�âvÞ�ê.á@î%ÛqÚåÚåØ���á�ä`Ùjá2�[ç.á�ß.ÜNá]ã"é�á�ê�ÝQírá

g̃n ∈ C∞(R2)
Ý�ß.×��

g̃n → ĝ
ç"ß"Ødâ�Ûqä�î�ÚåèëÛqßAÜNÛqî�ï�ÝqÜ�ÞjÙ�Øåß

Q̄T ,
û�÷/ðåô�43�

Ý�ß.×
g̃nx → ĝx

Øåß
Lploc(QT ), 1 ≤ p <∞,

û�÷/ðåôa.e�
ÞjÛqæPá�Þ�ê.á�ä�é�ØdÞjê>Þ�ê.á9â�ÛqÚåÚ�Ûfé4Øåß"æ�áNÙjÞ�Øåî�Ý�ÞjáNÙ��

||∂rt ∂sxg̃n||L∞(Q̄T ) ≤ ||∂rt ∂sxĝ||L∞(Q̄T )

â�Ûqä
r, s ∈ N, r + s ≤ 1.

û�÷/ðåôQ÷3�
� ÛféFã"ÞJÝ��Pá�Ý�ærÝ�Øåß>Þ�ê.á1&�Ý�î�ØåÚdÞJÛqß/ù � ÝqÜNÛqì"Øsá2�[ç�Ý�Þ�Ø�ÛqßBû�÷/ðþý3%/��é4ØåÞ�ê

ĝ
äjá�ï"Ú¨ÝqÜNáN×>é4ØåÞ�ê

g̃n
�

{

ut + g̃nfε(ux) = 0
Øåß

R × (0, T ),

u(x, 0) = κ̂0(x)
Øåß

R,

û�÷/ðåô�{3�
Ý�ß.×
ß.ÛqÞ�Ø�ÜNáUÞ�ê�Ý�ÞsÞ�ê.á4Ý�ì�Ûfírá�ï"äjÛqï�á�ä�Þ�Ø�áNÙ�Û�â�Þ�ê.á�â ç"ß.Ü�Þ�Ø�Ûqß

g̃n
á�ßCÞjá�äjÙsç.ÙsØåß[ÞjÛ9Þ�ê.á�â äJÝ�î%á�é�Ûqä0��Û�âuñUê.áNÛqäjá�îý/ðåô�%Cð9ñUê[ç.ÙQãuéUá�ê�ÝQírá�Ý�ç"ß"Ø��rç.á
íCØ�ÙjÜNÛ]Ù�ØåÞYè>ÙJÛqÚåç"Þ�Ø�Ûqß

κ̃n ∈ Lip(Q̄T )
Û�â9û�÷/ðåô�{3��é4ØåÞ�êàØåß"ØåÞ�Ø¨Ý�Ú�ÜNÛqß.×/ØåÞ�Ø�Ûqß

κ̂0 é4ê.Û]Ùjá�Ù�ï�Ý�Þ�Ø¨Ý�Úv×"á�ä�ØåíqÝ�Þ�Øåírá κ̃nx ∈ L∞(QT )
Ø�Ù�Ý�ß�á�ß[Þ�äjÛqï[èAÙjÛqÚåç"ÞjØåÛqß�Û�â�Þ�ê.á�ÜNÛqä�äjáNÙ�ï�Ûqß.×/Øåß"æë×"á�ä�ØåíráN×á2�rç�Ý�Þ�Ø�Ûqß�é4ØåÞ�ê�Ødß.ØdÞjØ�Ý�Úp×.Ý�ÞJÝ

κ̂0
x

ðàç.äjÛqî Ã`á�î�Ý�ä0�'ý/ðåô]ô>Ý�ß.×�û�÷/ðåôQ÷3�|ã�é�áë×"áN×/ç.ÜNáëÞ�ê�Ý�Þ�Þ�ê.áëÙJá2�rç.á�ß.ÜNá
(κ̃n)n≥1

Ø�Ù�ÚåÛ[ÜQÝ�ÚåÚåè�ç"ß"Ødâ�Ûqä�î�Úåè:ì�Ûqç"ß.×"áN×>Øåß
W 1,∞(Q̄T )

Ý�ß.×ëÞ�ê�Ý�Þ��
||κ̃nx||L∞(QT ) ≤ ||κ̂0

x||L∞(R) + T ||ĝx||L∞(QT )||fε||L∞(R).
û�÷/ðåô�%/�

ý]ÿ



,óÛqäjáNÛfírá�äQãuâ�äjÛqî6û�÷/ðåô�43�|ãHé�á
ç.Ùjá;Ý�ærÝ�Øåß�Þ�ê.á � ÞJÝ�ì"ØåÚåØåÞYèàñUê.áNÛqäjá�î Û�âyíCØ�ÙjÜNÛ]Ù�ØåÞYèAÙjÛqÚåç"Þ�Ø�Ûqß.Ù�üþý/ãHñUê.áNÛqäjá�îý/ðx4)�Wã�Ý�ß.×ëé�á@Ûqì"ÞJÝ�Øåß��
κ̃n → κ̂

Ú�Û[ÜQÝ�ÚåÚåè�ç"ß"Ødâ�Ûqä�î�Úåè:Øåß
Q̄T .

û�÷/ðåôQÿ3�
	UÝqÜ*�@ÞjÛ�Þ�ê.áyá�ß[ÞjäjÛqï[èFÙjÛqÚåç"Þ�Ø�Ûqß�ã�é�á�é4ä�ØåÞjá�×"Ûfé4ß
Þ�ê.áyá�ß[Þ�äJÛqï[è@Øåß.á2�rç�Ý�ÚåØåÞYè û�ÙjáNáyø�á��.ß"ØåÞ�Ø�Ûqß;ý/ðåôQý3��ÙJÝ�Þ�Ø�ÙY��áN×ì[è

κ̃nx
�
∫

QT

(

η(κ̃nx)φt + Φ(κ̃nx)g̃
nφx + h(κ̃nx)g̃

n
xφ
)

dxdt+

∫

R

η(κ̂0
x)φ(x, 0)dx ≥ 0,

û�÷/ðåôQõ3�
é4ê.á�äjá

η
ã
Φ
ã
h
Ý�ß.×

φ
Ý�äjá:æ]ØåíPá�ß#ìCè�ø9á��.ß.ØdÞjØåÛqß)ý/ðåôQý/ð�ñsÝ��[Øåß"æ�û�÷/ðåô�%/��Øåß[ÞjÛàÜNÛqß.ÙjØ�×"á�äJÝ�Þ�Ø�Ûqß�ã�é�á ç.ÙJáÝ�ï"äjÛqï�á�ä�ÞYè0Û�â
ì�Ûqç"ß.×"áN× Ùjá2�rç.á�ß.ÜNáNÙ�Øåß

L∞(QT )
û�ÙjáNá'üåôa..ãs!�äjÛqï�Û]Ù�ØåÞ�Ø�Ûqß 4)�O��Þ�ê�Ý�Þ�æ]ç�Ý�äJÝ�ß[ÞjáNáNÙëÞ�ê.áá|úCØ�Ù�Þjá�ß.ÜNáFÛ�â�Ý;Ù�ç"ì�Ùjá2�rç.á�ß.ÜNá�û�ÜQÝ�ÚåÚ�ØåÞ`Ý�ærÝ�Øåß

κ̃nx
�UÙjÛ;Þ�ê�Ý�ÞQã/â�ÛqäpÝ�ß[è â ç"ß.Ü�Þ�Ø�Ûqß

ψ ∈ C(R; R)
ã

ψ(κ̃nx) → Uψ
é�áQÝ�� −? Øåß

L∞(QT ).
û�÷/ðþý]ö3�

ç"ç"äjÞ�ê.á�ä�î%Ûqäjá]ã.Þ�ê.á�äjáFá|ú/Ø�Ù�ÞjÙ
µ ∈ L∞(QT × (0, 1))

Ùjç.ÜJêëÞ�ê�Ý�Þ��
∫ 1

0
ψ(µ(x, t, α))dα = Uψ(x, t),

â�ÛqäpÝ/ð á]ð
(x, t) ∈ QT .

û�÷/ðþý/ô��
Öpï"ï"ÚåèCØåß"æóû�÷/ðþý]ö3��é4ØåÞ�ê

ψ
äjá�ï"Ú¨ÝqÜNáN×>é4ØåÞ�ê

η
ã
Φ
Ý�ß.×

h
äjáNÙ�ï�áNÜ�Þ�Øåírá�Úåèrã�Ý�ß.×ëç.Ù�Øåß"æAû�÷/ðþý/ô��|ã.é�á@æPá�Þ��







η(κ̃nx(.)) →
∫ 1

0
η(µ(., α))dα

é�áQÝ�� −? Øåß
L∞(QT ),

Φ(κ̃nx(.)) →
∫ 1

0
Φ(µ(., α))dα

é�áQÝ�� −? Øåß
L∞(QT ),

h(κ̃nx(.)) →
∫ 1

0
h(µ(., α))dα

é�áQÝ�� −? Øåß
L∞(QT ).

û�÷/ðþý]ý3�

ñUê"Ø�ÙQã�ÞjÛqæPá�Þ�ê.á�ä�é4ØåÞ�ê0û�÷/ðåô�43�|ã4û�÷/ðåôa.e�@ï�á�ä�î�ØåÞjÙ
ÞjÛ>ï�ÝqÙJÙFÞjÛ>Þ�ê.á�ÚåØåî�ØåÞ
Øåß0û�÷/ðåôQõ3�@Øåß�Þ�ê.á�×/Ø�ÙjÞ�ä�Øåì"ç"Þ�Ø�Ûqß�Ý�ÚÙjá�ß.Ùjá]ã/ê.á�ß.ÜNáFé�á�æPá�Þ��
∫

QT

∫ 1

0

(

η(µ(., α))φt + Φ(µ(., α))ĝφx + h(µ(., α))ĝxφ
)

dxdtdα+

∫

R

η(κ̂0
x)φ(x, 0)dx ≥ 0.

û�÷/ðþý/43�

�Wß�üåôa..ãsñUê.áNÛqäjá�î 4)�Wã�Þ�ê.á�â�ç"ß.Ü�Þ�Ø�Ûqß
µ
ÙJÝ�Þ�Ø�Ù�â�èCØåß"æBû�÷/ðþý/43�@Ø�Ù�ÜQÝ�ÚåÚ�áN×#Ý�ßBá�ß[Þ�äjÛqï[è�ï"äjÛ[ÜNáNÙjÙ�ÙjÛqÚåç"Þ�Ø�Ûqß�ð²�WÞê�ÝqÙ
ì�áNá�ß'ï"äjÛfíráN×BÞjÛóì�á ç"ß"Ø��rç�á�Ý�ß.×BØåß.×"á�ï�á�ß.×"á�ß[Þ%Û�â

α
ð�ÖpÚåÞ�ê.Ûqç"æ]ê'Þ�ê"Ø�Ù�äjáNÙ�ç"ÚåÞ�Øåß5üåôa./�UéUÝqÙ�â�Ûqä�Ý×/ØåíPá�ä�æPá�ß.ÜNá|ù�â�äjáNá�â�ç"ß.Ü�Þ�Ø�Ûqß

ĝ ∈ C1(Q̄T )
ã�é�á�äjá�î�Ý�ä0�#Þ�ê�Ý�Þ�ØåÞ%ÜQÝ�ß�ì�á>Ýq×.Ý�ï"ÞjáN×�ÞjÛ�Þ�ê.áëÜNÝqÙJá�Û�â@Ý�ß[èâ ç"ß.Ü�Þ�Ø�Ûqß

ĝ ∈W 1,∞(Q̄T )
û�ÙjáNápâ�Ûqä�Øåß.Ù�ÞJÝ�ß.ÜNázÃpá�î�Ý�ä0�k{/ðþý;Ý�ß.× Þjê.á`ï"äjÛ[Û�âsÛ�â�üåôa..ã/ñUê.áNÛqäjá�îÉ4)�O�|ð F Ù�Øåß"æÞ�ê"Ø�ÙQã/é�á@Øåß/â�á�ä4Þ�ê.áFá|ú/Ø�Ù�Þjá�ß.ÜNáFÛ�â�Ý�â ç"ß.Ü�Þ�Ø�Ûqß

z ∈ L∞(QT )
Ù�ç.ÜJêëÞ�ê�Ý�Þ��

z(x, t) = µ(x, t, α),
â�ÛqäpÝ/ð á]ð

(x, t, α) ∈ QT × (0, 1),
û�÷/ðþý�.e�

ê.á�ß.ÜNá]ã
z
Ø�Ù
Ý�ß�á�ß[Þ�äjÛqï[è,ÙjÛqÚåç"Þ�Ø�ÛqßBÛ�âFû�÷/ðåô]ô��|ð � á�ß.Ûfé!î�Ý��rá�ç.ÙJá�Û�â�û�÷/ðþý�.e�FÝ�ß.×,é�á�Ý�ï"ï"Úåè�á2�[ç�Ý�ÚåØåÞYèû�÷/ðþý/ô���â�Ûqä
ψ(x) = x

ÞjÛ%Ûqì"ÞJÝ�Øåß�ã
z =

é�áQÝ�� −? lim
n→∞

κ̃nx
Øåß

L∞(QT ).
û�÷/ðþý]÷3�

ç"äjÛqî û�÷/ðþý]÷3��Ý�ß.×�û�÷/ðåôQÿ3��é�áF×"áN×/ç.ÜNá@Þ�ê�Ý�ÞQã
z(x, t) = κ̂x(x, t)

Ý/ð á]ð�Øåß
QT ,é4ê"Ø�ÜJêAÜNÛqî�ï"Ú�á�ÞjáNÙpÞ�ê.á@ï"äjÛ[Û�â�Û�â¿��á�î�î�Ý�÷/ðþ÷/ð

2

ý]õ



`vÈ�Q É"~PÒ�Ò�å�ÌëÒ�åkj:Ê��.Ò�~H��Ñ5Ìl`vÈWÇ	m�`vÈ^|
Ý1<)�Û���T�`� �©� 6e�`<�6e8 Ì�AB?�AÈ� á@á|ú/Þjá�ß.×�Þjê.á9â�ç"ß.Ü�Þ�Ø�Ûqß

κ0 ÞjÛ κ̂0 ∈ Lip(R)
ØåßëÞ�ê.á�â�ÛqÚåÚ�Ûfé4Øåß"æ%éUÝQè��

κ̂0(x) =







κ0(x)
Ødâ

x ∈ [0, 1],

(||ρ0
x||L∞(I) + ε)(x− 1) + κ0(1)

Ødâ
x ≥ 1,

(||ρ0
x||L∞(I) + ε)x+ κ0(0)

Ødâ
x ≤ 0.

û�÷/ðþý/{3�

��Ûqß.Ù�Ø�×"á�ä�Þ�ê.á@Øåß"ØåÞ�Ø¨Ý�Ú�í]Ý�Úåç.á@ï"äjÛqì"Ú�á�î ×"á��.ß.áN×ëì[è��
{

ut + ĝfε(ux) = 0
Øåß

R × (0, T ),

u(x, 0) = κ̂0(x)
Øåß

R.

û�÷/ðþý3%/�
ñUê"Ø�Ù4Ø�ÙpÝ
&9Ý�î�ØåÚåÞjÛqß/ù � ÝqÜNÛqì"Øsá2�rç�Ý�Þ�Ø�ÛqßAé4ØåÞ�êóÝl&�Ý�î�ØåÚåÞjÛqß"Ø¨Ý�ß

F ∈ C(Q̄T × R)
×"á��.ß.áN×ëì[è��

F (x, t, u) = ĝ(x, t)fε(u).

ç"äjÛqî Þ�ê.á�äjá�æ]ç"Ú¨Ý�ä�ØåÞYè#ï"äjÛqï�á�ä�Þ�Ø�áNÙ Û�â
ρ̂
ã�é�áëÜQÝ�ß�×/ØåäjáNÜ�Þ�Úåè'ÙJáNá:Þ�ê�Ý�Þ

(V0)
ù
(V1)

ù
(V2)

Ý�äjáëÙJÝ�Þ�Ø�ÙY�uá�×�ñÞ�ê"Ø�ÙFØåÙ#�[ç"ØåÞjá%Ù�Øåî�ØåÚ¨Ý�äFÞjÛëé4ê�Ý�Þ�éUÝqÙF×.Ûqß.á�Øåß�!�äjÛqï�Û]Ù�ØåÞ�Ø�Ûqßà4/ðåô]ð � Øåß.ÜNá
κ̂0 Ø�Ù
Ý²��Øåï.ÙjÜJê"ØåÞ0� ÜNÛqß[Þ�Øåß[ç.Ûqç.Ùâ ç"ß.Ü�Þ�Ø�Ûqß�ãCé�á`×"áN×/ç.ÜNápâ�äjÛqî ñUê.áNÛqäjá�î%Ù4ý/ðx{/ã"ý/ðg%�Ý�ß.×7!�äjÛqï�Û]Ù�ØåÞ�Ø�Ûqß>ý/ðåôQöFÞ�ê.á9á|úCØ�Ù�Þjá�ß.ÜNá�Ý�ß.×�ç"ß"Ø��[ç.á�ß.áNÙjÙÛ�â@Ý�íCØ�ÙjÜNÛ]Ù�ØåÞYè#ÙJÛqÚåç"Þ�Ø�Ûqß

κ̂ ∈ Lip(Q̄T )
Û�â%û�÷/ðþý3%/�|ðÐ,àÛqäjáNÛfírá�äQã�Øåß)Ûqäj×"á�ä%ÞjÛ�äjáNÜNÛfírá�ä%Þ�ê.áëì�Ûqç"ß.×.Ý�ä�èÜNÛqß.×/ØåÞ�Ø�Ûqß.ÙFæ]Øåírá�ß�ì[è'û�÷/ðþ÷3�9Ûqß

∂I × [0, T ]
ã�é�á;ï"äjÛ[ÜNáNáN×�ÝqÙ9â�ÛqÚåÚ�Ûfé�ÙQðl��á�Þ

M
ì�á;Þ�ê.á�Ùjá�ÞF×"á��.ß.áN×�ì[è

��á�î�î�Ý�÷/ð .�Ý�ß�×�Ú�á�Þ
x ∈M

ð�ç�Ûqä�á�írá�ä�è
t ∈ [0, T ]

ã"é�á�é4äjØdÞJáM�
|κ̂(x, t)−κ̂(x, 0)| ≤

∫ t

0
|κ̂s(x, s)|ds ≤

∫ t

0
|F (x, s, κ̂x(x, s))|ds ≤

∫ t

0
(|F (0, s, κ̂x(x, s))| + C|x|) ds.

�Wß�Þ�ê.áNÙjá�Øåß.á2�[ç�Ý�ÚåØåÞ�Ø�áNÙ@é�á�ê�ÝQírá�ç.ÙjáN×àÞ�ê.á�â�ÝqÜ�Þ�Þ�êuÝ�Þ
κ̂
ØåÙFÝk��Øåï.ÙJÜJê"ØåÞ0�%ÜNÛqß[Þ�Øåß[ç.Ûqç.ÙFí[Ø�ÙjÜNÛ]ÙjØåÞYèAÙJÛqÚåç"Þ�Ø�ÛqßÛ�â�û�÷/ðþý3%/�@Ý�ß.×�ê.á�ß.ÜNá�ØåÞ@íPá�ä�Ø���áNÙ@Þ�ê.á�á2�[ç�Ý�Þ�Ø�Ûqß,Øåß

QT
Ý�Þ@Þ�ê.á;ï�ÛqØåß[ÞjÙ@é4ê.á�äjá�ØåÞ@Ø�Ù@×/Ø�$�á�äjá�ß[Þ�Ø¨Ý�ì"Ú�áAû�ÙJáNáâ�Ûqä9Øåß.ÙjÞJÝ�ß.ÜNá�üþý)�O�|ðFÖ`Ú�ÙjÛ"ã�é�á�ê�ÝQírá
ç.ÙjáN×àÞ�ê.á;ÜNÛqß.×/ØåÞ�Ø�Ûqß
(F1)

é�ØdÞjê
p = q

Ý�ß.×
CR = C

ã�Ý ÜNÛqß.ÙjÞJÝ�ß[ÞØåß.×"á�ï�á�ß.×.Ý�ß[Þ`Û�â
R
ð � Ûfé5â�äjÛqî û�÷/ðþõ3�WùLû ØåØ^�|ã.é�áF×"áN×/ç.ÜNáFÞ�ê�Ý�Þ��

|F (0, s, κ̂x(x, s))| = |ρ̂x(0, s)ρ̂t(0, s)fε(κ̂x(x, s))| = 0,
â�ÛqäpÝ/ð á]ð

s ∈ (0, t),Ý�ß.×ëê.á�ß.ÜNá@é�á@æPá�Þ
|κ̂(x, t) − κ̂(x, 0)| ≤ C|x|t. û�÷/ðþý]ÿ3�

� Øåß.ÜNá
M

Ø�ÙpÝ;×"á�ß.ÙjáFÙ�ç"ì.ÙJá�Þ�Û�â
R
ã/éUá�ï�ÝqÙjÙ4ÞjÛ�Þ�ê.á@ÚåØåî�ØåÞ�ØåßBû�÷/ðþý]ÿ3�4ÝqÙ

x→ 0
Ý�ß.×ëÞ�ê.á@á2�[ç�Ý�ÚåØåÞYè

κ̂(0, t) = κ̂(0, 0) = κ0(0) ∀t ∈ [0, T ]ê.ÛqÚ�×"ÙQð � Øåî�ØåÚ¨Ý�ä�ÚåèPã.é�áFÜQÝ�ßëírá�ä�Ødâ�è Þ�ê�Ý�Þ
κ̂(1, t) = κ̂(1, 0) = κ0(1)

â�ÛqäpÝ�ÚåÚ
t ∈ [0, T ]

ð
�h���O�2��69���36`A ñUê.á�á|ú/Þjá�ß.Ù�Ø�Ûqß

κ̂0 Û�â κ0 Ûqç"ÞjÙ�Ø�×"á�Þ�ê.á�Øåß[Þjá�ä�í]Ý�Ú I Ø�Ù�ÝUÚåØåß.áQÝ�ä�á|ú/Þjá�ß.Ù�Ø�Ûqß�Û�â/ÙjÚ�Ûqï�á ||ρ0
x||L∞(I)+ ε

ãÞ�ê.á�äjá|â�ÛqäjáFé�á�ê�ÝQírá]ã
κ̂0
x(·) ≥

√

(ρ̂0
x(·))2 + ε2 = G(ρ̂0

x(·)),
Ý/ð á]ð�Øåß

R.
û�÷/ðþý]õ3�

ç"äjÛqîÉ��á�î�î�Ý�÷/ðþ÷/ã/é�á
�[ß.Ûfé Þjê�Ý�Þ
κ̂x
Ø�ÙpÝ�ß>á�ß[Þ�äJÛqï[è�ÙjÛqÚåç"Þ�Ø�ÛqßAÛ�âvá2�[ç�Ý�Þ�Ø�ÛqßBû�÷/ðåô]ô��4Ý�ß.×:â�äjÛqîÎ��á�î�î�Ý÷/ðx4/ã�é�á
�[ß�Ûfé�Þ�ê�Ý�Þ

G(ρ̂x)
Ø�Ù�Ý�ß�á�ß[Þ�äjÛqï[è�Ù�ç"ì/ùWÙjÛqÚåç"Þ�Ø�ÛqßBÛ�âFû�÷/ðåô]ô��|ð � Øåß.ÜNáóû�÷/ðþý]õ3�9ê.ÛqÚ�×"ÙQã�é�á�ç.Ùjá;Þ�ê.á

��Ûqî�ï�Ý�ä�Ø�ÙjÛqßóñUê.áNÛqäjá�î�ý/ðåô�{;ÞjÛ;æPá�ÞQã
κ̂x(x, t) ≥

√

ρ̂2
x(x, t) + ε2 ≥ ε > 0,

â�ÛqäpÝ/ð á]ð
(x, t) ∈ Q̄T .

û�÷/ðx4]ö3�
4]ö



ñsÝ��Pá
κ
ÞjÛ�ì�á
Þ�ê.á�äJá�ÙjÞ�ä�Ø�Ü�Þ�Ø�Ûqß�Û�â

κ̂
Ûqß

ĪT
é4ê.á�äjá

κ̂0 Ý�ß.× ρ̂ ê�ÝQíPá�Þjê.á�Ødä@Ý�ç"ÞjÛqî�Ý�Þ�Ø�Ü�äjá�ï"Ú¨ÝqÜNá�î%á�ß[ÞJÙ κ0Ý�ß.×
ρ
äjáNÙ�ï�áNÜ�Þ�Øåírá�Úåè�Ûqß>Þ�ê"Ø�ÙpÙ�ç"ì�×"Ûqî�Ý�Øåß�ð-�WÞ4Ø�Ù�Ü�Ú�áQÝ�äpÞ�ê�Ý�Þ

κ ∈ Lip(ĪT )
Ø�Ù`Ý�íCØ�ÙjÜNÛ]Ù�ØåÞYè:ÙjÛqÚåç"Þ�Ø�ÛqßóÛ�âY�







κt + gfε(κx) = 0
Øåß

IT ,

κ(x, 0) = κ0(x)
Øåß

I,

κ(0, t) = κ0(0)
Ý�ß.×

κ(1, t) = κ0(1) ∀ 0 ≤ t ≤ T,

û�÷/ðx4/ô��

é4ê.á�äjá
g(x, t) = −ρt(x, t)ρx(x, t)

Ý�ß.×
κx(x, t) ≥ G(ρx(x, t))

â�Ûqä`Ý/ð á]ð
(x, t) ∈ ĪT

ð � á�Ý�Ú�ÙJÛ%ß.ÛqÞ�Ø�ÜNáÞ�ê�Ý�Þ
κ
Ø�Ù�Ý@íCØ�ÙjÜNÛ]Ù�ØåÞYè�ÙjÛqÚåç"ÞjØåÛqß�Û�âyû�÷/ðþ÷3�|ãrâ�ÛqäyØåÞ�Ù�ç�n�ÜNáNÙ�ÞjÛ@â�ÛqÚåÚ�Ûfé)Þ�ê�ápÙLÝ�î%ápÙ�Þjá�ï.Ù�Û�â�Þ�ê.ápï�ÝqÙjÙJÝ�æPá�â äjÛqîÞ�ê.áFíCØ�ÙjÜNÛ]Ù�ØåÞYè>ÙjÛqÚåç"Þ�Ø�ÛqßàÛ�â`ûo4/ðåô]ô��4ÞjÛ�Þ�ê.á�í[Ø�ÙjÜNÛ]ÙjØdÞhèëÙjÛqÚåç"Þ�Ø�ÛqßàÛ�â`û�ô]ð .e��û�ÙjáNá�Þ�ê.áFï"äJÛrÛ�â�Û�â�ñUê.áNÛqäjá�î ô]ðþýâ�Ûqä�×"á�ÞJÝ�ØåÚ�Ù��|ð

o¸���O����6e��6H���/A � Øåß.ÜNá@Þ�ê.á�â ç"ß.Ü�Þ�Ø�Ûqß
H̄(x, t, u) = g(x, t)fε(u) ∈ C(ĪT × R)

ÙJÝ�Þ�Ø�ÙY��áNÙUâ�ÛqäpÝ©�"ú"áN×
t
�

|H̄(x, t, u) − H̄(y, t, u)| ≤ C(|x− y|(1 + |u|)),
â�Ûqä�á�írá�ä�è

x, y ∈ (0, 1)
Ý�ß.×

u ∈ R
ãPé�á4ç.Ùjá@üþý"ãPñUê.áNÛqäjá�î ý/ðþÿ)��ÞjÛFÙ�ê.Ûfé�Þ�ê�Ý�Þ

κ
Ø�Ù�Þjê.áUç"ß"Ø��[ç.á4íCØ�ÙjÜNÛ]Ù�ØåÞYèÙjÛqÚåç"Þ�Ø�ÛqßBÛ�âFû�÷/ðx4/ô��|ð � á�Ü�Ú¨Ý�Øåî Þ�êuÝ�Þ

κ
Ø�ÙFÞ�ê.á�ç"ß"Ø��[ç.á%í[Ø�ÙjÜNÛ]ÙjØåÞYèàÙJÛqÚåç"Þ�Ø�ÛqßBÛ�âFû�÷/ðþ÷3�|ðk�Wß.×"áNáN×�ã�é�á%ÜQÝ�ßÝ�Ú�ÙjÛ�â�ÛqÚåÚ�Ûfé Þ�ê.á@ÙLÝ�î%á�î%áNÜJê�Ý�ß"Ø�Ù�î�ÝqÙ4Øåß>Þ�ê.á@ï"äjÛ[Û�â�Û�â�ñUê.áNÛqäjá�î ô]ðþý/ð

2

� ápß.Ûfé5î%ÛfíPá9ÞjÛféUÝ�äj×"ÙUÞ�ê.á`ï"äjÛ[Û�âsÛ�â�ñUê.áNÛqäjá�î ÷/ðþý
Þ�ê�Ý�Þ�ê�ÝqÙ�Þ�ê.á�ÙJÝ�î%áh�uÝQírÛqäUÛ�â�é4ê�Ý�ÞUéUÝqÙU×"Ûqß.áØåß � áNÜ�Þ�Ø�Ûqßp..ð � áh(hç.Ù�Þ9ß.áNáN×àÞjÛ:ÜQÝ�äjá�Ý�ì�Ûqç"Þ�Þ�ê.á;ÜJê�Ý�ß"æPá�ØåßàÞ�ê.á;Ù�Þ�ä�ç.Ü�Þ�ç"äjá;Û�â�Ûqç"ä�ï"äjÛqì"Ú�á�î Ý�ß.×óÞ�ê.áì�Ûqç"ß.×.Ý�ä�èëÜNÛqß.×/ØåÞ�Ø�Ûqß.ÙQð ) ç"ä°�.äjÙ�Þ�ÙjÞjá�ïëé4ØåÚåÚ�ì�á@Þ�ê.á9â�ÛqÚåÚ�Ûfé4Øåß"æ�Ú�á�î�î�Ý/ð
E�6e8¹8;:�ÌÛA�Ñ ¤�PaR

c1
EM\ m

c2
À[P©RB¾-Z
º=Z�Q�LORBLON�P©X*ZM\]Q�RqEM\`ROQ m PBn�\¶P m b[P�Qqº]P0X�RBL^N�PaU´§¸À�§H¨

c1 = ||(ρ0
xx)

2||L∞(I) + ||ρ0
x||L∞(I)||ρ0

xxx||L∞(I),

EM\ m
c2 = (||κ0

x||L∞(I) + 1)2.
¥�S�P�\pROS�P-VJd9\�X2RBLoZM\

S̄
m POn�\¶P m Z/\

QT
À�§H¨

S̄(x, t) =
√

2c1t+ c2

LcQ#EM\;P�\`RBb0ZJº¶§
Q�d�º]P�b�WqQ2ZMU´d�RBLoZM\;ZYV�CF¯Hw^GHGJI
¾�LOROS

w0(x) = S̄(x, 0) = ||κ0
x||L∞(I) + 1.

Ý1<)�Û���[A � áNá � ç"ì.ÙjáNÜ�Þ�Ø�Ûqßà÷/ðåô|ù_�0�[�Lð
2

Ý1<)�Û���T�`� �©� 6e�`<�6e8 Ì�Ac�ÛA ��á�Þ
ε > 0

ì�áFÝ��"ú/áN×>ÜNÛqß.Ù�ÞJÝ�ß[ÞQðyø9á��.ß.á
κ̂0,ε ∈ Lip(R)

ì[è��

κ̂0,ε(x) =







κ0(x) + εx
Ødâ

x ∈ [0, 1],

(||κ0
x||L∞(I) + ε)(x− 1) + (κ0(1) + ε)

Ødâ
x ≥ 1,

(||κ0
x||L∞(I) + ε)x+ κ0(0)

Ønâ
x ≤ 0.

û�÷/ðx4]ý3�
4/ô



� Øåß.ÜNá
κ0
x ≥ |ρ0

x|
Ý/ð á]ð�Øåß

I
ã/ØåÞ�Ø�Ù�Ü�Ú�áQÝ�ä�Þ�ê�Ý�Þ4â�Ûqä`Ý/ð á]ð

x ∈ R
é�á@ê�ÝQíPá

κ̂0,ε
x ≥ G(ρ̂0

x),Ý�ß.×#ê.á�ß.ÜNá]ã�â�äjÛqî Þ�ê.áë×/Ø�ÙjÜ�ç.ÙjÙjØ�Ûqß�Û�â`Þ�ê.á�ï"äjÛ[Û�â�Û�â9ñUê�á�ÛqäJá|î�÷/ðåô]ãyÞ�ê.á�äjáëá|úCØ�ÙjÞjÙ�Ýóç"ß.Ø��[ç.á�í[Ø�ÙJÜNÛ]Ù�ØåÞYèÙjÛqÚåç"Þ�Ø�Ûqß
κ̂ε ∈ Lip(Q̄T )

Û�â
{

κ̂εtκ̂
ε
x = ρ̂tρ̂x

Øåß
QT ,

κ̂ε(x, 0) = κ̂0,ε(x) ∈ Lip(R)
Øåß

R,

û�÷/ðx4/43�
ç"ß"Ø��rç.á�Ý�î%Ûqß"æ�Þ�ê.Û]ÙjáFÙJÝ�Þ�Ø�Ù�â�è[Øåß"æ]�

κ̂εx ≥ G(ρ̂x)
Ý/ð á]ð�Øåß

Q̄T .
û�÷/ðx4�.e�

Ö`ÙjÙjç"î%á�é4ØåÞ�ê.Ûqç"Þ`Ú�Û]ÙjÙpÛ�â�æPá�ß.á�äJÝ�ÚåØåÞYèëÞ�ê�Ý�Þ
ε < 1

ð�ñUê.á
ε
ù�ç"ß"Ødâ�Ûqä�î(ì�Ûqç.ß.×ëâ�Ûqä

κ̂εt
Ø�Ù�Þ�ä�ØåíCØ¨Ý�Ú�ã.ØåÞpÙ�ç�n�ÜNáNÙÞjÛ�ç.Ùjá@×/ØåäjáNÜ�Þ�Úåè�Þjê.áFá2�rç�Ý�Þ�Ø�ÛqßóÙJÝ�Þ�Ø�ÙY��áN×ëìCè

κ̂ε
ÞjÛqæPá�Þ�ê.á�äpé4ØåÞ�ê#û�÷/ðx4�.e�|ðyÖ`ß.×ëÞ�ê.á

ε
ù�ç"ß"Ødâ�Ûqä�î ì�Ûqç"ß.×ëâ�Ûqä

κ̂εx
â�ÛqÚåÚ�Ûfé�ÙUâ�äjÛqîÉ��á�î�î�Ý�÷/ðx{%Ý�ß.×ëñUê�á�ÛqäJá|î�ý/ðåô�{�ÙjØåß.ÜNá

κ̂εx(x, 0) ≤ ||κ0
x||L∞(I) + ε ≤ ||κ0

x||L∞(I) + 1 =
√
c2 = S̄(x, 0).

ç.ÛqÚåÚ�Ûfé4Øåß"æ�á|ú"ÝqÜ�Þ�Úåè Þ�ê.á�ÙLÝ�î%á9ÞjáNÜJê"ß"Ø�Ü@Û�â � áNÜ�Þ�Ø�Ûqß²..ã/ß�Ý�î%á�Úåè Þ�ê.á9ï"äjÛ[Û�âvÛ�âsñUê.áNÛqäjá�î ô]ðx{/ãCé�á�æPá�ÞUÞ�ê�Ý�ÞÞ�ê.á@ÙJá2�rç.á�ß.ÜNá
κ̂ε
ÜNÛqß[írá�ä�æPáNÙ�Ú�Û[ÜQÝ�ÚåÚåè�ç"ß"Ødâ�Ûqä�î�Úåè�ÞjÛ

κ̂
Øåß
Q̄T

é4ØåÞ�ê
κ̂ ∈ Lip(Q̄T )

ÙJÝ�Þ�Ø�ÙY��áNÙQã
κ̂x ≥ |ρ̂x|

Ý/ð á]ð"Øåß
Q̄T

û�÷/ðx4]÷3�
Ý�ß.×

κ̂(x, 0) = κ̂0(x)
Øåß

R,
û�÷/ðx4/{3�

é4ê.á�äjá
κ̂0
Ø�Ù4Þ�ê.á@ç"ß"Ødâ�Ûqä�î ÚåØåî�ØåÞpÛ�âvÞ�ê.áFÙjá2�rç.á�ß.ÜNá

κ̂0,ε Øåß
R
ð�ñUê.áNÛqäjá�î�÷/ðåô@æ]ç�Ý�äJÝ�ß[ÞjáNáNÙpÞ�ê�Ý�Þ

κ̂ε(0, t) = κ̂0,ε(0) = κ0(0),
û�÷/ðx43%/�

Ý�ß.×
κ̂ε(1, t) = κ̂0,ε(1) = κ0(1) + ε,

û�÷/ðx4]ÿ3�
â�ÛqäUÝ�ÚåÚ

t ∈ [0, T ]
ð¿ç.äjÛqî û�÷/ðx43%/�|ã�û�÷/ðx4]ÿ3��Ý�ß.×�Þ�ê.á`ï�ÛqØåß[ÞYé4Ø�Ùjá9ÜNÛqß[írá�ä�æPá�ß.ÜNá]ã/ç"ï ÞjÛ;Ý�Ù�ç"ì.Ùjá2�[ç.á�ß.ÜNá]ãCÛ�â

κ̂εÞjÛ
κ̂
ã/é�áF×"áN×/ç.ÜNáFÞ�ê�Ý�Þ

κ̂(0, t) = lim
ε→0

κ̂ε(0, t) = κ0(0), ∀t ∈ [0, T ],
û�÷/ðx4]õ3�

Ý�ß.×
κ̂(1, t) = lim

ε→0
κ̂ε(1, t) = lim

ε→0
(κ0(1) + ε) = κ0(1) ∀t ∈ [0, T ].

û�÷/ð .rö3�
ñsÝ��Pá

κ
ÞjÛ
ì�á`Þ�ê.á`äjáNÙ�Þ�ä�Ø�Ü�Þ�Ø�ÛqßëÛ�â

κ̂
ÛfíPá�ä

ĪT
ñ
ρ̂
Ý�ß.×

κ̂0
ê�ÝQírápÞ�ê.á�Øåä�Ý�ç"ÞjÛqî�Ý�Þ�Ø�Ü9äjá�ï"Ú¨ÝqÜNá�î%á�ß[ÞjÙ

ρ
Ý�ß.×

κ0äjáNÙ�ï�áNÜ�Þ�ØåíPá�ÚåèAÛqßàÞ�ê"Ø�Ù`äjáNÙ�Þ�ä�Ø�Ü�ÞjáN×à×"Ûqî�Ý�Øåß�ðsç.äjÛqî û�÷/ðx4]÷3�|ã�û�÷/ðx4/{3�|ã�û�÷/ðx4]õ3�`Ý�ß.×#û�÷/ð .rö3�|ã�é�á
×"áN×/ç.ÜNá
Þ�ê�Ý�Þ
κ
Ø�Ù4Þ�ê.á@äjá2�rç"ØåäjáN×>ÙJÛqÚåç"Þ�Ø�Ûqß�ð

2

4]ý



O pq=0=7î�¿
Ã�Ær>Gs¡ì'ÁHÂ�ÂKJàÂLJM:<;©î�Â4Á�î�ð ètNJ½�O

� á%é4ØåÚåÚ�é�Ûqä0��ÛqßBÞ�ê.á�á�ß[Þ�äjÛqï[è,Øåß.á2�rç�Ý�ÚåØåÞYè)û�ý/ðåôQÿ3�FÙLÝ�Þ�Ø�ÙY��áN×,ì[è
u
Ý�ß.×,ØåÞjÙ�Ý�ß�Ý�Ú�Ûqæ]ç.á:ÙJÝ�Þ�Ø�ÙY��áN×�ì[è

v
ãç.Ù�Øåß"æAÞ�ê.á�×"áN×"Ûqç"ì"ÚåØåß"æàí]Ý�ä�Ø¨Ý�ì"Ú�á%ÞjáNÜJê"ß"Ø��[ç.á Û�âL'�ä�ç=�Nê=�rÛfí)û�ÙjáNáAüþý]ý)�O�FÝ�ß.×,â�ÛqÚåÚ�Ûfé4Øåß"æóÞ�ê.á�ÙLÝ�î%á�Ù�Þjá�ï.ÙÛ�â�üåôa.�ã�ñUê.áNÛqäjá�î 4)�Wã�ÞJÝ��[Øåß"æ Øåß[ÞjÛ ÜNÛqß.Ù�Ø�×"á�äJÝ�Þ�Ø�ÛqßàÞ�ê.á�ß.á�é�î%Û[×/Ø���ÜQÝ�Þ�Ø�Û]ß.Ù@Ý�ä�Ø�Ù�Øåß"æ�â äjÛqî Þ�ê.á@â�ÝqÜ�ÞpÞ�ê�Ý�Þé�áëÝ�äjá�×"áQÝ�ÚåØåß"æ�é4ØåÞ�ê�Ù�ç"ì/ù
*�Ùjç"ï�á�ä�ùWá�ß[Þ�äjÛqï[è'ÙjÛqÚåç"Þ�Ø�Ûqß.Ù%Ý�ß.×#Þ�ê.á â�ÝqÜ�Þ;Þ�ê�Ý�Þ

g ∈ W 1,∞(Q̄T )
Ø�Ù�ß.ÛqÞ�Ýæ]äJÝq×/Ø�á�ß[Þ�ù�â äjáNáFâ ç"ß.Ü�Þ�Ø�Ûqß�ðñUê.ápï"äjÛ[Û�â�ÜQÝ�ß ì�á`×/ØåíCØ�×"áN×�Øåß[ÞjÛ
Þ�ê"äjáNá`ÙjÞjá�ï.ÙQðvø�á�ß.ÛqÞjá

Br
ì[è

Br = {x ∈ R; |x| ≤ r} â�Ûqä�Ý�ß[è r > 0
ã

F±(u, v) = sgn±(u− v)(f(u) − f(v))
ã

y∞ = ||y||L∞(QT )

â�Ûqä�á�írá�ä�è
y ∈ L∞(QT )

ûo{/ðåô��
Ý�ß.×

Mf = max
|x|≤max(u∞,v∞)

|f ′

(x)|. ûo{/ðþý3�
�Wß>Ù�Þjá�ï�ô]ã/é�á@ï"äjÛfírá�Þ�ê�Ý�Þ�Þ�ê.á@Øåß"ØåÞ�Ø¨Ý�Ú�ÜNÛqß.×/ØåÞ�Ø�Ûqß.Ù

u0 ã v0 ÙJÝ�Þ�Ø�Ù�â�è�â�ÛqäpÝ�ßCè a > 0
�

lim
τ→0

1

τ

∫ τ

0

∫

Ba

(u(x, t) − u0(x))+dxdt = 0,
ûo{/ðx43�

lim
τ→0

1

τ

∫ τ

0

∫

Ba

(v(x, t) − v0(x))−dxdt = 0,
ûo{/ð .e�

äjáNÙ�ï�áNÜ�Þ�ØåíPá�Úåèrð
�Wß>Ù�Þjá�ïóý/ã"ñUê.á�â�ÛqÚåÚ�Ûfé4Øåß"æ%äjá�Ú¨Ý�Þ�Ø�ÛqßAì�á�ÞYé�áNá�ß

u
Ý�ß.×

v
Ø�ÙpÙ�ê.Ûfé4ß��

∫

QT

[
(u(x, t) − v(x, t))+ψt + F+(u(x, t), v(x, t))g(x, t)ψx

]
dxdt ≥ 0,

ûo{/ðþ÷3�
â�Ûqä�á�írá�ä�è

ψ ∈ C1
0 (R × (0, T ); R+)

ðÖ�â�Þjá�ä4Þ�ê�Ý�ÞQã"é�áF×"á��.ß.á
A(t)

â�Ûqä
0 < t < min(T, aω )

Ý�ß.×
ω = g∞Mf

ã/ì[è��
A(t) =

∫

Ba−ωt

(u(x, t) − v(x, t))+ dx.
ûo{/ðx{3�

�Wß>Ù�Þjá�ï�4/ã/é�áFÙ�ê.Ûfé Þ�ê�Ý�Þ
A
Ø�Ù4ß.Ûqß/ù�Øåß.Ü�äjáQÝqÙ�Øåß"æ�Ý/ð á]ð�Øåß

(0,min(T, aω ))
Ý�ß.×ëé�á@×"áN×/ç.ÜNáFÞ�ê�Ý�Þ

u(x, t) ≤ v(x, t)
Ý/ð á]ð�Øåß

QT .

4 ��6e· ?u�1Ý#<)�Û�`�T���#�0Ñ�A�µÛ£�ÒT�0ÑÛA�ÅÛ£�A

��á�Þ
ξn

ì�áAÝ�Ùjá2�[ç.á�ß.ÜNá>Û�â9î%ÛqÚåÚåØ���á�äjÙ�Øåß
R
é4ØåÞ�ê

ξ1 = ξ
ð¡ÃpáNÜQÝ�ÚåÚ�Þ�ê�Ý�Þ%Þ�ê.á�â ç"ß.Ü�Þ�Ø�Ûqß

ξ ∈ C∞
0 (R)ÙJÝ�Þ�Ø�ÙY��áNÙ4Þ�ê.á�â�ÛqÚåÚ�Ûfé4Øåß"æ%ï"äjÛqï�á�ä�Þ�Ø�áNÙ��Ù�ç"ï"ï

(ξ) = {x ∈ R, ξ(x) 6= 0} ⊂ B1;

ξ ≥ 0, ξ(−x) = ξ(x);
∫

B1

ξ(x)dx = 1;

ξn(x) = nξ(nx).

ûo{/ðg%/�
4/4



��á�Þ
τ ∈ R

Ù�ç.ÜJê>Þ�ê�Ý�Þ
0 < τ < T

Ý�ß.×>×"á��.ß.á@Þ�ê.á�â�ç"ß.Ü�Þ�Ø�Ûqß
γ
ì[è¶�

γ(t) =







τ − t

τ

Ødâ
0 ≤ t ≤ τ,

0
Ødâ

t > τ.

ûo{/ðþÿ3�
ñsÝ��Pá

a > 0
Ý�ß.×AÝ;ÞjáNÙ�ÞUâ�ç"ß.Ü�Þ�Ø�Ûqß

ψ ∈ C∞
0 (R; R+)

Ù�ç.ÜJê>Þ�ê�Ý�ÞQã
ψ(x) = 1

â�Ûqä
x ∈ Ba.

��á�Þ
y ∈ R

ì�á�Ý���á�ì�áNÙ�æ]ç.á�ï�ÛqØåß[Þ;Û�â
u0 Ý�ß.×#é�á î�Ý��Pá:ç.Ùjá:Û�âpØåß.á2�rç�Ý�ÚåØåÞYè5û�ý/ðåôQÿ3�Fé4ØåÞ�ê k = u0(y)Ý�ß.×ëÞ�ê.áFÞjáNÙ�Þ4â�ç"ß.Ü�Þ�Ø�Ûqß

φ(x, t) = ψ(x)γ(t)ξn(x− y)
û Þ�ê"Ø�Ù�Ø�Ù�ï�Û]ÙjÙjØåì"Ú�áFÙ�Øåß.ÜNá

φ
Ø�Ù`Ý�ï�á�ä�î�Ø�ÙjÙ�Øåì"Ú�áFÞjáNÙ�Þâ ç"ß.Ü�Þ�Ø�Ûqß��|ð-�Yß[Þjá�æ]äJÝ�Þ�Øåß"æ%Þ�ê.á@äjáNÙ�ç"ÚåÞ�Øåß"æ�Øåß.á2�rç�Ý�ÚåØåÞYè�é4ØåÞ�ê>äjáNÙ�ï�áNÜ�Þ�ÞjÛ

y
ÛfíPá�ä

R
èCØ�á�Ú�×"Ù��

T1(n, τ) + T2(n, τ) + T3(n, τ) + T4(n) ≥ 0,
ûq{/ð õ3�

é4ØåÞ�ê
T1(n, τ) = −1

τ

∫ τ

0

∫

R2

(u(x, t) − u0(y))+ψ(x)ξn(x− y) dxdydt,
ûo{/ðåôQö3�

T2(n, τ) =

∫ τ

0

∫

R2

F+(u(x, t), u0(y))g(x, t)γ(t)(ψ(x)ξn(x− y))xdxdydt,
ûo{/ðåô]ô��

T3(n, τ) = −
∫ τ

0

∫

R2

sgn+(u(x, t) − u0(y))f(u0(y))

gx(x, t)γ(t)ψ(x)ξn(x− y)dxdydt
ûo{/ðåôQý3�

Ý�ß.×
T4(n) =

∫

R2

(u0(x) − u0(y))+ψ(x)ξn(x− y)dxdy.
ûo{/ðåô�43�

F Ù�Øåß"æ Þ�ê.á
ÜJê�Ý�ß"æPá�Û�â�íqÝ�ä�Ø¨Ý�ì"Ú�áNÙ��
x = x

′ ã
y = x

′ − y
′

n

Øåß'ûo{/ðåôQö3�|ãHÝ�ß.×à×"á�ß.ÛqÞ�Øåß"æëÝ�ærÝ�Øåßàì[è
(x, y)

Þ�ê.áß.á�é íqÝ�ä�Ø¨Ý�ì"Ú�áNÙ
(x

′

, y
′

)
èCØ�á�Ú�×"Ù��

T1(n, τ) = −1

τ

∫ τ

0

∫

B1

∫

R

(

u(x, t) − u0
(

x− y

n

))+
ψ(x)ξ(y) dxdydt,

ûo{/ðåôa.e�
F Ù�Øåß"æ%Þ�ê�Ý�ÞQã

(u− v)+ − (u− w)+ ≤ (w − v)+ ∀u, v, w ∈ R,
ûo{/ðåôQ÷3�

é�á�Øåß/â�á�ä4Þjê�Ý�Þ��

T1(n, τ) +

T ∗(τ)
︷ ︸︸ ︷

1

τ

∫ τ

0

∫

R

(u(x, t) − u0(x))+ψ(x)dxdt ≤

ψ∞

∫

Kψ

∫

B1

∣
∣
∣u0
(

x− y

n

)

− u0(x)
∣
∣
∣ ξ(y)dydx,

ûo{/ðåô�{3�
é4ê.á�äjá

Kψ
Ø�Ù
Þ�ê.á�Ùjç"ï"ï�Ûqä�Þ�Û�â

ψ
ð � Ý�î%á ç"ï"ï�á�ä�ù�ì�Ûqç"ß.×�ã�Øåß.×"á�ï�á�ß.×"á�ß[Þ�Û�â

τ
ãvÜNÛqç"Ú�×�ì�á Ûqì"ÞJÝ�Øåß.áN×�â�Ûqä

T4(n)
ð�ç.ç"ä�Þ�ê.á�ä�î%Ûqäjá]ã.Ù�Øåß.ÜNá

u0 ∈ L∞(R)
ãCÞ�ê[ç.ÙUØåß[Þjá�æ]äJÝ�ì"Ú�á@Ûfírá�ä

Kψ
ãCé�á9ç.Ùjá`Þ�ê.áz��á�ì�áNÙ�æ]ç.á@×/Ø�$�á�äjá�ß/ùÞ�Ø¨Ý�Þ�Ø�ÛqßàñUê.áNÛqäjá�î�ÞjÛ Ù�ê.Ûfé2Þ�ê�Ý�Þ`Þ�ê.áFä�Øåæ]ê[Þ�Ù�Ø�×"á�Û�â`ûo{/ðåô�{3�4Þjá�ß.×"Ù`ÞjÛ
0
é4ê.á�ß

n
ì�áNÜNÛqî%áNÙ`Ú¨Ý�ä�æPá]ð � ÛféFãÚ�á�Þ

ε > 0
ã ∃n0

Ù�ç.ÜJêëÞ�ê�Ý�Þ
T1(n0, τ) + T ∗(τ) <

ε

4

Ý�ß.× T4(n0) <
ε

4
, ∀τ > 0.

ûo{/ðåô�%/�
4�.



� á%Ý�Ú�ÙjÛ�äjá�î�Ý�ä0�àÞ�ê�Ý�Þ@Þ�ê.á;Øåß[Þjá�æ]äJÝ�ß.×"Ù�Û�â�Þ�ê.á�ä�Øåæ]ê[Þ@ê�Ý�ß.×,Ù�Ø�×"áNÙ@Û�â@ûo{/ðåô]ô��@Ý�ß.×�ûo{/ðåôQý3�@Ý�äjá;ì�Ûqç"ß.×"áN×Ý�ß.×ëê.á�ß.ÜNá]ã/â�Ûqä4Þ�ê"Ø�Ù4ï�Ý�ä�Þ�Ø�Ü�ç"Ú¨Ý�ä
n0
é�á@ÜQÝ�ßAÜJê.Û[Û]ÙjáFÙjÛqî%á

τ0
Ù�ç.ÜJê>Þ�ê�Ý�Þ ∀ 0 < τ < τ0

ã"é�á�ê�ÝQírá/�
T2(n0, τ) <

ε

4

Ý�ß.× T3(n0, τ) <
ε

4
.

ûo{/ðåôQÿ3�
ç"äjÛqî ûo{/ðåô�%/�|ã�ûo{/ðåôQÿ3�4Ý�ß.×�ûo{/ðþõ3�|ã.é�á�Øåß/â�á�ä4Þ�ê�Ý�ÞQã

0 < T ∗(τ) < ε, ∀0 < τ < τ0.

� Øåß.ÜNá
ψ(x) = 1

Ûfírá�ä
Ba
ã�ûo{/ðx43�9Ø�Ù@ï"äjÛfírá�ß�ð%Ö`ä�æ]ç"Øåß"æ>Øåß�Þjê.á�ÙLÝ�î%á;éUÝQèrã�é�á�ÜQÝ�ß,ï"äjÛfíráAûo{/ð .e�|ð%ñUê.áÙ�ÚåØåæ]ê[Þp×/Ø�$Há�äjá�ß.ÜNáFØ�Ù4ç.Ù�Øåß"æ Ý;Ù�Øåî�ØåÚ¨Ý�ä�Øåß.á2�[ç�Ý�ÚåØåÞYèëÛ�â4ûo{/ðåôQ÷3�Ué4ØåÞ�ê

(·)+ äjá�ï"Ú¨ÝqÜNáN×>é4ØåÞ�ê
(·)− ð

4 ��6e·Ó�v�1Ý#<)�Û�`�T���#�0Ñ�A�Ì�£�A

�WÞ;Ù�ç�n�ÜNáNÙ;ÞjÛàï"äjÛfírá�ûo{/ðþ÷3��â�Ûqä�Ý�ß[è,â�ç"ß.Ü�Þ�Ø�Ûqß
ψ ∈ C∞

0 (QT ; R+)
ð � á î�ÝQè#Ý�Ú�ÙjÛ�ÝqÙjÙ�ç"î%á]ã�é4ØåÞ�ê.Ûqç"ÞÚ�Û]ÙjÙ�Û�âvæPá�ß.á�äJÝ�ÚåØåÞYèPã.Þjê�Ý�Þ�Þ�ê.á�äjá@Ø�ÙpÙjÛqî%á

c > 0
Ù�ç.ÜJê>Þ�ê�Ý�Þ

ψ(x, t) = 0
â�Ûqä

t ∈ (0, c) ∪ (T − c, T )
ð�ç�Ûqä

n > 1
c

ã[Ú�á�Þ
ξn
ì�á`Þ�ê.á`ç.Ùjç�Ý�Ú�î%ÛqÚåÚdØ���á�ä�Ùjá2�[ç.á�ß.ÜNá`Øåß

R
Ý�ß.×�ÜNÛqß.Ù�Ø�×"á�äUÞ�ê.ápâ ç"ß.Ü�Þ�Ø�Ûqß

φ(x, t, y, s)
×"á��.ß.áN×â�Ûqä

(x, t) ∈ QT
Ý�ß.×

(y, s) ∈ QT
ì[èrã

φ(x, t, y, s) = ψ

(
x+ y

2
,
t+ s

2

)

ξn(x− y)ξn(t− s).

ñUê.á�â ç"ß.Ü�Þ�Ø�Ûqß
φ
ê.á�ß.ÜNáFÙJÝ�Þ�Ø�ÙY��áNÙ
φ(., ., y, s) ∈ C∞

0 (QT ; R+)
Ý�ß.×

φ(x, t, ., .) ∈ C∞
0 (QT ; R+).

ç�Ødú:ÙJÛqî%á
(y, s) ∈ QT

â�ÛqäUé4ê"Ø�ÜJê�Þ�ê.á`â�ç"ß.Ü�Þ�Ø�Ûqß
v
Ø�Ù�é�á�ÚåÚ�×"á��.ß.áN×,û Þ�ê"Ø�ÙUØ�Ù�í]Ý�ÚåØ�×ëÝ�Úåî%Û]Ù�Þ4á�írá�ä�è[é4ê.á�äjá��|ð

� Øåß.ÜNá
u
Ø�Ù�Ý�ß�á�ß[Þ�äjÛqï[èAÙjç"ì/ùWÙjÛqÚåç"Þ�Ø�Ûqß�Û�â`û�ý/ð ý3��ãué�á�ÜNÛqß.Ù�Ø�×"á�ä9Þ�ê.á
äjá�Ú¨Ý�Þ�Ø�Ûqß�û�ý/ðåôQÿ3�pÙJÝ�Þ�Ø�ÙY��áN×óì[è

u
é4ØåÞ�ê

k = v(y, s)
Ý�ß.×àÞ�ê.á�ÞjáNÙ�Þ9â ç"ß.Ü�Þ�Ø�Ûqß

φ(., ., y, s)
ð F ï�ÛqßàØåß[Þjá�æ]äJÝ�Þ�Øåß"æ>Þ�ê"Ø�Ù9Øåß.á2�[ç�Ý�ÚåØåÞYèAé4ØåÞ�ê�äjáNÙ�ï�áNÜ�Þ�ÞjÛ

(y, s)
Ûfírá�ä

QT
ã/é�á@æPá�Þ��

∫

Q2
T

{
(u(x, t) − v(y, s))+φt(x, t, y, s) + F+(u(x, t), v(y, s))g(x, t)φx(x, t, y, s)

−sgn+(u(x, t) − v(y, s))f(v(y, s))gx(x, t)φ(x, t, y, s)
}
dxdtdyds ≥ 0.

ûo{/ðåôQõ3�
� Øåî�ØåÚ¨Ý�äyØåß.á2�[ç�Ý�ÚåØåÞYè%Ü�Ûqç.Úå×�ì�á�Ûqì"ÞJÝ�Øåß.áN× Ù�Øåß.ÜNá

v
Ø�Ù�Ý�ß á�ß[Þ�äjÛqï[è�Ùjç"ï�á�ä�ùWÙjÛqÚåç"Þ�Ø�Ûqß:Û�â�û�ý/ðþý3�|ð � á¿(hç.ÙjÞ�Ù�éUÝ�ï

+
ã
u
Ý�ß.×

(x, t)
é4ØåÞ�ê − ã v Ý�ß.× (y, s)

äjáNÙ�ï�áNÜ�Þ�Øåírá�ÚåèPã"ê.á�ß.ÜNá/�
∫

Q2
T

{
(v(y, s) − u(x, t))−φs(x, t, y, s) + F−(v(y, s), u(x, t))g(y, s)φy(x, t, y, s)

−sgn−(v(y, s) − u(x, t))f(u(x, t))gx(y, s)φ(x, t, y, s)
}
dxdtdyds ≥ 0.

ûo{/ðþý]ö3�
� ç"î�î�Øåß"æàûo{/ðåôQõ3�4Ý�ß.×�ûo{/ðþý]ö3�4Ý�ß.×ëç.ÙjØåß"æ�Þ�ê.áFá�Ú�á�î%á�ß[ÞJÝ�ä�è�Ø�×"á�ß[ÞjØdÞjØåáNÙ��

x− = (−x)+ Ý�ß.×
sgn−(x) = −sgn+(−x), ∀x ∈ R,

é�á�æPá�ÞQã/â�Ûqä
u = u(x, t)

Ý�ß.×
v = v(y, s)

ã
Z1 + Z2 + Z3 ≥ 0,

ûo{/ðþý/ô��
4]÷



é4ØåÞ�ê��
Z1 =

∫

Q2
T

(u− v)+(φt + φs)(x, y, t, s)dxdtdyds,
ûo{/ðþý]ý3�

Z2 =

∫

Q2
T

F+(u, v)[g(x, t)φx(x, y, t, s) + g(y, s)φy(x, y, t, s)]dxdtdyds,
ûo{/ðþý/43�

Z3 =

∫

Q2
T

sgn+(u− v)[f(u)gx(y, s) − f(v)gx(x, t)]φ(x, y, t, s)dxdtdyds.
ûo{/ðþý�.e�

� áFß.Ûfé�ÜNÛqî�ï"ç"Þjá
Þ�ê.á
�.äjÙjÞpï�Ý�ä�Þ�Ø¨Ý�Ús×"á�ä�Øåí]Ý�Þ�ØåíPáNÙ9Û�â�Þ�ê.áFâ�ç"ß.Ü�Þ�Ø�Ûqß
φ
ð+ç�Ûqä

(x, t, y, s) ∈ QT ×QT
ã.é�áê�ÝQíPá/�

φt(x, t, y, s) = ξn(x− y)

(
1

2
ψt

(
x+ y

2
,
t+ s

2

)

ξn(t− s)

+ψ

(
x+ y

2
,
t+ s

2

)

ξn
′

(t− s)

)

,
ûo{/ðþý]÷3�

φs(x, t, y, s) = ξn(x− y)

(
1

2
ψt

(
x+ y

2
,
t+ s

2

)

ξn(t− s)

−ψ
(
x+ y

2
,
t+ s

2

)

ξn
′

(t− s)

)

,
ûo{/ðþý/{3�

φx(x, t, y, s) = ξn(t− s)

(
1

2
ψx

(
x+ y

2
,
t+ s

2

)

ξn(x− y)

+ψ

(
x+ y

2
,
t+ s

2

)

ξn
′

(x− y)

)

,
ûo{/ðþý3%/�

φy(x, t, y, s) = ξn(t− s)

(
1

2
ψx

(
x+ y

2
,
t+ s

2

)

ξn(x− y)

−ψ
(
x+ y

2
,
t+ s

2

)

ξn
′

(x− y)

)

.
ûo{/ðþý]ÿ3�

F Ù�Øåß"æ%Þ�ê.áNÙjá�äjá�Ú¨Ý�Þ�Ø�Ûqß.ÙpØåßBûo{/ðþý/ô��4Ý�ß.×ëï�á�ä�â�Ûqä�î�Øåß"æ�Þ�ê.á�â�ÛqÚåÚ�Ûfé4Øåß"æ�ÜJê�Ý�ß"æPá�Û�âsí]Ý�ä�Ø¨Ý�ì"Ú�áNÙQã
x

′

= (x+ y)/2, y
′

= n(x− y), t
′

= (t+ s)/2, s
′

= n(t− s);

×"á�ß.ÛqÞjá@Þ�ê�á@ß.á�é íqÝ�ä�Ø¨Ý�ì"Ú�áNÙ
x

′ ã
t
′ ã
y
′ ã
s
′ ì[è

x
ã
t
ã
y
ã
s
Ý�ß.× Q4 = QT ×B2

1

ð�Ö`Ú�ÙjÛ"ãCâ�Ûqä4Þ�ê.áFÙ�Øåî�ï"ÚåØ�Ü�ØåÞYèÛ�âvá|ú/ï"äjáNÙjÙ�Ø�Ûqß.ÙQã.×"á�ß.ÛqÞjá
x+ = x+

y

2n
, t+ = t+

s

2n
, x− = x− y

2n
, t− = t− s

2n
.

ñUê"Ø�ÙpÝ�ÚåÞjÛqæPá�Þ�ê.á�ä`è[Ø�á�Ú�×"Ù��
X1 + X2 + X3 + X4 ≥ 0,

ûo{/ðþý]õ3�
é4ØåÞ�ê��

X1 =

∫

Q4

(u(x+, t+) − v(x−, t−))+ψt(x, t)ξ(y)ξ(s)dxdtdyds,
ûo{/ðx4]ö3�

X2 =
1

2

∫

Q4

F+(u(x+, t+), v(x−, t−))(g(x+, t+) + g(x−, t−))×

ψx(x, t)ξ(y)ξ(s)dxdtdyds,

ûo{/ðx4/ô��
4/{



X3 =

∫

Q4

F+(u(x+, t+), v(x−, t−))(g(x+, t+) − g(x−, t−))×

ψ(x, t)nξ
′

(y)ξ(s)dxdtdyds,

ûo{/ðx4]ý3�

X4 =

∫

Q4

sgn+(u(x+, t+) − v(x−, t−))
[
f(u(x+, t+))gx(x

−, t−)−

f(v(x−, t−))gx(x
+, t+)

]
ψ(x, t)ξ(y)ξ(s)dxdtdyds.

ûo{/ðx4/43�
ÖUÞ�Þ�ê"Ø�Ù�ï�ÛqØåß[ÞQãPØåÞ�Ø�Ù�é�Ûqä�Þ�ê%î%á�ß[Þ�Ø�Ûqß"Øåß"æ�Þ�ê�Ý�Þ�é�á4é4ØåÚåÚ"â äjá2�[ç.á�ß[Þ�Úåè�ç.ÙjáUÞ�ê.áUâ�ÛqÚdÚ�Ûfé�Ødß.æ#��á�î�î�Ý�â äjÛqî(üþý/4��Wð
E�6e8¹8;:;Ñ�AO?×Ç^V

Γ ∈ Lip(R)
QaE/RBL^Q^n+PJQ |Γ(u) − Γ(v)| ≤ C0|u− v| ¬-ROS�P�\'ROS�P�V�d9\�X2RBLoZM\

H(u, v) = sgn+(u− v)(Γ(u) − Γ(v))

QaE/RBL^Q^nÈP�Q |H(u, v) −H(u
′

, v
′

)| ≤ C0(|u− u
′ | + |v − v

′ | CqQ2P*Psr_Â3Â3¬�¤�Paª�ª�E7Ê0u_I3w
��Ûqß.Ù�Ø�×"á�ä;ß.Ûfé ûo{/ðx4]ö3�|ð � Øåß.ÜNá

(u − v)+ = sgn+(u − v)(u − v)
ãvé�á î�Ý��rá ç.Ùjá:Û�âs��á�î�î�Ý'{/ðåô ÞjÛÛqì"ÞJÝ�Øåß��

∣
∣
∣
∣
X1 −

∫

QT

(u(x, t) − v(x, t))+ψt(x, t)dxdt

∣
∣
∣
∣
≤

{
∫

Kψ

∫

B2
1

|u(x+, t+) − u(x, t)|(ψt)∞ξ(y)ξ(s)dxdtdyds

+

∫

Kψ

∫

B2
1

|v(x−, t−) − v(x, t)|(ψt)∞ξ(y)ξ(s)dxdtdyds
}

,

é4ê.á�äjá]ã�ì[èàÞ�ê.á"��á�ì�áNÙ�æ]ç.á�ø9Ø�$�á�äjá�ß[Þ�Ø¨Ý�Þ�Ø�Ûqß_*�ø�Ûqî�ØåßuÝ�ÞjáN×#ñUê.áNÛqäjá�î%ÙQã�Þ�ê.á%ä�Øåæ]ê[ÞFêuÝ�ß.×,ÙjØ�×"á%Û�âUÞ�ê"Ø�ÙFØåß/ùá2�rç�Ý�ÚåØåÞYè:Þjá�ß.×.Ù4ÞjÛ
0
ÝqÙ
n→ ∞ ã.Ý�ß.×ëê.á�ß.ÜNá/�

X1 →
∫

QT

(u(x, t) − v(x, t))+ψt(x, t)dxdt
ÝqÙ

n→ ∞.
ûo{/ðx4�.e�

��á�Þ9ç.Ù`ß.Ûfé2Þ�ç"ä�ßàÞjÛàûo{/ðx4/ô���ñHç.Ù�Øåß"æ:Þ�ê.áFâ�ÝqÜ�Þ`Þ�ê�Ý�Þ
g ∈ W 1,∞(QT )

Ý�ß.×óê.á�ß.ÜNá���Øåï.ÙJÜJê"ØåÞ0�;ÜNÛqß[Þ�Øåß[ç.Ûqç.ÙÛfíPá�ä�Þ�ê.á4ÜNÛqî�ï�ÝqÜ�Þ
Kψ

ãrÝ�ß.×;Þ�ê.á�â�ÝqÜ�ÞvÞ�ê�Ý�Þ
F+(u, v)

Ø�Ù���Øåï.ÙjÜJê"ØåÞ0�pÜNÛqß[Þ�Øåß[ç.Ûqç.Ù�Øåß
u
Ý�ß.×

v
û�ÙjáNá°��á�î�î�Ý

{/ðåô��|ã"é�á�æPá�Þ��
∣
∣
∣
∣
X2 −

∫

QT

F+(u(x, t), v(x, t))g(x, t)ψx(x, t)dxdt

∣
∣
∣
∣
≤

g∞Mfψ
∞
x

{
∫

Kψ

∫

B2
1

|u(x+, t+) − u(x, t)|ξ(y)ξ(s)dxdtdyds

+

∫

Kψ

∫

B2
1

|v(x−, t−) − v(x, t)|ξ(y)ξ(s)
}

dxdtdyds

+
1

n
C((gx)

∞, (gt)
∞, (ψx)

∞,Mf , u
∞, v∞, T ),

ûo{/ðx4]÷3�

Ý�ß.× Ý�Ú�ÙjÛ"ãpì[è)Þ�ê.áp��á�ì�áNÙ�æ]ç.á,ø`Ø�$�á�äjá�ß[Þ�Ø¨Ý�Þ�Ø�Ûqß_*�ø�Ûqî�Ø�ß�Ý�ÞjáN×�ñUê.áNÛqäjá�î%ÙQã`Þ�ê.áàÚ�á|â Þ�ê�Ý�ß.× Ù�Ø�×"á�Û�â�Þjê"Ø�ÙØåß.á2�rç�Ý�ÚåØåÞYè�Þjá�ß.×"Ù�ÞjÛ
0
ÝqÙ
n→ ∞ ã"ê.á|ß�Ü�á/�

X2 →
∫

QT

F+(u(x, t), v(x, t))g(x, t)ψx(x, t)dxdt
ÝqÙ

n→ ∞.
ûo{/ðx4/{3�

43%



� á@ß.Ûfé2Ù�Þ�ç.×/è�Þ�ê.á@ÞYé�Û%Þjá�ä�î%Ù X n
3

Ý�ß.× X n
4

ð¼ç.äjÛqî Þ�ê.á@â�ÝqÜ�ÞpÞ�ê�Ý�Þ
g ∈ W 1,∞(Q̄T )

ã"é�áFäjá�î�Ý�ä0��Þ�ê�Ý�Þâ�ÛqäpÝ/ð á]ð
(x, t, y, s) ∈ QT ×QT

ã/éUá�ê�ÝQírá/�
g(x−, t−) − g(x+, t+) = gx(x

−, t−)(−y/n) + gt(x
−, t−)(−s/n) + o

(
1

n

)

.

� á�Ý�Ú�ÙjÛ�äjá�î�Ý�ä0�àÞ�ê�Ý�Þ�Þjê.á�Þjá�ä�î
gx(x

+, t+)
Øåß X n

4

ÜNÛqç"Ú�×�ì�á;äjá�ï"Ú¨ÝqÜNáN×�é4ØåÞ�ê
gx(x

−, t−)
ã�Ù�Øåß.ÜNá�Þ�ê"Ø�ÙÝq×"×"Ù�ÝFÞjá�ä�î�Þ�ê�Ý�ÞUÝ�ï"ï"äjÛPÝqÜJê.áNÙ

0
ÝqÙ
n
ì�áNÜNÛqî%áNÙ�Ú¨Ý�ä�æPá]ð�ñUê"Ø�Ù�Þjá�ä�î�é4ØåÚåÚuì�á`Ûqî�ØåÞ�ÞjáN×�Þ�ê"äjÛqç"æ]ê.Ûqç"ÞUé4ê�Ý�Þâ�ÛqÚåÚ�Ûfé�ÙpÝ�ß.×ëé�á@×"á�ß.ÛqÞjá@Þ�ê.á@ß.á�é X n

4

ì[è X̃ n
4

ð�ç.äjÛqî Þ�ê.áNÙJá�ÞYé�Û;äjá�î�Ý�ä0�/ÙQã"é�á�äjá�é4ä�ØåÞjá X n
3

Ý�ß.× X̃ n
4

ÞjÛæPá�Þ��
X n

3 =

∫

Q4

sgn+(u(x+, t+) − v(x−, t−))(f(u(x+, t+)) − f(v(x−, t−)))

(ygx(x
−, t−) + sgt(x

−, t−))ψ(x, t)ξ
′

(y)ξ(s)dx dt dy ds+ L(n),

ûo{/ðx43%/�
é4ê.á�äjá L(n) → 0

ÝqÙ
n→ ∞ ã.Ý�ß.×

X̃ n
4 =

∫

Q4

sgn+(u(x+, t+) − v(x−, t−))(f(u(x+, t+)) − f(v(x−, t−)))

gx(x
−, t−)ψ(x, t)ξ(y)ξ(s)dx dt dy ds.

ûo{/ðx4]ÿ3�

ñUê.á
Þjá�ä�î L(n)
é4ØåÚåÚ�Ý�Ú�ÙjÛ ì�á
Ûqî�ØåÞ�ÞjáN×óâ�Ûqä9Ù�Øåî�ï"ÚåØ���ÜQÝ�Þ�Ø�Ûqß,Ý�ß.×óé�á�×"á�ß.ÛqÞjá
Þ�ê.á
ß.á�é X n

3

ì[è X̃ n
3

ðÕ��á�Þ
X n

34 = X̃ n
3 + X̃ n

4

ã"ê.á�ß.ÜNáM�

X n
34 =

X 1n
34

︷ ︸︸ ︷∫

Q4

F+(u(x+, t+), v(x−, t−))gx(x
−, t−)ψ(x, t)(yξ(y)ξ(s))ydx dt dy ds

+

X 2n
34

︷ ︸︸ ︷∫

Q4

F+(u(x+, t+), v(x−, t−)))gt(x
−, t−)ψ(x, t)(sξ(y)ξ(s))ydx dt dy ds .

ûo{/ðx4]õ3�

�Wß X 1n
34

Ý�ß.× X 2n
34

ãuÞ�ê.á�Þjá�ä�î
ψ(x, t)

ÜNÛqç"Ú�×óì�á�äjá�ï"Ú¨ÝqÜNáN×àé4ØåÞ�ê
ψ(x−, t−)

ã�â�ÛqäpÞ�ê"Ø�Ù�Ý�Ú�ÙJÛ:Ýq×"×"Ù�Ý%Þjá�ä�îæPá�Þ�Þ�Øåß"æ Ùjî�Ý�ÚåÚ�é4ê.á�ß
n → ∞ ð � á
�ráNá�ï>Þ�ê.á�ÙLÝ�î%á@ß.ÛqÞJÝ�Þ�Ø�Ûqß.Ùpâ�Ûqä X 1n

34

Ý�ß.× X 2n
34

ð � Øåß.ÜNá
yξ(y)ξ(s)

Ø�ÙÝ;ÜNÛqî�ï�ÝqÜ�Þ�ÚåèëÙ�ç"ï.ï�Ûqä�ÞjáN×>Ù�î%Û[ÛqÞ�êëâ�ç"ß.Ü�Þ�Ø�Ûqß>Øåß Q4
ã"é�á�ê�ÝQírá/�

∫

Q4

F+(u(x−, t−), v(x−, t−))gx(x
−, t−)ψ(x−, t−)(yξ(y)ξ(s))ydx dt dy ds = 0.

ûo{/ð .rö3�
,óÛqäjáNÛfírá�äQã.Ù�Øåß.ÜNá

F+(u, v)
Ø�ÙT��Øåï.ÙjÜJê"ØåÞ0�
ÜNÛqß[Þ�Øåß[ç.Ûqç.ÙQã.é�á@Ûqì"ÞJÝ�Øåß��

∣
∣
∣
∣
X 1n

34 −
∫

Q4

F+(u(x−, t−), v(x−, t−))gx(x
−, t−)ψ(x−, t−)(yξ(y)ξ(s))ydx dt dy ds

∣
∣
∣
∣

≤Mf (gx)
∞ψ∞

∫

Kψ

∫

B2
1

|u(x+, t+) − u(x−, t−)|dx dt dy ds,

ûo{/ð ..ô��

é4ê.á�äjá
Kψ

Ø�Ù@Þ�ê.á�Ùjç"ï"ï�Ûqä�ÞFÛ�â
ψ
ð�ñUê.á�äjá|â�Ûqäjá]ã�ì[èóÞ�ê.á���á�ì�áNÙ�æ]ç.á%ø9Ø�$�á�äjá�ß[Þ�Ø¨Ý�Þ�Ø�Ûqß_*�ø�Ûqî�ØåßuÝ�ÞjáN×BñUê.áNÛ�ùäjá�î%ÙQã"é�á@×"áN×/ç.ÜNáFÞ�ê�Ý�Þ�Þ�ê.á@ä�Øåæ]ê[Þ�ê�Ý�ß.×>Ù�Ø�×"áFÛ�â4ûo{/ð ..ô��UÞjá�ß.×"Ù�ÞjÛ

0
ÝqÙ
n→ ∞ ã/ê.á�ß.ÜNáFé�á�ê�ÝQírá/�

X 1n
34 → 0

ÝqÙ
n→ ∞.

ûo{/ð .rý3�
4]ÿ



�WßAÝ�Ù�Øåî�ØåÚ¨Ý�ä�éUÝQè:é�á@ÜQÝ�ßAÙjê.Ûfé Þ�ê�Ý�Þ
X 2n

34 → 0
ÝqÙ

n→ ∞.
ûo{/ð .H43�

ç"äjÛqî ûo{/ðx4�.e�|ã4ûo{/ðx4/{3�|ã4ûo{/ð .rý3��Ý�ß.×�ûo{/ð .H43�|ãsï�ÝqÙjÙjØåß"æAÞjÛ>Þ�ê.á%ÚåØåî�ØåÞ
Øåß0ûo{/ðþý]õ3�@è[Ø�á�Ú�×"Ù:ûo{/ðþ÷3�|ãsé4ê"Ø�ÜJê#ÜNÛqß/ùÜ�Úåç.×"áNÙ�Þ�ê.á@ï"äjÛ[Û�â�Û�âvÙjÞjá�ïAý/ð
4 ��6e·�µw�

u(x, t) ≤ v(x, t)
:�A�6]A©�B�

QT
A

��á�Þ�ç.Ù��.äjÙ�Þ�Ù�ê.Ûfé�Þ�ê�Ý�ÞyÞ�ê.á�â ç.ß.Ü�Þ�Ø�Ûqß
A(t)

×"á��.ß.áN× Øåßàûo{/ðx{3��Ø�Ùyß.Ûqß/ù�Øåß.Ü�äjáQÝqÙ�Øåß"æ�Ý/ð á]ðvØåß
(0,min(T, aω ))

ðñsÝ��Pá
a > 0

Ý�ß.× äjáNÜQÝ�ÚåÚëÞ�ê�Ý�Þ
ω = g∞Mf

ñ�Ú�á�Þ
0 < t1 < t2 < min(T, aω )

ã
0 < ε <

min(t1,min(T, aω − t2)
ã%Ý�ß.×

δ > 0
ð ��Ûqß.Ù�Ø�×"á�ä,Þ�ê.á'â ç"ß.Ü�Þ�Ø�Ûqß

φ ∈ C1
0 (R+, [0, 1])

Ùjç.ÜJê�Þ�ê�Ý�Þ
φ(x) = 1 ∀x ∈ [0, a]

ã
φ(x) = 0 ∀x ∈ [a+ δ,∞)

ã.Ý�ß.×
φ

′

< 0
ð�ø�á��.ß.á

rε
ì[è¶�

rε(t) =







0
Ødâ

0 ≤ t ≤ t1 − ε

t− (t1 − ε)

ε

Ødâ
t1 − ε ≤ t ≤ t1

1
Ødâ

t1 ≤ t ≤ t2

(t2 + ε) − t

ε

Ødâ
t2 ≤ t ≤ t2 + ε

0
Ødâ

t2 + ε ≤ t ≤ ∞.

ûo{/ð ./.e�

) ß.áFÜQÝ�ßëÞLÝ��Pá@Øåß�ûo{/ðþ÷3��Þ�ê.á@ï�á�ä�î�Ø�ÙjÙjØdì.ÚåáFÞjáNÙ�ÞUâ�ç"ß.Ü�Þ�Ø�Ûqß
ψ(x, t) = φ(|x| + ωt)rε(t).ñUê"Ø�Ù4èCØ�á�Ú�×"Ù��

E1(δ,ε)
︷ ︸︸ ︷

1

ε

∫ t1

t1−ε

∫

R

(u(x, t) − v(x, t))+φ(|x| + ωt)dxdt−

E2(δ,ε)
︷ ︸︸ ︷

1

ε

∫ t2+ε

t2

(u(x, t) − v(x, t))+φ(|x| + ωt)dxdt ≥ E(δ, ε),

ûo{/ð .r÷3�

é4ØåÞ�ê
E(δ, ε) = −

∫ T

0

∫

R

[ω(u(x, t) − v(x, t))+ + sgn+((u(x, t) − v(x, t)))×

(f(u(x, t)) − f(v(x, t)))
x

|x|g(x, t)]φ
′

(|x| + ωt)rε(t)dxdt.

ûo{/ð .H{3�

� á@Ü�Ú¨Ý�Øåî(Þ�ê�Ý�Þ
E(δ, ε) ≥ 0

ð��Yß.×"áNáN×�ã.Ù�Øåß.ÜNá
φ

′ ≤ 0
Ý�ß.×

rε ≥ 0
ã/ØåÞ�Ùjç�n�ÜNáNÙ4ÞjÛ%Ù�ê.Ûfé Þ�ê�Ý�Þ

ω(u(x, t) − v(x, t))+ + sgn+((u(x, t) − v(x, t)))×
(f(u(x, t)) − f(v(x, t)))

x

|x|g(x, t) ≥ 0
Ý/ð á]ð�Øåß

QT .

ûo{/ð .e%/�
ñ�é�Û ÜQÝqÙjáNÙ`ÜQÝ�ßóì�á
ÜNÛqß.Ù�Ø�×"á�äjáN×�ã�á�ØåÞ�ê.á�ä

u(x, t) ≤ v(x, t)
ñ�ØåßóÞ�ê"Ø�Ù9ÜNÝqÙJáFØåÞ`Ø�Ù`áQÝqÙ�èëÞjÛ%írá�ä�Ødâ è�ûo{/ð .e%/�|ã�Ûqä

u(x, t) > v(x, t)
ñ/Øåß>Þ�ê"Ø�Ù�ÜQÝqÙjá@é�á@ç.Ùjá]ãCâ�äjÛqî Þ�ê.áF×"á��.ß"ØåÞ�Ø�ÛqßóÛ�â

ω
ã/Þ�ê.á�â�ÝqÜ�Þ�Þ�ê�Ý�Þ

(f(u(x, t)) − f(v(x, t)))
x

|x|g(x, t) ≥ −ω(u(x, t) − v(x, t)),

4]õ



ê.á�ß.ÜNá�Ûqç"ä`Ü�Ú¨Ý�Øåî(ê.ÛqÚ�×"ÙQðÈÃpá�Ú¨Ý�Þ�Ø�Ûqß#ûo{/ð .r÷3�4ß.Ûfé ê�ÛqÚå×.Ù�é4ØåÞ�ê
E(δ, ε)

äjá�ï"Ú¨ÝqÜNáN×Aé4ØåÞ�ê
0
ð � á@äjá�ærÝ�äj×AÞ�ê.áØåß[Þjá�æ]äJÝ�ß.×>Þjá�ä�î(Û�â

E1(δ, ε)
ØåßBûo{/ð .r÷3�4Ý�ß.×ëé�á@ß.ÛqÞ�Ø�ÜNá@Þ�ê�Ý�Þ4â�Ûqä

t1 − ε < t < t1
ã/é�á@ê�ÝQírá/�

(u(x, t) − v(x, t))+φ(|x| + ωt) = (u(x, t) − v(x, t))+φ(|x| + ωt)IAδ ,é4ê.á�äjá
I
A

′

δ

Ø�Ù4Þ�ê.áFÜJê�Ý�äJÝqÜ�Þjá�ä�Ø�Ù�Þ�Ø�Ü@â�ç"ß.Ü�Þ�Ø�ÛqßAÛ�âvÞ�ê.áFÙjá�Þ
Aδ

×"á��.ß.áN×ëì[è��
A

′

δ = {(x, t); t1 − ε < t < t1, 0 < |x| + ωt < a+ δ}.
Ãpá�î�Ý�ä0�:Þ�ê�Ý�Þ�Þ�ê.áFÙjá�Þ

A
′

δ

Ù�ê"ä�Øåß=�CÙfã.ÝqÙ
δ
ì�á�ÜNÛqî%áNÙ`Ù�î�Ý�ÚåÚ�ã"ÞjÛ

A
′

= {(x, t); t1 − ε < t < t1, 0 < |x| + ωt ≤ a}
é4ØåÞ�ê

φ(|x| + ωt) ≡ 1
ÛfíPá�ä

A
ð��WÞ4Ø�Ù�áQÝqÙjè ß.Ûfé ÞjÛ%ÙjáNá�Þ�ê�Ý�Þ`ÝqÙ

δ → 0

(u(x, t) − v(x, t))+φ(|x| + ωt)I
A

′

δ
→ (u(x, t) − v(x, t))+IA

Ý/ð á]ð�Øåß
QT .

&`Ûfé�á�írá�äQãrÙ�Øåß.ÜNá
(u(x, t)−v(x, t))+ ∈ L∞(QT )

ãPé�á4ç.ÙjáUÞjê.áT��á�ì�áNÙ�æ]ç.ápø�Ûqî�Øåß�Ý�ÞjáN× ñUê.áNÛqäjá�î�ÞjÛ@æPá�Þ��

E1(δ, ε) →
1

ε

∫ t1

t1−ε

∫

Ba−ωt

(u(x, t) − v(x, t))+dxdt
ÝqÙ

δ → 0,
ûo{/ð .rÿ3�

Øåß>ÛqÞ�ê.á�ä�éUÛqäj×"ÙQã
E1(δ, ε) →

1

ε

∫ t1

t1−ε
A(t)dt

ÝqÙ
δ → 0,

ûo{/ð .rõ3�
é4ØåÞ�ê

A(t)
æ]ØåíPá�ß>ì[è�ûo{/ðx{3�|ð � Øåî�ØåÚ¨Ý�ä9Ý�ä�æ]ç"î%á�ß[ÞjÙ`Ù�ê.Ûfé�Ù4Þ�ê�Ý�Þ��

E2(δ, ε) →
1

ε

∫ t2−ε

t2

A(t)dt
ÝqÙ

δ → 0.
ûo{/ðþ÷]ö3�

� ÛqÞjá@Þ�ê�Ý�Þ
A ∈ L1(0, T )

ñ"Ú�á�Þ
t1
Ý�ß.×

t2
ì�á1��á�ì�áNÙ�æ]ç�á@ï�ÛqØåßCÞjÙpÛ�âsÞjê.á�â ç"ß.Ü�Þ�Ø�Ûqß

A
Ù�ç.ÜJê>Þ�ê�Ý�Þ

0 < t1 <
t2 < min(T, aω )

ã"Ûqß.áFÜQÝ�ßAáQÝqÙ�ØåÚåè�×"áN×/ç.ÜNá@â äjÛqî ûo{/ð .rõ3�|ã�ûo{/ð .rõ3��Ý�ß.×�ûo{/ð .r÷3��Ú�á�Þ�Þ�Øåß"æ
ε
Þjá�ß.×"Ù�ÞjÛ

0
Þ�ê�Ý�Þ

A(t1) ≥ A(t2),ê.á�ß.ÜNá
A
Ø�Ù�Ý/ð á]ð)ß.Ûqß/ù�Øåß.Ü�äjáQÝqÙ�Øåß"æ.ð � áëç.ÙjáëÞ�ê"Ø�Ù%ï"äjÛqï�á�ä�ÞYè�á�ßM(�ÛfèPáN×�ìCè

A
ÞjÛ�æPá�Þ%Þ�ê.áAÜNÛqî�ï�Ý�ä�Ø�ÙjÛqßï"ä�Øåß.Ü�Øåï"Ú�á]ð-�Wß�â�ÝqÜ�ÞQã/ç�Ù�Øåß"æ�Þ�ê.áFá�Ú�á�î%á�ß[ÞJÝ�ä�èëØ�×"á�ß[Þ�ØåÞ�Ø�áNÙ��

(u− v)+ ≤ (u− w)+ + (v − w)−

(u− v)− ≤ (u− w)− + (v − w)+

∀ u, v, w ∈ R
ã/é�áFÜQÝ�Ú�Ü�ç"Ú¨Ý�Þjá@â�ÛqäpÝ/ð á]ð

(x, t) ∈ QT :

(u(x, t) − v(x, t))+ ≤ (u(x, t) − u0(x))+ + (v(x, t) − v0(x))− + (u0(x) − v0(x))+.

� Øåß.ÜNá
u0(x) ≤ v0(x)

Ý/ð á]ð�Øåß
R
ã/é�á@æPá�Þ4â�ÛqäpÝ/ð á]ð

(x, t) ∈ QT
�

(u(x, t) − v(x, t))+ ≤ (u(x, t) − u0(x))+ + (v(x, t) − v0(x))−.
ûo{/ðþ÷/ô��

.rö



F Ù�Øåß"æóûo{/ðþ÷/ô��|ã/â�Ûqä
τ ∈ (0, T )

ã/é�áFÜQÝ�Ú�Ü�ç"Ú¨Ý�Þjá/�
1

τ

∫ τ

0
A(t)dt ≤ 1

τ

∫ τ

0

∫

Ba

(u(x, t) − v(x, t))+dxdt ≤

1

τ

∫ τ

0

∫

Ba

(u(x, t) − u0(x))+dxdt+
1

τ

∫ τ

0

∫

Ba

(v(x, t) − v0(x))−dxdt.

ûo{/ðþ÷]ý3�

ç"äjÛqî ûo{/ðx43�|ã�ûo{/ð .e�4Ý�ß.×ëÞ�ê.á@ï�ÝqÙjÙJÝ�æPá�ÞJÛ;Þ�ê.á@ÚåØåî�ØåÞ`ÝqÙ
τ → 0

Øåß�ûo{/ðþ÷]ý3�|ã.é�á@×"áN×/ç.ÜNáFÞ�ê�Ý�ÞQã
1

τ

∫ τ

0
A(t)dt→ 0

ÝqÙ
τ → 0.

ûo{/ðþ÷/43�
ñUê[ç.ÙQãsÙ�Øåß.ÜNá

A
Ø�Ù�Ý/ð á]ð�ß.Ûqß/ù�Øåß.Ü�äjáQÝqÙ�Øåß"æ�Ûqß

(0, τ)
ãvÝ�ß.×

A(t) ≥ 0
â�Ûqä�Ý/ð áqð

t ∈ (0,min(T, aω ))
ãsÛqß.áÞ�ê.á�ß>ê�ÝqÙ

A(t) = 0
â�ÛqäpÝ/ð á]ð

t ∈
(

0,min
(

T,
a

ω

))

.

� Øåß.ÜNá
a
Ø�ÙpÝ�ä�ì"ØåÞ�äJÝ�ä�èPã.é�áF×"áN×/ç.ÜNá@Þ�ê�Ý�ÞQã

u(x, t) ≤ v(x, t)
Ý/ð á]ð�Øåß

QT .

2

57698;:=<�>àÑ�Ac� ÇJ\7rYGa³2uJ¬�ROS�P©P�\`RBb0ZJº¶§sº¶b0Z�XJPJQJQÕQaZMU­d�RBLBZM\
µ(x, t, α)

¾-E�Q-º¶b0ZMN�P m RqZ7À*P
L^\ m P_º]P�\ m Pa\`R-ZYV
αVaZMb©E m L^NMP�boKHP�\¶X*PaW´VJb[P*P+VJd9\�X2RBLoZM\

g ∈ C1(Q̄T )
w°ó#ZM¾¼P�N�P�bJ¬¶VaZMb#ROS�P�X*E�Q�P�ZYV©ElKHP�\¶P�b[EMU�\�ZM\ m L^N�PaboKHP�\�XJPaW

VJb[P*P°VJd9\�X2RBLoZM\
g ∈ W 1,∞(Q̄T )

¬+QaEMª"Plb[P�QJd9U­RsX[E/\àÀ[PlQJS9ZM¾�\�Àa§¸E m EJº¶RBL^\9K¸ROS�P�Q2EMª"Psº�b0Z�ZYV
E�Q�LO\irYG2³�¬
¥�S�P[ZMb[P�ªòÊ0u1RqEM¦�L^\9K"LO\`RqZ7E3X*X*ZMd9\`RÈROS�P1QJU­L�K�S9R-ª
Z m L n¼X*E/RBLoZM\=Q
ROS9E3R¼X*ZMd9U m À*P m P m d�XJP m V�b0ZMªÉROS�P°º�b0Z�ZYV#Z0V
¥�S�P[ZMb[P�ª CqÂ�w^G3Ô�I/wT½«ZMb[P°º�b[P[XaL^Q2P�U­§�¬¼ROS�P#RBb*P0E/RBª"Pa\`RÈZYV1ROS�P©RB¾-Z7R_P�b�ª�Q X n

3

EM\ m X n
4

L^\ � R_P_º'Â9w
�l��>����9Þ"¢O6H��!�8�6e�¶���ñUê.á�Ý�ç"Þ�ê.Ûqäëé�Ûqç"Ú�×0ÚåØ��ráóÞjÛBÞ�ê�Ý�ß=�@Ã
ð¼,àÛqß"ß.áQÝ�ç Ý�ß.× �9ð+�Wî
ì�á�ä�Þ:â�Ûqä â ä�ç"ØåÞ�â�ç"Ú�×/Ø�ÙjÜ�ç.ÙjÙjØ�Ûqß.Ù:Øåß0Þ�ê.áï"äjá�ï�Ý�äJÝ�Þ�Ø�Ûqß�Û�â�Þ�ê"Ø�Ù@ï�Ý�ï�á�äQð � á�Ý�Ú�ÙJÛ:Þ�ê�Ý�ß=�àÖ�ð¶y�Údù_&9Ý)(O(�ã�Ã�ð�y�è[î�Ý�äj×�ã � ð�ç.ÛqäjÜQÝq×"á�Ú�ã�,#ð � Ý��fÝ�ä�Ý�ß.×
� ð�òyÛfírá�ÚåÚåá�â�Ûqä`Þ�ê.á�Øåä9äjá�î�Ý�ä0�CÙfðhçsØåß�Ý�ÚåÚåèrãuÞ�ê"Ø�Ù`é�Ûqä0�>éUÝqÙ`ï�Ý�ä�Þ�Ø¨Ý�ÚåÚåèóÙ�ç"ï"ï�Ûqä�ÞjáN×óì[è>ñUê.á�,�Ý�Þ�ê.á�î�Ý�Þ�Ø�ÜQÝ�ÚÖpß�Ý�Úåè/Ù�Ø�Ù4Ý�ß.×�Ö`ï"ï"ÚåØ�ÜQÝ�Þ�Ø�Ûqß.Ù4Ö`äJÝ�ì � á�ÞYé�Ûqä[�àûB,óÖz4 � ��Ý�ß.×:ì[è ñUê.á�ÜNÛqß[Þ�äJÝqÜ�Þ � ��ÜQÝ�ÚåÚ�áN×xb�Öh�È�Û(�á|ç.ß.áNÙÜJê.á�äjÜJê.á�ç.ÙjáNÙpá�Þ�(�á|ç.ß.áNÙ�ÜJê.á�äjÜJê.á�ç"äjÙY�FÛ�âvÞ�ê.á1ç"äjá�ß.ÜJê�,AØåß"Ø�Ù�Þ�ä�è�Û�â�ÃpáNÙjáQÝ�äjÜJêBû�ý]ö]ö/4}ùYý]ö]ö3%/�|ð
y îzJ2îvÁ�î�¿
Å�î�ë
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