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Marne, 77454 Marne la Vallée Cedex 2, France

2ENPC, ParisTech, Champs sur Marne, 77455 Marne la Vallée Cedex 2, France

CERMICS — ENPC
6 et 8 avenue Blaise Pascal
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u = (u1, u2, u3) : R
3 → R

3.

0 ��ý
x = (x1, x2, x3)
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(e1, e2, e3)
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ε(u) =
1

2
(∇u+ t∇u),

�S# ù#
εij(u) =

1

2

(
∂ui

∂xj

+
∂uj

∂xi

)

, i, j = 1, 2, 3.
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ε(u) = εe(u) + εp,
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εe(u)
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εp = ε0γ,
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ε0 =

1

2
(~e1 ⊗ ~e2 + ~e2 ⊗ ~e1)
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{x2 = 0}
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σ = 0
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σ = Λ : εe(u),
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i, j = 1, 2, 3

!

(Λ : εe(u))ij = 2µεe
ij(u) + λδijtr(ε

e(u)),
� *:#� #
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λ, µ > 0
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γ
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γ = ρ+ − ρ−,


 �bùOý�ù ∂ρ+

∂x1

ú��	� ∂ρ−

∂x1
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ú�	� ~b = −e1
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∂ρ±

∂t
= ±(σ : ε0)e1.∇ρ

±.
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ρ±
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σ = 0

���
R

2 × (0, T ),
σ = Λ : (ε(u) − εp)

���
R

2 × (0, T ),
ε(u) = 1

2
(∇u+ t∇u)

���
R

2 × (0, T ),
εp = ε0 (ρ+ − ρ−)

���
R

2 × (0, T ),

∂ρ±

∂t
= ±(σ : ε0)e1.∇ρ

± ���
R

2 × (0, T ),
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∑

j=1,2

∂σij

∂xj
= 0

���
R

2 × (0, T ),

σij = 2µεe
ij(u) + λδijtr(ε

e(u))
���

R
2 × (0, T ),

εij(u) =
1

2

(
∂ui

∂xj

+
∂uj

∂xi

)
���

R
2 × (0, T ),

εp
ij =

1

2

(
0 1
1 0

)
(
ρ+ − ρ−

) ���
R

2 × (0, T ),

∂ρ±

∂t
= ±σ12e1.∇ρ

± ���
R

2 × (0, T ),
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(u1, u2)
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∂ρ+

∂t
= − C1 (R2

1R
2
2 (ρ+ − ρ−))

∂ρ+

∂x1

< 3 R
2 × (0, T ) 7

∂ρ−

∂t
= C1 (R2

1R
2
2 (ρ+ − ρ−))

∂ρ−

∂x1

< 3 R
2 × (0, T ),

� *:#�#3#

H 8�.1;D. C1 = 4
(λ+ µ)µ

λ+ 2µ
E
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C1
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�	�9�
(2µε(u) + λtr(ε(u))Id) =

�	�9�
(2µεp + λtr(εp)Id) .
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µ∆u+ (λ+ µ)∇(
�	�,�

u) = µ








∂

∂x2
(ρ+ − ρ−)

∂

∂x1

(ρ+ − ρ−)
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+ (λ+ µ)









∂2

∂x2
1

(
�	�9�

u)

∂2

∂x2
2

(
�	�9�

u)









= µ









∂2

∂x1∂x2
(ρ+ − ρ−)

∂2

∂x2∂x1
(ρ+ − ρ−)
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(λ+ 2µ)∆(
�	�9�

u) = 2µ
∂2

∂x1∂x2
(ρ+ − ρ−).
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∆u =








∂

∂x2
(ρ+ − ρ−)

∂

∂x1
(ρ+ − ρ−)








− 2
(λ+ µ)

(λ+ 2µ)
∇∆−1 ∂2

∂x1∂x2

(ρ+ − ρ−).
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∂u1
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∂2

∂x2
2

(ρ+ − ρ−)

∂2

∂x2
1

(ρ+ − ρ−)









− 2
(λ+ µ)

(λ+ 2µ)
∆−1









∂4

∂x2
1∂x

2
2

(ρ+ − ρ−)

∂4

∂x2
1∂x

2
2

(ρ+ − ρ−)









.
� *:# � � #

,N��
�!�ú��	�	���	�B����ù3� 
<��ú�/c�
��ù,ù;:* Rú@�������	��!	
�ù����"�´ùOý����Rú�

∆

(
∂u1

∂x2
+
∂u2

∂x1

)

= ∆(ρ+ − ρ−) − 4
(λ+ µ)

(λ+ 2µ)
∆−1 ∂4

∂x2
1∂x

2
2

(ρ+ − ρ−).
� *:# ��� #
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(σ : ε0) = σ12 = 2µ(εe(u))12 = µ

((
∂u1

∂x2

+
∂u2

∂x1

)

− (ρ+ − ρ−)

)

,

������ù�����ù ý 
 � ���[ù;:* Rú@�������?� *:# ��� #�!:���	���Lþ:� ùOû��	�

(σ : ε0) = −4
(λ+ µ)µ

(λ+ 2µ)
∆−2 ∂4

∂x2
1∂x

2
2

(ρ+ − ρ−) = −C1

(
R2

1R
2
2(ρ

+ − ρ−)
)
.
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E =
1

2

∫

R2/Z2

Λ : (εe(u) : εe(u)),

H <�0�8 εe(u) = ε(u) − ε0(ρ+ − ρ−) E ��8�. 3 7 @1< 3 ?U. ]!_ 0�8�. .OB!C 2 0�<�> 3 > G .1n 2 @10�<�?1<�0 _ ∂E
∂u

= 0 7IH .
? 243 3 >*0�<�?U.{< G ∂ρ+

∂x1

,
∂ρ−

∂x1

≥ 0
0�8 2 0 7

dE

dt
= −

∫

R2/Z2

(Λ : εe(u)) : ε0∂(ρ
+ − ρ−)

∂t
= −

∫

R2/Z2

σ2
12

(
∂ρ+

∂x1

+
∂ρ−

∂x1

)

≤ 0.
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� #
ρ = ρ+ − ρ−

!

*:#
ρ±,per(x1, x2, t) = ρ±(x1, x2, t) − Lx1

!

�"#
T = R/Z

����ùw7¨ù ý����:�	� ü3��� ��ù ý%�£ú=û
[0, 1)

!�ú��	�
T

2 = R
2/Z2 ����ù�7fùOý������	�½ü3�%:* Rú=ý�ù [0, 1) ×

[0, 1)
#

 	#8�µù��
f
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R
2 × (0, T )
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R
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f(t) = f(., t) : x 7−→ f(x, t)

#
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T

��� 7�û�ú£üOù3��� ∫ 1
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E
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f = (f1, f2)
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fi ∈ E
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i ∈ {1, 2}
#
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f
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E2 
 � û½ûG/¨ù���ù � ��ù��<ú�� ‖f‖E2 = max (‖f1‖E, ‖f2‖E)
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��ùOý�? # � � �=ý���ù ý���� �	� ���	����!c
�ù=�bùOù�� ��� ��ù � ��ùB����?�ù��> "��ü��������Rú£û���7Rú=üOù��,ú��	��ýÿùOüOú=û½û�����?�ù����
����ù�� ý&7�ý���7¨ù ý���� ù���!"���Rú@�N
 � û½ûG/¨ù� 	�ÿù��àû�ú��ùOý&��� �� bý�
���ý%$|#


 äªã å�õ�î¢ô6öhõ�ðÃéªöIè3î©÷%è�îdíïö �¬è�öI÷U�¬ì�� õ�ì�é�ê � è�ô7ë©êmöIè
"!ù�ý�ùOüOú=û½û�����ùA��ù � �"���������-��� 27ýÿû��½ü��B��7Rú£üOù��6ú��	�)����?�ù8��������ù�� ýw7bý���7fùOý.���½ù���#A0|�=ý3��ù���ú��½û���! 
�ù
ýÿù��´ù ý ����øw# � # � �Rú�?A�1� � ! ���g# �7"Cú��	� @)# @)#�ø+ú��	! � #�6�#�ø.ù�� ��  !"^#
� ýÿù�ú=û��£ú=û� bù��B�> 	��ü��������

A : [0,+∞) → R
���¢üOú=û½û ù���ú ���� 	�	���> 	��ü�������� � � � �Y�Rú��Y����ù&�>��û û���
 ���	�

7bý���7fùOý.���½ù��1�r�ÿùOù�øw#|2���,�ù��½û��  3 	! 6¬ù�� � # � " # 2

• A
���.ú�ü���� �����* 	�� 	��! �	���B�E��ù���ú���,��ù�! �"���B� �bùOüOýÿù�ú������	��ú��"�5ü����+��ù�9 �> "��ü��������g#

• A(0) = 0
ú��"�

lim
t→+∞

A(t) = +∞
#

�Iù��
A(·)

/¨ù7ú����� 	�	���> 	��ü�������� #�$&��ù�27ý�û��½ü���ü û�ú����
KA(T2)

���<���bù���ù��&���/�´ù;:* 	�9�£ú=û ù���ü ù¬ü û�ú�����ù��
�� #�ýÿù�ú=û � �£ú=û� bù��0?�ù�ú��� �ý�ú�/bû½ùi�> 	��ü��������

h
���

T
2 ��ú�������Wþ����	�

∫

T2

A(|h(x)|) < +∞.

$&�bù327ý�û��½ü��&��7Rú=ü ù
LA(T2)

��������ù+û����bù�ú=ýZ�* �û û ���
KA(T2)

�� "7	7�û½ù�?�ù�� ��ù��A
 ����� ���bù.�  :9Ãù�?�/	 �ý��
�"��ý�?(!

���



‖f‖LA(T2) = inf

{

λ > 0 :

∫

T2

A

(
|h(x)|

λ

)

≤ 1

}

.

�Z�	�"�4
�ù�� 
 � ���)���	���w�	��ý�? ! ���bù027ý�û��½ü��A��7�ú=üOù
LA(T2)

����ú��Lú���ú=üQ� ��7�ú=üOù#�0 ��ýkù�9bú�?A7�û½ùA���
A(t) = tp

�>��ý
p ≥ 1

!"����ù�27ý�û�� ü��i��7Rú=ü ù���������ù� 	�� Rú=û �Iù�/fù����� �ùw��7Rú=ü ù
Lp(T2)

#

� �Y) $ "�� �/������� ��j�$ "�$ ��
	����!�+
F�G A <d@

∆2

�p;D.�\4CYn 2 ;tv'< E . E 0�8�.1;D.t.g�l<d@10�@ 2 9�>#@1<�0�<�T4.{?U> 3 @10 243 0 δ @1C(?U8 0�8 2 0 G >*; 2 n�n t ≥ 0 7 A(2t) ≤
δA(t)

a 7 0�8�. 3 0�8�.��I;1n <�?ONV@p9 2 ?U. LA(T2)
<d@u@#.p9 2 ; 2
] nd.�v�@#.U. � E �^E L 2 > 24365 s�E � E LK. 3^z � � 7��8 � 7q} 2 \�.�� | �'a EIF13 9 2 ;=0�<�?1CYn 2 ;S0�8�<d@S8�>*n 5 @ G >*; L logL(T2) E

���
	���������� �/�dce�����6) ��� "�	��kl �!j%$�kl���*+
W%>*;

α ≥ 1 7 H . 5 . 3 >*0�. ]!_
EXPα(T2) 7 0�8�.	�I;=n <�?ONA@p9 2 ?U. 5 .�J 3 . 5o]!_ 0�8�. G C 3 ?10�<�> 3 A(t) = etα − 1.

�:3 >*0�8�.1;:@p9 2 ?U. > G < 3 0p.1;D.U@10 H <�n�n ] .{0�8�. s/_ \4QuC 365 @p9 2 ?U.

L logβ L(T2) 7 0�8�.	�I;=n <�?ONA@p9 2 ?U. 5 .�J 3 . 5o]!_ 0�8�. G C 3 ?10�<�> 3 A(t) = t(log(e+ t))β 7 G >*; β ≥ 0.

2i/	�ÿùOý���ù1���Rú@� ���"����ù1��7Rú=üOù��3ú=ý�ù �Lú��Rú=üQ� ��7Rú=ü ù��3ú��	� ���Rú�
EXP 1

β
(T2)

��� ����ù,�	 �ú=û ���
L logβ L(T2)

! �>��ý
0 < β ≤ 1

�>��ù ù ��# ��ù��	�bù����5ú��"�4ø�# =��Rú=ý�7bû½ù þ ��#�!.6¬ù�� !"# ��� " #�# �E� ���

<��ý.���(�	����� ü����	�=���Rú@�

L log1 L(T2) = L logL(T2)
#

�Iù��  "��ýÿùOüOú=û½û�����?�ù( "��ù��> bû&7�ý���7fùOý.��� ù��8���N����ù���ù(��7Rú=ü ù���# $&��ù � ý����A����ù ���=����ù ��ù��bùOý�ú£û���� ù��
� ��û��bùOý&���bù;:* Rú=û����zþ�#
��������� �/���e������/��"*$ 	�� 
�&#�
�� 	
#%��" ��/�&%('%$ 	����!�+
<ba -%.10

f ∈ EXP2(T
2) 24365 g ∈ L log

1

2 L(T2) 7 ��8�. 3 0�8�.1;D.�.g�l<d@10�@ 2 ?U> 3 @10 243 0 C @1C(?U8 0�8 2 0v�@#.U.:L E �	 �{.1<�n z �
� 7 ��8 ~ E �O�'a 7
‖fg‖L1(T2) ≤ C‖f‖EXP2(T2)‖g‖L log

1
2 L(T2)

.

<�<ba -%.10
f ∈ EXP2(T

2) 24365 g ∈ L logL(T2) E ��8�. 3 0�8�.1;D.�.g�l<d@10�@ 2 ?U> 3 @10 243 0 C @1C�?U8 0�8 2 0v�@#.U.:L E �	 �{.1<�n z �
� 7 ��8 ~ E �O�'a 7
‖fg‖

L log
1
2 L(T2)

≤ C‖f‖EXP2(T2)‖g‖L log L(T2).

� �Y) $ "�� �/���
W%>*;R0�8�.K96;U>#> G > G 0�8�<d@Rnd.1QuQ 2 @#.U. 2 nb@#> � E � E L 2 > 24365�s�E � E LM. 3 z � � 7 ��8 | 7 } 2 \�. � ��� 7�� E�{>O\ 243 .10 2 n E z � � 7 ��8 �{E�� � E
$&�bùw�ÿùOü����	� 7bý���7fùOý.�zþ �������bùw$Cý� "�	���	�=ùOý;ù�?�/¨ù��	�	���"�	!

� *



��������� �/���e���t�6������('%� '%� f "�'$#%����(��"r��) �q�&#$#%�����+
mV.S8 2 T4.S0�8�. G >*n�nd> H < 3 \ ?U> 3 0�< 3 C�>*C�@{< 3�� .U?10�<�> 3 v�@#.U. � E�y�E � ;=C 5 < 3 \�.1; z���� � 24365 L E��{E/�P5
2 QR@
z�� 7 ��8�� E ~ � �'a `

W 1,2(T2) ↪→ EXP2(T
2).

0����Rú=û û þ�!�
�ù��Rú ��ù�����ù3�>��û û���
 ���	�6ù�?=/fù��	�"���	�	#
��������� �/���e� �{"*�(jq��"#����Y� �(&X��h/�	� !(��) '%�$#[��j�$�kl� +
W%>*;

1 < p < +∞ 7 α ≥ 1 24365 β ≥ 0 H .�8 2 T4.A0�8�. G >*n�nd> H < 3 \�?U> 3 0�< 3 C(>*C
@u.1Q ] . 5
5 < 3 \ `
L∞(T2) ↪→ EXPα(T2) ↪→ Lp(T2) ↪→ L logβ L(T2) ↪→ L1(T2).

0 ��ý�����ù�7�ý������I!:��ùOù��>��ý&���	����ú���üOùkø�# � # � ��ú�? �1� � ! $&� �"# � *"S#


 ä�� 
;æ¬ë¢õÃô öIè�ðbéªíïë(ðÃö�î©÷�ðÃæ¬ö��7é�ì�é�ò¬öIë¢õ:ðÃöhõRí
,N��
�!*
�ùN7�ý���7c���ÿù ��� ��ùOý����Wþ=
 � ���B���bùN�bùOû�78���c���bù �>�=û½û���
 ���	�i7�ý���7G�����������������Rú�Y����ù �ÿþ�����ù�? �S5D#
��ú������"��ùOù���ú���ù��	��ù!�ú��	� � ý����Z7bý��
��ù.ú�/fù�����ù ý$ù��.����?�ú��ù<���Rú������	����ù�?�ù��*�������bù��=���=5¢ý���7c�������������
� # �"# ,�ú�?�ùOû þ�!"
�ùw��ú
�=ùw����ù3�>��û½û���
 ���	�	#
�{"��(jq���!�����6� �/��� � �S�1���) $ �#� �(&K��h/����
	���%��$ " �#��"*),+
-/.10

T > 0 7 f 24365 g ] .S0 H > G C 3 ?10�<�> 3 @ 5 .�J 3 . 5 > 3 T
2 × (0, T ) 7 @1C(?U8 0�8 2 0 7

v � a f ∈ L2((0, T );W 1,2(T2)) 7
v'~!a

g ∈ L∞((0, T );L logL(T2)) E ��8�. 3 7
fg ∈ L2((0, T );L log

1

2 L(T2)),

24365MG >*; 2 9�>#@1<�0�<�T4. ?U> 3 @10 243 0 C 7 H .�8 2 T4. `
‖fg‖

L2((0,T );L log
1
2 L(T2))

≤ C‖f‖L2((0,T );W 1,2(T2))‖g‖L∞((0,T );L log L(T2)).

�{"����(&M�6& �{"*�(jq�6��������� �/��� �
0��½ý��.�Z���mú=û½ûS!�ú=ü ü���ý��	���"�i���3����ù&�=ù���ù ý�ú=û����Où����&��û���ùOýZ����ù;:* Rú£û����zþ �Iù�?A?�úI 	# �

(ii)
!�
�ù8$*�	��
,���Rú�

‖f(t)g(t)‖2

L log
1
2 L(T2)

≤ C‖f(t)‖2
EXP2(T2)‖g(t)‖

2
L log L(T2).

� � ��ù���ý�ú�����	�8���
(0, T )

!"
�ù����"�´ùOý����Rú��!
∫ T

0

‖f(t)g(t)‖2

L log
1
2 L(T2)

≤ C

∫ T

0

‖f(t)‖2
EXP2(T2)‖g(t)‖

2
L log L(T2).

�3�	��
 ���	�B���Rú�
g ∈ L∞((0, T );L logL(T2))

!:
�ùw�Rú ��ù!

‖fg‖2

L2((0,T );L log
1
2 L(T2))

≤ C‖g‖2
L∞((0,T );L log L(T2))‖f‖

2
L2((0,T );EXP2(T2)).

� �



,N��
�! /�þ0����ù�$Eý� 	�	���	��ùOý&����ù;:* Rú£û����zþA�Iù�?A?�ú� 	#��:!"
�ù���ù���!

‖fg‖2

L2((0,T );L log
1
2 L(T2))

≤ C‖g‖2
L∞((0,T );L log L(T2))‖f‖

2
L2((0,T );W 1,2(T2)).

2�{"����(&M�6& �{"*�(jq�6��������� ����� �
"!ù 7�ý��Ãü ùOù��3ú������ ����ù 7�ý������&���N5¢ý���7G�������������  	#�#:#."!ù  	�ÿù5�Iù�?A?�ú  	# �)�r� #�!(ú�	� ��� ��ù���ý�ú@��ù
���;����?�ù! ���Rú�E$*�����0����ùB$Cý� 	�"���	��ù ý3����ù	:* Rú=û�� �zþ)� �Iù�?A?�úA "# �3#7ú�	� ����ù�ü���� �����* 	�� 	����� �ÿù ü��������
L logL(T2) ↪→ L log

1

2 L(T2)
#

2

� �!Ý�á � � ���%â hÛ �.Ú[á�� Ý�� IÝ � ß%Ûµâ Ý�Ú  Ý � � Ü � ��ß�� �¤Ü$â�� �.Þ  � hÛ � �
� �+���"���-=Ãù ü��������g!N
�ù-7�ý��
��ù!ú3û��ÃüOú=ûN���1����?�ù�ùU9:������ù���ü ù �>��ý ����ù �ªþ�����ù�? �S5D#�!�? ���	� � ù��,/�þ
����ù ��ùOý�?

ε∆ρ±
!¢ú��"� �>��ýw��?A�:������ù��)�Rú��ú"# $&�	����?A�:�"� � üOú�������-/�ý����	���w 	����� ���� 	�bþ�!��>�=ý6ú=û û

0 < ε ≤ 1
!"����ù3�>��û½û���
 ���	�=�ªþ�����ù�? 2







∂ρ+,ε

∂t
− ε∆ρ+,ε = −(R2

1R
2
2ρ

ε)
∂ρ+,ε

∂x1

���
D′(R2 × (0, T ))

!

∂ρ−,ε

∂t
− ε∆ρ−,ε = (R2

1R
2
2ρ

ε)
∂ρ−,ε

∂x1

���
D′(R2 × (0, T ))

!

�
Pε

#


 �bùOý�ù
ρε = ρ+,ε − ρ−,ε !:
 ����� ���bù��>�=û½û���
 ���	�6ýÿù��� �û½ú=ý&���"�����½ú=ûc�Rú�oú 2

ρ±,ε(x, 0) = ρ±,ε
0 (x) = ρ±,per

0 ∗ ηε(x) + (L + ε)x1 = ρ±,ε,per
0 (x) + Lεx1,

�
ICε

#


 �bùOý�ù
ηε(·) = 1

ε2 η(
·
ε
)
!	�� �üQ�(���Rú@�

η ∈ C∞
c (R2)

���.ú8�	���B�E��ù���ú@���9�=ùi�> 	��ü��������5ú�	� ∫
R2 η = 1

#

� �Y) $ "�� �����
mV.V?U> 3 @1< 5 .1; Lε

0p> > ] 0 2 < 3 @10�;D> 3 \4n _ Q > 3 >*0�> 3 >*C
@t< 3 <�0�< 2 n 5
2 0 2 ρ±,ε
0 E ��8�<d@V?U> 365 <�0�<�> 3 H <�n�n ] .C
@#. G C�n�< 3 0�8�.X96;D>#> G > G -/.1QuQ 2 |�E'|�E

�E��
�ù,û ù��
ρ±,ε,per = ρ±,ε − Lεx1

!"
�ù�$*�	��
 ���Rú�&���bùw�ªþ�����ù�? �
Pε

#����;ù;:* 	�9�£ú=û ù�� � ���	!

∂ρ±,ε

∂t
− ε∆ρ±,ε,per = ∓(R2

1R
2
2ρ

ε)
∂ρ

∂x1

±,ε,per

∓ Lε(R
2
1R

2
2ρ

ε)
���

D′(T2 × (0, T ))
! �

P per
ε

#


 � ��� ���"�����½ú=ûfü����	�"���������	��!

ρ±,ε,per(x, 0) = ρ±,ε
0 (x) − Lεx1 = ρ±,ε,per

0 (x).
�
ICper

ε

#

�  



� �Y) $ "�� ��� c
��8�. 96;D>U9�.1;=0�<�.U@ > G 0�8�. Q >*n�n < JI.1;

(ηε)ε 24365 0�8�. G�2 ?10 0�8 2 0 ρ±,per
0 ∈ L2(T2)

<�Q:96n <�.U@ 0�8 2 0
ρ±,ε,per

0 ∈ C∞(T2) EXF13 9 2 ;=0�<�?1CYn 2 ; 7 ρ±,ε,per
0 ∈ W 1,p(T2) G >*; 2 n�n 1 ≤ p ≤ +∞ E

$&�bù��>��û û���
 ���	�i����ù��=ý�ù�? ����ú,û���ü�ú=ûRùU9:������ù���ü ù7ý�ù��� �û � �>���8����ù�� @ � û����&��ù��	��ù #���� ����ù+ý�ù��� �û�ú£ý���� ù��
�ªþ�����ù�? �

Pε
# � �
ICε

#�# $&�	���¢ýÿù��� bû������©ú=üQ�"�½ù	�=ù�� ����ú3�� 	7fùOý��züOý������½ü�ú£û	��7Rú£üOù�#H�+ùOýÿùN7�ú=ý����½ü� bû�ú=ýÿû þ�
�ù
üQ�"����ùA����ùA��7Rú£üOùA�����> 	�bü��������	�

C([0, T );W
1, 3

2

loc (R2))
#>�µú��ù ý�!6��� =Ãù ü�������� !"!6
�ù 
 � û½û���? 7bý��
��ù

����ù,ý�ù��� �û�ú£ý����zþ ���6����ù�����û� "������� #
fth%���("���) �����e� � ��kl$�	 ���/����#���%kl� "���� ' 	��4+
W%>*; 2 n�n�< 3 <�0�< 2 n 5
2 0 2 ρ±0 ∈ L2

loc(R
2)

T4.1;=< G=_ < 3 \ (H1) 24365 (H2) 7 0�8�.1;D.u.g�l<d@10�@
T ?(‖ρ±,ε,per

0 ‖
W 1, 3

2 (T2)
, L, ε) > 0,

@1C�?U8 0�8 2 0 0�8�.S@ _ @10�.1Q v
Pε

a��=v
ICε

a 2
5 Qu<�0�@P@#>*n CY0�<�> 3 @ ρ±,ε ∈ C([0, T ?);W
1, 3

2

loc (R2)) 7 @ 2 0�<d@ G=_ < 3 \
(H1) 24365 (H2) G >*; 2
E . E t ∈ (0, T ?) E
��ù��>��ýÿùw7bý��
�����	�8$&��ù���ý�ù�? �:# �:!�û½ù��  	�.ý�ùOüOú=û½û ����?�ùi
�ù û½û $*�	��
 �<ýÿù��� �û�����#

�Läªã ��è�öI÷U�¬ì�õböIèY��ìzðÃè
"!ù � ý��.�N���oú£ý��&
 �����5ýÿù��>��ý�?= �û½ú������� ��� �ÿþ�����ù�? �

P per
ε

#4���
ICper

ε

#Lú��+ú�� ��� ��ù��=ý�ú=ûG�ÿþ�����ù�?(#
��������� ����� �����	
# ���"	
'�����6�%� $ "�� �!� 	
'/����6���u�� ��h/� #%����#"*
�$'�����6�/$�	 �!��������+
F�G ρ±,ε,per ∈ C([0, T );W 1, 3

2 (T2)) 2 ;D.�@#>*n CY0�<�> 3 @u> G 0�8�. G >*n�nd> H < 3 \V< 3 0p.�\4; 2 n 96;U> ] nd.1Q `

ρ±,ε,per(·, t) = Sε(t)ρ
±,ε,per
0 ∓Lε

∫ t

0

Sε(t− s)
(
R2

1R
2
2ρ

ε(s)
)
ds

∓

∫ t

0

Sε(t− s)

(
(
R2

1R
2
2ρ

ε(s)
) ∂ρ

∂x1

±,ε,per

(s)

)

ds,

�
Inε

#

H 8�.1;D. Sε(t) = S1(εt)
7 24365 S1(t) = et∆ <d@ 2 0�8�.I8�. 2 0 @#.1Qu< ��\4;D>*C�9 7 0�8�. 3 ρ±,ε,per 2 ;D. @#>*n C�0�<�> 3 @> G 0�8�.�@ _ @10�.1Q v

P per
ε

a��=v
ICper

ε

aV< 3 0�8�. 5 <d@10�;1< ] C�0�<�> 362 n @#. 3 @#. E
0 ��ý�����ù�7�ý������6��� �Iù�?A?�ú/�:#� 	!	�ÿùOù � #|5Eú�� þ �  ���! $&�.�:# *:! 5Eú���ù �   !7"S#
� �Y) $ "�� �����
mV. 3 >*0�<�?U.�0�8 2 0 0�8�.I96;D> 5 C(?10 (R2

1R
2
2ρ

ε)
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6

5 (T2))
@1< 3 ?U.
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T > 0 E F�G ρ±,ε,per ∈ L∞((0, T );W 1, 3
2 (T2)) 2 ;D. @#>*n CY0�<�> 3 @ > G < 3 0p.�\4; 2 n�96;D> ] nd.1Q v

Inε

a 70�8�. 3 ρ±,ε,per ∈ C([0, T );W 1, 3
2 (T2)) E
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E =
(

L∞((0, T );W 1, 3
2 (T2))
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E ] . 2 xK24362 ?U8 @p9 2 ?U. 7 B <d@ 2 ?U> 3 0�< 3 C(>*C
@ ] <�n < 3 . 2 ; 2 9
96n <�? 2 0�<�> 3 >*T4.1;
E × E

8 2 T#< 3 \T 2 n C�.U@P< 3 E 7 24365 A 2 ?U> 3 0�< 3 C�>*C�@Pn < 3 . 2 ; 2 9
96n <�? 2 0�<�> 3 >*T4.1; E 8 2 T#< 3 \RT 2 n C�.U@:< 3 E @1C�?U8r0�8 2 0 `
‖B(x, y)‖E ≤ η‖x‖E‖y‖E G >*; 2 n�n x, y ∈ E,

‖A(x)‖E ≤ µ‖x‖E G >*; 2 n�n x ∈ E,

H 8�.1;D. η > 0 24365 µ ∈ (0, 1) 2 ;D.{0 H >R\4<�T4. 3 ?U> 3 @10 243 0�@ E ��8�. 3 7 G >*;R.1T4.1; _ x0 ∈ E
T4.1;1< G=_ < 3 \

‖x0‖E <
1

4η
(1 − µ)2,

0�8�.u.OB!C 2 0�<�> 3 x = x0 +B(x, x) + A(x) 2
5 Qu<�0�@ 2 @#>*n CY0�<�> 3 < 3 E E
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r, p, q ≥ 1 E ��8�. 3 7 G >*; 2 n�n G C 3 ?10�<�> 3 @ f ∈ Lq(T2) 24365 g ∈ Lp(T2) 7MH 8�.1;D. 1

r
≤

1

q
+

1

p
7

H .:8 2 T4. 7 G >*; S1(t) = et∆ 7 0�8�. G >*n�nd> H < 3 \o.U@10�<�Q 2 0p.U@ `
i) ‖S1(t)(fg)‖Lr(T2) ≤ Ct−( 1

p
+ 1

q
− 1

r)‖f‖Lq(T2)‖g‖Lp(T2) G >*; 2 n�n t > 0 7
ii) ‖∇S1(t)(fg)‖Lr(T2) ≤ Ct−( 1

2
+ 1

p
+ 1

q
− 1

r)‖f‖Lq(T2)‖g‖Lp(T2) G >*; 2 n�n t > 0 7
H <�0�8 C = C(r, p, q)
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‖fg‖Ls(T2) ≤ ‖f‖Lq(T2)‖g‖Lp(T2)
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Inε
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ρε
v(x, t) = Sε(t)ρ

ε
0,v + LεJ̄1

∫ t

0

Sε(t− s)
(
R2

1R
2
2ρ

ε(s)
)
ds+ Ī1

∫ t

0

(
R2

1R
2
2ρ

ε(s)
) ∂ρε

v

∂x1
(s)ds,


 �bùOý�ù
Sε(t) = S1(εt)

!
ρε

v = (ρ+,ε,per, ρ−,ε,per)
!
ρε

0,v = (ρ+,ε,per
0 , ρ−,ε,per

0 )
!

Ī1 =

(
−1 0
0 1

) ú��	�
J̄1 =

(
−1
1

)
#


 �"�½üQ�(���;ù;:* 	�,�£ú=û½ù��*�&���	!

ρε
v(x, t) = Sε(t)ρ

ε
0,v +B(ρε

v, ρ
ε
v)(t) + A(ρε

v)(t),
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u = (u1, u2)
ú��	�

v = (v1, v2)
!�ú����>��û û���
 � 2

B(u, v)(t) = Ī1

∫ t

0

Sε(t− s)

(
(
R2

1R
2
2(u1 − u2)

) ∂v

∂x1
(s)

)

ds,
� �:# � �+#

A(u)(t) = LεJ̄1

∫ t

0

Sε(t− s)
(
R2

1R
2
2(u1 − u2)(s)

)
ds.

� �:# �  #

,N��
�!*
�ù+ú�7	7�û³þ��Iù�?A?�ú �:#�#i���¤ù;:* Rú������� � �:# � *3#�# 0 �½ý����Z���¨ú=û û^!�
�ù.ù��.����?�ú��ù�����ù&/"�½û�����ù�ú£ý���ù ý�?(!

‖B(u, v)(t)‖
(W 1, 3

2 (T2))2
≤

∥
∥
∥
∥
Ī1

∫ t

0

Sε(t− s)

(
(
R2

1R
2
2(u1 − u2)

) ∂v

∂x1
(s)

)

ds

∥
∥
∥
∥

(W 1, 3
2 (T2))2

≤

∫ t

0

∥
∥
∥
∥
Sε(t− s)

(
(
R2

1R
2
2(u1 − u2)

) ∂v

∂x1
(s)

)

ds

∥
∥
∥
∥

(W 1, 3
2 (T2))2

.

$&�bù��g!|������üOù
W 1, 3

2 (T2) ↪→ L4(T2)
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‖B(u, v)(t)‖
(W 1, 3

2 (T2))2
≤

∫ t

0

∥
∥
∥
∥
Sε(t− s)

(
(
R2

1R
2
2(u1 − u2)

) ∂v

∂x1
(s)

)

ds

∥
∥
∥
∥

(L4(T2))2

+

∫ t

0

∥
∥
∥
∥
∇Sε(t− s)

(
(
R2

1R
2
2(u1 − u2)

) ∂v

∂x1
(s)

)

ds

∥
∥
∥
∥

(L
3
2 (T2))2
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r = 3
2
, q = 4, p = 3
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‖B(u, v)(t)‖
(W 1,3

2 (T2))2
≤ C

∫ t

0

1

(t− s)
3

4

∥
∥R2

1R
2
2u(s)

∥
∥

(L4(T2))2

∥
∥
∥
∥

∂v

∂x1
(s)

∥
∥
∥
∥

(L
3
2 (T2))2

ds

≤ C sup
0≤s<T

(‖u(s)‖
(W 1, 3

2 (T2))2
) sup

0≤s<T
(‖v(s)‖

(W 1, 3
2 (T2))2

)

∫ t

0

1

(t− s)
3

4

ds.
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‖B(u, v)‖
L∞((0,T );(W 1, 3

2 (T2))2)
≤ η(T )‖u‖

L∞((0,T );(W 1, 3
2 (T2))2)

‖v‖
L∞((0,T );(W 1, 3

2 (T2))2)
,
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η(T ) = C0T

1

4

�>��ýN����?�ù,ü����	����ú�� �
C0 > 0
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‖A(u)‖
L∞((0,T );(W 1, 3

2 (T2))2)
≤ Lεη(T )‖u‖

L∞((0,T );(W 1, 3
2 (T2))2)
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‖Sε(t)ρ
ε
0,v‖L∞((0,T );(W 1, 3

2 (T2))2)
≤ ‖ρε

0,v‖(W 1, 3
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1
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1
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1

16C0‖ρε
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2 (T2))2

)

,
� �:# � � #


�ùkü�ú��[ù�ú���½û³þA�=ùOý�� �Wþ ����ú�&
�ùw�Rú ��ù����bù��>�=û½û���
 ���	�=���bù;:* Rú=û������ ù�� 2

‖ρε
0,v‖(W 1, 3

2 )2(T2)
<

1

4η(T ?)
(1 − Lεη(T

?))2,
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Lεη(T
?) < 1
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v ∈
(
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2 (T2))
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2
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)2 #
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2

loc (R2))
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(H1)
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#

2
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T > 0 E W�>*; 2 n�nP< 3 <�0�< 2 n 5
2 0 2 ρ±0 ∈ L2
loc(R

2)
@ 2 0�<d@ G=_ < 3 \ (H1) 24365 (H2) 7 < G ρ±,ε ∈

C([0, T );W
1, 3

2
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Pε
a��=v
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a 7 0�8�. 3 ρ±,ε ∈ C∞(R2× [0, T )) E
�{"����(&M�6&�� �Y) ) $ �������
"!ù���ù��"����ù3���bùw�ÿùOü����	� ��ùOý�? ���6����ù��ÿþ��.��ù�? �

P per
ε

#�/�þ�!

f±,ε = ∓(R2
1R

2
2ρ

ε)
∂ρ

∂x1

±,ε,per

∓ Lε(R
2
1R

2
2ρ
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6

5 (T2 × (0, T ))
#D@ ��ýÿù��
��ù ý�! 
�ù $*�	��
 ���Rú�
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∂ρ

∂t

±,ε,per
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∂ρ

∂xi

±,ε,per

,
∂2ρ

∂xi∂xj

±,ε,per

∈ L
6

5 (T2 × (0, T ))
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T > 0 E W%>*; 2 n�n�< 3 <�0�< 2 n 5
2 0 2 ρ±0 ∈ L2
loc(R
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@ 2 0�<d@ G=_ < 3 \ (H1) 7 (H2) 24365 (H3) 7 < G ρ±,ε ∈
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Pε

a��=v
ICε

a 7 0�8�. 3 ∂ρ±,ε
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∂ρ±,ε
0

∂x1
=
∂ρ±,per

0
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0

∂x1
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∂x1
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∂x1
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∂θ±,ε

∂t
− ε∆θ±,ε ± (R2

1R
2
2ρ

ε)
∂θ±,ε

∂x1

±
(
R2

1R
2
2(θ

+,ε − θ−,ε)
)
θ±,ε = 0
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T
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0
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T
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∣
∣
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∣
∣
∣
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∣
∣
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∣
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θ±,ε =
∂ρ±,ε

∂x1

!
θε = θ+,ε − θ−,ε ú��	�

N±(t) =

∫

T2

θ±,ε(t) log(θ±,ε(t)).
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ρ±,ε ∈ C∞(R2 × [0, T ))
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N(t) = N+(t) +N−(t)
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∫
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∑
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∫
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∫
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∫
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 7�ýÿù��ÿù�� �7ú8��ù ü����"�<ú87�ý�����ý��¨ù��.����?�ú��ù�#
��������� ������� �

L2 �q� '%�$# �6� ��h/�i�!� 	
'/�#��6�%�*+
-/.10

T > 0 E �%365 .1;{0�8�.V?U> 365 <�0�<�> 3 ρ±0 ∈ L2
loc(R

2) 7 24365 0�8�. 2 @U@1CYQ:960�<�> 3 @ (H1) 7 (H2) 7 (H3)
24365 (H4) 7 < G ρ±,ε ∈ C∞(R2× [0, T )) 2 ;D.X@#>*n CY0�<�> 3 @S> G @ _ @10p.1Q v

Pε

a��=v
ICε

a 7 0�8�. 3 0�8�.1;D.A.g�l<d@10�@
2 ?U> 3 @10 243 0 C < 365 .p9�. 365 . 3 0 > G ε 7 ] CY0 5 .p9�. 365 < 3 \�> 3 T 7 @1C�?U8 0�8 2 0 `

∥
∥ρ±,ε,per

∥
∥

L∞((0,T );L2(T2))
≤ C,

H <�0�8 ρ±,ε,per = ρ±,ε − Lx1 E
�{"����(&M�6&�� �Y) ) $ � ����� �
"!ù�
�ú�� ������/c�� 	�	�

m±,ε(x2, t) =

∫

T

ρ±,ε,per(x1, x2, t)dx1

#�$&��ùOýÿùi�����	�=7bý���/�û ù�? ���hý�ù��� �û�ú=ý��
� �zþ ������üOù

ρ±,ε ∈ C∞(R2 × [0, T ))
#�"!ù���� ��ù���ý�ú��ùkù;:* Rú�������(�

P per
ε

#&
 �����5ý�ù���7fùOü������
x1
!¨ú��	�

����ù��(��� ��ù���ý�ú��ù3/�þ 7Rú=ý.��������ù � ý��.�N��ùOý�? ��� ����ù¤ý������ � �Rú��	�(������ù�#Z$&�"���.û½ùOú��	�&���	!

*7 



∂

∂t
m±,ε − ε

∂2m±,ε

∂x2
2

= ±

∫

T

(R2
1R

2
2

∂ρε

∂x1
)(ρ±,ε,per −m±,ε)dx1

∓Lε

∫

T

(R2
1R

2
2ρ

ε)dx1 ±m±,ε

∫

T

(R2
1R

2
2

∂ρε

∂x1

)dx1.

�N�����	�B���Rú�
ρε ���.ú 1

� 7fùOý������	�½üN�> 	��ü��������(���
x1

!	����ù�7�ý�ù ������ 	�.ù	:� �ú������� ���;ù;:* 	�,�£ú=û½ù��*�&���	!

∂

∂t
m±,ε − ε

∂2m±,ε

∂x2
2

=

I±
1

︷ ︸︸ ︷

±

∫

T

(R2
1R

2
2

∂ρε

∂x1
)(ρ±,ε,per −m±,ε)dx1

I∓
2

︷ ︸︸ ︷

∓ Lε

∫

T

(R2
1R

2
2ρ

ε)dx1 .
� #:# *7 #

�Iù��  	� ��ù��	���ùZ����ù¢ý������ � ��ú��	�w�����bùZ/�þ
g± = I±1 +I∓2

#$"QùY�	��
)���	��
)���Rú�
g± ∈ L2(T×(0, T ))

#
� �"��ùOù��g! 
�ùw�Rú ��ù!

∥
∥I±1

∥
∥

L2(T×(0,T ))
≤

∥
∥
∥
∥

∫

T

(R2
1R

2
2

∂ρε

∂x1

)(ρ±,ε,per −m±,ε)dx1

∥
∥
∥
∥

L2(T×(0,T ))

≤ ‖ρ±,ε,per −m±,ε‖L∞(T2×(0,T ))

∥
∥
∥
∥
R2

1R
2
2

∂ρε

∂x1

∥
∥
∥
∥

L2(T2×(0,T ))

≤ C,


 �bùOý�ù��>��ý�����ù7û½ú�����û�����ù&
�ùi "��ù��-�Iù�? ?�ú #:#�#����=/c�� 	�	� ∥∥
∥
∥
R2

1R
2
2

∂ρε

∂x1

∥
∥
∥
∥

L2(T2×(0,T ))

ú��	� ����ù��wú£ü��
���Rú�i����ù)ø �½ù����=��ý�ú��	���>�=ý�?A�¤ú=ý�ù6ü���� �����* 	�� 	�i�´ý���?

L2 ��� ���0� ����ù û��I#10  �ý�����ùOý�? �=ý�ù�!G����ùB/c�� 	�	�
���

‖ρ±,ε,per −m±,ε‖L∞(T2×(0,T ))

�>��û û���
 ���´ý���? � #:# *!*3#�#

0 ��ý�����ù3��ù ý�?
I∓2

!�ýÿùOüOú=û½û ���Rú�
0 < ε ≤ 1

!	��ù���üOù

∥
∥I∓2

∥
∥

L2(T×(0,T ))
≤

∥
∥
∥
∥
(L+ 1)

∫

T

(R2
1R

2
2ρ

ε)dx1

∥
∥
∥
∥

L2(T×(0,T ))

≤ CT
1

2 ,


 �bùOý�ù �>�=ýw����ù%û�ú���=����ù;:* Rú£û����zþ 
�ù �Rú �=ù0 	��ù�� ���Rú�
R2

1R
2
2ρ

ε ∈ L∞((0, T );BMO(T2))
�>��ù ù

�Iù�? ?�ú #:#��3#Lú��	� ����ù,ù�?=/¨ù��	�	���	���&��� �Iù�?A?�ú #:# �"#Y$&��ù ý�ù��>�=ý�ù�!	
�ùw��ù���!

‖g±‖L2(T×(0,T )) ≤ C(1 + T
1

2 ).
$6�)ù��	� ���bù37�ý������I!:
�ù�?= �û ����7bû þ�ù;:* Rú������� � #:# *7 #�/�þ

m±,ε !Rú��	�0
�ù���� ��ù���ý�ú��ù3���0��7Rú=üOù#Y$&�	���
���9��ù���!

1

2

d

dt
‖m±,ε(t)‖2

L2(T) + ε

∥
∥
∥
∥

∂

∂x2

m±,ε(t)

∥
∥
∥
∥

2

L2(T)

=

∫

T

g±m±,ε.

"!ù���� ��ù���ý�ú@��ù3���0����?�ù�!:���8��/"�oú���g!

* �



1

2
‖m±,ε‖2

L∞((0,T );L2(T)) ≤ ‖g±‖L2(T×(0,T ))‖m
±,ε‖L2(T×(0,T )) +

1

2
‖m±,ε(0)‖2

L2(T)

≤ T
1

2‖g±‖L2(T×(0,T ))‖m
±,ε‖L∞((0,T );L2(T)) +

1

2
‖m±,ε(0)‖2

L2(T)

≤ T‖g±‖2
L2(T×(0,T )) +

1

4
‖m±,ε‖2

L∞((0,T );L2(T)) +
1

2
‖m±,ε(0)‖2

L2(T).

$&�bùOý�ù��>��ý�ù
‖m±,ε‖2

L∞((0,T );L2(T)) ≤ 4T‖g±‖2
L2(T×(0,T )) + 2‖m±,ε(0)‖2

L2(T).
"!ù��	��
 /c�� 	�	� ���bù���ùOý�?

‖m±,ε(0)‖2
L2(T)

#-"!ù��Rú ��ù!

‖m±,ε(0)‖2
L2(T) =

∫

T

∣
∣
∣
∣

∫

T

ρ±,ε,per
0 (x1, x2)dx1

∣
∣
∣
∣

2

dx2

≤ ‖ηε ∗ ρ
±,per
0 ‖2

L2(T2)

≤ ‖ρ±,per
0 ‖2

L2(T2),

 �bùOý�ù�
�ù&�Rú ��ù  	�ÿù�� �&�=û���ù ý ��������ù	:* Rú=û�� �zþ��>��ý ���bù���ù ü����	��û�����ù�!=ú��	�=���Rú�

‖ηε‖L1(T2) = 1
#�$&�	���

���	�	� ü�ú��ù�������ú�&�>��ý.ú)ü����	�.�oú�� �
C
���	��ù�7fù��"��ù�� �����

ε
!
‖m±,ε‖L∞((0,T );L2(T)) ≤ C

#

0����Rú=û û þ�!:
�ù� 	�ÿù6ù��.����?�ú��ù�� #:# *3*3#����A��ù��	 �üOù����Rú�
ρ±,ε,per ���N/G�� 	�	��ù�� ���

L∞((0, T );L2(T2)) "�	���>��ý�?�û³þA���
ε
#

2

$&�bù8�>�=û½û���
 ���	��ù�������?�ú@��ù�
 � û½û 7bý��
������ù�ü���? 7�ú=ü�����ù����w���;����?�ù=��<����ùB����û� "�������g!g "�	���>��ý�? 
 � ���
ýÿù���7¨ù ü��N���

ε
#

��������� �����(���O� '%$�	��� ! �����#�) $Y�#� �(&K����Y�� ��"*$ ���!&��6"*) &'�(" ��h/� �#�) � #/��"*	� $ �# �6���6&
�#h%� �!� 	�'��������+
-%.10

T > 0 E �/365 .1; 0�8�. 2 @U@1C�Q:960�<�> 3 @ ρ±0 ∈ L2
loc(R

2) 7 (H1) 7 (H2) 7 (H3) 24365 (H4) 7< G ρ±,ε ∈ C∞(R2 × [0, T )) 2 ;D.i@#>*n C�0�<�> 3 @ > G 0�8�. @ _ @10p.1Q v
Pε

a��=v
ICε

a 7 0�8�. 3 G >*; 2 n�n ψ ∈
L2((0, T );W 1,2(T2)) 7 0�8�.1;D.u.g�l<d@10�@ 2 ?U> 3 @10 243 0 C < 365 .p9�. 365 . 3 0 > G ε @1C(?U8�0�8 2 0 `

∣
∣
∣
∣

∫

T2×(0,T )

ψR2
1R

2
2

(
∂ρε

∂t

)∣
∣
∣
∣
≤ C‖ψ‖L2((0,T );W 1,2(T2)),

H 8�.1;D. ρε = ρ+,ε − ρ−,ε E
�{"����(&M�6&�� �Y) ) $ � ���(���
$&�bù(����ù�ú;���=����?�ù��	��
 ��� /c�� 	�"�

R2
1R

2
2

(
∂ρε

∂t

)
 	�����	� ����ù[ú �£ú�� û�ú�/�û ù /c�� 	�	�"�B��� ����ù�ý������ �

��ú��	�(�����bù3��� ����ù¤ù;:* Rú�������?�
Pε

#�#

*�!



"!ù8
 �½û½û ���9�=ù�ú 7�ý��:���</�þ-�	 Rú=û����zþ�#A0 � ý��.�����;ú=û û^! 
�ù �� 	/"��ý�ú=ü�������ùB� 
��5ù;:* Rú�������	�w���<�ÿþ�����ù�?
�
Pε

#<���8��/"��ú����0���Rú�l!

∂ρε

∂t
= −(R2

1R
2
2ρ

ε)

(
∂ρ+ε

∂x1
+
∂ρ−ε

∂x1

)

+ ε∆ρ±,ε.

"!ùkú�7	7�û³þ ����ùkøN� ù����3��ý�ú��	�.�>��ý�?
R2

1R
2
2

!	
 �	� üQ� ���,��ù���!

R2
1R

2
2

(
∂ρε

∂t

)

= −

I1
︷ ︸︸ ︷

R2
1R

2
2

(

(R2
1R

2
2ρ

ε)
∂kε

∂x1

)

+

I2
︷ ︸︸ ︷

εR2
1R

2
2 (∆ρε),

� #:# * �3#


 � ���
kε = ρ+,ε + ρ−,ε # � � 
 �Rú� �>�=û½û���
 ��!8
�ù,
 �½û û87�ý��
��ù ���Rú� �>��ýQú �> "��ü��������

ψ ∈

L2((0, T );W 1,2(T2))
!	
�ù,ü�ú��(/c�� 	�	�

Ji =

∫

T2×(0,T )

ψIi
�>��ý

i = 1, 2
#

�������) $ �#� �(&
J1
2 ���)ü���� ��ý���û

J1

!	
�ù,ý�ù�
.ý�� ��ù����& "�	��ùOý ���bù��>�=û½û���
 ���	���>��ý�? 2
∫

T2×(0,T )

R2
1R

2
2

(

(R2
1R

2
2ρ

ε)
∂kε

∂x1

)

ψ =

∫

T2×(0,T )

(

(R2
1R

2
2ρ

ε)
∂kε

∂x1

)

R2
1R

2
2(ψ).

"!ù� 	��ù3����ù3�wú=ü�� ����ú�l!
�r� #

(R2
1R

2
2ρ

ε)
���&/c�� 	�	�bù�� ���

L∞((0, T );W 1,2(T2))
 	�"���>��ý�?�û³þ ���

ε
�r/�þ-�Iù�?A?�ú #:# #!#�!

�>��� # ∂kε

∂x1

���&/c�� 	�	�bù��(���
L∞((0, T );L logL(T2))

!	 "�	���>��ý�?�û³þ ���
ε
�>/�þ �Iù�? ?�ú #:#�#3#�#

"!ù �bù��	 �ü ù �´ý���? ���	���6ú��"�)�´ý���? 5©ý���7c����� �������  	#�#:! �>
 �����
f = R2

1R
2
2ρ

ε ú��	� g =
∂kε

∂x1

#i����ù
�>�=û½û���
 ���	��ù��.����?�ú��ù 2

∥
∥
∥
∥
(R2

1R
2
2ρ

ε)
∂kε

∂x1

∥
∥
∥
∥

L2((0,T );L log
1
2 L(T2))

≤ C‖R2
1R

2
2ρ

ε‖L2((0,T );W 1,2(T2))

∥
∥
∥
∥

∂kε

∂x1

∥
∥
∥
∥

L2((0,T );L log L(T2))

≤ C

∥
∥
∥
∥

∂kε

∂x1

∥
∥
∥
∥

L∞((0,T );L log L(T2))

≤ C.

"!ù� 	��ù1�Iù�?A?�ú� "# �
(i)

!:���A��ù��	 büOù����Rú�

|J1| ≤

∣
∣
∣
∣

∫

T2×(0,T )

(

(R2
1R

2
2ρ

ε)
∂k

∂x1

ε)

R2
1R

2
2(ψ)

∣
∣
∣
∣

≤

∥
∥
∥
∥
(R2

1R
2
2ρ

ε)
∂k

∂x1

ε
∥
∥
∥
∥

L2((0,T );L log
1
2 L(T2))

‖R2
1R

2
2ψ‖L2((0,T );EXP2(T2))

≤ C ‖R2
1R

2
2ψ‖L2((0,T );W 1,2(T2))

≤ C ‖ψ‖L2((0,T );W 1,2(T2)) ,

� #:# *�!+#

* #




 �bùOý�ù�
�ùi��ú
�=ùi 	�ÿù�� ���bù�$Cý� 	�	���	��ù ý�ù�?�/¨ù��	�	���"�5�r�ÿùOù �Iù�? ?�ú� 	#��3#Z���A����ùN���	� ý��%û�����ù+ú��	� ����ù
�wú£ü��&����ú��øN� ù����i��ý�ú��"���>��ý�? �.ú=ýÿù,ü���� �����* 	�� 	�&�´ý���?

W 1,2 ���*���8�����ÿùOû �����0����ù,û�ú���.û�����ù�#�������) $ �#� �(&
J2
2 ���)ù��.����?�ú��ù

J2

!	
�ùw��� ��ù��=ý�ú��ù3/�þ 7�ú=ý�����!	���8��ù�� 2

J2 = −ε

∫

T2×(0,T )

∇(R2
1R

2
2ρ

ε) · ∇ψ.

=�����ü ù
R2

1R
2
2ρ

ε ���&/c�� 	�	�bù�� ���
L2((0, T );W 1,2(T2))

!"
�ùw��ù��	 �üOù�����ú�&�>��ý.ú=û û
0 < ε ≤ 1

2

|J2| ≤

∣
∣
∣
∣

∫

T2×(0,T )

∇(R2
1R

2
2ρ

ε) · ∇ψ

∣
∣
∣
∣

≤ C ‖R2
1R

2
2ρ

ε‖L2((0,T );W 1,2(T2)) ‖ψ‖L2((0,T );W 1,2(T2)).

� #:# * #3#

0����Rú=û û þ�!Cü���û½û ùOü������"�?� #:# *�!+#,ú��	� � #:# * #3#i������ù�����ù ý�
 � ��� � #:# * �3#,ú��	�)����ù �bù � �	� �������	�w���
Ji
!6�>��ý

i = 1, 2
!�
�ùw��ù��&���Rú� ����ùOýÿùkùU9:�������+ú�ü����	����ú�� �

C
���	�bù�7fù��	��ù�� �����

ε
�� �üQ�(���Rú��!

∣
∣
∣
∣

∫

T2×(0,T )

ψR2
1R

2
2(
∂ρε

∂t
)

∣
∣
∣
∣
≤ C‖ψ‖L2((0,T );W 1,2(T2)).

2

� �Y) $ "�� ������ce�
W−1,2 �Y�1���) $ �#� +

-/.10
W−1,2(T2) ] .t0�8�. 5 C 2 n�@p9 2 ?U.u> G W 1,2(T2) E ��8 243�� @{0p> 0�8�.M96;D.1T#<�>*C�@tnd.1QuQ 2 H . 5 . 5 C(?U.0�8 2 0 0�8�.1;D.u.g�l<d@10�@ 2 ?U> 3 @10 243 0 C < 365 .p9�. 365 . 3 0I> G ε @1C(?U8�0�8 2 0 7

∥
∥
∥
∥
R2

1R
2
2

(
∂ρε

∂t

)∥
∥
∥
∥

L2((0,T );W−1,2(T2))

≤ C.

$&�bù���ù=����ý�ù ù6ù�������?�ú@��ù���?�ú��ù���� �Iù�?A?�ú@�oú #:# #�!)#:# � � ú��	� #:# ��� ú£ý�ù��� ��ü�� ù�� �i��� ��/"��ú����(����ù
ýÿù;:* 	� ý�ù��&ü���? 7Rú£ü����bù�����# $&�	���,ü���?A7Rú=ü�����ù����kù��	�� �ý�ù������ =: "/	��ù ü�������� � # * ���bù 7Rú����ú��ùB��� ����ù
û���?A����
 �	�½üQ�5ú=û û���
 �� 	� ���8���"�4
 ����ù,ùU9"������ù���ü ù���� ����û� "�������	��#
��������� �����&�e�O� '%$�	��� ! �����#�) $Y�#� &'�(" ��h/� ���) � #%��"* � $ ��	�6� �(&X��h/�i�!� 	
'/����6�q+
-%.10

T > 0 E �/365 .1; 0�8�. 2 @U@1C�Q:960�<�> 3 @ ρ±0 ∈ L2
loc(R

2) 7 (H1) 7 (H2) 7 (H3) 24365 (H4) 7< G ρ±,ε ∈ C∞(R2 × [0, T )) 2 ;D.i@#>*n C�0�<�> 3 @ > G 0�8�. @ _ @10p.1Q v
Pε

a��=v
ICε

a 7 0�8�. 3 G >*; 2 n�n ψ ∈
L2((0, T );W 2,2(T2)) 7 0�8�.1;D.u.g�l<d@10�@ 2 ?U> 3 @10 243 0 C < 365 .p9�. 365 . 3 0 > G ε @1C(?U8�0�8 2 0 7

∣
∣
∣
∣

∫

T2×(0,T )

ψ

(
∂ρ±,ε

∂t

)∣
∣
∣
∣
≤ C‖ψ‖L2((0,T );W 2,2(T2)).

$&�bùB7�ý����������Y���	���7û½ù�? ?�ú ���i����? � û�ú=ý&��� ���Rú�i���/�µù�? ?�ú #:# ��� #�$&��ù8���bû þ �	�9�¨ùOýÿù���ü ùB�������Rú�

�ùw��� ��ù���ý�ú��ù3/�þ07Rú=ý.���&����ù �����ÿü��������zþ ��ùOý�? � 
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W 1, 3
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2 0 2 ρ±0 ∈ L2
loc(R
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‖ρ±,ε,per‖
L∞((0,T );W 1, 3

2 (T2))
≤ B±

0 +CT
1

24 ‖R2
1R

2
2ρ

ε‖L∞((0,T );L8(T2))

(∥
∥
∥
∥

∂ρ±,ε

∂x1

∥
∥
∥
∥

L∞((0,T );L1(T2))

+ 1

)

,
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ρε
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ρε
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 � ���Rú�

ρε
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ε
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‖B(ρε
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ε
v)(t)‖(W 1, 3
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∥
∥
∥
∥
Sε(t− s)
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2ρ

ε(s)
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v

∂x1
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)

ds

∥
∥
∥
∥
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∥
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∥
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∥
∥
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3
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‖B(ρε
v, ρ

ε
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2 (T2))2
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0

1
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23

24

∥
∥R2

1R
2
2ρ

ε(s)
∥
∥

L8(T2)

∥
∥
∥
∥

∂ρε
v
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(s)

∥
∥
∥
∥

(L1(T2))2
ds

≤ C sup
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(∥
∥R2

1R
2
2ρ

ε(s)
∥
∥
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∥
∥
∥
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v
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∥
∥
∥
∥
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ε
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24 ‖R2
1R
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2ρ
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∥
∥
∥
∥

∂ρε
v

∂x1

∥
∥
∥
∥

L∞((0,T );(L1(T2))2)

·
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�ùw���"�4
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‖A(ρε
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2 (T2))
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1
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2ρ
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W%>*; 2 n�n T, ε > 0 24365{G >*; 2 n�nq< 3 <�0�< 2 n 5
2 0 2 ρ±0 ∈ L2

loc(R
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Pε
a��=v
ICε
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�
E
�{"����(&M�6&PfRh/���("*��) ��� c �
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Pε
#4���
ICε

# ���
C∞(R2×[0, Tmax))

#

0 ��ý
δ > 0

!"
�ùký�ùOü����	������ù ý ����ù��ÿþ�����ù�? �
Pε

#<
 � ���0���bùw���	������ú=ûc�Rú��ú

ρ±,ε
δ,max = ρ±,ε(x, Tmax − δ).
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T ?
δ,max(‖ρ

±,ε,per
δ,max ‖

W 1, 3
2 (T2)

, L, ε) > 0,

 ��ùOýÿù

ρ±,ε,per
δ,max = ρ±,ε

δ,max − Lx1,

�� �üQ� ���Rú�&����ù��ÿþ�����ù�? �
Pε
# � �
ICε

#Lú��"? � ���&���=û� "�������	����ù � �bù��  "�*���½ûS!

T0 = (Tmax − δ) + T ?
δ,max.
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ρ±,ε,per
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δ
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W 1, 3

2 (T2)
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δ
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T ?
δ,max ≥ C > 0

#�$&��ù��
lim inf

δ→0
T ?

δ,max ≥ C > 0
#��+ù���ü ù

T0 >

Tmax
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W 1,2(T2) ↪→ EXPβ(T2),
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��������� ��� ce�����) �6��� � � ��) ) $6+
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5 < 3 \ E F�G (ρn)n
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‖ρn‖Lq((0,T );B) + ‖ρn‖L1((0,T );X) +

∥
∥
∥
∥

∂ρn

∂t

∥
∥
∥
∥

L1((0,T );Y )
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H 8�.1;D. q > 1 24365 C <d@ 2 ?U> 3 @10 243 0M< 365 .p9�. 365 . 3 0P> G n 7 0�8�. 3 (ρn)n
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B = EXPβ(T2)
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X = W 1,2(T2)

ú��	�
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1 < β < 2

#
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L logL
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Eexp(T
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∂
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∥
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∥
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