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2CERMICS, Université Paris-Est, ENPC, 6-8 avenue Blaise Pascal, Champs sur
Marne, 77455 Marne La Vallée Cedex 2, France

CERMICS — Université Paris-Est
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dSt = St(r dt+ σdWt).
� d �
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� ÷3øöðXò[÷xùÄùËôöñ1ò t ô�ý�X
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−
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r ds
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∣
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)
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õTû�ÿJüXôöù}ô�û�ÿE÷xø�ø��ìù}û Ft

ôöý[÷3õ�ù}ðE÷3ø�ø4� ÷
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 ^���
�������
 � ^���� û9�Hù}úXò
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���û�ÿXø4�Bôöÿ � û�ø � òTý7ùËúXò � ÷xø�ðXò;û(� p ÷xùO��û�ô�ÿ�ù (t, St)
�3ùËúJòL�Xókô�õTôöÿ, 

�SðXÿJõ�ùËôöû�ÿ
p
ô�ýÓ÷�üXò�ù}òTó}ñ�ô�ÿJô�ýkù}ô�õ
�SðXÿJõ�ùËôöû�ÿ üJò��EÿXò�ü��Sû�ó�÷3ø�ø � ÷3øöðXòTýÄû(� t ≥ 0

÷3ÿXü
S ≥ 0

��^`�
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p(t, x) = E
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−
∫ T

t

r ds

)

φ(St,x
T )

) � � �

/ÄúXò�ó}ò
(St,x

θ )t≤θ≤T

üXò�ÿXû3ùËò�ýcùËúXò.�Xókû.õ�òTý}ýÓý}û3ø�ðJù}ô�û�ÿ�ù}û�� d ��ýkùË÷3ókù}ô�ÿ, ��Sókû�ñ
x
÷xùcùËôöñ1ò

t

{

dSt,x
θ = St,x

θ (r dθ + σdWθ), θ ≥ t,
St,x

t = x.
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∂p
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+ rS

∂p

∂S
+
σ2S2

2

∂2p

∂S2
− rp = 0,

p(T, S) = φ(S).
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dS1
t = S1

t (r dt+ σ1dW
1
t ) ,

dS2
t = S2

t (r dt+ σ2dW
2
t ) .

/ÄúXò�ó}ò
W 1

t

÷3ÿJü
W 2

t

÷3ó}òJ��û�ý}ýkô�þXø4�
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U�ò�õT÷3ø�ø
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W 1
t

÷3ÿXü
W 2

t

X
d〈W1,W2〉t = ρdt
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T > 0
÷3ÿXü
ù}úXò��E÷8�3û(��ôöý

φ(S1
T , S

2
T )
��/ÄúJòTó}ò

φ
ô�ý�÷+ �ô � òTÿ �SðXÿJõ�ùËôöû�ÿ@�
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ô�ý
p(t, S1

t , S
2
t )
/ÄúJòTó}ò

p
ýË÷iùËô�ýV�EòTý







∂p

∂t
+ rS1

∂p

∂S1
+ rS2

∂p

∂S2
+
σ2

1S
2
1

2

∂2p

∂S2
1

+
σ2

2S
2
2

2

∂2p

∂S2
2

+ ρσ1σ2S1S2
∂2p

∂S1∂S2
− rp = 0,

p(T, S1, S2) = φ(S1, S2). � C �
-ÓòTó}òQ÷( �÷xô�ÿ@�
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σ1

÷3ÿXü
σ2

ñ1÷8�Íþ�òM�SðXÿJõ�ùËôöû�ÿXý�û(�
t
÷3ÿJü

(S1, S2)
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��ý�þ �ÜýkùË÷3ÿXüE÷xó}üàÿ�ðXñ�òTó}ôöõ"÷3ø�ñ�ò�ùËúJû.üXý5ð,�ÜùËû�üXôöñ1ò�ÿXý}ôöû�ÿ
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õ�ðXó}ókòTÿ�ù�ókòTýkò"÷3ókõ]úXòTý��yý}ò�òHAÄòTñ1÷3ó�BaCàþ,ò�ø�û0/D�=�
s���s��Es �U	&�{���f�T�Ox���y{�fx� ��
�D �÷3ô�ÿ��Qøöò�ù'ðXý�õTû�ÿJý}ô�üJòTó�÷3ÿ û��JùËôöû�ÿ�û�ÿ ÷ ýkô�ÿ, 3ø�òì÷3ýký}ò�ù��#XEû�óàýkû�ñ�ò=û(�JùËôöû�ÿXý���ùËúJò]�X÷0�3û(�
þ�òTõ�û�ñ1ò�ý

0
ô4�_�Sû�óÜ÷=ùËô�ñ�ò

t ∈ [0, T ] St
 �û�òTý�þ�òTøöû0/

a
û3óÜ÷3þ�û � ò b �O/ÄúXòTókò a ÷3ÿXü b ÷3ó}òù:/Qû  �ô � òTÿ � ÷xø�ðXò�ý�� 0 < a < b

�¡ùËúXò�õ"÷3ýkò
a = 0

û�ó
b = ∞ õT÷3ÿ�þ�ò�ù}ó}ò"÷iùËòTü�ý}ôöñ1ôöø�÷3ókø��I�=�

" ÷iùËúXò�ñK÷xù}ô�õT÷3ø�ø4���,ù}úXòJ�E÷8��û(��ô�ý
1∀t∈[0,T ], St∈[a,b]φ(ST )

/ÄúXòTókò(�1�Sû�ó[÷3ÿ � ò � ò�ÿ�ù A ⊂ Ω
�
1AüXò�ÿXû3ù}òTýHù}úXò;õ]úE÷3óË÷xõ�ùËò�ó}ôöýkùËôöõY�SðXÿXõ�ù}ô�û�ÿ*û(�

A
�x÷3ÿXü

St

ýË÷xù}ô�ýV�EòTýL� d �E�P�¿ÿ*ùËúXôöýnõ"÷3ýkò(�xù}úXò;ó}òTøöò � ÷3ÿ�ùýbùËû�õ]úE÷3ýkù}ô�õ �Xókû.õ�òTýkýa�Sû�óKüXò�ó}ô � ôöÿ, ù}úXò ��

� ôöý St∧τ
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τ = inf{t ∈ [0, T ], St ≥

b
û3ó
St ≤ a} ô�ýÓ÷1ýbùËû��I�Xô�ÿ, 'ùËôöñ1ò9�G÷3ÿXü@� �Sû�óÓ÷3ÿ �ìókò"÷3ø x ÷3ÿJü y � x ∧ y = inf(x, y)

�L��ùÓõ"÷3ÿ
þ�ò�õ]úXò�õ\B3ò�ü
ùËúE÷xù

St∧τ

ô�ýÓ÷+" ÷3ó!Bxû � �Jó}û�õTòTýký��,÷3ÿXü=ùËúE÷xù St∧τ/S
0
t∧τ

ôöý�÷�ñK÷xókùËôöÿ, �÷3øöò(����ù�ô�ý
ù}úXòTÿ]�,û3ý}ý}ôöþXø�ò�ùËûàý}úJû /�ùËúE÷iùcùËúXòb�Xókô�õ�ò�û(�nùËúXò�û��.ùËô�û3ÿì÷xù%ùËôöñ1ò

t
ôöý
p(t ∧ τ, St∧τ )

/ÄúJòTó}ò
pôöýÓüJò��EÿXò�ü]�Sû3ó

t ∈ [0, T ]
÷xÿXü

S ∈ [a, b]
÷xÿXüìýË÷xù}ô�ý��XòTýbX











∂p

∂t
+ rS

∂p

∂S
+
σ2S2

2

∂2p

∂S2
− rp = 0,

p(T, S) = φ(S),
p(t, a) = p(t, b) = 0.
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1∀t∈[0,T ],(S1

t ,S2
t ,...,Sd

t )∈D
φ(ST )
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φ(ST ,MT )
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Mt = max0≤r≤t Sr

÷3ÿXü
St

ý}÷xùËôöý��Eò�ý.� d �E� �ÍÿXòÍõ"÷xÿ�õ]úXòTõ\B1ùËúE÷xù
(St,Mt)

ôöý%÷J" ÷3ó�B3û � �Xó}û�õTò�ý}ý�����ùcôöý;ù}úXòTÿc��û�ýký}ô�þJø�òù}û=ýkúXû0/ ù}úE÷xù�ù}úXò��Xó}ôöõTòÜû9�;ù}úXòàû��Jù}ô�û�ÿ
÷xù�ùËôöñ1ò
t
ôöý
p(t, St,Mt)
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p
ôöýÍüXò=�EÿXòTü �Sû�ó

t ∈ [0, T ]
÷3ÿXü

(S,M) ∈ {(S,M) ∈ R2, 0 ≤ S ≤M} ÷3ÿXüìý}÷xùËôöý��Eò�ýbX


















∂p

∂t
+
σ2

2
S2 ∂

2p

∂S2
+ rS

∂p

∂S
− rp = 0,

p(T, S,M) = φ(S,M),
∂p

∂M
(t, S, S) = 0.
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�[�GùËúJòL�E÷8��û9��ô�ýHû(�Xù}úXòL�Sû�ókñ
φ(S,M) = Mφ̃(S/M)
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p(t, S,M) = Mw(t, S/M)
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w
ôöýÄ÷J�SðJÿXõ�ù}ô�û�ÿ

û(�
t ∈ [0, T ]

÷3ÿXü
ξ ∈ [0, 1]

/ÄúXô�õ]ú=ýË÷iùËô�ýV�EòTý�X






















∂w

∂t
+
σ2

2
ξ2∂

2w

∂ξ2
+ rξ

∂w

∂ξ
− rw = 0,

w(T, ξ) = φ̃(ξ),
∂w

∂ξ
(t, 1) = w(t, 1).
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φ(ST , AT )
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At = 1
t

∫ t

0
Sr dr

÷3ÿJü
St

ýË÷iùËô�ýV�EòTý_� d �E�
�ÍÿXò*õ"÷3ÿ õ]úXòTõ\BìùËúX÷xù

(St, At)
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t
ô�ý
p(t, St, At)
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p
ô�ý�üXò=�EÿXò�ü'�Sû�ó

t ∈ [0, T ]
÷3ÿXü

(S,A) ∈ [0,∞)2 ÷3ÿXü=ýË÷iùËô�ýV�EòTý�X






∂p

∂t
+
σ2S2

2

∂2p

∂S2
+ rS

∂p

∂S
+

1

t
(S − A)

∂p

∂A
− rV = 0,

p(T, S, A) = φ(S,A).
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�Xó}û3þXø�ò�ñ ù}û ÷�û�ÿXòE>¿üXôöñ1ò�ÿXý}ôöû�ÿE÷3ø
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φ(S,A) = (A −K)+

�Óû3óD�I<.òTü ýbùËókôFB3ò �XðJù
�
φ(S,A) = (K − A)+

�E�,/�ò[úE÷ � ò p(t, S, A) = Sf
(

t, K−tA/T
S

) /ÄúJòTó}ò
f
ýË÷xù}ô�ýV�EòTý







∂f

∂t
+
σ2ξ2

2

∂2f

∂ξ2
−
(

1

T
+ rξ

)

∂f

∂ξ
= 0,

f(T, ξ) = φ̃(ξ),
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÷3ÿJü
φ̃(ξ) = ξ−

�yó}ò�ý!�@�
φ̃(ξ) = ξ+

�=�LWcúXô�ýÓó}ò�üXðXõ�ù}ô�û�ÿ û(� � d � ��ùËû�� d � �%ô�ý�÷3ø�ýkû*��û�ýký}ô�þJø�òb�Sû�ó
cEû�÷xùËôöÿ, �ýbùËókôFB3òQõ"÷3øöø �

φ(S,A) = (S−A)+
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φ(S,A) = (A−

S)+

�!��þ �[ýkò�ùkùËô�ÿI 
p(t, S, A) = Sf

(

t,− tA
TS

) ÷3ÿXü
φ̃(ξ) = (1+ξ)+

�yó}ò�ý!�@�
φ̃(ξ) = (1+ξ)−

�E�
-Óû /Qò � òTó��.ùËúJô�ýuókòTüXðXõqùËôöû�ÿ'ô�ýO �ò�ÿXòTó}÷3ø�ø4��ÿJû3ù��,û3ý}ý}ôöþXø�ò`�Sû�ó (t, S, A)

>¿üXò��,ò�ÿXüXò�ÿ�ù;ôöÿ�ù}òTókòTýkù;ó}÷xùËò
÷3ÿJü � û�ø�÷xù}ô�øöôöù:���yòE<Jõ�ò��Jù��Sû�ó � òTó��N��òTõ�ðXø�ô�÷3ó%üXò��,ò�ÿXüXò�ÿXõTôöòTý\�E�
�����
	���
�� ���U��������|��T	M 0x���y{�fx� ���%�� 9o5 � ��5 ��9 ^ � ^���� G a � l aQa �\- ��� � �Va;5 � 5 �87 � (�a ��^>:

;5 � � � � ^�����9DC�l a l ����<g7o< ^ER a � �o(�a � � ^���� � � 5 � ^ � ^E9 J a ��L
a;5�9^L � � �	��^�
Qaj�2a �^( ��7 a;5 � � � � ^�����9
lR^ ��� ��� a6),+.- 5 � �	� �H5�
 � _ ' ���h9 � 
 � � � � ^�����9DC ��� a 
 ��� � ��5�
 � 
;5 ��G a�a�A=a � 
 ^E9 a;7 ���M<SLm5 � 
Qa �^:
� 5 ^��_7�5=LF9 G a � l aQa � ��� a �	� aD9 a � � � ^>(�a 5 �87 � � a6(@5 � ����^ � L	_��_5 � � a^(@5 � ^�
;5=<><SLFC � ���K5 � � � � ^����
����5m9 ^���
=< a 5�9D9 a � / ��� a.9 � � � �	��^�
Qa�^E9 
;5=<>< a;7

S
3@5 �87 ^ �

φ
7 a ��� � aD9 ��� a ��5=L �
	 C � � a �	��^�
 ^���


������
 � ^����\9H5 � ^E9fe,aD9
p(t+i , S) = max(p(t−i , S), φ(S))

C�5 � a;5�
 � a�A=a � 
 ^E9 ^���
 � ^>(�a
ti
Cj5 �87 /2143

G a � l aQa � � � a
a�A=a � 
 ^E9 ^���
 � ^>(�aD9DC?/�9 aQadV���
BX � _������^3 _

�
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U�ò�úE÷ � ò;ý}û��y÷3ó1�XókòTý}ò�ÿ�ùËòTüBý}û9>�õ"÷3øöø�ò�ü.��ðJó}û���ò"÷3ÿ[û��.ùËô�û3ÿXý�� ^`_`ab_ ýkû�ñ1ò�û(�JùËôöû�ÿXý@/ÄúXôöõ]ú*ò�ÿE÷3þXøöòTýôÎùËý%û0/ÄÿXò�ó%ùËû� �òqù

φ(ST )
÷xùc÷H�I<.òTü ùËôöñ1ò

T
� ��ÿ�ù}úXòÍû3ù}úXòTó�úE÷3ÿXü@�=��ñ�òTókô�õ"÷xÿ�û��Jù}ô�û�ÿXýQõ"÷3ÿ

þ�ò�òE<Jò�ó}õ�ô�ý}ò�ü ÷xù�÷3ÿ �'ùËô�ñ�òÄð,�1ù}ûBù}úXò�ñ1÷xù}ðXó}ôÎù:���O-ÓòTÿXõ�ò�ùËúJòD�Xókô�õ�ò�û(��÷3ÿ���ñ1ò�ó}ô�õT÷3ÿ�û��JùËôöû�ÿ
û(�M�E÷8�3û(�

φ
÷3ÿJü ñK÷xù}ðXó}ôÎù:�

T
/Äôöø�ø7þ,ò�ù}úXòàñ1÷R<.ô�ñÜðXñ!û9��÷xø�ø �,û�ýký}ôöþXø�òÜòE<?�,ò�õ�ù]÷iùËô�û3ÿXýÍý}ðJõ]ú

÷3ý � � �`�Sû�ócýkù}û��,�Xôöÿ, àùËôöñ1ò�ý
τ
þ�ò�ù:/QòTò�ÿ

t
÷3ÿXü

T
�JùËúE÷iù�ôöý��I�Sû3ó

t ∈ [0, T ]
÷xÿXü

x ≥ 0
�

p(t, x) = sup
τ∈T[t,T ]

E

(

e−
R τ

t
r dsφ(St,x

τ )
)

,
� d 
��

/ÄúXò�ó}ò T[t,T ]

üJòTÿXû3ù}òTýKù}úXò
ýkò�ù û(�[ýbùËû��I�Xô�ÿ, �ùËô�ñ�òTý
τ
û(��ù}úXò��EøÎùËó}÷xùËôöû�ÿ Ft

��/Äôöù}ú � ÷3ø�ðJòTýôöÿ
[t, T ]

�

s�������� ��z������	��
Qx��Ivw�
�T���!" 	M �x8��y{�fx8 $�
U�ò[ÿXû0/ �Xó}ò�ý}ò�ÿ�ùÓùËúJò*ñ1÷3ôöÿì÷3ó! �ðJñ1ò�ÿ�ù}ýcùËû'üXòTókô � òB÷*��

� û�ÿ p �yû�ócñ�û�ókòb�Xó}ò�õTô�ýkòTø4�ì÷àý}ò�ùû(�Z�E÷3óbùËô�÷xø�üXô4��ò�ó}òTÿ�ù}ô�÷3ø,ô�ÿXò���ðX÷3ø�ôÎùËô�ò�ý\�E�
ï�û3ù}ô�õ�ò
�Eó}ýbùÓù}úE÷xùcùË÷(B�ô�ÿ, 

τ = t
ô�ÿ'� d 
��`��ô�òTøöüXý%ùËúJò*ôöÿXò���ðE÷xø�ôöù:�
p(t, x) ≥ φ(x).

� d � �
" û3ó}òTû � òTó�� /Qò*õ�ø�òT÷3ó}ø4��úE÷ � ò.�Só}û3ñ � d 
��

p(T, x) = φ(x)
�

\�ò�ù
t
÷xÿXü

δt
þ,ò�ýkðXõ]ú ù}úE÷xù

0 ≤ t ≤ t + δt ≤ T
��XEó}û3ñ � d 
��`/�ò[úE÷ � ò X

e−
R t+δt
0 r dsp

(

t+ δt, St,x
t+δt

)

= sup
τ∈T[t+δt,T ]

E

(

e−
R τ
0 r dsφ

(

S
t+δt,St,x

t+δt
τ

))

,

≤ sup
τ∈T[t,T ]

E

(

e−
R τ
0 r dsφ

(

St,x
τ

)

)

,

≤ e−
R t
0 r dsp (t, x) ,

/ÄúXò�ó}òJ/�ò'úE÷ � ò1ðXýkòTü�ùËúXò��y÷3õqù�ùËúE÷iùYX St+δt,St,x
t+δt

τ = St,x
τ

�J^M� ��ù �IQ�ý[õ"÷xø�õTðJø�ðXý*�¡ù]÷(B�ô�ÿI �ùËúXò
øöô�ñ�ôöù

δt→ 0
�=�I/Qò�ùËú�ðXýÓû�þJù]÷xô�ÿ

−∂p
∂t

+ Ap ≥ 0
� d ���

/ÄúXò�ó}ò./�ò*úE÷ � ò*ô�ÿ�ù}ó}û�üXðXõTò�ü ùËúXò[ø�ôöÿXò"÷xó���

� û���òTóË÷iùËû�ó

Ap = −rS ∂p
∂S

− σ2S2

2

∂2p

∂S2
+ rp.

� d � �

$�û�ñ�þXô�ÿXò�ü]/ÄôÎùËú'� d � �=�I/Qò�ùËúXò�ÿ û�þ.ù]÷3ôöÿ

min

(

−∂p
∂t

+ Ap, p− φ

)

≥ 0.
� d C �

�ÍðXó�÷3ôöñ ôöý5ÿXû0/ ùËû�ýkúXû0/ ù}úE÷xù5ù}úXòcô�ÿJò���ðE÷3øöôöù:�*ô�ÿN� d C �nô�ý�÷3õqùËðE÷xø�ø��*÷xÿàò���ðE÷3øöôöù:���PWcúXô�ý5ô�ý
üXû3ÿXò�ôöÿ1ýkò � òTóË÷xø,ýbùËò��Jý��.÷3ÿXüKókò���ðXôöó}òTý�ùËû*ô�üJòTÿ�ùËô4� �'÷3ÿ�û��JùËôöñK÷xøJýkù}û��,�Xôöÿ, [ùËô�ñ�ò τ ∗ �Sû�óY/ÄúXô�õ]úù}úXòàý}ð,�Jó}òTñ�ðXñ ôöÿ � d 
��ÓôöýÍû�þJùË÷3ô�ÿXò�ü@�bXEû�ó�÷)�I<.òTü

(t, x)
��øöò�ù�ðXýÍô�ÿ�ù}ó}û�üXðXõTòBùËúXòÜýbùËû��I�Xô�ÿ, 

ù}ô�ñ�ò
τ ∗ ∈ T[t,T ]

üXò��EÿJòTü þ �
τ ∗ = inf

{

θ ≥ t, p
(

θ, St,x
θ

)

= φ
(

St,x
θ

)}

, a.s.
�]�=� �

�



�SÿXû3ùËôöõTò�ùËúX÷xù
τ ∗ ≤ T

ýkô�ÿXõ�ò
p(T, x) = φ(x)

�=����ùÄõT÷3ÿ þ�ò[ý}úXû0/Äÿ �yý}ò�ò &.òTõqùËô�û3ÿ �?� � � ���QùËúX÷xù

p(t, x) = E

(

e−
R τ∗

t
r dsφ

(

St,x
τ∗

)

)

= E

(

e−
R τ∗

t
r dsp(τ ∗, St,x

τ∗ )
)

.
�]� d �

[�ýkô�ÿ, 1÷1üXò�õTókò"÷3ýkô�ÿ, )�Xó}û���òTóbù:�G� � � �_�Xókû � òTü þ�òTøöû0/.��û3ÿXò*ù}úXòTÿ û�þJùË÷3ô�ÿXýÄùËúX÷xù����Sû�óÓ÷3ÿ �
δt > 0

�

p(t, x) = E

(

e−
R τ∗δt
t r dsp

(

τ ∗δt, S
t,x
τ∗

δt

)

)

,
/ÄúJòTó}ò

τ ∗δt = (t+ δt) ∧ τ ∗. �]�	���

WcúXôöýÄõ"÷3ÿ=þ,ò[ýkòTòTÿ ÷3ýÄ÷*
D��ÿE÷3ñ�ô�õ.��ó}û� 3óË÷3ñ�ñ1ôöÿ, ���ókô�ÿXõ�ôF�XøöòJ�yû�ó�^�ò�ø�øöñK÷3ÿ�Q�ý`�Xó}ôöÿXõTô��Xø�ò8�=�
ï�û0/�ô4�?/QòQýkð,�,��û�ý}ò�ùËúX÷xù

p(t, x) > φ(x)
�	ùËúXò�ÿ �Sû�ó7÷3ÿ �

δt > 0
/Qò;úE÷ � ò P(τ ∗δt > t) = 1

�
$�û�ÿJý}ô�üJòTó}ôöÿ, a��ù��,Q�ýD�Sû�ó}ñÜðJø�÷1ôöÿ � � ���E��÷3ÿXü
þ � � d ���=� /�òàû3þJù]÷3ôöÿ (−∂p

∂t
+ Ap

)

(θ, St,x
θ ) = 0�Sû�ó

t ≤ θ ≤ τ ∗δt
�	ùËú�ðXýHø�ò"÷xüXô�ÿ, cù}û (−∂p

∂t
+ Ap

)

(t, x) = 0
� WcúXôöýHýkúXû0/ÄýHùËúX÷xùnùËúXò;ô�ÿXò���ðE÷3ø�ôÎù:�

ôöÿG� d C ��ôöýÄ÷3õ�ù}ðE÷3ø�ø4��÷xÿ ò���ðX÷3ø�ôÎù:���
-�ò�ÿXõTò[ùËúXòK��

� �Sû3ó%ùËúXò���ñ�òTókô�õT÷3ÿìû��JùËôöû�ÿ ô�ý







min

(

−∂p
∂t

+ Ap, p− φ

)

= 0, t ∈ [0, T ], x ≥ 0,

p(T, x) = φ(x), x ≥ 0,

�]� � �

/ÄúXò�ó}ò A ôöý�üJò��EÿXò�ü þ � � d � �=��WcúXòÜñ1÷ �kû�óÄüXô4��ò�ó}òTÿJõTòÜþ�ò�ù:/QòTò�ÿ �M
2�6�]� � �_�Sû�ó2��ñ1ò�ó}ô�õT÷3ÿ
û��.ùËô�û3ÿXý�÷3ÿXü*��

� ��� �P�Sû�ó���ðXó}û(�,òT÷3ÿ'û��JùËôöû�ÿXý�ôöýuùËúE÷xù � � � �5ôöý�÷ �����M< ^�� a;5 � ò���ðE÷xùËôöû�ÿ@�OWcúJô�ý
ñ1÷(B3ò�ýHù}úXòQù}úXòTû�óV�[û(�EòE<Jôöýkù}òTÿXõ�òc÷3ÿXüBðXÿXôF��ðXò�ÿXòTýký�÷3ý /�ò�ø�ø.÷3ýnùËúXòQÿ�ðJñ1ò�ó}ô�õT÷3ø�÷(�,�Jó}û8<.ô�ñ1÷xùËôöû�ÿ
ñ�û�ó}ò�üJô�3�õTðXøÎùcùËúE÷xÿN�Sû3ó ��ðJó}û���ò"÷3ÿ=û��Jù}ô�û�ÿJý��
�����
	���
��u��� ���B" x8�B�>y����Hx8#!��yF�!x8 ���% i � ��� a �	� aD9 a � � 5 � ^���� 5�G ��J aDCPl a � 5=J a �T9 a;7�i ���
	 9
� ����( ��<g5�C~l � ^�
 � � a;N � ^��QaD9 ��� 5 �

p
^E9
C1 ^�� � ^>(�a.5 �87

C2 ^�� ��� ad9 � � � J�5 ��^!5�GH< ab_[b � ^E9>^E9 ��� �
� ��� a ^�� 
 a � a �;5=< _�i � ^E9 � ��l a^J a ��� �F9D9 ^!GH< aDC � ��<>< ��lR^���
 � � aP9H5=(�am< ^�� aD9DC � � �	� ��J a ��� 5 �

p
^E9

5 l a;5�Rw9 ��< � � ^���� � � � � � � ^�� ��� a@J ^E9 
 �F9 ^ � Lw9 a ��9 ab_ ' ���@5 � � ^E9 � ����^�
;5=<,7 a ��^>J�5 � ^���� � � � � ^E9
),+.-,Ch9 aQaPV���X ��� V���q2XpCnl � a � aI5 J�5 � ^!5 � ^����85=< � ����( ��<g5 � ^���� � � �]� � � ^E9I7 a � ^>J a;7 /�9 aQa �]
 ���
G a^< ��lr3 _O� ao5=<k9 � � a �Ya � � �.V 
 
HX � ���.5 �#^��Be �V^ � a � ����^�
���� � a^<g5 � a;7 �	� �=GH< a^(�CrV���� X � ��� 
 a � a ��5=<
� aD9 ��< � 9DC�V 
rqQX � ���K5 � 5 � �	� �H5�
 � � � � � � ^>(@5=<M9 � � � ��^���
 ^���
^< ��7 ^���
�����( �a7 ^ 	���9 ^���� �	� � 
QaD9D9 aD9DC
5 �87 � �PV 
HX � ��� � � a 
;5�9 a � � 5w7 ^E9 
 ��� � ^�� � ����9 ��5=L �
	

φ
_

s������Es �P�{x�x 
dx 
 �]� d �
X5ôöó}ýbù8�I�Sókû�ñ ù}úXò[üXò��EÿJôöùËôöû�ÿ'� d 
(��û(�

p
/Qò*úE÷ � ò(� �Sû�óÄ÷xÿ ��ýkùËû(�,�Xô�ÿI 'ù}ô�ñ�ò ρ ∈ T[t,T ]

�

e−
R ρ

t
r dsp

(

ρ, St,x
ρ

)

= ess sup
τ∈T[ρ,T ]

E

(

e−
R τ

t
r dsφ(St,x

τ )
∣

∣ Fρ

)

, a.s.
�]��� �

/ÄúXò�ó}ò T[ρ,T ]

üXò�ÿXû3ùËò�ý�ù}úXò=ý}ò�ù1û(��ýkùËû(�,�Xô�ÿI ù}ô�ñ�òTý
τ
ý}ðXõ]ú ù}úE÷xù

ρ ≤ τ ≤ T
� WcúXò�ÿ ôöù

ôöý*��û�ýký}ô�þJø�ò�ùËû ý}úJû / ùËúE÷xù��Sý}ò�ò]�Sû�ó'ôöÿXýkùË÷3ÿXõTò ��� �?�`�Y� �D� 
H� �(� � �=�`�Sû3ó'÷3ÿ ��ýkùËû(�,�Xô�ÿI �ù}ô�ñ�ò
ρ ∈ T[t,T ]

�

E

(

e−
R ρ

t
r dsp(ρ, St,x

ρ )
)

= sup
τ∈T[ρ,T ]

E

(

e−
R τ

t
r dsφ(St,x

τ )
)

.
�]�	
��

� V	��rnZQ��g	r?�� xh}Z�m��q L\_d���m���h����qg	�f�Ó^xZËoqh5a���r?h�j?d�a% 	��� p(t, x) = E

(

e−
R

t+δt

t
r dsp

(

t + δt, S
t,x
t+δt

)

) �
�



U�òàû�þJùË÷3ô�ÿ��Sókû�ñ � �	
(�ÓùËúXò�üXòTõ�ó}ò"÷xý}ô�ÿI c�Xó}û���òTóbù:��X2�Sû�óÍ÷xø�ø7ýkùËû(�,�Xô�ÿI KùËôöñ1ò�ý
ρ1, ρ2 ∈ T[t,T ]

�
ýkðXõ]ú ù}úE÷xù

ρ1 ≥ ρ2

�

E

(

e−
R ρ1

t r dsp(ρ1, S
t,x
ρ1

)
)

≤ E

(

e−
R ρ2
t r dsp(ρ2, S

t,x
ρ2

)
)

.
�]� � �

U ò[üXò�üXðXõ�òK�Sókû�ñ �]��� �QùËúX÷xù8�I�Sû3óÄ÷3ÿ �
τ ∈ T[τ∗,T ]

�

E

(

e−
R τ

t
r dsφ

(

St,x
τ

)
∣

∣ Fτ∗

)

≤ e−
R τ∗

t
r dsp(τ ∗, St,x

τ∗ ) = e−
R τ∗

t
r dsφ

(

St,x
τ∗

)

,
�]� ���

/ÄúXò�ó}òÍù}úXòÍø�÷xýkùQô�üXò�ÿ�ù}ôöù:��õTû3ñ1ò�ýL�Só}û�ñ ù}úXò�üXò=�EÿXôÎùËô�û3ÿ � �=����û(�
τ ∗
�YWcúXòTÿ��I�Sû�óQ÷3ÿ �KýbùËû��,�Jô�ÿ, 

ù}ô�ñ�ò
τ ∈ T[t,T ]

� /QòKúE÷ � ò �yþ � üXò�õTû�ñ*�,û3ý}ô�ÿI =û3ÿ�ùËúJò1ò � òTÿ�ù}ý {τ < τ ∗} ÷3ÿXü {τ ≥ τ ∗} �=�÷3ÿJü ðXýkô�ÿ, ��]� ���`�Sû�ó
τ ≥ τ ∗

��X

E

(

e−
R τ

t
r dsφ

(

St,x
τ

)

)

≤ E

(

e−
R τ∧τ∗

t
r dsφ

(

St,x
τ∧τ∗

)

)

.

-ÓòTÿXõ�ò(�Gþ � ù]÷(B�ô�ÿI 'ù}úXò[ý}ð,�Jó}òTñ�ðXñ û � ò�ó�÷3øöø,ù}úXò[ýkùËû(�,�Xô�ÿI 'ù}ô�ñ�òTý τ ∈ T[t,T ]

�

p(t, x) ≤ sup
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τ = τ ∗

÷I��ý���� �¿ÿXüJòTòTü�� �Sû�ó
τ ∈ T[t,T ]

�
ô4�
τ ≤ τ ∗

÷3ÿXü
P(τ < τ ∗) > 0
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t
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τ )
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E
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e−
R τ
t

r dsp(τ, St,x
τ )
)

≤ p(t, x)
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
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∂Pi
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+ rSi

Pi+1 − Pi−1

2δS
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Pi+1 − 2Pi + Pi−1

δS2
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Pi(T ) = φ(Si),
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�P�¿ÿ�ù}úXô�ý�õT÷3ý}ò9��ù}úXò � ÷3ø�ðJòcû(� PI
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÷3ÿXü ùËûàókò��Xø�÷3õTòÍù}úXòÍùËôöñ1ò
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


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� � ���5÷xÿXü�� �	� �7ó}ò���ðXôöó}ò%ù}úXòcó}ò�ý}û�øöðJùËôöû�ÿÜû(�,÷�ø�ôöÿXò"÷3óHý���ýkù}òTñ ÷xùuò"÷3õ]ú'ùËôöñ1òE>
ýbùËò�����þXðJù�õ�û�ÿ � ò�ó! �ò�/ÄôÎùËúXû�ð.ù�÷3ÿ � ó}òTýbùËókô�õ�ù}ô�û�ÿ û�ÿ
ùËúJòBùËôöñ1òE>¿ýbùËò����2WcúXôöýÍý}ôÎùËðE÷xù}ô�û�ÿ=ô�ý � ò�ó��
 �ò�ÿXòTó}÷3ø?�Sû3óHùËúJò_�E÷3ó}÷3þ,û3ø�ô�õ`��

��ý�û�þJùË÷3ô�ÿXò�üÜô�ÿK�EÿE÷3ÿJõTò(�Y�¿ÿBùËòTókñ1ý5û(�GõTû�ñ*�XðJùË÷xùËôöû�ÿE÷3ø�õ�û�ýkù}ý��
ù}úXòKþE÷xø�÷3ÿXõ�ò1ôöý. �òTÿXò�óË÷3øöø�� ôöÿ'�y÷ � û3óBû(��ùËúXò�ô�ñ*�Xø�ôöõTôÎù�ý}õ]úXò�ñ1ò�ý��uýkô�ÿXõ�ò1ù}úXòa$_X�\ õTû�ÿXüJôöùËôöû�ÿ÷(�I�,òT÷3ó}ýcùËû�þ�ò � òTóV�ìýkù}ó}ô�ÿI �òTÿ�ùÓô�ÿN�Xó}÷3õ�ù}ô�õTò9�

�¿ÿ+WH÷3þXøöòTý d ÷3ÿJü)�?� /Qò�ô�øöø�ðXýbùËó}÷xùËò�ù}úXô�ýQ÷3ÿE÷xø���ý}ôöý;þ �'õ�û�ñ)�JðJùËôöÿ, *ù}úXòÓòTó}ókû�ó�û�ÿ1ù}úXò��Xó}ôöõTò
û(��÷ õT÷3ø�ø_/ÄôÎùËú

r = 0.1
�
σ = 0.01

�
K = 100

�
T = 1

�
S0 = 100

÷xÿXü
Smax = 300�Sû�ó�ù}úXò�ù}úXó}ò�òKüXôöý}õ�ó}ò�ù}ôF5T÷xùËôöû�ÿ�ý}õ]úXò�ñ1ò�ýc� � d �=�`� � ����÷3ÿXü � �	� �E�H÷xÿXü � ÷3ókô�û�ðXý � ÷3øöðXòTý[û(�QùËúXòÿ�ðXñ�òTókô�õ"÷xøZ�E÷3ó}÷3ñ�ò�ùËò�ó}ý

I
÷3ÿXü

N
� WcúJòàó}ò��Sò�ó}ò�ÿXõTò � ÷3ø�ðJòc� P = 9.51625

�ÄôöýÍû�þJùË÷3ô�ÿJòTü þ �
ù}úXò�÷xÿE÷3ø���ù}ô�õb^�ø�÷3õ\B ÷3ÿJü &.õ]úJû�ø�ò�ý��Sû�ókñÜðXø�÷I�O�¿ÿ��X÷3ókù}ô�õTðJø�÷3ó��Jû�ÿXò[õT÷3ÿ õ]úJòTõ\B ùËúE÷iùÓù}úXò[óË÷xù}òTý
û(��õTû�ÿ � ò�ó! �ò�ÿXõTòD/ÄôöùËú1ó}ò�ý!��òTõ�ùQùËû δt ÷3ÿXü δS ÷3ókò�ôöÿXüXò�òTü1ù}úXû�ýkò2�XókòTüXôöõ�ùËò�üKþ �'ùËúXò�÷3ÿE÷xø���ý}ôöý��
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U�ò�ÿXû0/ �XókòTýkòTÿ�ù�÷Üø�òTýkýcò"÷3ýV��ôöñ)�XøöòTñ�òTÿ�ù]÷iùËô�û3ÿKû(�H÷H�EÿXôÎùËòÍüJô��,òTó}ò�ÿXõTò�ñ�ò�ù}úXû�üa�Sû�ó_�Xókô�õTôöÿ, 
��ý}ô�÷xÿ û(�JùËôöû�ÿXýJ�Sý}òTò)&.ò�õ�ù}ô�û�ÿB�?� �?���ì÷3ÿXü � � ��� �=��"=û�ó}ò��XókòTõ�ô�ý}ò�ø��(�@/�ò��Sû�õTðXý�û3ÿ õ�û�ñ*�XðJùËôöÿ, 
ÿ�ðXñ�òTókô�õ"÷xø�ý}û�øöðJùËôöû�ÿXý%ù}û�� d � �`�Sû�óÄ÷��I<.ò�ü ýkù}ó}ô�B3ò[õ"÷3øöø X

φ̃(ξ) = ξ−.
� � � �

U�ò[úE÷ � ò*ý}òTò�ÿ ôöÿ ùËúXò.�Xókò � ô�û�ðJýcý}òTõqùËôöû�ÿ=ù}úE÷xùÓ÷àý}ôöñ)�Jø�ò2�EÿJôöùËò�üJô��,òTó}ò�ÿXõTò�ýkõ]úXòTñ�ò*ø�ò"÷xüXý%ùËû
� òTó��
ýË÷xù}ô�ý��y÷xõ�ùËû3ó��=ó}ò�ý}ðXøÎù
/ÄúXòTÿ�õ�û�ñ)�JðJùËôöÿ, 1ù}úXòàý}û�øöðJùËôöû�ÿ û9��ùËúXòÜõ�ø�÷3ýký}ôöõ"÷3øZ^�ø�÷3õ\B�>T&.õ]úXû�øöòTýò���ðX÷xùËôöû�ÿ ��� �=���Íÿ�ùËúXò'û3ù}úXòTó[úE÷3ÿJü@� /ÄúJòTÿ û3ÿXò'ðXý}ò�ý�÷ìý}ôöñ)�XøöòH�EÿXôÎùËò'üXô4��ò�ó}òTÿJõTò�ý}õ]úXò�ñ1ò
û�ÿ'� d � �=� � ò�ó��ìþE÷3ü ókòTýkðXøöù}ý�÷xó}òÍû�þ.ù]÷3ôöÿXòTü@�JòTý!��òTõ�ô�÷3øöø��J/ÄúXò�ÿ=ù}úXò � û�ø�÷xùËôöø�ôÎù:� σ ôöý%ý}ñ1÷3øöøY�yýkòTòWH÷3þXøöò d ô�ÿ � � ��� �=�MWcúXòTýkò�þE÷3ü ó}ò�ý}ðXøÎùËýÓ÷3ó}ò*üXðXò�ù}û�ù}úXòK�y÷xõ�ùÄùËúE÷iù�/ÄúJòTÿ

ξ
ôöýÓõ�ø�û�ýkò�ùËû*5TòTókû,�

ù}úXòÜ÷3ü � òTõqùËô � òBù}òTókñ ( 1
T

+ rξ
) ôöý�ñ�ðXõ]ú ø�÷3ó! �ò�ócùËúE÷3ÿ=ùËúXòBüXô��,ðXýkô�û�ÿìùËò�ó}ñ

σ2ξ2/2
ô�ÿG� d � �=�

WcúXôöýìô�ýNB�ÿXû0/Äÿ�ùËû�üXòqùËò�ó}ô�û3óË÷xù}ò
ùËúXò�ýkùË÷3þXôöø�ôöù:� û(�*ùËúXò�ÿ�ðXñ�òTó}ôöõ"÷3ø�ý}õ]úXò�ñ1ò9�b�E÷3ókù}ô�õ�ðXø�÷3ókø��
/ÄôÎùËú ókòTý��,ò�õ�ù�ù}û�ùËúJò

L∞ >¿ÿJû�ó}ñ]� �¿ÿ �Xó}÷3õ�ù}ô�õ�ò(��ù}úXò ÿ�ðXñ�òTókô�õ"÷xøcý}û�øöðJùËôöû�ÿ òE<.úXô�þXôÎùËý�ý}û�ñ�ò
û�ýkõTôöø�ø�÷iùËô�û3ÿXý'÷3ÿXü üXû.ò�ýKÿXûxù�ýË÷iùËô�ýV� ��ùËúXò üXô�ýkõTókò�ùËò ñK÷ <JôöñÜðXñ �Jó}ô�ÿJõTôF�Jø�ò(� " û�ó}ò�û � òTó��cùËúXò
�EÿJôöùËòcüJô��,òTó}ò�ÿXõTòÄñ�ò�ù}úXû.üàôöÿ�ùËó}û�üXðXõ�òTý�ÿ�ðXñ�òTó}ôöõ"÷3ø.üXô��,ðXýkô�û�ÿ�/ÄúXôöõ]ú1øöò"÷3üJýuùËû[ðXÿXý}÷xùËôöý��y÷3õqùËû�óV�
ókòTý}ðJøöùËý��Sû�ó��JðXó}ò�ø��ì÷3ü � òTõqùËô � ò*ò���ðE÷xù}ô�û�ÿXý��
�ÍÿXò
/%÷8��ù}ûàúE÷3ÿXüJø�òÍùËúJô�ý_�Xókû�þXøöòTñ ôöý�ùËûàðJý}ò*÷Üõ]úE÷3ó}÷3õ�ù}òTó}ôöýkù}ô�õ�ñ�ò�ùËúJû.ü �SþE÷3ý}ò�ü û3ÿ�ùËúXò

ýkû�ø�ðJù}ô�û�ÿ1û(�
dξ/dt = −1/T

�;ôöÿKû�óküXòTó;ùËû� 3ò�ù%ókô�ü1û(��ùËúJò�ùËò�ó}ñ
1/T

�OWcúJô�ý�ñ�ò"÷xÿXýQù}úE÷xù;ùËúXò
�Sû�øöø�û0/Äô�ÿI Üõ]úE÷3ÿ, 3òBû(� � ÷3ó}ô�÷3þXøöò�ô�ýcôöÿ�ùËó}û�üXðXõ�òTü8X

g(t, x) = f(t, x− t/T ).
� � 
��

�ÍÿXò[õ"÷xÿ òT÷3ý}ôöø���ýkúXû0/®ùËúX÷xù
g
ôöýcý}û�øöðJùËôöû�ÿ û(���YX







∂g

∂t
+
σ2(x− t/T )2

2

∂2g

∂x2
− r (x− t/T )

∂g

∂x
= 0,

g(T, x) = φ̃(x− 1) = (1 − x)+.

� �	� �

WcúXò)�M
2� � �	� �Íý}÷xùËôöý��Eò�ü�þ �
g
ôöý*ýkðXõ]ú�ù}úE÷xù./ÄúXò�ÿ ùËúXò�÷3ü � òTõqùËô � ò1ù}òTókñ r (x− t/T )ôöýàý}ñ1÷3ø�ø	�HùËúJò=üJô��,ðXý}ôöû�ÿ ùËò�ó}ñ σ2(x− t/T )2

2

ô�ýÜ÷3ø�ýkû ý}ñ1÷3ø�ø	� ��ý'ý}úXû0/Äÿ þ,ò�ø�û0/.�;÷��EÿXôÎùËò
üXô4��ò�ó}ò�ÿXõTò*ý}õ]úXò�ñ1ò*÷(�I�Xø�ôöòTü ùËû�� � � �`/Äô�øöø�ô�ÿJüXòTò�ü øöò"÷3ü ùËû'ý}÷xùËôöý��y÷3õqùËû�óV��ó}ò�ý}ðXøÎùËý��
��ÿ�ôöñ)��û�óbù]÷3ÿ�ù.�Xókû��,ò�ókù:� û(�cù}úXòKýkû�ø�ðJù}ô�û�ÿ�ùËû � �	� �b�Sû�ó

φ̃(ξ) = ξ−
ô�ý[ùËúE÷xùc�yýkòTò � � � � �

∀ξ ≤ 0
�

f(t, ξ) =
1

rT
(1 − e−r(T−t)) − ξe−r(T−t) � � ���

� �n�q\?df��hB\?^iZ�\�\_^	hàj?Zqa�hBhkeTgiZ�\?dp�qmì^iZ�j��xhkhbm �b�qmij?df�Lhbr_hk� � ���Eh}��hbrÍdpm
	 ~���
�gij?dpm��Kj?�qa%h��imiZ�mx��dfZ��Z�r��qg	a%hkm�\�jb�
d �



÷3ÿJü=ù}úXòTókò��Sû�ókò(� ∀x ≤ t/T
�

g(t, x) =
1

rT
(1 − e−r(T−t)) − (x− t/T )e−r(T−t).

� � � �
W7ûb�Xó}û � ò.� � �(�=�3û3ÿXò�õT÷3ÿàÿXû3ù}ô�õTò�ùËúX÷xù f  �ô � òTÿÜþ �a� � ���nô�ý7ý}û�øöðJùËôöû�ÿBù}û�� d � � /ÄôÎùËú φ(ξ) = −ξ �÷3ÿJü ùËúX÷xù8�QüXðXò ùËû�ùËúXòN�y÷3õqù�ù}úE÷xù'ùËúJò üXô4��ðJý}ô�û3ÿ�ù}òTókñ ô�ý'ÿ�ðXø�ø_�Sû3ó

ξ = 0
÷3ÿJü ù}úE÷xù'ùËúXò

÷3ü � òTõqùËô � ò�ù}òTó}ñ ôöý�ÿXò� �÷xù}ô � ò9��ù}úXò�ýkû�ø�ð.ùËô�û3ÿ=ù}û � d � ���Sû3ó φ(ξ) = ξ−
û�ÿ

ξ ≤ 0
ô�ýÄùËúJò�ýË÷xñ1ò

÷3ýcù}úXò[ý}û�øöðJùËôöû�ÿ�ùËû�� d � �`�Sû�ó
φ(ξ) = −ξ û3ÿ ξ ≤ 0

�
WHûìüXôöý}õ�ó}ò�ù}ôF5�ò]� �	� �E�n÷]$�óË÷3ÿ,B�>¿ï�ô�õ�û�ø�ýkû�ÿ ùËôöñ1òÜýkõ]úXòTñ�ò'ô�ý�ðXýkòTü@� /Äôöù}ú ÷ìðJÿXô��Sû�ókñ ù}ô�ñ�ò

ýbùËò��
δt = T/N

�)�¿ÿ û�óküXòTó�ùËû=ðXýkò�ù}úXò��y÷3õ�ù[ùËúX÷xù
g
ôöý[÷3ÿE÷3ø4��ù}ô�õT÷3ø�ø4��B�ÿXû0/Äÿ�û�ÿ

x ≤ t/T�Sý}òTò
� � ���!�=�x÷�ñ�òTýkú*ù}úE÷xùP�Xó}û(�,ò�ó}ø��ÍüXô�ýkõTó}òqùËô�5TòTýnùËúJò�þ�û�ðXÿXüE÷xó��
x = t/T

ôöý7ðJý}òTü��OWcúXòTókò��Sû�ókò(�
ù}úXòàý!�E÷xõTò'ô�ÿ�ùËò�ó � ÷3ø (0, 1)

ôöý�÷3ø�ýkû�üXôöý}õTókò�ù}ôF5Tò�ü /ÄôöùËú
N
ý��E÷3õ�òàýkùËò��Xý[û(�;ø�ò�ÿ, 3ùËú

δx = 1/N�Sý}òTòKX5ô� �ðXókò d �E�YWcúXò�ñ1ò�ý}úìô�ý�õTû�ñ*�Xø�òqùËò�ü þ,ò[÷3üJüXô�ÿ, 
J
ô�ÿ�ùËò�ó � ÷3ø�ýQû�ÿ ùËúXò�ó}ôF 3ú�ù%úE÷3ÿXüìý}ôöüXòû(�

x = 1
��ýkû�ùËúE÷xù

x ∈ (0, xmax)
/ÄôÎùËú

xmax = (N+J) δx
�PWcúXò � ÷3ø�ðJò J = N/2

úE÷3ý�þ�òTòTÿ
�Sû�ðJÿXü�ù}û þ�ò1ýkðI3�õTôöòTÿ�ùBù}û� 3ðE÷3óË÷xÿ�ù:� ù}úXò�ô�ÿXüXò��,ò�ÿXüXò�ÿXõTò1û(��ù}úXò1ókòTýkðXøöù}ý*û3ÿ�ùËúJò)��û�ý}ôÎùËôöû�ÿ
û(�
xmax

�

N

N J

T

t

1 xxmax

X5ô� �ðXókò d X`WcúXòBñ1ò�ý}ú ÷3ÿXüìùËúXò*õTû�ñ*�XðJùË÷xùËôöû�ÿE÷3ø�üXû�ñ1÷3ô�ÿc�Sû�ócùËúJòK�EÿJôöùËò[üXô4��ò�ó}ò�ÿXõTòBý}õ]úXò�ñ1ò
ðXýkòTü=ùËû'üXô�ýkõTókò�ùËô�5Tò)� � � �=�
ï�û3ù}ô�õ�ò1ùËúX÷xùà÷xù*ùËôöñ1ò

tn = nδt
�5ù}úXò�ÿ�ðXñÜþ�òTó�û(�cðXÿ,B�ÿXû0/ÄÿXý'ôöý

(N + J − n)
� WcúXôöý

ñ�ò"÷3ÿJýÄù}úE÷xùcù}úXò[üXô�ñ�òTÿXýkô�û�ÿ û9�Hù}úXò[ø�ô�ÿJò"÷3ó%ýV��ýkùËò�ñ!ùËû'ý}û�ø � ò[üXò��,ò�ÿXüXýÓû�ÿ ùËúXò�ùËôöñ1òE>¿ýbùËò����
��ý��y÷3óÓ÷3ý�þ�û�ðXÿXüX÷3ó��ìõ�û�ÿXüXôÎùËô�û3ÿXýÓ÷3ó}òBõTû�ÿXõ�òTókÿXòTü@� /�òBðXý}ò�÷+
�ôöó}ôöõ]úXø�òqù�þ�û�ðXÿJüE÷3ó��=õ�û�ÿ?>

üXôÎùËôöû�ÿ û3ÿ
x = t/T

�yðJý}ô�ÿI � � � �!�c÷3ÿXü
÷3ÿ
÷3óbùËô4�EõTô�÷3ø@5Tò�ó}û ïÓòTðXñ1÷3ÿXÿ þ,û3ðXÿXüE÷3óV�ìõTû�ÿJüXôöù}ô�û�ÿ
û�ÿ

x = xmax

�
\�ò�ùBðXýBÿJû /  �ô � ò�ýkû�ñ�ò1ÿ�ðXñ�òTókô�õ"÷xø�ó}òTýkðXøöù}ý��a�¿ÿ'W5÷xþXø�ò � �H÷N�Sò=/ õTû3ñ)�E÷xó}ô�ýkû�ÿXý[û(�QùËúXòókòTý}ðJøöùËý�û�þJùË÷3ô�ÿXò�ü�/Äôöù}ú ù}úXò�õ]úE÷xóË÷3õqùËòTókô�ýbùËô�õ*ñ�ò�ùËúJû.ü ÷3ÿXü
û3ù}úXòTó�ñ1òqùËúXû�üXý�÷3ó}ò  �ô � òTÿ@��WcúXòõ]úE÷xóË÷3õqùËòTókô�ýbùËô�õ'ñ�ò�ù}úXû.ü ÷(�I�,òT÷3ó}ý�ùËûìþ�ò�÷3õTõ�ðXóË÷xù}ò*�Sû3ó�þ,û3ù}ú�ý}ñ1÷3ø�ø�÷xÿXü�ø�÷3ó! 3ò � û�ø�÷xùËôöø�ôÎùËô�ò�ý��

XEû�ó�÷3ÿ � � ÷3øöðXòTýÍû9��ùËúXò��X÷3óË÷3ñ�ò�ù}òTóký���÷iù�ø�òT÷3ýkù 
1üXôF 3ôöùËýÓû(���XókòTõ�ô�ý}ôöû�ÿ ÷3ókòÜû�þJùË÷3ô�ÿJòTü
ôöÿ ø�ò�ý}ýù}úE÷3ÿ=û�ÿXò�ý}ò�õTû�ÿJü@��ïÓû3ùËôöõTòÍù}úE÷xùcùËúJòKWcúJû�ñ)�Jý}û�ÿìþ�û�ðXÿXüXýÓ÷3ÿJü=ù}úXò�õ]úE÷3ó}÷3õ�ù}òTó}ôöýkù}ô�õ�ñ�ò�ùËúJû.ü
÷3ókò[ô�ñ*�Xø�ò�ñ1ò�ÿ�ù}òTü ôöÿ���ókòTñ�ô�÷ � � � �
�"+ * � <26�� G23 ;=6 6:AL6 576:G�; 576 ;=<2KJH
U�òK/Qû�ðXøöü øöôFB3ò[ÿXû0/®ù}û1ôöÿ�ùËó}û�üXðXõ�ò�ùËúXò.�EÿXôÎùËò*òTø�ò�ñ1ò�ÿ�ù�ñ�ò�ù}úXû�ü@�LWcúXôöýÓù}òTõ]úXÿJôF��ðXò*ô�ýÄñ1û3ó}ò
cEòE<.ô�þXøöòuùËúE÷3ÿ[ùËúJòO�EÿXôöù}ò�üXô��,òTókòTÿXõ�ò�ñ1òqùËúXû�ü@� �¿ÿ �X÷3ókù}ô�õTðJø�÷3ó��"ôöù7÷3øöø�û0/Äý��Sû�ó�ø�û�õ"÷3øxó}ò��XÿXòTñ�òTÿ�ùËý
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$�úE÷3ó}÷3õ�ù}òTó}ôöýkù}ô�õ�ñ�ò�ùËúJû.ü � � ÷xÿ=òqù�÷3ø%� � 
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 d�d � ��C � ��CN�
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d � � � � �(C � � �
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N = 300
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N = 1000
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σ K
WcúXû�ñ*�Xý}û�ÿ � 
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�?�k� 
 C 
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WH÷3þXøöò � Xc$�û3ñ)�E÷xó}ô�ýkû�ÿXýBû(�ÄùËúXòc�Xókô�õ�òTýH�Sû�óÜ÷3ÿ ��ýkô�÷3ÿ �I<.ò�ü õT÷3ø�ø;û�þJùË÷3ô�ÿXò�ü /Äôöù}ú � ÷xó}ô�û3ðXýñ�ò�ù}úXû.üJý�� �;÷3ø�ðJòTýÜû(� �X÷3óË÷3ñ�ò�ù}òTókýbX
T = 1

�
r = 0.15

�
S0 = 100

�
J = N/2

� XEû�óBù}úXò
õ]úE÷xóË÷3õqùËòTókô�ýbùËô�õ[ñ�ò�ù}úXû.ü��.ùËúJò*ÿ�ðXñ�þ,ò�óÓû9�Hù}ô�ñ�ò=>¿ýbùËò��Xý

N ≥ 300
ÿJòTòTüJòTü ù}û'û�þJù]÷xô�ÿì÷xùÄøöò"÷3ýbù


àüXôF 3ôöùËý�û(�Z�Jó}òTõ�ô�ýkô�û�ÿìô�ý� 3ô � ò�ÿ@�

û(�QùËúXò�ý!��û3ùK �ókô�ü �yò � òTÿ ô�ÿ üXô�ñ�òTÿXýkô�û�ÿ  3ó}ò"÷iùËòTó�ù}úE÷3ÿ û3ÿXò(�H÷3ÿXü �,û3ý}ý}ôöþXø��
þE÷3ý}ò�ü û�ÿ ø�û�õ"÷xøò�ó}ó}û3ó%òTýbùËô�ñ1÷xù}û�ó}ý��.ýkòTòbAÄòTñ1÷3ó!B �Üþ�òTøöû /D�E�OWcúXôöý%ô�ý`�E÷3ókù}ô�õ�ðXø�÷3ókø��àôöñ)��û�óbù]÷3ÿ�ùM�Sû�ó ��ñ1ò�ó}ô�õT÷3ÿ
û��.ùËô�û3ÿXý���þ�òTõT÷3ðXý}òÄùËúJò��Jó}ô�õ�ô�ÿ, 
�SðJÿXõ�ù}ô�û�ÿ'ô�ý�ýkô�ÿ, 3ðXø�÷3ó5ÿXò"÷3óuù}úXòÄò=<.òTókõTôöý}òÓþ,û�ðJÿXüE÷3óV�'÷3ÿXüàùËúJô�ý
õ�ðXó � òÍô�ý�ÿXû3ù`B�ÿXû0/Äÿ ÷ �Jó}ô�û3ó}ô%� \�ò�ùQðXý�ò�ñ)�JúE÷3ý}ô�5TòÄùËúE÷iù;ù}úXò�ðJý}òÓû(�n÷Bókò��EÿJòTü�ñ�òTýkú�÷3ókû�ðXÿXüù}úXò�ý}ôöÿ, �ðXø�÷3ó}ôÎùËôöòTý[û(�cùËúJòKý}û3ø�ðJù}ô�û�ÿ �7�Sû�óBò=<J÷3ñ*�Xø�ò9�P�Sû�ó � ÷xÿXô�øöø�÷ û��Jù}ô�û�ÿ �Jó}ô�õ�ô�ÿ, ]�Xókû�þXø�ò�ñ1ý��÷3ókû�ðXÿXü

t = T
÷3ÿXü

S = K
�cô�ý � ò�ó�� ô�ñ*�,û3ókù]÷xÿ�ùÄôöÿ��JóË÷3õqùËô�õ�ò*ù}ûKó}÷(�Xô�üJø���û3þJù]÷3ôöÿ ÷xõTõTðJóË÷xù}òókòTý}ðJøöùËý�� WcúXò��EÿJôöùËò=òTøöòTñ�òTÿ�ù1ñ1òqùËúXû�ü õT÷3ÿ ÷xø�ý}û þ�ò ðXýkòTü ôöÿ ÷�cEò=<.ô�þJø�òN/%÷8� /ÄúXòTÿ ùËúXò

 �ò�û�ñ�ò�ùËóV� û(�7ùËúXò�õ�û�ñ*�XðJù]÷iùËô�û3ÿE÷3ø�üJû�ñK÷xô�ÿ þ�òTõTû3ñ1ò�ýÓõ�û�ñ*�Xø�òE<��?/ÄúXô�õ]úìñ1÷0��þ,ò�û(�Hô�ÿ�ù}òTó}ò�ýkù
�Sû�óÄþE÷xó}ó}ôöòTócû��.ùËô�û3ÿXýÄô�ÿìüXô�ñ�òTÿJý}ô�û3ÿ] 3ó}ò"÷iùËòTócù}úE÷3ÿ=û�ÿXò)�yýkòTòH&.òTõqùËô�û3ÿ �?� �?� ���=�`X5ôöÿE÷3ø�ø4��� �EÿXôÎùËò
ò�ø�òTñ�òTÿ�ù�ñ1òqùËúXû�üXýÜ÷xó}ò�ôöÿ�ù}òTókòTýkù}ô�ÿ,  ý}ôöÿXõTòKù}úXò�� ÷3ókòKÿE÷xù}ðXóË÷xø�ø���ýbù]÷3þJø�ò �Sô�ÿ

L2 >�ÿXû�ókña�[÷3ÿXüû��.ùËô�ñ1÷3ø,òTó}ókû�ócþ�û�ðXÿXüXýH�yôöÿ
L2 >¿ÿXû�ókña�;õ"÷3ÿ=þ,ò[üXò�ó}ô � òTü��

�¿ÿ &.òTõqùËôöû�ÿ � � �?� d ��/�ò �XókòTýkòTÿ�ù ùËúXò��EÿXôöù}ò ò�ø�òTñ�òTÿ�ù ñ�ò�ù}úXû�ü û�ÿN÷ ýkô�ñ*�Xø�ò=ò=<J÷3ñ*�Xø�ò9�
ÿE÷xñ1ò�ø��c�Y��ðE÷xù}ô�û�ÿ'��� �=�Y�¿ÿ�&.òTõqùËôöû�ÿ � � �;� �?�?/�ò[ý}úJû /®úXû0/ ùËúJò.�XÿXôöù}ò�òTø�ò�ñ1ò�ÿ�ùÄñ1òqùËúXû�ü õ"÷3ÿ
þ�ò�ðXýkòTü �Sû�óÓñ�û�ó}ò*õTû�ñ*�Xøöò=<=û��Jù}ô�û�ÿJý�� WcúXò�ðJý}òÜû(�Z�EÿXôöù}òBò�ø�ò�ñ1ò�ÿ�ù�ñ1òqùËúXû�ü��Sû3ó>��ñ1ò�ó}ô�õT÷3ÿ
û��.ùËô�û3ÿXý_/Äô�øöø�þ,òb�Jó}òTýkòTÿ�ùËò�ü
ô�ÿ�&.ò�õ�ù}ô�û�ÿ#�,� �?�
����s���� ��z����� $�>yF� ��#f���
�� �y@�
��y{z�x�| 
Qx�������%
WcúXò�õ�û�ÿI�Sû�ókñ1ôöÿ, �XÿXôöù}ò�òTøöòTñ�òTÿ�ùcñ�ò�ù}úXû.üKô�ý�þX÷3ý}ò�ü=û3ÿKù:/�ûàôöÿ, �ókòTüXôöòTÿ�ùËý�X�÷�ý}û9>�õ"÷3øöø�ò�ü � ÷3ó}ô >÷xù}ô�û�ÿX÷3øO�Sû�ó}ñ�ðXø�÷xù}ô�û�ÿ û9�%ùËúXò)��

� û�ÿ�÷c�SðXÿXõqùËô�û3ÿE÷3ø�ý!�E÷xõTò

V
÷3ÿXü ùËúXò�õ]úXû�ôöõTòKû9�c÷3ÿ ÷(�?>

�Xókû��Xókô�÷xù}ò�ýkò���ðXò�ÿXõTò�û9�_�EÿXôÎùËò'üXô�ñ�òTÿJý}ô�û3ÿE÷3øuý��E÷3õTò�ý
Vh ⊂ V

/ÄúXô�õ]ú ùËò�ÿXüXý[ùËû
V
/ÄúXò�ÿ

h� /ÄúXô�õ]ú�ô�ý*ùËúXò1ù:�?�Jô�õ"÷xø�üXô�÷3ñ1òqùËò�ó�û(�cù}úXò õTò�ø�ø�ýBû(�cùËúJò ý!�E÷3õ�ò�ñ�òTý}ú �*ùËò�ÿXüXýÜùËû
0
��\�ò�ùàðXý

ôöø�ø�ðJýkùËó}÷xùËò�ùËúXôöýcû�ÿ'��� �E�
WHû�üXò�ó}ô � ò*÷ � ÷3ókô�÷xù}ô�û�ÿE÷xø �Sû�ókñÜðXø�÷xùËôöû�ÿ�û(�_��� �E�XùËúXò.�Xókô�ÿXõ�ôF�Xøöò�ô�ý%ù}û1ñÜðJøöùËô��Xø��'ù}úXò[ò���ðE÷R>ù}ô�û�ÿ�þ � ÷ ùËò�ýkù��SðJÿXõ�ù}ô�û�ÿ�û9�cùËúXò1ý!��û3ù � ÷3ó}ô�÷3þXøöò(�H÷3ÿXü�ùËû ô�ÿ�ùËò� �óË÷xù}òKþ �'�E÷3ókù}ý�� XEû�ó[ùËúJòTý}òõ�û�ñ)�JðJù]÷xù}ô�û�ÿJý�ùËû þ�òH/QòTøöø5üXò=�EÿXòTü��nù}úXòH�SðXÿJõ�ùËôöû�ÿXýÍÿJòTòTü ù}û þ,òÜýkðI3�õTôöòTÿ�ùËø4� ýkñ1û�û3ùËú�� U ò

d 




ù}ú�ðJý�ô�ÿ�ùËókû.üXðJõTòBù}úXò �SðJÿXõ�ù}ô�û�ÿE÷xøHý��E÷3õTò�ý
H = L2(R+) = {q : [0,∞) → R,

∫∞

0
q2 < ∞}÷3ÿJü

V = {q ∈ L2(R+), S(∂q/∂S) ∈ L2(R+)} ����ý}ý}ðJñ1ôöÿ, �ù}úE÷xù φ ô�ý1ý!��ðE÷3ókò ôöÿ�ù}ò=> �ó}÷3þXøöò(�.÷ � ÷3ó}ô�÷xùËôöû�ÿE÷3ø?�Sû�ó}ñÜðJø�÷xù}ô�û�ÿ'û(�M��� ��ô�ý�ùËúXò�ÿ �7�Sû�óQ÷ S >¿üJò���òTÿXüXò�ÿ�ù � û3ø�÷xù}ô�ø�ôÎù:� σ ��XZ�EÿXü
p ∈ L2((0, T ), V ) ∩ C0([0, T ], H)

ýkðXõ]ú ù}úE÷xù��Sû�óÄ÷3øöø
q ∈ V

�






d

dt

∫

pq −
∫

σ2S2

2

∂p

∂S

∂q

∂S
+

∫
(

r − σ2 − Sσ
∂σ

∂S

)

S
∂p

∂S
q − r

∫

pq = 0,

p(T, S) = φ(S).

� � C �

WcúXôöýÄó}ò�/Äókôöù}òTýbXY�EÿJü
p ∈ L2((0, T ), V ) ∩ C0([0, T ], H)

ýkðXõ]ú ù}úE÷xù �Sû�óÄ÷3øöø
q ∈ V

�






d

dt

∫

pq − a(p, q) = 0,

p(T, S) = φ(S),

� ��� �

/ÄúXò�ó}ò
a
ôöý%ùËúXò[þXôöø�ô�ÿJò"÷3óM�Sû�ó}ñ

a(p, q) =

∫

σ2S2

2

∂p

∂S

∂q

∂S
−
∫
(

r − σ2 − Sσ
∂σ

∂S

)

S
∂p

∂S
q + r

∫

pq.
� � d �

[ÓÿXüXòTóBý}ðXôÎù]÷3þJø�ò�÷3ý}ýkðXñ*�JùËôöû�ÿXý*û�ÿ�ù}úXò1üX÷xù]÷G�
r
�
σ
÷xÿXü

φ
�=�7ôöù*ô�ýK��û�ý}ýkô�þXøöò'ù}û��Xókû � ò1ù}úE÷xùù}úXô�ý � ÷3ó}ô�÷xùËôöû�ÿE÷3ø �Xókû�þXø�ò�ñ ôöý_/�ò�ø�ø1��û�ý}ò�ü �Sý}òTò ����� �=�

WcúXòcý}ò�õTû�ÿJü�ýbùËò��àô�ý5ù}ûÍô�ÿ�ùËókû.üJðXõTòc÷Íýkò���ðXò�ÿXõTòÄû(��ñ�òTý}úJòTý�ô�ÿBùËúXò%ý��,ûxù � ÷3ó}ô�÷3þXø�ò;ô�ÿJüXò=<.òTüþ � ù}úXò�ñ1÷R<.ô�ñ1÷3ø�ýkù}ò��
h
��÷3ÿXü�ó}ò�ø�÷xù}òTüG�XÿXôöù}ò�üXô�ñ�òTÿJý}ô�û3ÿE÷3øY�SðXÿXõqùËô�û3ÿE÷3ø;ý!�E÷3õ�òTý

Vh ⊂ V
�

�¿ÿ ùËúXò�õ"÷xý}ò û(�c� � C �E��ùËúJò �Jó}û�þXøöòTñ ôöýc�,û3ý}òTü�û�ÿ�÷3ÿNô�ÿI�EÿJôöùËò üJû�ñK÷xô�ÿN÷3ÿXü û�ÿXò�ÿXò�òTüXý
ù}û �Xó}ýkù�øöû.õT÷3ø�ô�5Tò'ùËúXò]��

� ôöÿ�÷ �XÿXôöù}ò üXû�ñ1÷3ô�ÿ

[0, Smax]
þ ��ðXý}ôöÿ, ÷3ókù}ô��Eõ�ô�÷3ø;þ,û3ðXÿXüE÷3óV�

õ�û�ÿXüXôÎùËô�û3ÿ ÷iù
S = Smax

�G÷3ýÓ÷3ø�ókò"÷3üI�Kò=<?�Xø�÷3ô�ÿXò�ü]�Sû3ó �XÿXôöù}ò�üXô��,òTókòTÿXõ�òBüXôöý}õ�ó}ò�ù}ôF5T÷xùËôöû�ÿXýK�yýkòTò
&.ò�õ�ù}ô�û�ÿ � � d � d �=� U�ò õTû�ÿXýkô�üXò�ó��Sû�óÜòE<X÷xñ)�Xøöò ÷ 5Tò�ó}û ï�ò�ðXñ1÷3ÿXÿ�þ�û�ðXÿXüE÷xó���õ�û�ÿXüXôÎùËôöû�ÿ�û�ÿ
S = Smax

X
∂p/∂S(t, Smax) = 0

�YWcúJòTÿ@�E÷Bñ1ò�ý}ú û(�
[0, Smax]

õ�û�ÿXýkô�ýkù}ý%û(�7÷ �XÿXôöù}ò�ÿ�ðXñÜþ�òTó
û(��ôöÿ�ù}òTó � ÷xø�ý (Si, Si+1)

/Äôöù}ú
S0 = 0

÷3ÿXü
SI = Smax

� U òcýkò�ù
h = max0≤i≤I−1(Si+1−Si)

�
WcúXò;ô�ÿ�ù}òTó � ÷3øöý (Si, Si+1)

÷xó}ò�õ"÷xø�ø�ò�ü�òTøöòTñ�òTÿ�ùËý�� U�ò�ùËúXò�ÿBÿXò�òTü[ùËûÄüXò=�EÿXò;÷_�SðXÿXõ�ù}ô�û�ÿX÷3ø�ý!�X÷3õTò
Vh
÷3ý}ýkû.õ�ô�÷xù}òTüG/ÄôÎùËú ù}úXò�ñ�òTýkú@� � õ�ø�÷3ýký}ôöõ"÷3ø;ò=<J÷3ñ*�Xø�ò1ô�ý[ùËúXò

P1
�EÿXôöù}òKò�ø�òTñ�òTÿ�ù�ý!�E÷3õ�ò(�

/ÄúXôöõ]ú õ�û�ÿ�ù]÷3ôöÿXýìõTû�ÿ�ùËôöÿ�ðXû�ðXý=÷3ÿXü �Xô�ò�õTò=/Äô�ý}ò ÷93�ÿXò �SðXÿXõqùËôöû�ÿXý �?÷R31ÿJò�ôöÿNù}úXò�òTøöòTñ�òTÿ�ùËý
(Si, Si+1)

�_�.ÿE÷xñ1ò�ø��Üõ�û�ÿ�ùËôöÿ�ðJû�ðXý`�SðJÿXõ�ù}ô�û�ÿXýY/ÄúXôöõ]ú�÷3ókò�÷R31ÿJò�û�ÿ1ò"÷3õ]ú1ô�ÿ�ùËò�ó � ÷3ø (Si, Si+1)
�

�Sû�ó
0 ≤ i ≤ I − 1

� �¿ÿ ùËúXôöý1õT÷3ý}ò9�Ó÷�þE÷3ýkô�ý�û(�Íù}úXò � òTõqùËû�ó�ý��E÷3õ�ò Vh

ôöý) �ô � ò�ÿ þ ��ùËúXò
ýkû9>¿õT÷3ø�øöòTüKúX÷xùL�SðXÿJõ�ùËôöû�ÿXý

qi ∈ Vh

ý}ðXõ]ú�ù}úE÷xùL�Sû3ó
0 ≤ i, j ≤ I

�
qi(Sj) = δi,j =

{

0
ô��
i 6= j

1
ô��
i = j�

δi,j
ô�ý�ù}úXò6��ókû�ÿXòTõ\BxòTó%ýV��ñÜþ,û3ø �=�5ï�û3ù}ô�õ�òÓù}úE÷xùQúXôF �úJòTó�û�ó}üJòTó��EÿXôöù}ò�ò�ø�ò�ñ1ò�ÿ�ù;ñ�ò�ù}úXû.üJýQñ1÷8�

þ�ò'ò"÷3ýkô�ø�� û�þJùË÷3ô�ÿXò�ü�þ � ùË÷(B�ô�ÿ, ìõ�û�ÿ�ùËô�ÿ�ðXû3ðXý*÷3ÿXü òTø�ò�ñ1ò�ÿ�ù�>[/Äôöý}ò���û�ø���ÿXû3ñ1ô�÷3øP�SðXÿJõ�ùËôöû�ÿXý�û(�
üXò� �ó}ò�ò

k > 1
�

WcúXòÓüXô�ýkõTó}òqùËô�5"÷xù}ô�û�ÿ'ô�ÿ'ùËúJò�ý��,û3ù`�Xókô�õTò � ÷3ó}ô�÷3þXøöò%ÿXû0/Ný}ôöñ)�Xø4�Üõ�û�ÿXý}ôöýkù}ýQôöÿ1ókò��Xø�÷3õTôöÿ, �ùËúXò
�SðXÿJõ�ùËôöû�ÿE÷3ø;ý!�X÷3õTò

V
þ � ùËúXò+�XÿXôöù}ò�üXô�ñ�òTÿJý}ô�û3ÿE÷3ø�ý!�E÷xõTò

Vh

ô�ÿ � � C �*û3óN�`�����+�Sù}úXô�ýBô�ý*ùËúXò
�Xókô�ÿXõ�ôF�XøöòÍû(� 	*÷xø�òTó�B�ô�ÿ ñ�ò�ùËúJû.üXý�� XY�EÿXü

ph ∈ C0([0, T ], Vh)
ýkðXõ]ú ù}úE÷xù��Sû�óÄ÷3øöø

qh ∈ Vh

�






d

dt

∫

phqh − a(ph, qh) = 0,

ph(T, S) = φh(S),

� �W���

/ÄúXò�ó}ò
φh

ô�ý*÷3ÿ ÷(�,�Xókû8<JôöñK÷iùËô�û3ÿ û(�
φ
ôöÿ�ù}úXò�ý!�E÷3õ�ò

Vh

���ÍÿXò'õ"÷3ÿ ù]÷(BxòJ�Sû3ó*òE<J÷3ñ)�Jø�ò
φhýkðXõ]úKùËúX÷xù ∫

(φ−φh)qh = 0
�Sû�ó�÷3øöø

qh ∈ Vh

�
φh

ôöýuùËúXò�ÿ1ùËúJò
L2 �Xó}û �kòTõ�ù}ô�û�ÿ�û(� φ û�ÿ�ùËû Vh

�E�

d �



��ó}û3þXø�ò�ñ �`�W����ôöýH÷��EÿXôÎùËòE>¿üXôöñ1ò�ÿXý}ôöû�ÿE÷3ø9�Xó}û�þJø�òTñ ôöÿBý��E÷3õ�òQû(�.ùËúXò��Sû�ókñ
MhdPh/dt = AhPh

�
/ÄúXò�ó}ò

Ph(t)
ô�ý�÷ � òTõ�ù}û�ó[û(�QüXô�ñ�òTÿXýkô�û�ÿ I õTû3ÿ�ùË÷3ô�ÿJô�ÿ, �ù}úXò � ÷xø�ðXò�ý�û(� ph

÷xù�ù}úXòàÿXû�üXòTý[û(�
ù}úXò�ñ1ò�ý}ú �

ph(t, x) =
∑I

j=0 Ph,j(t)qj(x)
�%÷3ÿXü

Mh

�
Ah

÷3ó}ò
I × I

ñ1÷xùËókô�õTò�ý��OWcúJò�ñK÷xù}ó}ô <
Mh

�Só}òTý��@�
Ah

�E� /ÄôÎùËú
(i, j)

>�ùËú õTû�ñ*�,û3ÿXòTÿ�ù ∫
qi qj

�yókòTý��@�
a(qj, qi)

�Óô�ý�õ�ø�÷3ýký}ôöõ"÷3øöø�� õT÷3ø�øöòTü
ù}úXò�ñ1÷3ý}ý��yókòTý!����ýbùËô��,ÿXò�ý}ý\�ÄñK÷iùËó}ô < �Eþ,ò�õ"÷3ðXýkò�ùËúJò �EÿXôÎùËò*òTøöòTñ�òTÿ�ù�ñ�ò�ù}úXû�ü�/�÷3ýÍû�ókôF �ôöÿE÷3ø�ø4�
��û��XðXø�÷3ó}ô�5Tò�ü þ � ùËúXòàñ�òTõ]úX÷3ÿXô�õT÷3ø5ò�ÿ, �ôöÿXòTò�ó}ô�ÿI õTû�ñ�ñÜðXÿXôÎù:����UNúXòTÿ�ðXýkô�ÿ, �ù}úXòàÿXû�üE÷3øHþE÷R>
ýkô�ýJ�SúE÷xù
�SðXÿJõ�ùËôöû�ÿXý��=�,ù}úXòTýkòàñK÷iùËó}ôöõTò�ýÍ÷3ókò � ò�ó��
ý��E÷3óký}ò]�Sù}ó}ôöüXô�÷( 3û�ÿE÷3ø@�Sû�ó�û�ÿXòÜüJô�ñ�òTÿXýkô�û�ÿE÷xø
�Xókû�þXøöòTñ�ý\�=� ��ókû�þXøöòTñ � �W���Üô�ý'ý}û3ñ1ò=/ÄúE÷xù1ý}ô�ñ�ô�ø�÷3ó�ù}û � � � �Üû�þJùË÷3ô�ÿXò�ü þ ��ùËúJò]�EÿJôöùËòìüXô4� >
�Sò�ó}òTÿJõTòKñ�ò�ù}úXû�ü �Hù}úXòàù:/�û��Xó}û�þJø�òTñ�ý)� � ���Í÷3ÿXü � �W���Í÷3ókòK÷xõ�ùËðX÷3ø�ø4� ò���ðJô � ÷3ø�ò�ÿ�ùBô4�%÷ìñ�òTý}ú
/ÄôÎùËú
ðXÿJô��Sû�ókñ ý��E÷3õ�òàýkùËò��XýÍôöý�ðXýkòTü@�n÷3ÿJü
ô��

Mh

ôöý�ókò��Xø�÷3õTò�ü
þ � ÷Kõ�ø�û�ýkò�üXô�÷( �û�ÿE÷xø7ñ1÷xù}ó}ô4<
�SñK÷3ýkýV>�ø�ðXñ*�Xô�ÿI �=�
� �SðXÿXüX÷3ñ1ò�ÿ�ù]÷3ø�ókòTýkðXøöù �¡ùËúXò $�ò"÷?Q�ý>\�òTñ�ñK÷ ��ýkùË÷xùËò�ýÓù}úE÷xùcùËúJò*ÿJû�ó}ñ û(�

(p− ph)
�Sù}úXò[üXô�ýT>

õ�ó}ò�ù}ôF5T÷xùËôöû�ÿ�òTókó}û�ó���ô�ýÜþ�û�ðXÿJüXòTü �Só}û3ñ ÷3þ�û � ò þ ��÷
õ�û�ÿXýbù]÷3ÿ�ùàùËôöñ1ò�ý�ùËúJò ô�ÿI�Eñ�ðXñ û(�ÄùËúXòÿXû3ó}ñ û9�
(p − qh)

��û � òTó*÷3øöø qh ∈ Vh

�Sù}úXòàþ�òTýkùb�Jù[òTó}ókû�ó\�E��[�ý}ôöÿ, �ùËúJô�ý�ó}ò�ý}ðXøÎù8��ô4�
Vh

 �òqùËý
õ�ø�û�ýkòTó�ù}û

V
/ÄúXò�ÿ

h
ùËò�ÿXüXý�ù}û

0
� ^`_`ab_ ô���ùËúXò�þ�òTýbù��Xùàò�ó}ókû�óBù}òTÿXüXýÜù}û

0
/ÄúXò�ÿ

h
ù}òTÿXüXý

ù}û*5�òTókû,�Eý}û'üXû�òTýcùËúJò�üXô�ýkõTó}òqùËô�5"÷xù}ô�û�ÿ ò�ó}ó}û3ó��Y�¿ÿN�E÷3óbùËô�õ�ðXø�÷xó��.ù}úXò
�EÿXôÎùËò�ò�ø�òTñ�òTÿ�ùÄüXôöý}õ�ó}ò�ù}ôF5T÷R>
ù}ô�û�ÿ�ô�ýàù}ú�ðJý1ÿE÷iùËðXó}÷3ø�ø4� ýbù]÷3þXøöòìô�ÿ�ùËúXôöýàÿXû�ókñ�� � �Xó}ò�õTôöý}ò=ñ1òT÷3ÿXô�ÿI �Sû�óàùËúXôöýàýkù]÷iùËòTñ�òTÿ�ù
ókò���ðXô�ókòTý'ùËû�üXò=�EÿXòìùËúXòìÿXû�ókñ ÷3ÿXü�ýbùËðXüI��ù}úXòìþ,ò�ýkùJ�Xù�òTókó}û�ó�� \nòqù'ðXý�ý}ô�ñ*�Xø4� ñ�òTÿ�ùËôöû�ÿ
ù}úE÷xù%ù}úXòÍÿXû�ókñ1ý�ðXý}ò�ü=ôöÿKùËúJô�ý�õ�û�ÿ�ùËòE<.ùÓ÷xó}òÍókòTø�÷iùËòTü�ù}û�ùËúJò

L2 >¿ÿXû�ókñ ôöÿ�ùËó}û�üXðXõ�òTüa�Sû�óM�EÿXôÎùËòüXô4��ò�ó}ò�ÿXõTòBý}õ]úXò�ñ1ò�ý��,U�òBókò��SòTóÄùËû � � � � � � �Sû�óÄùËúXò*üXòqù]÷3ôöø�ý��M�¿ÿ û3ðXó�ý��,ò�õTô4�EõBòE<J÷3ñ)�Jø�ò(�GôÎùÄô�ý
��û�ý}ýkô�þXøöòÍùËûJ�Xókû � ò*ù}úE÷xù��Eô��nùËúXò.�E÷8�3û(� �SðXÿXõqùËô�û3ÿ=ôöýcó}ò� �ðXø�÷xócòTÿXû�ðI �ú@�XùËúJòTÿ

‖p− ph‖L∞([0,T ],H) + ‖p− ph‖L2([0,T ],V ) ≤ Ch,
÷3ÿJü=ù}úE÷xù

‖p− ph‖L2([0,T ],H) ≤ Ch2.
XEû�óàùËúJò üXôöý}õTókò�ù}ôF5"÷iùËô�û3ÿ ôöÿ ù}ô�ñ�ò(��ùËúXò ý}ôÎùËðE÷xù}ô�û�ÿ�ôöý�òE<J÷3õ�ù}ø���ùËúXò=ýË÷xñ1ò=÷3ýJ�Sû�ó'ùËúXòN�EÿXôÎùËò
üXô4��ò�ó}ò�ÿXõTò ñ1òqùËúXû�ü8X�û3ÿXò�õ"÷3ÿ ðXý}ò�òE<I�Jø�ô�õ�ôöùN��ðXøöòTó ýkõ]úXòTñ�ò(��ôöñ)�Xøöô�õ�ôöù)��ðXø�ò�ó ý}õ]úXò�ñ1ò û�ó
$�ó}÷3ÿ,B�>�ïÓô�õTû3ø�ý}û3ÿ=ýkõ]úXòTñ�ò(��÷3ÿJü=ù}úXò[óË÷xù}ò*û9�5õ�û�ÿ � òTó� �òTÿJõTò�ôöý O(δt)

�Sû�ó%ùËúXò ��ðXø�ò�ócý}õ]úXò�ñ1ò�ý
÷3ÿJü

O(δt2)
�Sû�ó%ùËúJòH$�ó}÷3ÿ,B�>�ïÓô�õ�û�ø�ýkû�ÿìý}õ]úXò�ñ1ò9�

����s��Es �h�� ��fyB����#f��� �� 8y@�
��y{z�x�|$� 
Qx��IxMy{z��T��x���yF�!x8 ��
U�òKúE÷ � òKô�ÿ�ù}ó}û�üXðXõTò�ü�ù}úXò)�EÿJôöùËò�òTøöòTñ�òTÿ�ùBñ1òqùËúXû�ü�ôöÿ ÷ � ò�ó���ý}ô�ñ*�Xøöòàõ"÷3ýkò(�NWcúXò�÷xô�ñ û(�ù}úXô�ýÄý}ò�õ�ù}ô�û�ÿìô�ý%ù}û1òE<?�Xø�÷3ôöÿ úXû0/®ôÎùÓ÷(�,�Xøöô�òTý_�Sû3ócû3ùËúXò�ócû��Jù}ô�û�ÿXý��
\�ò�ù�ðXýO�Xó}ýkù�õ�û�ÿXýkô�üXò�ó�þE÷3ý!Bxò�ù;û��Jù}ô�û�ÿJý���û�ó5þE÷3ý!Bxò�ù;û��Jù}ô�û�ÿJýP/Äôöù}úàþE÷3ókó}ô�ò�ó}ý���ô�ÿÜüXôöñ1ò�ÿXý}ôöû�ÿ

2
÷xÿXü

3
�yý}ò�ò*&.òTõqùËôöû�ÿXý��?� �?� d ÷3ÿXü �?� �?� ���=�.WcúXòàüXò�ó}ô � ÷iùËô�û3ÿ û(�Q÷ � ÷3ó}ô�÷xùËôöû�ÿE÷3ø1�Sû�ókñÜðXø�÷xùËôöû�ÿ

�Sû�ó]� C �Bôöý � òTóV��ý}ôöñ1ôöø�÷3ó�ù}û�ù}úXò û�ÿXòE>¿üXôöñ1ò�ÿXý}ôöû�ÿE÷3ø;õ"÷xý}ò(� -Óû0/�ò � òTó��Qù}úXò õTû�ÿJýkùËókðXõ�ù}ô�û�ÿ�û(�ù}úXò ñ�òTýkú ôöý'ñÜðXõ]ú ñ1û�ókòìõTû�ñ*�Xø�ôöõ"÷xù}òTü�ôöÿ üJô�ñ�òTÿXýkô�û�ÿ
2
÷3ÿXü

3
��ùËúE÷3ÿ ô�ÿ�üXôöñ1ò�ÿXý}ôöû�ÿ

1
�

��ù�õTû�ÿXýkô�ýbùËý*û(���E÷3óbùËôÎùËô�û3ÿXô�ÿ, �ù}úXò�üXû�ñ1÷3ô�ÿ�ô�ÿ�ù}û ÿXû3ÿ?>¿û � ò�ó}ø�÷(�,�Xôöÿ,  õ�òTøöø�ý+�yòTøöòTñ�òTÿ�ùËý��b/ÄúJû�ý}òýkúE÷(��òTýc÷3ókò�ýkô�ñ*�Xø�òÓ÷3ÿJü)�I<.òTü � �Sû�ó�ò=<J÷3ñ*�Xø�ò9��ù}ó}ô�÷3ÿ, �øöòTý�û�óM��ðE÷3üXókô�ø�÷iùËòTó}÷3ø�ý�ôöÿ1üXôöñ1ò�ÿXý}ôöû�ÿ
2
�

û�ó�ùËòqùËóË÷xúXòTüXó}÷�û�ó1úXò=<J÷3úJòTüXó}÷ ô�ÿ üXô�ñ�òTÿXýkô�û�ÿ
3
�E� WcúXò��SðXÿJõ�ùËôöû�ÿE÷3øÄý��E÷3õTò�ý

Vh
õ"÷3ÿ ù}úXòTÿ

þ�òÜõTû3ÿXýkù}ó}ðXõqùËòTü�÷xý�ô�ÿ üXô�ñ�òTÿJý}ô�û3ÿ
1
� �Sû�óÓò=<J÷3ñ*�Xø�òBþ � õ�û�ÿXýkô�üXò�ó}ô�ÿI �õTû�ÿ�ù}ô�ÿ�ðXû�ðXýD�Xô�ò�õTò=/Äô�ý}ò

÷93�ÿXò_�SðJÿXõ�ù}ô�û�ÿXý��R�ÍÿXò%ôöÿ�ùËòTókòTýbù�û(�EùËúJòL�EÿXôÎùËò%ò�ø�òTñ�òTÿ�ù5ñ1òqùËúXû�üÜô�ÿBùËúXôöýuõTû�ÿ�ù}ò=<�ù�ô�ý7ùËúE÷xù5ôöù5ô�ý
��û�ý}ýkô�þXøöòÍùËûàñ�òTýkú ÷xÿ ��üXû�ñ1÷3ô�ÿ D �Sû3ó%þE÷3ókó}ô�ò�ó%û��Jù}ô�û�ÿJý��Y�¿ÿ ùËúXò
�XÿXôöù}ò�üXô��,òTókòTÿXõ�ò�ñ1òqùËúXû�ü@�
ù}û1ñ�òTýkú=ÿJû�ÿ���ðE÷xüXó}ôöø�÷xù}òTóË÷xøY�yû3ócÿXû�ÿ=úXò=<J÷3úXò�üXóË÷xø �%üXû�ñ1÷3ô�ÿKô�ýcõTû3ñ)�Xøöô�õT÷xùËò�ü@�
\�ò�ùcðXý�ÿXû0/�õ�û�ÿXýkô�üXò�ó%ø�û�û�B�þE÷3õ\B'û��Jù}ô�û�ÿJýb�yýkòTòK&.ò�õ�ù}ô�û�ÿ#�;� �?� � �E�O��ùcô�ý`�,û3ý}ý}ôöþXø�òÓùËûÜüJòTó}ô � ò÷KÿX÷xùËðXó}÷3ø � ÷3ó}ô�÷xùËôöû�ÿE÷3ø��Sû3ó}ñÜðXø�÷xùËôöû�ÿa�Sû�óH� d�d �=� WcúXô�ýÓô�ýÄùËúJò �Sû�øöø�û0/Äô�ÿ, �� /Äó}ôöùkùËò�ÿ úXò�ó}ò �Sû3ó�÷

d �



õ�û�ÿXýkùË÷3ÿ�ù � û�ø�÷iùËô�øöôöù:� σ ��XO�EÿXü p : D → R
ý}ðJõ]ú ùËúX÷xù8�,�Sû�óÄ÷xø�ø

q : D → R
�

d

dt

∫

D

pq −
∫

D

σ2S2

2

∂p

∂S

∂q

∂S
−
∫

D

σ2S2

2

∂p

∂S

∂q

∂M
+

∫

D

σ2S2

2

∂p

∂M

∂q

∂S

+

∫

D

(

r − σ2
)

S
∂p

∂S
q − r

∫

D

pq = 0,

p(T, S,M) = φ(S,M),

� � � �

/ÄúXò�ó}ò D = {(S,M) ∈ R2, 0 ≤ S ≤M} �MWcúXò*þ,û�ðJÿXüE÷3óV� õTû�ÿJüXôöù}ô�û�ÿ ∂p/∂M(t, S, S) =
0
ôöý�ÿE÷xùËðJóË÷3øöø��BõTû�ÿ�ù]÷xô�ÿXò�ü�ôöÿàùËúXôöý � ÷xó}ô�÷iùËô�û3ÿE÷3ø �Sû�ó}ñ�ðXø�÷xù}ô�û�ÿ�ý}ô�ÿJõTò(��þ �àôöÿ�ù}ò� �ó}÷xùËôöû�ÿÜþ ���E÷xókùËýû � ò�ó D X

−
∫

D

σ2S2

2

∂p

∂S

∂q

∂S
−
∫

D

σ2S2

2

∂p

∂S

∂q

∂M
+

∫

D

σ2S2

2

∂p

∂M

∂q

∂S
−
∫

D

σ2S
∂p

∂S
q

=

∫

D

σ2S2

2

∂2p

∂S2
q +

1√
2

∫

{S=M}

∂p

∂M
q.

WcúXòN�EókýkùàùËò�ó}ñ õ�û�ó}ókòTý��,û�ÿJüXýàùËû ùËúXò üJô��,ðXý}ôöû�ÿ�ùËò�ó}ñ ôöÿ � d�d �E� WcúXòìý}ò�õTû�ÿJü ùËò�ó}ñ ô�ý'÷3ÿ
ôöÿ�ù}ò� �ó}÷3øcû � ò�ó1ùËúJò þ�û�ðXÿXüX÷3ó�� {S = M} û(� D ÷3ÿXü ÿE÷xù}ðXóË÷xø�ø�� òTÿI�Sû3ó}õTò�ý1ù}úXò þ�û�ðXÿJüE÷3ó��
õ�û�ÿXüXôÎùËô�û3ÿ

∂p/∂M(t, S, S) = 0
�,�Íÿ�X5ô� �ðXókò��?�,/�òBó}ò��Xó}ò�ý}òTÿ�ù�ùËúXòK�Xó}ôöõTò[û(�u÷J�I<.ò�ü ýkù}ó}ô�B3ò
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ù}úXòàõTû�ÿ � òTó! 3òTÿXõ�ò1ôöÿ
ùËúXò� �ò�ÿXòTó}÷3øP�Só}÷3ñ�ò�/Qû�ó!B û(���EÿXôöù}òÜüXô4��ò�ó}òTÿ�ù�ýkõ]úXòTñ�òTýb�Sû�ó
-�÷3ñ�ô�øÎùËû�ÿ?>
��÷3õ�û�þXôcò���ðX÷xùËôöû�ÿXý�� �7û�ý}ýkô�þXø4��ðXÿJüXòTó'ý}û3ñ1ò ókòTýkù}ó}ôöõ�ùËôöû�ÿXýàû�ÿ�ù}úXòìñ1ò�ý}ú�ý}ô�5TòTý

δt
÷xÿXü

δS
�

/Qò�õ"÷3ÿ û�þ.ù]÷3ôöÿ õTû�ÿ � òTó! 3òTÿXõ�ò ù}û�ùËúXò � ô�ýkõTû�ýkôöù:� ý}û�øöðJùËôöû�ÿ û(�[ù}úXò ��

� �]� � �=� U�ò
ó}ò=�SòTó
ù}û � �,� 
 � �Sû3ó�÷*ý}úXû�óbù�ôöÿ�ùËó}û�üXðXõqùËôöû�ÿ@��÷3ÿXü�ùËû � � d � �Sû�óQ÷Bñ�û�ókòÓüJò�ù]÷xô�ø�ò�üKû � ò�ó � ô�ò=/.�YWHûH �ô � ò�÷ókû�ð, �úàôöüXò"÷�û9�EùËúXò%õ�û�ÿ � ò�ó! �ò�ÿXõTòÄó}ò�ý}ðXøÎùËýHô�ÿ � û�ø � ò�üàô�ÿÜýkðXõ]ú'ý}õ]úXò�ñ1ò�ý�� /�ò�õTû�ÿXýkô�üXò�ó�÷2 �ò�ÿXòTó}÷3ø
-�÷3ñ1ôöøöù}û�ÿ?>���÷xõTû�þXô�ò���ðE÷iùËô�û3ÿ=û9�Hù}úXòb�Sû�ó}ñ

H

(

t, x, p,
∂p

∂t
,
∂p

∂S
,
∂2p

∂S2

)

= 0,
�]
=� �

/ÄôÎùËúN÷�ù}òTó}ñ�ô�ÿX÷3ø�õ�û�ÿXüXôÎùËôöû�ÿ û�ÿ
p(T, ·) ��/ÄúXò�ó}ò H ôöý�÷3ýký}ðXñ�òTü ùËû þ,ò
õ�û�ÿ�ùËôöÿ�ðJû�ðXýì÷3ÿXü

S¿þE÷3õ\B /%÷xó}ü��X÷3óË÷3þ�û�øöô�õ��Óô�ÿ ùËúXò[ýkòTÿXýkò*ù}úE÷xù
ô4�
ψ1 ≤ ψ2

ù}úXòTÿ
H(t, x, p, u, v, ψ1) ≥ H(t, x, p, u, v, ψ2)

� � 
 d ÷ �
÷xÿXüìô��

u1 ≤ u2

ùËúXò�ÿ
H(t, x, p, u1, v, ψ) ≥ H(t, x, p, u2, v, ψ)

� �]
 d þ �
�Y��ðE÷xù}ô�û�ÿ)� � � �,ô�ÿJüXòTò�ü./Äókôöù}òTýM� 
�� � /Äôöù}ú@�8�Sû�ó

(t, S) ∈ (0, T )×(0, Smax)
�
H(t, S, p, u, v, ψ) =

min(−u− rSv − 1
2
σ2S2ψ + rp, p− φ(S)),

/ÄúXô�õ]ú=û�þ � ô�û�ðJý}ø���ýË÷xù}ô�ý��XòTý � 
 d �=�
X5ô�ókýkù*õTû3ÿ � òTó� �òTÿXõ�òìó}òTýkðXøöù}ý /QòTókòa �ô � òTÿ�ô�ÿ�ù}úXò)�SðJÿXüE÷3ñ�òTÿ�ù]÷xøM/Qû�ó!B�û(�D$�ó}÷3ÿXüE÷xø�ø;÷3ÿXü

\�ô�û3ÿXý � � � � �Sû�ó�\�ôF�Jý}õ]úXôÎù�5àõTû3ÿ�ù}ô�ÿ�ðXû�ðJý.�XÿE÷3ø�õTû3ÿXüXôöù}ô�û�ÿ
φ
�y÷3ÿXü /Äôöù}úXû�ðJù ∂2p

∂S2

üXò���òTÿXüJòTÿXõ�ò
ôöÿG�]
=� ���=�
��ÿ ÷3þXýkù}óË÷3õqù
÷xÿXü  �ò�ÿXòTó}÷3ø[õTû�ÿ � òTó! 3òTÿXõ�ò�ó}ò�ý}ðXøÎù ôöý] 3ô � ò�ÿ þ � ^%÷3ókø�ò�ý ÷3ÿJü &.û3ð, �÷3ÿXô >

üXôöý ôöÿ ����� �b/ÄúXôöõ]ú /Qò�ÿXû0/ ý}ðXñ�ñ1÷3ó}ô�5Tò(� U�ò'�Eókýkù�÷xý}ý}ðJñ1ò ùËúE÷xù
H
ý}÷xùËôöý��Eò�ý
÷ 
 ��(m:

��5 ��^E9 ��� �	��^���
 ^ �8< a ��/ÄúXôöõ]ú�õT÷3ÿNþ,ò�ý}ò�òTÿ�÷3ýì÷3ÿ ò=<�ùËò�ÿXý}ôöû�ÿNû(�*ùËúXò�ñ1÷R<.ô�ñÜðXñ �Xókô�ÿXõ�ôF�Xøöò
�Sý}òTò)AÄòTñ1÷3ó!B d ��ùËû ýkû�ñ�òàÿXû�ÿXøöô�ÿXòT÷3óÍò���ðE÷iùËô�û3ÿXý���WcúJò�õ�û�ñ*�E÷3ó}ôöý}û�ÿ��Xó}ôöÿXõTô��Xø�òÜôöýÍó}û3ð, �úXø4�
ù}úXò]�Sû3ø�ø�û0/Äôöÿ, � � d �E�I�E� � � X
÷xý}ý}ðJñ1òìùËúE÷iù

u
ôöý�÷ ýkðXþXý}û3ø�ðJù}ô�û�ÿ û(��� 
�� �N�yó}ò�ý!�@� ý}ð,��òTóký}û9>

øöðJùËôöû�ÿ �=� ^`_`ab_
H
(

t, x, u, ∂u
∂t
, ∂u

∂x
, ∂2u

∂x2

)

≤ 0
�yókòTý��@�

H
(

t, x, v, ∂v
∂t
, ∂v

∂x
, ∂2v

∂x2

)

≥ 0
�+�Sû�ó

(t, S) ∈ (0, T )× (0, Smax)
�;/ÄôÎùËú

u ≤ 0
�Só}ò�ý!�@�

v ≥ 0
��û�ÿ1ù}úXò�þ�û�ðXÿJüE÷3ó}ôöòTý

S = Smax

÷3ÿXü
t = T

�JùËúJòTÿ
u ≤ v

ò � ò�ó�� /ÄúXòTókò(�ï�û0/.��ý}ð,�I�,û�ýkòcùËúE÷xùY/QòÄõ"÷3ÿ�/ÄókôöùËò%ù}úXòÄý}õ]úXò�ñ1òÄôöÿÜùËúXòÓ÷3þXýbùËó}÷3õ�ùY�Sû�ókñ�X ∀i ∈ {0, . . . , I}
Sρ(tn, Si, P

n
i , P̃ ) = 0,

�]
	���
/ÄúXò�ó}ò

ρ = (δt, δS)
��÷xÿXü

P̃
ýkù]÷xÿXüXýO�Sû�ó

(P k
j )0≤k≤N, 0≤j≤I

� U�òcý}ðI�,�,û3ý}ò%ùËúX÷xù�� 
 ���5÷3üXñ�ôöù}ý
÷xùHø�òT÷3ýkù7û�ÿJòQýkû�ø�ðJù}ô�û�ÿ[üXò�ÿXû3ù}òTü

Pρ

�ZWcúXò�ÿ@�3ôöÿ*ù}úXò;ø�ô�ñ�ôöù /ÄúXòTÿ
ρ
 �û�òTýnùËû�5Tò�ó}û,�

Pρ

õ�û�ÿ � òTó� �òTýù}û
p
ýkû�ø�ðJù}ô�û�ÿ�ù}û�� 
=� ��ô4�Hù}úXòb�Sû�ø�øöû0/Äô�ÿ, BõTû�ÿXüJôöùËôöû�ÿXýÄ÷3ókò�ýË÷xù}ô�ýV�EòTü8X
(i)
� 9 � 5�Gb^>< ^ � L 
 ���87 ^ � ^���� �9/ÄúJô�õ]úÜókò"÷3üXý

max0≤n≤N, 0≤i≤I |P n
i | ≤ C

�(�Sû�ó7ý}û�ñ�ò
õ�û�ÿXýbù]÷3ÿ�ù

C
ô�ÿXüJò���òTÿXüXò�ÿ�ù�û(�

N
÷3ÿXü

I
� ^`_`ab_ �Xô�ÿJüXò���òTÿXüJòTÿ�ù�û9�

ρ
�E�

(ii)
� 
 ����9 ^E9 � a ��
^L 
 ���87 ^ � ^���� XP�Sû�óÄ÷3ÿ � ó}ò� �ðXø�÷3ó_�SðXÿXõqùËô�û3ÿ

ψ
�G÷3ÿXü

ξ ∈ R
�

lim
ρ→0, tn→t, Si→S

Sρ(tn, Si, ψ(tn, Si)+ξ, ψ̃+ξ) = H

(

t, S, ψ,
∂ψ

∂t
,
∂ψ

∂S
,
∂2ψ

∂S2

)

(t, S)

� /ÄúXòTókò
ψ̃ + ξ = (ψ(tk, Sj) + ξ)0≤k≤N, 0≤j≤I

�=� XGû3ó'÷ /Qò"÷(BxòTóKýbù]÷xù}òTñ�òTÿ�ù
ýkòTò � � � �
(iii)

� ( ����� � ���V^�
 ^ � L 
 ���87 ^ � ^���� �?/ÄúXô�õ]ú=ó}òT÷3üXý
P̃ ≤ Q̃ ⇒ Sρ((tn, Si), P

n
i , P̃ ) ≥ Sρ((tn, Si), P

n
i , Q̃).

� d
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÷3ÿJü õTû�ÿXýkô�ýbùËòTÿJõ��
õ�û�ÿXüXôÎùËôöû�ÿXýÍ÷xó}ò�õ�ø�û�ýkò�ùËû1ùËúXòÜýbù]÷3þJô�ø�ôÎù:�=÷3ÿXü õ�û�ÿXý}ôöýkù}òTÿXõ=�
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 d þ ��ýË÷iùËô�ýT>
�Eò�ü þ �

H
�E�Y��ùÓô�ýÄ÷3õqùËðE÷3øöø��1ó}ò�ø�÷xù}òTü ùËû�÷àüXô�ýkõTókò�ùËò*ñ1÷R<.ô�ñÜðXñ �Xókô�ÿXõ�ôF�XøöòJ�yýkòTòKAÓò�ñK÷xó!B � �=�

�����
	���
���� ���T�{�{x��O���4y{�!�
	�yB���{% - ��� ��� aD9 � ^>(@5 � aD9 
;5 � 5=<k9 �[G a �=G � 5 ^�� a;7 � ��� � � a$e �V^ � a
7 ^ 	 a � a ��
Qam9 
 � a^(�aD9 �`�W
���� �`� � ��� � � ��� _ ' ����a�AT5=( �8< aDC � ��� ��� a[-,-c9 
 � a^(�aDC.5 �Pa ��� ���)aD9^:
� ^>(@5 � a � � ����7 a �

δS1/2 ^�� L∞ : �����^( 
;5 � G a �	� ��J a;7 ���87 a � 5 � ' � 
 ���87 ^ � ^���� 5 �87 � ���
� ^ �M9 
 � ^ � 

^��V^ � ^!5=<�7�5 � 5�V2WT��X�_ i�� ��� a 
 ��� � a�A � � �~e �V^ � a a^< a^(�a � � (�a � � �H7 /�9 aQa.�8a 
 � ^���� 
�_��H3
5 � a ��� ��� aD9 � ^>(@5 � a � � ����7 a �

δS2 
;5 �_G a �	� ��J a;7�C*G � � ^�� � � a l a;5�R a �
L2 : ������( _

���!�M�E� �H�
�$#f��� �� 8yF	�y{�fx8 ]	& $| " x8 �}8�T� ���� �" � x 
?yFz�� �~ ��fyB��|����,�T�{�� $" � �B"�z����
���=�
��ù�ô�ýcòT÷3ý�� ù}û1ýkòTò(�Gôöÿ � ôöò�/ û(�.�`� � �E�XùËúE÷iùÓù}úXòK��� ý}õ]úXò�ñ1ò*ô�ýcýbù]÷3þXøöò*÷3ÿXü=ñ1û�ÿJû3ùËû�ÿJò�ô��7ùËúXòõ�û�ñ)��û�ÿXò�ÿ�ùËý�û(��ùËúXòcñ1÷xù}ó}ô4<

(Id−δtA)
÷3ókòcÿXû�ÿXÿXò� �÷xù}ô � ò9�ZWcúXôöý�ô�ýuòE<J÷3õ�ù}ø��H/ÄúX÷xù�ô�ýuÿJòTòTüJòTüù}û+�Xókû � òà÷1üJô�ý}õ�ó}òqùËò*ñK÷R<.ôöñÜðXñ �Xókô�ÿXõ�ôF�Xøöò[ô�ÿìùËúXòH��ðJó}û���ò"÷3ÿ õ"÷3ýkòN�yýkòTòHAÓò�ñK÷3ó�B � �=��WcúJô�ý

�Xókû���òTókù:��úXû3ø�üXý;ðXÿXüXò�ó�÷H$_XZ\
õTû3ÿXüXôöù}ô�û�ÿ'û(��ùËúXò �Sû�ó}ñ
δt ≤ CδS2 � C õTû3ÿXýkùË÷3ÿ�ù8�.÷3ÿXü)/ÄôÎùËú÷3ÿ�÷9�,�Xó}û(�Xó}ô�÷xùËòBüXô�ýkõTó}òqùËô�5"÷xù}ô�û�ÿ
û9��ùËúXò'÷3ü � òTõqùËô � òÜùËò�ó}ñ]�.WcúXò*$%ï ý}õ]úJòTñ�òàô�ý�÷3øöý}û�ýbù]÷3þJø�ò÷3ÿJü1ñ�û�ÿXû3ù}û�ÿXòcðXÿJüXòTó;÷K$_XZ\�>¿øöôFB3òcõ�û�ÿXüXôÎùËôöû�ÿ@����ÿ'ùËúJòÓûxùËúXò�ó�úE÷3ÿXü@��ôÎù�õ"÷3ÿ'þ�òÓýkúXû0/Äÿ1ù}úE÷xù

ù}úXò �T�O>T&'ýkõ]úXòTñ�òÓ÷3ýY/�ò�ø�øE÷xý�ù}úXò��T� ýkõ]úXòTñ�ò�÷xó}òcýkùË÷3þXøöòÄ÷3ÿXü�ñ1û�ÿJû3ùËû�ÿJòL/Äôöù}úXû�ðJù;÷3ÿ �*$_X�\
õ�û�ÿXüXôÎùËô�û3ÿ@�
ï�û0/ ø�ò�ùuðXý�ò=<?�Xø�÷xô�ÿàúXû0/ ùËû[ý}û�ø � ò%ù}úXòcô�ñ*�Xø�ôöõTôÎùHýkõ]úXòTñ�òTýD� � � �Hû�ó�� � ���Hôöÿ��XóË÷xõ�ùËôöõTò9�R\�ò�ùðXýÓõTû3ÿXý}ôöüXòTócùËúJòK�T� ýkõ]úXòTñ�ò+�`� � �\� �%ù�òT÷3õ]ú ù}ô�ñ�òÍýkù}ò��@�Gýkò�ù}ù}ô�ÿ, 

b = P n+1 � B = Id + δtA÷3ÿJü
g = (φ(Si))i

�XùËúXò.�Xókû�þXøöòTñ ôöýcò���ðXô � ÷xø�òTÿ�ùÄùËû��EÿJü x = P n ý}ðXõ]ú=ùËúE÷iù
min((Bx− b)i, (x− g)i) = 0, ∀i. �]
 � �

WcúXò�� ��l*5 ��7[5=< 
�����^ � � ( � � � � �?÷3øöý}û*õ"÷3øöø�òTüàù}úXò � ��< ^�
^L ^ � a ��5 � ^���� 5=< 
�����^ ��� ( �uô�ý�ùËúXòÓñ�ò�ùËúJû.ü
û(�;õ]úXû3ô�õTòBùËû ý}û3ø � òc� 
 � �E�bWHûc�Jó}òTýkòTÿ�ù[ùËúXôöýÍ÷3ø� �û�ókôöùËúJñ�� /Qòàó}ò�/Äókôöù}òN� 
 � �Óô�ÿ ùËúXòH�Sû3ø�ø�û0/Äôöÿ, 
�Sû�ókñ�XO�XÿXü

x
ý}ðXõ]ú=ùËúE÷iù8�

min
α∈{0,1}I

((B(α)x− b(α))i) = 0, ∀i, �]
�� �

/ÄúXò�ó}ò
Bi,j(α) =

{

Bi,j

ô��
αi = 0

δi,j
ô��
αi = 1

�7/ÄúXò�ó}ò
δi,j
ô�ý*÷( �÷3ô�ÿ�ùËúXòO��ó}û�ÿJòTõ\B3ò�óÜý���ñÜþ�û�ø	� ^`_`ab_

ù}úXò
(i, j)

>_ùËú�õ�û�ñ*�,û�ÿJòTÿ�ùàû(�
Id
�B÷3ÿXü

bi(α) =

{

bi
ô��
αi = 0

gi

ô��
αi = 1

� WcúXò
i
>�ù}ú�õTû�ñ*�,û3ÿXòTÿ�ù

û(�
B(α)x − b(α)

û�ÿJø���üXò��,ò�ÿXüXýàû�ÿ ùËúXò
i
>�ù}ú õTû3ñ)��û�ÿXò�ÿ�ù�û(�

α
�5ý}û ùËúE÷xùBùËúXò1ñ1ôöÿXô�ñ�ðXñ

�Sû�ó�ùËúXò
i
>�ù}ú õTû�ñ*�,û3ÿXòTÿ�ùÍôöÿ � 
 � ��ô�ý�ô�ÿXüJòTòTü
ùË÷(B3ò�ÿ /ÄôöùËú ó}òTý��,ò�õ�ù�ù}û�ùËúXò

i
>�ù}ú õTû�ñ*�,û3ÿXòTÿ�ù

û(�
α
�OWcú�ðXý��,�Sû�ó�÷� �ô � òTÿ x ÷3ÿXü α ó}òT÷3ø�ô�5Tô�ÿI *ù}úXòÍñ�ô�ÿXôöñÜðXñ ô�ÿ � 
�� �E��ù}úXò�õTû3ñ)��û�ÿXò�ÿ�ù αi

ô�ý
ò���ðX÷3ø�ùËû

0
�Só}ò�ý!�@�;ùËû

1
�%ô��T�E÷xùÄù}úXò

i
>�ù}ú ÿXû�üXò9�XùËúXò*ñ1ôöÿXô�ñ�ðXñ ô�ÿG� 
 � ��ôöý

(Bx− b)i

�Só}òTý��@�
(x− g)i

�=�MXEû�óÄ÷3ÿìô�ÿJôöùËô�÷3ø � ÷xø�ðXò�� α0 ∈ {0, 1}I �Xù}úXò*÷3øF 3û�ó}ôÎùËúXñ /Äó}ôÎùËò�ý�÷xý �Sû3ø�ø�û0/Äý�Xuôöù}òTóË÷iùËò
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p(t, x) = max
α∈L∞([t,T ],K)

E

(
∫ T

t

f(u,X t,x,α
u , α(u)) du+ e−

R T

t
r(s) dsφ(X t,x,α

T )

) �]
	
��

l � a � a
K
^E9 
 ��( ��5�
 � Cj5 �87OlR^ ���
{

dX t,x,α
u = b(u, x, α(u))du+ σ(u, x, α(u))dWu, u ≥ t,

X t,x,α
t = x.

���



b � a 
 ����� aD9 � ���87 ^���
m),+.- 
;5 �aG a.9 � ��l � � �IG a

min
α∈K

(

− ∂p

∂t
− 1

2
σ2(t, S, α)

∂2p

∂S2
− b(t, S, α)

∂p

∂S
+ rp− f(t, S, α)

)

= 0

^�� ��� a?J ^E9 
 �F9 ^ � L.9 a ��9 a /�9 aQa,V 
8��XQ3 _ ' ^��V^ � an7 ^ 	 a � a ��
Qa 9 
 � a^(�aD9j9 ^>( ^><g5 � � � ��� �F9 a �	� aD9 a � � a;7
5�G ��J a � ��� � (�a ��^�
;5 � � � � ^�����9 
;5 � G am5 � �8< ^ a;7 _ i^( �8< ^�
 ^ � 9 
 � a^(�aD9DC ^ � 
 ����9 ^!7 a � a;7�C�
;5 � G a
9 ��<SJ a;7aGHL ��� a � ��l*5 ��7a5=< 
�����^ ��� ( _ b � ^E9 
;5 �05=<k9 ��G a 
 a � a ��5=< ^�
 a;7 � � � � � ^>(@5=<�9 � � � ��^���

� ^>(�a �	� �=GH< a^(�Ch5�7�7 ^���
)^�� �]
	
�� 5I9 � �	� a^( ��( ��J a �K9 � � � ��^���
 � ^>(�aD9mlR^ ��� J�5=< �VaD9
^��

[t, T ]/�5�9 ^�� � d 
�� 3 _ ' ����9 � 
 � 
 a � a ��5=< ��� � a;N ��5 � ^�����9DC�5P7 ^E9 
 � a � ^�
F5 � ^����OGHLK5~e �V^ � a a^< a^(�a � � 5 �8:
�	� �H5�
 � ^E9 ��� � 5=<Sl*5=L{9 � �F9D9 ^!GH< adG a 
;5 ��9 a?5 ��5 � �	� � �	��^!5 � a J�5 ��^!5 � ^���� �85=< � ����( ��<g5 � ^���� 
;5 � ��� �
5=<Sl*5=LF9�G a �=G � 5 ^�� a;7 /�9 aQa?V���XQ3 _

� + * � <26�� G23 ;=6 6:AL6 576:G�; CR020>1 KECED <
��ýÍô�ÿ=ùËúXòH��ðJó}û���ò"÷3ÿ õT÷3ý}ò9�,ù}úXòH�EÿXôÎùËò*òTøöòTñ�òTÿ�ù�÷(�I�Xó}û�÷xõ]ú
ó}ò���ðJô�ó}ò�ý�÷ � ÷3ókô�÷xù}ô�û�ÿE÷xø��Sû�ó}ñ�ð?>ø�÷xùËôöû�ÿ û(��ù}úXò���

� �]� � �=��\�òqù�ðXý�õTû3ÿXý}ôöüXòTóÍù}úXòÜõ"÷xý}òàû(��ùËúJò ��ñ�òTókô�õ"÷xÿ �XðJù[û��.ùËô�û3ÿ@��\�ò�ù
V
þ,òÍù}úXòb�SðXÿXõqùËô�û3ÿE÷3ø�ý��E÷3õTòB÷3ýcôöÿG� � � �?� d �%÷3ÿXü

K = {q ∈ V, q ≥ φ} .
U�ò �Eó}ýbù ÿJû3ùËôöõTò
ùËúX÷xùG� � � ��ô�ý ò���ðXô � ÷3ø�ò�ÿ�ùìù}û�ù}úXò�ý}òqù û9��ôöÿXò���ðE÷3øöôöù}ô�òTý�� �Sù}û� �ò�ù}úXòTóa/ÄôÎùËú
p(T, S) = φ(S)

�


















p− φ ≥ 0,

−∂p
∂t

+ Ap ≥ 0,
(

−∂p
∂t

+ Ap
)

(p− φ) = 0.

�]
 � �

U�ò�õ"÷3ÿ õ]úXòTõ\B ù}úE÷xù ùËúJô�ýìô�ý ò���ðJô � ÷3ø�ò�ÿ�ù'�7�Sû�ó ýkðI3�õTô�ò�ÿ�ùËø�� ý}ñ�û.û3ù}ú �SðXÿXõ�ù}ô�û�ÿ
p
�1ùËû�ùËúXò

�Sû�øöø�û0/Äô�ÿI � ÷3ó}ô�÷xùËôöû�ÿE÷3ø �Sû�ó}ñ�ðXø�÷xù}ô�û�ÿ �Sû�ó�� � � ��X �EÿXü p ∈ L2([0, T ], K)∩C0([0, T ], L2(R+))ýkðXõ]ú ù}úE÷xù �Sû�óÄ÷3øöø
t ∈ [0, T )

�

∀q ∈ K, −
∫

∂p

∂t
(q − p) + a(p, q − p) ≥ 0

�]
 ���

/ÄúXò�ó}ò
a
ôöý�ùËúXò�þXô�øöô�ÿXòT÷3óO�Sû�ó}ñ � � d ��üXò��XÿXòTüì÷3þ�û � ò��yó}ò�õ"÷3øöøEùËúE÷xùM�Sû�ó�õTû3ñ)�E÷xõ�ùËø4�'ý}ð,�I�,û�óbùËò�ü

�SðXÿJõ�ùËôöû�ÿXý
p
÷3ÿXü

q
�
a(p, q) =

∫

Ap q �=�?/ÄôöùËú ù}úXòb�EÿE÷3ø�õ�û�ÿXüXôÎùËô�û3ÿ
p(T, S) = φ(S).

�¿ÿXüJòTòTü��cþ � /ÄókôöùËôöÿ, 
q − p = (q − φ) − (p − φ)

��ôÎù�ô�ý'õTøöò"÷3óàùËúX÷xù�� 
 � �Üôöñ)�Xøöô�ò�ýN� 
 �(�=�
$�û�ÿ � òTó}ýkòTø4����õ]úXû.û3ý}ô�ÿI 1÷'ý}ð?31õ�ô�ò�ÿ�ù}ø�� ø�÷3ó! 3ò q ∈ K

ôöÿ'� 
 ���\�,/Qò*û3þJù]÷3ôöÿ ùËúE÷xù −∂p
∂t

+ Ap ≥
0
� WH÷(B�ô�ÿI �ù}úXòTÿ

q = φ
ôöÿ � 
 �(�E��/�ò=û�þJùË÷3ô�ÿ�ù}úE÷xù 〈−∂p

∂t
+ Ap, φ− p

〉

≥ 0
�;þXðJù'ù}úXô�ý

ôöÿXò���ðE÷3øöôöù:�Kô�ýÄ÷3õqùËðE÷3øöø��K÷3ÿ=ò���ðE÷3øöôöù:��ýkô�ÿXõ�ò −∂p
∂t

+ Ap ≥ 0
÷3ÿXü

φ− p ≤ 0
�

ï�û3ù}ô�õ�ò�ùËúE÷iù�ô�� /�ò%ùË÷(B3ò
K = V

ô�ÿ]�]
 ���\��/�òÄókòTõTû � òTó�ùËúXò � ÷3ókô�÷xù}ô�û�ÿE÷xø �Sû3ó}ñÜðXø�÷xùËôöû�ÿc� ��� �
�Sû�ó.��ðXókû���ò"÷3ÿ�û��Jù}ô�û�ÿ��H��ó}ò�õTôöý}òàò=<.ôöýkùËò�ÿXõTò�÷3ÿJü ðJÿXôF��ðXò�ÿXòTýkýBókòTý}ðJøöùËý
�Sû3óÍý}ðXõ]ú � ÷3ó}ô�÷xùËôöû�ÿE÷3øôöÿXò���ðE÷3øöôöù}ô�òTýQõ"÷3ÿìþ�ò
�Sû�ðXÿXü ôöÿ � � � ��XEû�ó%ókòTýkðXøöù}ýÄ÷3ÿXü=÷(�,�Xøöô�õT÷xùËôöû�ÿXý;ô�ÿ�ùËúJò
�EÿE÷3ÿXõ�ò�õTû�ÿ�ù}ò=<�ù8�
/QòBókò��Sò�óÄù}û � ��� �
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ï�û0/.��÷3ý�ôöÿJ&.òTõqùËôöû�ÿ � � �?� d �(/�òÄôöÿ�ù}ó}û�üXðXõ�òc÷Íý}ò���ðJòTÿXõ�ò�û(� �EÿJôöùËò�üXô�ñ�òTÿXýkô�û�ÿX÷3ø �SðXÿXõ�ù}ô�û�ÿX÷3ø
ý��E÷3õTò�ý

Vh ⊂ V
�.ý}ðXõ]ú ùËúX÷xù�ù}úXò2�SðXÿXõqùËôöû�ÿXý�ôöÿ

V
÷3ókòÍþ�ò�ù}ù}òTóc÷xÿXü�þ�ò�ù}ù}òTóc÷9�,�Xó}û8<.ô�ñ1÷xù}òTü�þ �

�SðXÿJõ�ùËôöû�ÿXý*ô�ÿ
Vh

÷3ý
h
 �û.ò�ý*ù}û

0
�#�ÍÿXò1õT÷3ÿ'�Sû3ó*òE<J÷3ñ)�Jø�ò'õTû�ÿJý}ô�üJòTóB÷�� d �EÿJôöùËò'ò�ø�òTñ�òTÿ�ù

ý��E÷3õTòcû3ÿ'÷�ñ1ò�ý}ú
(Si)0≤i≤I

�OAÄòTñ�òTñÜþ�òTó7ùËúE÷xùu÷�þE÷3ýkô�ýuû9�
Vh

ôöýZ �ô � òTÿàþ ��÷�ý}òqù�û(� �SðXÿXõqùËôöû�ÿXý
(qi)0≤i≤I

�2��ýÍô�ÿ &�òTõ�ù}ô�û�ÿ � � �;� d �GùËúJòH�EÿXôÎùËò�ò�ø�ò�ñ1ò�ÿ�ùÍ÷(�,�Xókû8<JôöñK÷iùËô�û3ÿ û(��� 
 ���Óôöý�û�þ.ù]÷3ôöÿXòTü
þ �ìó}ò��Xø�÷xõTô�ÿI 

V
þ �

Vh

XY�EÿXü
ph ∈ C0([0, T ], K ∩ Vh)

ý}ðXõ]ú=ùËúE÷iù��Sû�óÄ÷3ø�ø
t ∈ [0, T )

�

∀qh ∈ K ∩ Vh, −
∫

∂ph

∂t
(qh − ph) + a(ph, qh − ph) ≥ 0,

�]
 � �

/ÄôÎùËúìùËúXòb�EÿE÷xø�õTû�ÿJüXôöù}ô�û�ÿ
ph(T ) = φh

�,/ÄúJòTó}ò
φh ∈ Vh

ôöýÄ÷3ÿ ÷(�,�Xókû0<.ôöñK÷xù}ô�û�ÿKû(�
φ
�

XEû�óBù}ô�ñ�òKüXôöý}õTókò�ù}ôF5"÷iùËô�û3ÿ@�uû�ÿXò õT÷3ÿ�÷( �÷xô�ÿ�ðXýkò�ùËúXò ýkõ]úXòTñ�òTý�/Qò úE÷ � òìô�ÿ�ù}ó}û�üXðXõTò�ü�ô�ÿ
&.ò�õ�ù}ô�û�ÿ � � d � d �)XEû�ó�òE<J÷3ñ)�Jø�ò(��ù}úXò'ô�ñ*�Xø�ôöõTôÎù
��ðXøöòTó[ý}õ]úXò�ñ1ò1÷(�,�Jø�ô�ò�ü
ùËûG� 
 ����ô�ý�ÿE÷xù}ðXóË÷xø�ø��
üXò=�EÿXò�üì÷3ýM�Sû3ø�ø�û0/Äý�X �EÿJü

pN
h , p

N−1
h , . . . , p0

h

ô�ÿ
Vh ∩K

ýkðXõ]úKù}úE÷xù
pN

h = φh

�yôöÿXôöù}ô�÷3øöôF5"÷iùËô�û3ÿ �
÷3ÿJü@�,�Sû�ó

n = N − 1, . . . , 0
X

∀qh ∈ Vh ∩K, −
∫

pn+1
h − pn

h

δt
(qh − pn

h) + a(pn
h, qh − pn

h) ≥ 0.
�]
(C �

�ÍÿXò[õ"÷3ÿìò"÷xý}ô�ø4��õ]úXò�õ\B ùËúE÷xù
qh ∈ Vh ∩K ⇔ qh ∈ Vh

÷3ÿXü
qh(Si) ≥ φ(Si), ∀i.


�ò�ÿXû3ù}ô�ÿ, 
Ah

÷3ÿXü
Mh

ùËúJò%ñK÷xý}ý�÷3ÿJüÜýkù}ô��,ÿXòTýký�ñK÷xù}ó}ôöõTòTý5÷3ý5ôöÿJ&.ò�õ�ùËôöû�ÿ � � �?��÷3ÿJüÜó}òT÷3ý}û�ÿJô�ÿ, 
÷3ýK�Sû�ó[ùËúXò�ò���ðXô � ÷xø�òTÿJõTòKþ�ò�ù:/QòTò�ÿ � � � �=���]
 � ��÷3ÿXü � 
 ���\�5ôÎù*õ"÷3ÿ�þ�ò�õ]úXòTõ\BxòTü�ùËúE÷xùa� 
9C �Íô�ý
ò���ðJô � ÷3ø�ò�ÿ�ùÓù}û'ý}û�ø � ò[ô�ÿ RI X

min

(

(

−Mh
P n+1 − P n

δt
+ AhP

n
)

i
,
(

P n − g
)

i

)

= 0, ∀i,

/ÄúXò�ó}ò
gi = φ(Si)

÷3ÿJü
P n

i = pn
h(Si)

���Y��ðJô � ÷3ø�ò�ÿ�ùËø��(�7ù}úXò+�Jó}û�þXøöòTñ ôöý*ù}û��EÿXü P n ý}ðJõ]úù}úE÷xù
min

((

(Mh + δtAh)P
n −MhP

n+1
)

i
,
(

P n − g
)

i

)

= 0, ∀i.
WcúXôöýÄô�ýÄ÷àý}ôöñ1ôöø�÷3ó��Xókû�þXø�ò�ñ ÷3ý��Sû�ó%ù}úXòb�T� �EÿJôöùËò�üJô��,òTó}ò�ÿXõTò[ýkõ]úXòTñ�ò)�yý}ò�ò)� 
 � ���`/ÄúXòTókò�ùËúXò
ñ1÷xùËókô4<

(Id + δtA)
ôöý%ÿXû0/®ókò��Xø�÷3õTò�ü=þ �

(Mh + δtAh)
�Y��ùÄõT÷3ÿ þ�ò�ý}û3ø � ò�ü þ ��ù}úXò.-�û0/�÷3ó}ü÷3ø� �û�ókôöùËúJñ �XókòTýkòTÿ�ùËò�üÜô�ÿ &.ò�õ�ùËôöû�ÿ��,� d � � �PXEû�ó�ùËúJòM�X÷3ókù}ô�õTðJø�÷3ó8��ñ1ò�ó}ôöõ"÷3ÿ.�XðJù �Xókû�þXøöòTñ®ðXÿJüXòTó

ýkû�ñ1òÍ÷3ý}ýkðXñ)�.ùËô�û3ÿXýQû3ÿ�ùËúXò�ñ1ò�ý}ú ýkù}ò��Xý
δt
÷3ÿJü

h
�JôöùQõ"÷xÿì÷3ø�ýkû�þ�ò�ý}û3ø � ò�ü þ �1ù}úXòb^�ókòTÿXÿE÷xÿ÷3ÿJü#&�õ]ú /�÷3óbù�5 ÷3øF �û3ó}ôöù}úXñ û�ó�ù}úXòc�Só}û�ÿ�ù�>_ùËó}÷3õ\B�ô�ÿ, �÷3ø� �û�ókôöùËúJñ ñ1ò�ÿ�ù}ô�û�ÿJòTü�ô�ÿ AÄòTñ1÷3ó!B d �

÷3þ�û � ò9�ï�û3ù}ô�õ�ò
ùËúE÷xù ÷ $�óË÷xÿ,B�>�ï�ôöõTû�øöý}û�ÿNýkõ]úXòTñ�ò�õT÷3ÿ þ,ò üXò�ó}ô � òTü�ô�ÿ ÷�ý}ôöñ1ôöø�÷3ó*/%÷8��� WcúXò
òE<I��òTõqùËò�ü ò�ó}ókû�ó��Sô�ÿ

L2 >�ÿXû�ó}ñ+�cô�ýH�?÷3ýÍôöÿ ù}úXò���ðXókû��,òT÷3ÿ õ"÷xý}ò0� O(h2) + O(δt)
�Sû�ó�ù}úXòH�T�

ýkõ]úXòTñ�ò�÷xÿXü
O(h2) +O(δt2)

�Sû�ó%ù}úXò $%ï ý}õ]úXò�ñ1ò9�
U ò�õTû�ÿJõTø�ðJüXò�ù}úXô�ýQý}òTõqùËôöû�ÿ�þ ��÷*ÿ�ðXñ1ò�ó}ôöõ"÷3øGô�øöø�ðXýbùËó}÷xùËôöû�ÿ'û(��ùËúJò�ñ�òTý}ú ókò��EÿJòTñ�òTÿ�ù_�Xókû9>

õ�òTüXðXókò�ñ�òTÿ�ùËôöû�ÿXò�üBôöÿHAÄòTñ1÷3ó!B ��÷3þ�û � ò�÷(�,�Xøöô�òTü�ù}ûÓù}úXò`�Jó}ô�õ�ô�ÿ, Äû(�X÷3ÿ
��ñ1ò�ó}ôöõ"÷3ÿ[û��Jù}ô�û�ÿ*û�ÿù:/QûÜ÷3ýký}òqùËý��`&.ðJõ]ú�÷3ÿK÷3ðJùËû3ñK÷xù}ô�õ%ókò��EÿJòTñ�òTÿ�ùL�Jó}û�õTòTüJðXó}ò�ô�ýY�E÷3óbùËôöõTðXø�÷3ó}ø4��ðXýkò��SðXø �Sû�óE��ñ�òTóT>
ôöõ"÷3ÿ1û��JùËôöû�ÿXý;þ,ò�õ"÷3ðJý}ò�ù}úXò2�Xókô�õ�ô�ÿ, .�SðXÿXõqùËô�û3ÿ�ô�ý;ÿXû3ùQý}ñ�û.ûxùËú�÷iù%÷3ÿ �* �ô � òTÿ1ùËô�ñ�ò t ∈ [0, T ]

�
X5ô� �ðXókòTý � ÷3ÿJü)�àô�ø�øöðXýkù}óË÷xù}ò�ýkðXõ]ú ÷Üñ1ò�ý}ú ó}ò=�EÿXò�ñ1ò�ÿ�ù��Sû3óc÷�ù:�;�Xô�õT÷3ø,ù:/Qû�÷3ý}ýkò�ùËý"��ñ1ò�ó}ô�õT÷3ÿ
û��.ùËô�û3ÿ /ÄôÎùËú �E÷8��û(�

φ(S1, S2) = (K − max(S1, S2))+

�+WcúJòK÷3óbùËô4�EõTô�÷3ø5þ�û�ðXÿXüX÷3ó��
Γ0

ô�ý
{max(S1, S2) = S̄ = 200} �N-�û�ñ�û� �ò�ÿXòTû�ðJýH
�ôöó}ôöõ]úXø�òqùBõ�û�ÿXüXôÎùËôöû�ÿXýB÷3ó}ò�ô�ñ*�,û3ý}òTü û�ÿ Γ0

�

� �



U�ò'úE÷ � ò�õ]úXû�ý}ò�ÿ ù:/Qû=ò=<J÷3ñ*�Xø�ò�ý����¿ÿ ùËúXò��Eókýkù*ò=<J÷3ñ*�Xøöò(��ùËúJò��E÷3óË÷xñ1òqùËòTóký*÷3ó}ò σ1 = 0.2
�

σ2 = 0.1
�
r = 0.05

�
ρ = −0.6

÷xÿXü
K = 100

�M�¿ÿ ù}úXò*ý}òTõ�û�ÿXü
òE<J÷3ñ)�Jø�ò(�Xù}úXòK�E÷3óË÷xñ1òqùËòTóký
÷3ókò

σ1 = σ2 = 0.2
�
r = 0.05

�
ρ = 0

÷3ÿXü
K = 50

�OWcúJò�ô�ñ*�Xøöô�õTôÎùY��ðXøöòTó;ý}õ]úXò�ñ1ò�úE÷3ý�þ�òTò�ÿ
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Xτ

û3ÿ�÷��Eøöù}òTókòTü �Xókû�þE÷3þJô�ø�ôÎù:��ý!�E÷xõTò+/ÄôÎùËú �Xókû�þE÷3þXôöø�ôÎù:�
P∗ �uùËúXò \�� � � >2��úXô�ÿ�ùËõ]úJô�ÿXò

�Sû3ó}ñÜðXø�÷ÜýË÷8��ýÓù}úE÷xùcù}úXòTókò*òE<.ô�ýkù}ý�÷��SðXÿJõ�ùËôöû�ÿ
χ : R → C

ýkðXõ]ú ù}úE÷xù
E∗(eiuXτ ) = e−τχ(u),

χ(u) =
σ2u2

2
− iβu+

∫

|z|<1

(eiuz − 1 − iuz)ν(dz) +

∫

|z|>1

(eiuz − 1)ν(dz),

�Sû3ó
σ ≥ 0

�
β ∈ R

÷3ÿXü*÷_�,û3ý}ôöù}ô � òuñ1òT÷3ý}ðJó}ò ν û�ÿ R\{0} ý}ðJõ]ú*ù}úE÷xù ∫
R

min(1, z2)ν(dz) <
+∞ �ZWcúXò�ñ�ò"÷3ýkðXó}ò

ν
ô�ý�õT÷3ø�øöòTü'ùËúXò2\�� � �Kñ�ò"÷3ýkðXó}òÓû(� X ��U ò��Sû�õTðXý;û�ÿ \�� � �1ñ�ò"÷R>ýkðXó}ò�/ÄôÎùËú�÷KüJòTÿXýkôöù:���
ν(dz) = k(z)dz

�K��ù�ô�ý�÷3ý}ýkðXñ1ò�ü ùËúE÷xù�ùËúXòÜüJô�ý}õ�û�ðXÿ�ùËò�ü �Xó}ôöõTò
û9�Óù}úXò�ókô�ý!B � ÷3ý}ýkò�ùàôöýÜ÷
ý���ðX÷3ó}ò ôöÿ�ù}ò� �ó}÷3þXøöò1ñ1÷3ókù}ô�ÿ, �÷3ø�ò'ðXÿXüJòTó

P∗ ��÷3ÿJü�ùËúE÷xùÜôöùBô�ýókò��XókòTýkòTÿ�ùËò�ü ÷3ýcùËúXò[òE<I��û�ÿXò�ÿ�ùËô�÷xø�û(�u÷ \�� � �N�Xókû.õ�òTýkýbX
e−rτSτ = S0e

Xτ .

WcúJòBñ1÷3ókù}ô�ÿ, �÷3ø�ò��Xó}û(�,ò�ókù:�ìô�ý%ù}úE÷xù
E∗(eXτ ) = 1

� ^`_`ab_
∫

|z|>1

ezν(dz) <∞,
÷3ÿXü

β = −σ
2

2
−
∫

R

(ez − 1 − z1|z|≤1)k(z)(dz).

÷xÿXü=ù}úXò[ý!��ðE÷3ókòBôöÿ�ùËò� 3óË÷3þXôöø�ôÎù:�1õ�û�ñ�òTý_�Só}û3ñ ùËúXò�õ�û�ÿXüXôÎùËôöû�ÿ ∫
|z|>1

e2zk(z)dz <∞ �
UNôÎùËú ý}ðXõ]ú
ñ�û�üXòTøöý��EùËúXòK�Xókô�õTôöÿ, J�SðXÿXõ�ù}ô�û�ÿN�Sû�ó�÷)��ðXókû���ò"÷3ÿ
û(�JùËôöû�ÿ ôöýÄû�þJù]÷xô�ÿXò�ü þ �
ýkû�ø � ôöÿ, ÷ �E÷xókùËô�÷3ø%ôöÿ�ù}ò� �ókû.üJô��,òTó}ò�ÿ�ùËô�÷xø�ò���ðE÷iùËô�û3ÿ � ���T
2�`�E�M/ÄôÎùËú ÷�ÿXû�ÿXøöû.õT÷3ø�ùËò�ó}ñ]�
$%÷xø�ô�þJóË÷xù}ô�ÿ, �ùËúXòÜñ�û�üXòTøHõTû�ÿXýkô�ýbùËýÍû(��ù}ðXÿXô�ÿI 

σ
÷3ÿXü ùËúJòH�SðXÿXõqùËô�û3ÿ

k
ô�ÿ
ýkðXõ]ú�÷+/%÷8�

ù}úE÷xùìùËúJò �Jó}ô�õ�òTý=õTû�ñ*�XðJù}òTü ab_ 
 _ /ÄôÎùËúNùËúXò �Y�T

� ñ1÷xùËõ]úNùËúXò�û�þJý}òTó � ò�ü �Xó}ôöõTò�ý��
ýkòTò � d � � �

�,+ * � KJD CEA��EK ALCZ;=3LA.3 ;�� C G>H�� T 0 3 1 6
	 M OQKR1V5 T2ALC
U�òBõ�û�ÿXýkô�üXò�ó�÷�ø�û�õ"÷3ø � û�ø�÷iùËô�øöôöù:�1ñ1û�üXò�øn÷3ÿXü õT÷3ø�ø (t, S) 7→ C(t, S, τ, x)

ùËúXòK�Xókô�õTôöÿ, ��SðXÿXõE>
ù}ô�û�ÿ �Sû�óÍ÷ � ÷xÿXô�øöø�÷*��ðJó}û���ò"÷3ÿ�õT÷3ø�ø /ÄôöùËú ñ1÷xù}ðXó}ôÎù:� τ ÷xÿXü�ýkùËókôFBxò x �H��ù[ý}÷xùËôöý��Eò�ýÍùËúXò��EÿX÷3ø

�(C



� ÷3øöðXòb�Xó}û3þXø�ò�ñ�X
∂C

∂t
+
σ2(t, S)S2

2

∂2C

∂S2
+ (r − q)S

∂C

∂S
− rC = 0

ô�ÿ
[0, τ) × R+,

C(τ, S) = (S − x)+

ôöÿ
R+, � � ���

/ÄúXò�ó}ò]/�ò úE÷ � ò ýkð,�,��û�ý}ò�ü ùËúX÷xù'ùËúXò=ðXÿXüXò�ó}ø4�.ôöÿ, �÷3ý}ýkò�ù*�.ôöòTøöüXýK÷�üXôöýkùËókô�þXð.ùËòTü üXô � ôöüXòTÿJü@�
qStdt

��^`�
ó}ò"÷xý}û�ÿXôöÿ, üXôöó}òTõqùËø4� û�ÿ � � ��û�óÍþ � ðXýkô�ÿ, ]��

�®÷xó! �ðXñ�òTÿ�ù}ý���ôöùÍõ"÷3ÿ�þ�ò��Xó}û � ò�üù}úE÷xùÄùËúXòb�SðXÿJõ�ùËôöû�ÿ
(τ, x) 7→ C(t, S, τ, x)

�SÿXû0/
t
÷3ÿXü

S
÷3ókò.�?<Jò�ü �cýË÷xù}ô�ý��XòTýcùËúXò.�Sû�óV/%÷3ókü

�E÷xóË÷3þ�û�ø�ôöõb��

�JX
∂C

∂τ
− 1

2
σ2(τ, x)x2∂

2C

∂x2
+ (r − q)x

∂C

∂x
+ qC = 0,

� �	� �

�Sû�ó
τ > t

÷3ÿJü
x ∈ R+

�
WcúJô�ý�û3þXý}ò�ó � ÷xùËôöû�ÿ�/�÷3ý
�Eókýkù�ñK÷3üJò�þ � ^D��
�ðI�Xô�ókò � �	
 � ��÷3ÿXü ùËúXò
�Xókû.û9�5û(�_� � � ��þ �]�M
2� ÷3ó! 3ðXñ1ò�ÿ�ùËýÄõ"÷3ÿ=þ�ò
�Sû�ðXÿXü=ô�ÿ � ��� �
[Óý}ô�ÿI � �	� �QôöýÓðJý}ò��SðJø@�Sû�ó%ù:/�û�ó}òT÷3ý}û3ÿXýbX
X5ôöó}ýbù8�	õTû�ÿJý}ô�üJòTón÷_�y÷3ñ�ô�ø��Óû(��õT÷3ø�øöý�û�ÿ�ùËúXò�ý}÷3ñ1ò5ýkùËû�õ\B
/Äôöù}ú�üXô��,òTókòTÿ�ù7ñK÷iùËðXókôöùËôöòTý�÷3ÿXü[ýkù}ó}ôFBxòTý
(τi, xi)

�
I ∈ I

�Z/ÄúJòTó}ò
I
ô�ý�÷]�EÿXôÎùËò1ý}ò�ù�� ��ý}ý}ðJñ1òKù}úE÷xù*ùËúXò1ý!��û3ù��Jó}ô�õ�òKôöý B�ÿXû0/Äÿ@� ^`_`ab_ �

S = S0

�Y�¿ÿ û3ó}üXò�óÄù}û'ÿ�ðJñ1ò�ó}ô�õT÷3ø�ø4�Kõ�û�ñ*�XðJùËòÍù}úXò.�Xó}ôöõTò�ýÓû9�Hù}úXò[õ"÷3øöø�ý�� ^`_`ab_
C(0, S0, τi, xi)

�
i ∈ I

��û�ÿXò ñ1÷0��ý}û3ø � ò � �	� �K�Sû3ó maxi∈I τi > τ > 0
÷3ÿJü ôöÿXôöù}ô�÷3ø�üE÷iù]÷

C(τ = 0, x) =
(S0 − x)+

/ÄôÎùËú ab_ 
 _ ÷)�XÿXôöù}ò�üXô4��ò�ó}òTÿJõTò�û3óÍ÷)�EÿJôöùËòBòTøöòTñ�òTÿ�ù�ñ�ò�ù}úXû�ü@� �ÍÿXø4�ìû�ÿXòÜôöÿXôöù}ô�÷3ø
� ÷3øöðXò��Xó}û3þXø�ò�ñ ô�ý�ÿJòTòTüJòTü@� �Íÿ ùËúXò'õ�û�ÿ�ùËóË÷xó����nðXýkô�ÿ, '��� ��/Qû�ðXø�ü�ÿXò�õTò�ý}ý}ôÎù]÷xù}ò1ýkû�ø � ôöÿ, #IôöÿXôöù}ô�÷3ø � ÷3ø�ðXòb�Jó}û�þXøöòTñ�ý��ZU�ò[ý}òTò�ù}úE÷xùH� �	� ��ñK÷8��ý}÷ � òB÷'øöû3ùÄû(� /�û3ó!B �
&.ò�õTû�ÿJü@�Y� �	� �cñK÷8�ìþ�òBðXýkòTü��Sû3ó�øöû.õT÷3ø � û�ø�÷xùËôöø�ôÎù:�KõT÷3ø�ôöþXóË÷xù}ô�û�ÿ��L�¿ÿXüXò�òTü@�,ô��u÷3ø�ø�ù}úXò ��û�ýký}ô�þJø�ò
� ÷3ÿXôöø�ø�÷�û��Jù}ô�û�ÿXý_/QòTókòBû3ÿìù}úXò[ñK÷xó!B3òqù8�Xù}úXò[ø�û�õ"÷3ø � û�ø�÷xùËôöø�ôöù:��ôöÿG� � ���Qõ�û�ðXøöü þ�ò�õTû�ñ*�XðJù}òTü8X

σ2(τ, x) = 2
∂C
∂τ

(τ, x) + (r − q)x∂C
∂x

(τ, x) + qC(τ, x)

x2 ∂2C
∂x2 (τ, x)

.
� � � �

WcúXôöýÍô�ý2B�ÿJû /Äÿ ÷3ý + � ��^��Qa 	 9 �Sû3ó}ñÜðXø�÷*�Sû�óÓùËúXò�ø�û�õ"÷3ø � û�ø�÷xùËôöø�ôÎù:�����¿ÿ �XóË÷3õqùËôöõTò(�Y� � � �Äõ"÷3ÿJÿXû3ùþ�ò[ðXý}ò�ü üXôöó}òTõqùËø4��þ�òTõ"÷xðXý}ò*û�ÿXø4� ÷��EÿXôÎùËò�ÿ�ðXñÜþ�òTóÄû(�Hû��Jù}ô�û�ÿXýÄ÷xó}ò[û�ÿ ùËúXò[ñ1÷3ó!Bxò�ù��
��ý}ý}ðJñ1ò�ù}úE÷xùÓùËúXòBû�þXýkòTó � ÷xù}ô�û�ÿJý�÷3ókò*ù}úXòH�Jó}ô�õ�òTý (C̄i)i∈I

û(��÷J�y÷3ñ1ôöø��Kû(��õ"÷xø�ø�ý�/ÄôÎùËú ñ1÷xù}ð?>
ókôöù:���xýkù}ó}ô�B3ò

(τi, xi)i∈I

� X5ô�ÿJüXô�ÿ, K÷+�SðXÿXõqùËô�û3ÿ
(τ, x) 7→ σ(τ, x)

ýkðXõ]ú ù}úE÷xùÍù}úXòàý}û3ø�ðJù}ô�û�ÿ û(�
� �	� �O/ÄôöùËú

C(0, x) = (S0 −x)+

ùË÷(B3ò�ýQù}úXò � ÷3øöðXò C̄i

÷iù
(τi, xi)

�
i ∈ I

ôöý�õ"÷3øöø�òTü1÷3ÿ ^��MJ a �D9 a
�	� �=GH< a^( �
� ÿX÷xùËðXó}÷3ø�ô�üXòT÷�ô�ýnùËû�ý}û�ñ�òTúXû0/�ôöÿ�ù}òTó��,û�ø�÷xùËò�ùËúJò�û�þXýkòTó � òTüJ�Xókô�õ�òTý5þ ��÷�ý}ð?31õ�ô�ò�ÿ�ù}ø��Bý}ñ�û.ûxùËú
�SðXÿJõ�ùËôöû�ÿ

C̄ : [0,maxi∈I τi] → R+

�EùËúJòTÿ
ðXýkòc� � � �L/Äôöù}ú
C = C̄

� XEû�óÄò=<J÷3ñ*�XøöòTý��GþXôöõTðXþJô�õ
ý��Xø�ôöÿXòTýÄñ1÷0�Kþ,ò[ðXýkòTü@��WcúXôöýÓ÷(�,�Xókû�÷3õ]ú=úE÷3ýÄý}ò � òTó}÷3øný}ò�ó}ô�û3ðXýÄüXóË÷8/ÄþE÷3õ\B�ý�X

• ôöùBô�ý[üXô�3�õ�ðXøöù*ùËû üXòTýkôF �ÿ ÷3ÿ ôöÿ�ù}òTó��,û�ø�÷xùËôöû�ÿ �Xókû.õ�òTý}ý�ý}ðXõ]ú ù}úE÷xù ∂2C̄
∂x2

üXû.ò�ý�ÿXûxùBùË÷(B3ò
ù}úXò � ÷3ø�ðXò 0

�G÷3ÿXüìý}ðJõ]ú ùËúX÷xùÄùËúXò�ókôF �ú�ùÄúE÷3ÿJü ýkô�üXò[û(�_� � � ��ô�ýcÿXû�ÿìÿXò� �÷xù}ô � ò9�
• WcúXòTókò1ôöý[÷3ÿ�ôöÿI�EÿXôÎù:�
û(�`��û�ý}ýkô�þXøöòàô�ÿ�ùËò�ó!��û�ø�÷xù}ô�û�ÿJý�û(�

C̄i

÷iù
(τi, xi)

�
i ∈ I

�7÷3ÿXü �Sû�ó
ù:/Qû+��û�ýký}ô�þJø�òÍõ]úXû3ô�õTò�ý��EùËúJò � û�ø�÷iùËô�øöôöù:��û�þJùË÷3ô�ÿJòTü þ �'� � � ��ñK÷8��üJô��,òTócõTû3ÿXý}ôöüXòTó}÷3þXø��(�

U�ò ý}ò�ò
ùËúE÷xù+�EÿE÷3ÿXõ�ô�÷3øöø���ókòTø�ò � ÷3ÿ�ùì÷3üXüXôÎùËôöû�ÿE÷3øÄô�ÿ?�Sû�ó}ñ1÷xùËôöû�ÿ úE÷ � ò
ùËû�þ�ò ÷3üJüXòTü ùËû�ùËúXòôöÿ�ù}òTó��,û�ø�÷xùËôöû�ÿa�Xókû.õ�òTýký��

� �



�,+�� � 6:CEM ; � M�� T2CR1 6 576 ;4<>KJH2M
-ÓòTó}ò9� /Qò�ý}úXû0/ úXû0/�� �	� ��õT÷3ÿ þ,ò'ðXýkòTü'�Sû3ó�õ"÷3øöô�þXó}÷xùËôöû�ÿ@�HWcúJò*�Eókýkù*ô�üJò"÷ ô�ýÍù}û ðXýkò'ø�ò"÷xýkù
ý���ðX÷3ó}ò�ý�� ^`_`ab_ ù}û ñ�ô�ÿXôöñ1ô�5Tò�÷]�SðXÿXõqùËôöû�ÿE÷3ø

J : σ 7→
∑

i∈I ωi|C̄i − C(τi, xi)|2
�Sû�ó

σ
ôöÿ ÷

ýkðXôöùË÷3þXø�ò��SðJÿXõ�ù}ô�û�ÿ ý}òqù
Σ
� /ÄúXò�ó}ò

ωi

÷3ókòJ�,û�ýkôöù}ô � ò�/QòTô� �ú�ùËý��u÷3ÿXü�ùËúJò*�Jó}ô�õ�ô�ÿ, a�SðJÿXõ�ù}ô�û�ÿ CôöýÍùËúXòàýkû�ø�ðJù}ô�û�ÿ û(�2� �	� � /ÄôöùËú
C(0, x) = (S0 − x)+

� WcúXò'ò � ÷xø�ðE÷xù}ô�û�ÿ û(� J ó}ò���ðXôöó}ò�ýÍùËúXòýkû�ø�ðJù}ô�û�ÿ û(�%÷xÿ ô�ÿXôÎùËô�÷xø � ÷3øöðXò��Xókû�þXøöòTñ]�KWcúJò�ýkò�ù Σ
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W
úE÷xý�÷c�EÿXôÎùËò'üXô�ñ�òTÿJý}ô�û3ÿ�÷xÿXü ôöý*õ�û�ñ*�E÷3õ�ù}ø�� ò�ñÜþ�òTüXüXò�ü ôöÿ ù}úXò1ý��E÷3õ�ò1û(�

þ�û�ðXÿXüJòTü�÷3ÿXüÜõ�û�ÿ�ùËôöÿ�ðJû�ðXýO�SðXÿXõqùËôöû�ÿXý
σ
ýkðXõ]úàùËúE÷iù

x∂xσ
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δC(τ = 0, ·) = 0
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∂τ δC − σ2(τ, x)x2
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xxδC + (r − q)x∂xδC + qδC = σδσx2∂2
xxC.
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∂τP + ∂2
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(σ2x2
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P
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− ∂x
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P (r − q)x
)
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ωi(C(τi, xi) − C̄i)δτi,xi
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