
Modélisation d'une structure
en grands déplacements et

petites déformations.

Analyse mathématique du
problème.

C. Grandmont
CEREMADE, Université Paris-Dauphine

1



• Modélisation

• Analyse mathématique

Travail en collaboration avec Y. Maday et P.
Métier.

2



Modèle

On cherche à décrire le mouvement d'un so-
lide en grands déplacements et petites défor-
mations élastiques.

Soit Ω ⊂ R2 la con�guration de référence du
solide.

On note φ : Ω −→ R2 la déformation du
corps.
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On suppose que φ se décompose de la façon
suivante :

• une translation de vecteur τ : ξ 7−→ ξ+ τ .

• une rotation : ξ 7−→ Rθ
−→
Gξ, d'angle θ et de

centre G, où G désigne le centre de gravité
du solide.

R = Rθ =

(
cos θ − sin θ
sin θ cos θ

)

• une déformation élastique Ω −→ R2

ξ 7−→ ξ+ d(ξ)
où d sera supposé �petit�.

Soit :

∀ξ ∈ Ω, φ(ξ) = τ +Rθ(
−→
Gξ+ d(ξ))
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Unicité de la décomposition

Etant donné φ sait�on lui associer un unique
triplet (τ, θ,d) tel que

φ = τ +Rθ(
−→
Gξ+ d)?

Critère

(P) min
θ ∈ [0,2π[
τ ∈ R2

‖d‖2
L2(Ω) .

avec

‖d‖2
L2(Ω)

= ‖RTθ (φ− τ)−
−→
Gξ‖2

L2(Ω)

= ‖φ− τ‖2 − 2
∫
Ω
φ ·Rθ

−→
Gξ+ ‖

−→
Gξ‖2.
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Résolution du problème de minimisation

Conditions d'optimalité

τ =
1

|Ω|

∫
Ω
φ ,

∫
Ω
φ∧Rθ

−→
Gξ = 0 ,

∫
Ω
φ·Rθ

−→
Gξ ≥ 0 .

Détermination de θ

∫
Ω
φ ∧Rθ

−→
Gξ =

(∫
Ω
φ ∧

−→
Gξ

)
cos θ+

(∫
Ω
φ ·

−→
Gξ

)
sin θ,∫

Ω
φ ·Rθ

−→
Gξ = −

(∫
Ω
φ ∧

−→
Gξ

)
sin θ+

(∫
Ω
φ ·

−→
Gξ

)
cos θ.

6



Ainsi si φ est tel que
∫
Ωφ ∧

−→
Gξ 6= 0 ou

∫
Ωφ ·−→

Gξ 6= 0 il existe un unique angle θ.

On a ainsi déterminé une unique solution (τ, θ)

de (P).

De plus le déplacement d associé véri�e :

∫
Ω

d = 0,
∫
Ω

d∧
−→
Gξ = 0 et

∫
Ω
(d+

−→
Gξ)·

−→
Gξ > 0.
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Proposition. Pour tout φ ∈ L2(Ω) tel que :(∫
Ω
φ ∧

−→
Gξ

)2
+
(∫

Ω
φ ·

−→
Gξ

)2
6= 0 ,

il existe un unique triplet (τ , θ,d) ∈ R2 ×
[0,2π[×L2(Ω) avec d tel que :∫
Ω
d = 0 ,

∫
Ω
d∧
−→
Gξ = 0 et

∫
Ω
(d+

−→
Gξ)·

−→
Gξ > 0 .

satisfaisant τ +Rθ(
−→
Gξ+ d) = φ
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Espaces fonctionnels

Xs =

{
φ ∈ Hs(Ω);

(∫
Ω
φ ·

−→
Gξ

)2
+
(∫

Ω
φ ∧

−→
Gξ

)2
6= 0

}
,

Es =
{
d ∈ Hs(Ω);

∫
Ω
d = 0,

∫
Ω
d ∧

−→
Gξ = 0

}
,

Ys =
{
d ∈ Es;

∫
Ω
(
−→
Gξ+ d) ·

−→
Gξ > 0

}
,

Zs = R2 × [0,2π[×Ys ,
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On introduit l'application

H : R2 × R× L2(Ω) −→ L2(Ω)

(τ , θ,d) 7−→ φ = τ +Rθ(
−→
Gξ+ d)

.

∀(τ , θ,d) ∈ R2 × R× E0,

DH(τ , θ,d).(τ , θ,d) = τ+θ−→ez∧Rθ(
−→
Gξ+d)+Rθd .
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L2(Ω) =
〈−→ex,−→ey〉 ⊥⊕ 〈−→ez ∧ −→Gξ〉 ⊥⊕E0 .

→ pour tout θ ∈ R,

L2(Ω) =
〈−→ex,−→ey〉 ⊥⊕ 〈−→ez ∧Rθ−→Gξ〉 ⊥⊕ 〈Rθd; d ∈ E0

〉
.

→ pour tout d ∈ L2(Ω) tel que
∫
Ω(
−→
Gξ + d) ·

−→
Gξ 6= 0, on a

L2(Ω) =
〈−→ex,−→ey〉⊕〈−→ez ∧Rθ(−→Gξ+ d)

〉
⊕
〈
Rθd; d ∈ E0

〉
.

→ pour tout v ∈ L2(Ω), il existe un unique
triplet (τ(v), θ(v),d(v)) ∈ R2×R×E0 tel que :

v = τ(v) + θ(v)−→ez ∧Rθ(
−→
Gξ+ d) +Rθd(v) .
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De plus

τ(v) =
1

|Ω|

∫
Ω
v ,

θ(v) =
1∫

Ω(
−→
Gξ+ d) ·

−→
Gξ

∫
Ω
v · (−→ez ∧Rθ

−→
Gξ) ,

et donc

d(v) = RT
θ (v − τ(v)− θ(v)−→ez ∧Rθ(

−→
Gξ+ d))

= RT
θ

(
v −

1

|Ω|

∫
Ω
v

−
1∫

Ω(
−→
Gξ+ d) ·

−→
Gξ

(∫
Ω
v · (−→ez ∧Rθ

−→
Gξ)

)
−→ez ∧Rθ(

−→
Gξ+ d)

)
.
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Proposition. L'application

H : R2 × R× L2(Ω) −→ L2(Ω)

(τ , θ,d) 7−→ φ = τ +Rθ(
−→
Gξ+ d)

est un C1-di�éomorphisme de Zs sur Xs. Pour

tout φ ∈ Xs, la di�érentielle DF(φ) de l'in-

verse F de H est l'application linéaire de Hs(Ω)

dans R2 × R× Es de�nie par

DF(φ).v =
(
τ(v), θ(v), d(v)

)
où

τ(v) =
1

|Ω|

∫
Ω
v ,

θ(v) =
1∫

Ω(
−→
Gξ+ d) ·

−→
Gξ

∫
Ω
v · (−→ez ∧Rθ

−→
Gξ) ,

et

d(v) = RT
θ

(
v −

1

|Ω|

∫
Ω
v −

1∫
Ω(
−→
Gξ+ d) ·

−→
Gξ

(∫
Ω
v · (−→ez ∧Rθ

−→
Gξ)

)
−→ez ∧Rθ(

−→
Gξ+ d)

)
,

avec (τ , θ,d) = F(φ).
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Equations du mouvement

On suppose que le matériau est isotrope,
élastique, homogène. Dans le cadre de pe-
tites déformations on peut considérer un ma-
tériau de Saint�Venant Kirchho�. Sa densité
d'énergie s'ecrit :

W̌ (E(u)) =
λ

2
[Tr(E(u))]2 + µTr[E(u)]2

avec u = φ− Id, le déplacement du solide et

E(u) =
1

2

(
∇u +∇uT +∇uT∇u

)
.

Remarque

On a

E(u) = E(d),

où d est associé à φ = Id+ u.
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On suppose maintenant que ∇d est petit. Au
premier ordre on a :

|ε(d) =
1

2

(
∇d + (∇d)T

)
,

et

Ŵ(d) =
λ

2
[Tr(|ε(d))]2 + µTr[|ε(d)]2 .
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Formulation faible

Les équations du mouvement s'écrivent
∀v su�sament régulière

ρS

∫
Ω
(∂ttu) · v +

∫
Ω
σ(d) : |ε(d) =

∫
Ω
f · v +

∫
∂Ω
g · v dans D′(0, T ).

où d est associé à u :

Id+ u = τ +Rθ
−→
Gξ+Rθd

et d est associé à v

v = τ + θ−→ez ∧Rθ(
−→
Gξ+ d) +Rθd.

Ce système est complété par des conditions
initiales

u(·, t = 0) = u0, ∂tu(·, t = 0) = u1

Remarque : d dépend de la solution.
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Cette formulation est équivalente à

• Dynamique de la translation

mτ̈ = ρS

∫
Ω
∂ttu =

∫
Ω
f+

∫
∂Ω
g

• Dynamique de la rotation

d

dt

(
θ̇J
)
+ ρS

∫
Ω
d ∧ ∂ttd =∫

Ω
Rθ(

−→
Gξ+ d) ∧ f+

∫
∂Ω
Rθ(

−→
Gξ+ d) ∧ g.

• Dynamique du déplacement élastique

∀d ∈ E1,

ρS

(∫
Ω
∂ttd · d + 2θ̇

∫
Ω
∂td ∧ d+

θ̈
∫
Ω
d ∧ d− (θ̇)2

∫
Ω
(
−→
Gξ+ d) · d

)
+
∫
Ω
σ(d) : ∇d =

∫
Ω
f ·Rθd +

∫
∂Ω
g ·Rθd .
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Estimations d'énergie

Pour simpli�er on suppose que g = 0.

On choisit v = ∂tu = τ̇ + θ̇−→ez ∧Rθ(
−→
Gξ+ d) +

Rθ∂td comme fonction test. On obtient

ρS
2

d

dt

(∫
Ω
|∂tu|2

)
+

d

dt
[W(d)] =

∫
Ω
f · ∂tu.

=⇒ ∂tu ∈ L∞(0, T ;L2(Ω)) et d ∈ L∞(0, T ;H1(Ω)).

En supposant que
∫
Ω(
−→
Gξ + d) ·

−→
Gξ > δ > 0

pour tout t, on obtient

τ ∈W1,∞(0, T ),

θ ∈W1,∞(0, T ),

d ∈W1,∞(0, T ;L2(Ω))
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Théorème d'existence et d'unicité

On suppose que

d0 ∈ Y1, d1 ∈ L2(Ω),

f ∈ L2
loc(0,+∞;L2(Ω))

g ∈ H1
loc(0,+∞;H−1/2(∂Ω))∩L2

loc(0,+∞;L1(∂Ω)).

Il existe T ∗ > 0 tel que pour tout T < T ∗ il
existe un unique triplet (τ , θ,d) solution faible
du problème avec

τ ∈ H2(0, T ), θ ∈ H2(0, T ),
∂ttd ∈ L2(0, T ; (H1(Ω))′)
d ∈W1,∞(0, T ;L2(Ω)) ∩ L∞(0, T ;H1(Ω)),
d ∈ C0([0, T ],Y0)

De plus l'alternative suivante est véri�ée :

- T ∗ = +∞ ou
- lim
t−→T ∗

∫
Ω
(
−→
Gξ+ d) ·

−→
Gξ = 0.
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Ce résultat est équivalent au théorème sui-
vant :

Soit u0 ∈ H1(Ω) tel que u0 +
−→
Oξ ∈ X1 et

u1 ∈ L2(Ω)

Il existe T ∗ > 0 tel que ∀T < T ∗ il existe un
unique

∂ttu ∈ L2(0, T ; (H1(Ω))′)

u ∈W1,∞(0, T ;L2(Ω)) ∩ L∞(0, T ;H1(Ω))

φ = u + IdR2 ∈ C0([0, T ],X0)

solution du problème.

De plus l'alternative suivante est satisfaite
- T ∗ = +∞ or
- lim
t−→T ∗

∫
Ω
(
−→
Gξ+ d) ·

−→
Gξ = 0.
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Etapes de la preuve

• Méthode de Galerkin

• Existence d'une solution d'un problème ap-
proché

• Estimations a priori

• Estimations supplémentaires =⇒ compa-

cité

• Passage à la limite

• Unicité

• Prolongement
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Problème approché

Base de Galerkin : modes propres de l'opé-
rateur de l'élasticité linéarisée associés aux
valeurs propres strictement positives.

dN =
N∑
i=1

αiψi

Le problème approché s'écrit

A(X)Ẍ = h(t,X, Ẋ)

avec

A(X) =

 JN

(
ρS

∫
Ω
dN ∧ ψi

)T
i(

ρS

∫
Ω
dN ∧ ψi

)
i

(
ρSδi,j

)
i,j
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La matrice de masse est symétrique dé�nie
positive si

∫
Ω(dN +

−→
Gξ) ·

−→
Gξ ≥ δ > 0.

Les estimations d'energie sont les mêmes que
pour le problème continu.

τ ∈W1,∞(0, T ),

θN ∈W1,∞(0, T ),

dN ∈W1,∞(0, T ;L2(Ω)) ∩ L∞(0, T ;H1(Ω)),



Estimations supplémentaires

On cherche à estimer θ̈N et ∂ttdN .

On a, grâce au choix de la base de Galerkin,∫
Ω
∂ttdNΠN(b) =

∫
Ω
∂ttdNb.
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Or

ρS

∫
Ω
∂ttdNbN = −2θ̇N

∫
Ω
∂tdN ∧ bN+

−θ̈N
∫
Ω
dN ∧ bN − (θ̇N)2

∫
Ω
(
−→
Gξ+ dN) · bN

−
∫
Ω
σ(dN) : ∇bN+

∫
Ω
f·RθNbN+

∫
∂Ω
g·RθNbN .

et

θ̈NJN = −ρS
∫
Ω
dN ∧ ∂ttdN − θ̇N J̇N

+
∫
Ω
RθN(

−→
Gξ+dN)∧f+

∫
∂Ω
RθN(

−→
Gξ+dN)∧g.
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Séparation des hautes et des basses

fréquences

On choisit comme fonction bN = ΠhN(b) =∑N
i=N0

βiψi.

On a

‖bN‖L2(Ω) ≤
C

λN0

‖b‖H1(Ω).

=⇒ Estimation de la partie hautes fréquences
de ∂ttdN dans L2(0, T ; (H1(Ω))′).

On estime la partie basses fréquences de ∂ttdN
en choisissant bN = ΠbN(∂ttdN).

=⇒ Estimation de la partie basses fréquences
de ∂ttdN dans L2(0, T ;L2(Ω)) et sur θ̈N .
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=⇒ Passage à la limite dans les équations.
=⇒ Existence d'une solution.
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Unicité

On suppose qu'il existe deux solutions et on
choisit la di�érence des vitesses comme fonc-
tion test.
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• Même type de modèle en dimension 3 [ref :
De Veubeke � C.G, Maday]

• Existence de solution pour un problème
couplé �uide-structure [ref : C.G, Maday, Mé-
tier � Boulakia]
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