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Modele

On cherche a décrire le mouvement d'un so-
lide en grands déplacements et petites défor-
mations élastiques.

Soit Q ¢ R? la configuration de référence du
solide.

On note ¢ : Q2 — R? |a déformation du
corps.



On suppose que ¢ se décompose de la facon
suivante :

e une translation de vecteur 7 :&&— &6+ T

e une rotation : £ — RQEE, d'angle 6 et de
centre GG, ou G désigne le centre de gravité
du solide.

cosf —sind )

h=ky= ( sind cosd

e Une déformation élastique Q@ — R?

§ — +d()

ou d sera supposé ‘“petit’.

Soit :

VEE?,  P(&) =T+ Ro(GE+d(©))



Unicité de la decomposition

Etant donné ¢ sait—on lui associer un unique
triplet (7,0,d) tel que

¢ = 7+ Ry(GE + d)?

Critere
(P) min  [|d[|72
0 € [0, 2| L2(52)
T € R?
aveC
N
||d||%2(§2) — ||Rg(¢ —T) — Gf”%z(g)

_ 12 R E12
= ll¢ =7l =2 ¢ RyGE + I GE|I>



Résolution du probleme de minimisation

Conditions d'optimalité

T ﬁ/ﬂqb’ /qu/\Re@z =0, /QQ}RHG_>£ =0

Détermination de 6

/qb/\R _é:(/qb/\CTé)COSQ—I— /quTé Sin 6,
/cb Rg (/qﬁ/\Gg)smH—l— /qﬁ (75 cos 6.



Ainsi si ¢ est tel que qub/\C_JZ“# Oou Joo-
—
GE& # 0 il existe un unigque angle 6.

On a ainsi déterminé une unique solution (7, 0)
de (P).

De plus le déplacement d associé vérifie :

/Qd = 0,/Qd/\675> =0 et /Q(d—l-gf).c?{ > 0.



Proposition. Pour tout ¢ € L2(Q2) tel que :

(fr 38"+ (o &) wo

il existe un unique triplet (7,0,d) € R? x
[0, 27 [x L2(S2) avec d tel que :

/Qd =0, /QdAch — 0 et /Q(d+c7£)-c7§ >0.

satisfaisant T + RQ(CTé +d) =¢



Espaces fonctionnels

xi= fo e (o @)+ (fon )’ #o

£, {deHS(Q); /deo, /QdAc‘;ézo}
Ys={d€<€s; /Q(5£+d)-5§>o}

Zs = R? x [0,27[xYs



On introduit 'application
H: RZxRx L?(Q) — L2(Q)

(,0,d) — ¢ =74 Ry(GE+ d)

V(7,0,d) € R? x R x &,

DH(T,0,d).(F,0,d) = F4+0e;ARg(GE+d)+Ryd
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1 1
L2(Q) = (&, &) & (& A GE) B0
— pour tout 0 € R,

LQ(Q) = <€—a;>, a;> éé <€—z> A\ RQG_§>> EJé <Rga; de 50>

— pour tout d € L2(Q) tel que [o(GE + d) -
—
GE#0, on a

L2(2) = (ez, 5)®(el A Ro(GE + d))@(Ryd; d € &)

— pour tout v € L2(), il existe un unique
triplet (7(v),0(v),d(v)) € RZ2xRx &y tel que :

v=7(v) +0(v)e A Rg(Gé + d) + Ryd(v)
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De plus

O
r<v>—|Q|/Q ,
1

8(v) v (e ARyGE)

et donc

d(v) = RY(v = 7(v) — 0(v) e A Ry(GE + d))

1

(/QV'(@/\RQQ)>€_Z>/\RQ(C¥+<D>
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Proposition. L’application

H: RZxRx L?(Q) — L2(Q)
(1,0,d)  +—— ¢ =T+ Ry(GE+d)

est un Cl-diffeomorphisme de Zs sur Xs. Pour

tout ¢ € Xg, la différentielle DF(¢) de I'in-

verse F de 'H est I'application linéaire de H®(£2)
dans R2 x R x &, definie par

DF(¢p).v = (T(v), 0(v), d(v))

ou

- _ 1
(v) —|Q|/Qv1,

o(v) v (e ARyGE)

— 1 1 )
d =Rl [v—— S _>(/ (e A RyG
™) ’ (V 2| QV [o(GE+A) - GE QV (e ’ g)/

avec (t,0,d) = F(o¢).
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Equations du mouvement

On suppose que le matériau est isotrope,
élastique, homogene. Dans le cadre de pe-
tites déformations on peut considérer un ma-
tériau de Saint—Venant Kirchhoff. Sa densité
d'énergie s'ecrit :

g A

W(E()) = E[Tr(E(u))]2 + uTr[E(u)]?
avec u = ¢ — Id, le déplacement du solide et

E(u) = % (Vu+ vu’ 4 vu'vu)

Remarque

On a
E(u) = E(d),

ou d est associé a ¢ = Id + u.
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On suppose maintenant que Vd est petit. Au
premier ordre on a :

1
§(d) =2 (vd+(vad)T)
et

W(d) = J[TrG@)P + pTri (@)
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Formulation faible

Les égquations du mouvement s'écrivent

( Vv suffisament réguliére

%) : /_d -4(d =/f- :
ps O v+ [o(@ @ = [fv+ [ g-v
ou d est associé a u :
.
Id+u =71+ RyGE + Ryd
et d est associé a v

v =7 + 0e; A Rg(GE + d) + Ryd.

Ce systeme est complété par des conditions
initiales

U(',t — O) — up, at“('at — O) — a3

Remarque : d dépend de la solution.
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Cette formulation est équivalente a

e Dynamique de la translation
mi = 5 u:/f
PS/Q it o + 899

e Dynamique de la rotation

i (QJ) + PS/Qd A Oppd =

dt
| Ro@E+D AT+ [ RyGE+d)Ag

e Dynamique du déplacement élastique

S(/Q i Qt

9/QdAa— (9)2/9(67§+d) .a)

+ [od):vad= [ f-Red+ | g-Ryd
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Estimations d’énergie

Pour simplifier on suppose que g = O.

On choisit v = dyu = + + fe2 A Rp(GE + d) +
Rp0rd comme fonction test. On obtient

25 ([ owl?) + S ov(@) = [ - o

— Ju € L>®(0,T; L2(Q)) etd € L>(0,T; HL(Q)).

—> —
En supposant que [o(G¢+d) -G > 6 >0
pour tout ¢, on obtient

r e W0, 1),
6 ¢ whe(0,T),

d e W0, T; L?(Q))
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Théoreme d’existence et d’unicité

On suppose que
do € Y1, di € L?(),
fe L2 .(0,4o0; L2())

g € H} (0, 4o00; H1/2(892))NLE (0, +00; L1 (8K2)).

Il existe T* > 0 tel que pour tout T < T* il
existe un unique triplet (7, 0,d) solution faible
du probleme avec

T € H2(0,T), 6 € H2(0,T),

Ond € L2(0,T; (H1(2))")

d e Wwbhoo(0,T; L?2(2)) N L>(0,T; H1 (D)),
d e C9([0,7],Yp)

De plus I'alternative suivante est vérifiée :

- T* = 400 Ou

- tim [ (Gé+d)-GE=0
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Ce résultat est équivalent au théoréeme sui-
vant :

Soit up € H(Q) tel que ug + Of € Xy et
u] € LQ(Q)

Il existe T* > 0 tel que VT < T* il existe un
unique
dyu € L2(0,T; (HY(2)))
ue Whe(,T;: L2(Q)) N L>®(0,T; H1(Q))

¢ = u+ Idgo € CO([0, T], Xo)

solution du probléeme.

De plus I'alternative suivante est satisfaite
- T* = 400 Or

- lim [ (GE+d)-GE=0,
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Etapes de la preuve

e Méthode de Galerkin

e EXistence d'une solution d’'un probléme ap-
proché

e Estimations a priori

e Estimations supplémentaires — compa-
cité

e Passage a la limite

e Unicité

e Prolongement

21



Probleme approcheée

Base de Galerkin : modes propres de I'opé-
rateur de I'élasticité linéarisée assocCiés aux

valeurs propres strictement positives.

N

dy = ) ai;

1=1

Le probleme approché s’écrit

AX)X = h(t, X, X)

avecC

T
IN (PS/ dy A %) _
Q @
<PS/QdN A %’)i (pS(Si,j)i’j
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La matrice de masse est symetrlque définie
positive si [o(dy + Gf) Gf > 4§ > 0.

Les estimations d’energie sont les mémes que
pour le probleme continu.

r e Wbh>(0, 1),
O € WH(0,T),

dy € W0, T; L?(Q)) n L>(0, T; HY(R)),



Estimations supplémentaires

On cherche a estimer 0y et Oudy.

On a, grace au choix de la base de Galerkin,

Sypd a1 b=/adb.
| dudnTn(b) = | oudy
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Or
PS /Q Opd by = _QQN/Qath Aby+
—9N/QdN Abyn — (QN)Q/Q(Gﬁ +dy) - by

_ [ 5(dy) : Vb /f-R b / Ry b
/QU( N) N-|-Q oNDNT 899 oNDN

et

OnIn = _PS/QdN A Opdy — OnJN

+ [ Ron(GE+dmAT+ [ Ryn(Gé+dy)ng.
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Séparation des hautes et des basses
fréquences

On choisit comme fonction by = M4 (b) =

fo\LNo 6277b2

On a

C
Ibrllz2(q) < v—IIPllH1 ()
2@ = 5 APl

——> Estimation de |la partie hautes fréquences
de Opdp dans LQ(O,T; (Hl(Q))/)

On estime la partie basses fréquences de O d
en choisissant by = Ny (9udy).

——> Estimation de la partie basses fréquences
de dydy dans L2(0,T; L2(S2)) et sur Oy.

25



—— Passage a la limite dans les équations.
—— EXistence d’'une solution.
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Uniciteé

On suppose qu'il existe deux solutions et on
choisit la difféerence des vitesses comme fonc-
tion test.
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e Méme type de modéle en dimension 3 [ref :
De Veubeke — C.G, Maday]

e EXistence de solution pour un probléme
couplé fluide-structure [ref : C.G, Maday, Mé-
tier — Boulakia]
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