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Objectifs

Développer des méthodes de Monte Carlo pour résoudre

( au(att, %) _ Lu(t,x) sur (0,T] x (DT UD™),

< u(t, x u(t, x—
<n+,A;fj(x)%> = <n,Ai,j(x)%> sur (0,T] x S

\ j j

avec S = 0DT = 90D et

1 02 0 10 0 0
L - — ¢  — e —— _ — - [, .
2[11'] axiax]- b 0Xx; ou L 2 0x; (al'] 6x]> b '

a et b sont réguliers sur D™ U D, et discontinus sur S
Problemes : 1/ Comprendre le comportement du processus X engendré par L

lorsqu’il atteint S
2/ Développer des méthodes de Monte Carlo

Réponses a 1/ et 2/ dans le cas de la dimension d = 1



Quelques applications

dp(t, x)

e Pression dans un milieu poreux ~~ ~r = div(aVp(t, x)) ( )

Le coefficient a est en général discontinu (fissures, roches différentes, ...) et trées
hétérogene a toutes les échelles

e Homogénéisation : a périodique et tres hétérogene

iy
calcul du coefficient effectif: a; ; = t]im w
— 00

e Diffusion dans les milieux fissurés ~~ condition de flux

e Magnéto-encéphalographie : probléeme de la reconstitution du cerveau
(discontinuité a I'interface entre le cerveau et le liquide céphalo-rachidien)

e quantité d’autres modeles physiques



Ce que I’on regarde...

o pd [ d d

a, p et b discontinus en un ensemble de points Z = { x; };, réguliers ailleurs

u solution de dugtt, %) _ Lu(t,x) etu(0,x) = f(x)
14(0,%) = f(x)
> < Ou(att,x) = %% + %01’ +b augi;x) sur |x;, Xj 1]
) 25 gy 25D )

Comportement des trajectoires lorsqu’elles atteignent I'un des points de 7 ?



Quelques remarques...

o le comportement de la trajectoire ne dépend que localement des coefficients
—> on suppose que Z = {0}

o on peut ajouter des conditions au bord (Dirichlet, Neumann)

o en jouant sur les coefficients a et p, on peut supposer n'importe quelle
condition de transmission gVu(t,0+4) = Vu(t,0—)

o le terme de dérive b (convection) ne joue pas vraiment de rdle
— on suppose b = 0 (dans I'approche théorique)

o on traite a la fois les (~ équations
différentielles stochastiques) et les (moins
standard en probabilités)



Méthodes de Monte Carlo

Soit o X le processus stochastique engendré par L,
o p(t,x,y) densité de X a l'instant t, Xy = 0

u(tx) = Ex [f(X)] = [ plt,x,1)f(y)dy

ou(t, x)
ot

= Lu(t,x) etu(0,x) = f(x)
1 N
— u(t, x) ~ 5 Z F(XE)

xt ... xN trajectoires indépendantes de X
Question : Comment simuler X' ?

Avantages o ne nécessite qu'une connaissance locale du milieu
o codes tres courts
o le temps de calcul dépend linéairement de la dimension

Inconvénients o converge lentement en général
o ne peuvent étre utilisées que pour certaines classes d’EDP



Un cas particulier

1 a sur R
L = =div(aV-) aveca = * -
2 a_ sur R*

o Une approche utilisée en géophysique : discontinuité = barrieére perméable

\_ Pf?bj‘,' D p = \/E\/ j+\/a__

o Discrétisation de l'opérateur

b (3+3) 3 (-1 (4) =1 (5) w2 k0
ﬂ_+u(%>+ a_ u(—l>—u(0): £(0)

ai+a_ ay+a_ n n2(ay+a_)
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A

<= (I —mu=f, mmatricede transition d’une chaine de Markov

a _ CL+
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o Une approche utilisée en géophysique

a
VE>0, Py[X;>0]= \/HV:\/“_

on ne tient pas compte de la répartition spatiale

o Discrétisation de l'opérateur
a+

Py [ atteindre p avant d’atteindre —p| = T ra
+ —

on ne tient pas compte du temps mis pour atteindre { —p, p }

Exemple a_ =1, ar =10, p=1
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Une description du comportement des trajectoires

L=248div(aV:), a=a31g, +a-1gp p=pi1p, +p-1p_

t _
X; = x+/0 VP(Xo)a(Xs) dBs + BL(X), B = ZiTZ: e [-1,1]

en 0 du processus X

~ processus continu croissant, qui ne croit qu’aux instants
tels que X; = 0 (ensemble de mesure de Lebesgue nulle)

~~ « force » le processus a aller de préference du coté sur Ry si 3 > 0 et
surR_sif3 <0

Probleme : Comment décrire rigoureusement 1'influence du temps local (et de
facon utilisable numériquement) ?



Un cas particulier :
le mouvement brownien biaisé
(de parametre (y +1)/2)

Xy =x+ By +vl(X), vel[-1,1]

y==+1~X o +|B| mvt brownien réfléchi (positivement ou négativement)

v = 0 ~» mvt brownien

Formellement, le générateur infinitésimal de X est L = %A + yéoV et

CLu(ty) e Dugtt,x) = sAu(t,x)surR\ {0}

(1+9v)Vu(t,04) = (1 —vy)Vu(t,0—)

ou(t, x)
ot

I existe de nombreuses fagons de construire ce processus



N A
'VVW

Mouvement brownien biaisé Mouvement brownien
de parametre (y+1)/2=0,8 (=MB biaisé de parametre 0, 5)




v

Une construction




Quelques propriétés

1
o Py [ atteindre p avant d’atteindre —p | = %

o la loi du temps d’atteinte de { —p, p } ne dépend pas de y (c’est celle du mou-
vement brownien)

-1 loi
on SUIZH m Xt,

(S1)nen marche aléatoire sur Z

k0, P[Sn+1:kil|sn:k]:%

+1
P[S”H:HS”:O]:YT

12 1/2 5 HEY 120 172

/2 1/2



Une transformation simple

a=aylg, +a-1g_, p=pilg, +p-1g_

L = §div(aV-) ~» X processus stochastique solution de

¢ ay —a—
X, = x—|—/0 VP(Xo)a(Xs) dBs + BL(X), B = el
X
six >0
y O(X)avec O(x) =< Vv p;cur
six <0

7

—> Y mvt brownien biaisé de parametre

Vi /py —a-/p-
Vit /py +/a-/p-

Rem. : PO[Yt>0]:IP’O[Xt>O]:1+TV

avecy =

Rem. : On peut ajouter un terme de convection. Dans ce cas, @ n’est plus
linéaire par morceaux



Simulation : Variation de la méthode de marche aléatoire sur les sphéres
A. Lejay & M. Martinez

[ —

NI

d (4 n_p d (;md n et o
dx (adx)wL = 5 dr (a dx), a” et p” constants par morceaux

AN

~ L = %A + 2k BpdxV  (transformation simple en espace)
L générateur infinitésimal de  Z; = x + B; + > ﬁkffk (Z)
k

(Rem. : on peut faire entre un terme de convection dans peta, card = 1)
o Si Zy = x, on fixe

n,— n n,+ n n n— __ . n,+ n
Xp_1 <xk < X < X <xk+1 tq. xp —x =x —x

et on simule (1, Z;) ot T = inf { s>0 ‘ = {xZ,Jr’xZ,— ) }

(t2) — (t+7,Z)

oSiZt =z €]x}_,,x}}|, onsimule (7, Z;) olt T = inf { s> 0 ‘ Zs e {xl_,x"} }
(t2) — (t+71,Z1)

Rem. : Pour simuler Zt a T fixé, il faut décider a chaque étapesi T+t < T et
conditionner proprement les lois des v.a. a simuler



Simulation : Approximation par une marche aléatoire
P. Etoré

Approximation de la solution de I'EDS
Y =vy+ B+ /Rv( dx)¢¥(Y), v mesure

par une marche aléatoire établie par J.-F. Le Gall
~» étude de la vitesse de convergence

Calculs plus simples et plus rapide que dans la méthode précédente



Une autre approche : schéma d’Euler
M. Martinez

Par une autre transformation simple en espace Y = W (X) solution de 'EDS a
coefficients discontinus

t t
Yi=y+ [ o(¥)dB+ [ c(v)ds *)
Convergence du schéma d’Euler
Yt+At =Y+ O'(Yt)ci + b(Yt)At, & ~ N(O, At)

vers la solution de (%) établie par L. Yan
~ étude de la vitesse de convergence

Rem. : dans sa these, M. Martinez donne d’autres applications du mouvement
brownien biaisé (existence de solutions d’EDS, ...), auquel il se raméne par
d’autres transformations en temps et/ou en espace



Diffusion dans un réseau de fissures

fissures == coefficient de diffusion important dans une « petite zone »
On ne peut pas toujours remplacer le milieu par un milieu homogene

Il faut parfois prendre en compte la géométrie du réseau de fissures
Le modele : cas imperméable

Chaque fissure est vue comme un tube tres fin

d0C(t,x)

S = V(avC(tx))

Equation de diffusion dans chaque fissure

On néglige les mouvements transversaux
— le réseau de fissures est vu comme un graphe
e diffusion uni-dimensionnelle sur chaque aréte

e condition de flux aux nceuds : Z 0t VyeC(t,v) =0
e~o



Algorithme (cas imperméable)
On calcule : la position a I'instant ¢
ou le temps d’atteinte de points donnés

On utilise : Variation de la méthode des marches aléatoire sur les spheres :
simulation du temps et de la position de sortie de certaines zones

on transforme les «, et on suppose que a = 1 dans chaque aréte

~» marche aléatoire sur les points bleus et rouges (alternativement)
avec le temps proprement incrémenté
= « trace » de la trajectoire sur les points bleus et rouges



Exemple numérique : calcul de la concentration en un point

Concentration d’un traceur dans un réseau de fissures

OCE;, *) = AC(t,x) + condition de flux aux noeuds (%)
— Cltx)= [ plxyf(y)dy s C0x) = f(x)
graphe

Calcul de p(t, xg, y) pour xg donné (= densité des particules partant de x)

= résolution de 1’éq. adjointe de (x)

milieu
imperméable

\/



Exemple numérique : calcul de la concentration en un point

Concentration d’un traceur dans un réseau de fissures

GC((;;, %) _ AC(t,x) 4+ condition de flux aux noeuds (%)
— Cltx)= [ plbxyfy)dy si C0x) = f(x)
graphe

Calcul de p(t, xg, y) pour xg donné (= densité des particules partant de x()

= résolution de 1'éq. adjointe de (x)
xo = point d’injection milieu
imperméable

LN
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Temps=0,75
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Temps=2,00
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Temps=2,50
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Temps=2,75
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Temps=4,25
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Temps=4,50
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Temps=4,75
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Temps=>5,00
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Travaux en cours
Peu de travaux existent sur la simulation de processus de diffusions a
coefficients discontinus

Nous avons mis en évidence I'intérét du pour
modéliser des conditions de transmission

— plusieurs méthodes de Monte Carlo possibles en dimensiond =1
Autres sujets de recherche

o Cas de la dimension d > 1

o Application en géophysique (notamment modélisation des échanges de
fluides entre le milieu poreux et les fissures)

o Applications dans d’autres domaines (MEG, ...)



