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Probleme

o N

On fixe € > 0.

us + H(a:, 2, Du*, Dzue) =0 (0,400) x R",
(HJe)

u(0,2) = h(z, %) R™



Hypotheses
B -

» Probleme 1-périodique eny =%, i.e. f(y+ k) = f(y),
keZ".

# Condition initiale h € BUC(R™ x R™).
# Hamiltonien de type Hamilton-Jacobi-Bellman

H(x7y7p7X) — Sua{La(xvyaan) o fa(llf,y)}
oc

Lo(z,y,p, X) = —tr (aa(z,y)X) — ba(z,9y) - p,
aa(z,y) = oalz,y)on (2, y)/2
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Hypotheses

o N

# A compact de R
# |es fonctions sont continues en (o, z, y);

® o, Wb b, e Wh>®, f € BUC uniformément en a.
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Probleme
B { u§ + H(x, %, Duf, D*uf) =0 (0, 400) x R", .

u(0,z) = h(z,%) R™

En géneéral, uf(t,z) ~ u(t, X, f)
€



Probleme
B { u§ + H(x, %, Duf, D*uf) =0 (0, 400) x R", .

u(0,z) = h(z,%) R™

En géneéral, uf(t,z) ~ u(t, X, f)
€

On veut uf(t,z) — u(t,x) fortement.



Probleme

ug + H(a:, =, Duf, Dzue) =0 (0,400) x R", T
u(0,z) = h(z,%) R™

En géneéral, uf(t,z) ~ u(t, X, z)
€

On veut uf(t,z) — u(t,x) fortement.

ug + H(x, Du, D*u) =0 (0, +00) x R",

_ (HJ)
u(0,x) = h(x) R".

Quantités effectives H et h a déterminer.
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-

Controle optimal

o Controle : a, € A.
# Dynamique :

drs = bq, (:CS, E) ds + oq, (:ES, E) dWs, xog = x

€ €

® Fonction valeur :

u(t, ) = inf{ ] /O fo (23, 22) ] + B (

Lt
Lty —
€

)|}
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Controle optimal

-

PROP La fonction valeur u€ est I'unique solution de
viscosité BUC de (HJ,).
De plus, on a lI'estimation a priori

lu(t, )z < C(1+ 1)
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L

o o

Solutions de viscosité

-

Introduit par M. Crandall, P.-L. Lions (1981).
Solution continue d’équation paraboligue degénéreée.

Unicité = principe de comparaison.
Siu+ Hlu| <0, v+ Hlv] >0, u(0,-) <v(0,-), alors
u(t, ) <wv(t,-) pourtout ¢t > 0.

Stable (convergence uniforme sur les compacts).
Existence.
Solution physique en calcul des variations.
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Homogenéisation

o N

® Probleme a deux échelles: x c R" ety = £ € T".

# Matériau composite.
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Homogenéisation

o N

® Probleme a deux échelles: x c R" ety = £ € T".

# Matériau composite.

® u(t,x) — u(t, x) fortement.

# Les quantités effectives H et h décrivent les propriétés
L macroscopiques du materiau J
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Perturbations singulieres

-

Dynamique a deux échelles.
# Variable lente

dCIfS — bOés (x87 yS) dS + O_Oés (x87 yS) dWS
# Variable rapide (v > 0)

dys = e biys (3787 ys) ds+¢€ 7 O{){S (5’387 ys) dW



Perturbations singulieres

-

Dynamique a deux échelles.
# Variable lente

dCIfS — bas (x87 yS) dS + Jas (x87 yS) dWS
# Variable rapide (v > 0)
dys = e ! biys ($Sa ys) ds + € U;S (5’387 ys) dWs

® uf(t,x,y) — u(t,z) fortement.

.



Resultat principal

o N

# (H1) Uniforme ellipticité. Pour tout o, z, v,
ao(x,y) > vi, avec v > 0.

#® (H2) Non résonance. Pour tout o, aq(z,y) = a4 €t,
pour tout £ € Z"\{0}, il existe a € A tel que ayk # 0.

o |

.—p.11/26



-

Resultat principal

# (H1) Uniforme ellipticité. Pour tout o, z, v,
ao(x,y) > vi, avec v > 0.

#® (H2) Non résonance. Pour tout o, aq(z,y) = a4 €t,
pour tout £ € Z"\{0}, il existe a € A tel que ayk # 0.

THEOREME  Sous (H1) ou (H2), u¢ — w uniformément sur
les compacts de (0, +o00) x R".

w est I'unique solution de viscosité de (HJ) pour des
données effectives bien déterminées H et h.

|
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Remarques
fQuelques remarques.
# Couche limite initiale.

# Lhypothese (H2) est une condition nécessaire et
suffisante.

® Problemes déterministes.

o |
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Etapes de la démonstration

-

o Etape 1 Définition de H
Probleme ergodique en y.
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Etapes de la démonstration

o Etape 1 Définition de H
Probleme ergodique en y.

o Etape 2 Définition de h
Stabilisation en .

® FEtape 3 Résolution de (HJ)
Régularité de H.
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Etapes de la démonstration

Etape 1 Définition de H
Probleme ergodique en y.

Etape 2 Définition de h
Stabilisation en .

Etape 3 Résolution de (HJ)
Régularité de H.

Etape 4 Preuve de la convergence
Methode du developpement asymptotique.

-



Etape 1. Probleme ergodique

On fi>§e les variables lentes 7, p, X. T
wy + H(Z,y,p, X + D*w) =0 (0,400) x T",

\ (HJ)
w(0,y) =0 T".

\



Etape 1. Probleme ergodique
- -

On fi>§e les variables lentes 7, p, X.
wy + H(Z,y,p, X + D*w) =0 (0,400) x T",
\ (HJ)
| w(0,y) =0 T"
ERGODICITE (Arisawa, Lions)
Sous (H1) ou (H2), il existe X € R tel que

w(t,y)
/

> —\ uniformément en y, quand ¢t — oo.

On pose H(Z,p, X) = .
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—tape 1. Probleme ergodique : remarques

o N

# Lien avec la theorie ergodique classique pour une
diffusion.

# Condition nécessaire pour I'ergodicite. Il existe A € R et
x € C(T™) tel que

H(z,y,p, X + D) = A, T" (PC)
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Etape 1. Probleme ergodique : preuve

o N

#® Probleme stationnaire pour § > 0 petit.
dwgs + H(f, y,ﬁ,y + D2w5) =0 T".

On veut dws — const uniformément quand § — 0.



Etape 1. Probleme ergodique : preuve

o N

#® Probleme stationnaire pour § > 0 petit.

Sws + sup{—tr (aa(T,y) D*ws) — Fu(y)} =0 T™

On veut dws — const uniformément quand § — 0.
# Estimations a priori pour dwgs. D’'oU dws — z.



Etape 1. Probleme ergodique : preuve
B -

#® Probleme stationnaire pour § > 0 petit.

Sws + sup{—tr (aa(T,y) D*ws) — Fu(y)} =0 T™

On veut dws — const uniformément quand § — 0.
# Estimations a priori pour dwgs. D’'oU dws — z.

# Princ. du max. fort pour I'équation stationnaire
sup{—tr (an(z,y)D?*2)} = 0, T".
«

o |
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Etape 1. Probleme ergodique : preuve

o N

#® Probleme stationnaire pour § > 0 petit.
Sws + sup{—tr (aa(T,y) D*ws) — Fu(y)} =0 T™
«
On veut dws — const uniformément quand § — 0.

# Estimations a priori pour dwgs. D’'oU dws — z.

# Princ. du max. fort pour I'équation stationnaire
sup{—tr (an(z,y)D?*2)} = 0, T".
«

® Unicité de la limite constante z.

o |
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Etape 2. Stabilisation
- -

wy + supo{—tr (aq(z,y)D*w')} =0 (0,400) x T",
w'(0,y) = h(Z,y) T™

(HJ)



Etape 2. Stabilisation
- -

wy + supo{—tr (aq(z,y)D*w')} =0 (0,400) x T",
w'(0,y) = h(Z,y) T™

(HJ)

STABILISATION  (AL) (AB)
Sous (H1) ou (H2), il existe 1 € R tel que

w'(t,y) — p uniformément en y, quand ¢t — oo.

On pose h(T) = p.



Etape 3. Résolution de (HJ)
o N

PROP Sous (H1) ou (H2), Il existe une unigue solution u
de

{ uy + H(x, Du, D*u) =0 (0, +00) x R, o
(HJ)

u(0,2) = h(z) R".



Etape 4. Développement asymptotique
B -

THEOREME On a u® — u uniformément sur les compacts
de (0, +o00) x R™,

# Méthode du développement asymptotique.

T t
» Condition initiale (t =0) u(t,z) ~ w'(=, f)
€ €
# Equation (t >0) u(t,x) ~u(t,x)+ 62w(§).
€
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Etape 4. Hypotheses simplificatrices
B -

uf+ H(Z, D) =0 (0,+00) x R,
\ (HJe)
us(0,z) = h(%) R"

\
avec

H(y, X) = sup{~1r (aa(¥)X) — fa(y)}.

On suppose toutes les fonctions régulieres.



Etape 4. Condition initiale
- -

wi + sup{—tr (aa(y)D*w")} =0 (t > 0), w'(0,y) = h(y)

(ra) = w (L F
On pose v (t,x)_w(ez,e).
On a
X
v (0,2) = h(=).

€

vi + H(%, D2?}€) = e 2w) + H(%, e *D*w')
— ¢ %w, + € “sup{—tr (aa(%)DQw')} + O(1)
(87

= 0(1)



Etape 4. Condition initiale

w
— h+tO(1) quand e — 0 (¢ > 0)
h quand t — 0+



Etape 4. Equation

fOn suppose h = h(z). On note v la solution de (HJ).
Pour (¢, z) fixé, X = D?u(t, z),

H(y, X + D*w) = H(X), T"

On pose

v(t,x) = u(t,x) + 62w(t, T, z)
€



Etape 4. Equation

v6(0, ) = h(z) + O(€?)

vi + H(f, D*v°)

€

— u; + O(€?) + H(f, D*u + D*w + O(e))

€

= Uy + H(z D*u + D*w) + O(e)

= us + H(D?u) + O(e)
= O(e)



Etape 4. Equation

D’ou
u(t,x) = v(t,z) + tO(e)
= u(t,x) + Ew(t, z, =) + tO(e)

€
— u(t,z) quand e — 0
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