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Exer
i
e 1Question 1. Appli
ation dire
te du théorème de Lax-Milgram.Question 2. On 
onsidère le 
as où a(·, ·) est le produit s
alaire sur V , et V2 = V ⊥

1 . Pourtous u ∈ V1 et v ∈ V2, on a don
 (u, v) = 0. Si u1 est solution de (2), alors, pour tout
v ∈ V2,

〈f, v〉 = a(u1, v) = (u1, v) = 0.Or il existe des formes f linéaires 
ontinues sur V ne véri�ant pas 〈f, v〉 = 0 pour tout
v ∈ V2 (la forme f dé�nie par 〈f, v〉 = (w, v) pour un élément w ∈ V2 �xé non nul est unexemple). Pour un tel f , le problème (2) n'a pas de solution.Question 3. On suppose que V1 = V2. Véri�ons (3). Soit u ∈ V1, ave
 ‖u‖ = 1. On a

sup
v∈V1,‖v‖≤1

|a(u, v)| ≥ |a(u, u)| ≥ α‖u‖2 = α,don
 (3) est véri�é ave
 β = α.Véri�ons maintenant (4). Soit v ∈ V1, v 6= 0. On a
sup
u∈V1

|a(u, v)| ≥ |a(v, v)| ≥ α‖v‖2 > 0,don
 (4) est véri�é.Question 4. V2 est un sous-espa
e ve
toriel fermé de V . Don
 
et espa
e, muni de lanorme ‖ · ‖, est un espa
e de Hilbert.Soit u ∈ V1. L'appli
ation v ∈ V2 7→ a(u, v) est linéaire et 
ontinue sur V2. On appliquele théorème de Riesz : il existe un unique élément de V2, noté Ru, tel que
∀v ∈ V2, (Ru, v) = a(u, v). (∗)

R est ainsi une appli
ation de V1 dans V2. Comme a est linéaire de sa première variable,on véri�e aisément que R est linéaire.Question 5. On 
hoisit v = Ru dans l'équation (∗) 
i-dessus :
‖Ru‖2 = (Ru,Ru) = a(u,Ru) ≤M‖u‖‖Ru‖,don
 ‖Ru‖ ≤M‖u‖. Montrons maintenant que ‖Ru‖ ≥ β‖u‖. En utilisant à nouveau (∗),on é
rit |a(u, v)| = |(Ru, v)| ≤ ‖Ru‖ ‖v‖, don


∣∣∣∣a
(

u

‖u‖
, v

)∣∣∣∣ ≤
‖Ru‖

‖u‖
‖v‖,d'où

sup
v∈V2,‖v‖≤1

∣∣∣∣a
(

u

‖u‖
, v

)∣∣∣∣ ≤
‖Ru‖

‖u‖
.



On déduit de 
ette inégalité et de l'hypothèse (3) que ‖Ru‖ ≥ β‖u‖.Question 6. Montrons que R(V1) est fermé dans V2. Soit wn une suite de R(V1) ⊂ V2,
onvergente dans V2 vers w. Montrons que w ∈ R(V1).On é
rit wn = Run, où un ∈ V1. La suite wn = Run 
onverge dans V2, don
 elle est deCau
hy. Puisque ‖Ru‖ ≥ β‖u‖ pour tout u ∈ V1 (Question 5), on a don
 que un est ausside Cau
hy dans V1. Comme V est 
omplet, un 
onverge dans V , notons u sa limite. Comme
V1 est fermé, on a en fait u ∈ V1. Par ailleurs, on déduit de l'inégalité ‖Ru‖ ≤ M‖u‖ que
R est 
ontinue sur V1. Or un 
onverge dans V1 vers u : don
 wn = Run 
onverge vers Ru.La suite wn 
onverge don
 vers Ru, et, par hypothèse, vers w : don
, par uni
ité de lalimite, w = Ru, et w ∈ R(V1).Question 7. L'orthogonal de R(V1) dans V2 est

R(V1)
⊥ = {w ∈ V2; (w,Ru) = 0 pour tout u ∈ V1} .Soit w ∈ R(V1)

⊥. Pour tout u ∈ V1, on a 0 = (w,Ru) = a(u,w). L'hypothèse (4) impliquealors que w = 0. Don
 R(V1)
⊥ = {0}.Question 8.Montrons que R(V1) = V2. Soit P la proje
tion orthogonale de V2 sur R(V1) ⊂

V2. Cette proje
tion est bien dé�nie 
ar V2 est un espa
e de Hilbert et R(V1) est un sous-espa
e ve
toriel fermé de V2 (Question 6). Soit v ∈ V2. On é
rit v = Pv + v̄, où (v̄, z) = 0pour tout z ∈ R(V1). Don
 v̄ ∈ V2 véri�e (v̄, Ru) = 0 pour tout u ∈ V1. Don
 v̄ ∈ R(V1)
⊥,et, d'après la Question 7, v̄ = 0, don
 v = Pv. Autrement dit, R(V1) = V2.Le problème (2) s'é
rit don
 de manière équivalente 
omme

{ Trouver u1 ∈ V1 tel que
∀v ∈ R(V1), 〈f, v〉 = a(u1, v) = (Ru1, v).

(∗∗)Appliquons le théorème de Lax-Milgram dans R(V1), qui est bien un espa
e de Hilbertpour ‖ · ‖ 
ar 
'est un sous-espa
e fermé de V2 (Question 6), qui est lui même fermé dans
V . L'appli
ation v ∈ R(V1) 7→ 〈f, v〉 est linéaire et 
ontinue, tandis que l'appli
ation qui à
v et w dans R(V1) asso
ie (v, w) est bilinéaire, 
ontinue et 
oer
ive.Appliquant le théorème de Lax-Milgram, on déduit qu'il existe un unique w ∈ R(V1)tel que

∀v ∈ R(V1), 〈f, v〉 = (w, v).Comme w ∈ R(V1), il existe u1 ∈ V1 tel que w = Ru1, et 
et élément u1 est solution de
(∗∗).Montrons que le problème (∗∗) admet une unique solution. Soit ū1 une autre solutionde (∗∗). On a don
 que 0 = (R(u1 − ū1), v) pour tout v ∈ R(V1) = V2. En 
hoisissant
v = R(u1 − ū1), on voit que R(u1 − ū1) = 0. Comme ‖Ru‖ ≥ β‖u‖ (Question 5), 
e
iimplique u1 = ū1.Don
 le problème (∗∗) admet une unique solution.Exer
i
e 2Question 1. Car ||1||Ḣ1(Ω) = 0.Question 2. Car si ||u||Ḣ1(Ω) = 0 ave
 u ∈ C∞

c (Ω) alors ∇u = 0 et don
 u = 0.



Question 3. Il su�t d'é
rire A = (A1, A2) ave
A1 = 0 et A2(x1, x2) = v(x1, x2)g(x1)ψ(x2)et de remarquer que
∫

∂Ω
A · n =

∫

Ω

∑

i=1,2

∂

∂xi
AiQuestion 4. Faire simplement une IPP en x1 en utilisant la question pré
édente ave


g(x1) = ∂h
∂x1

(x1).Question 5. Appliquer Cau
hy-S
hwarz et Fubini.Question 6. Il s'agit simplement de l'extension par 
ontinuité d'une appli
ation bili-néaire 
ontinue dé�nie sur un sous-espa
e ve
toriel dense.Question 7. Appliquer Lax-Milgram (ou bien le théorème de Riesz).Question 8. Applquer l'estimation de la question 5.Question 9. Pro
éder 
omme à la question 3, en faisant une IPP en x1 
omme à laquestion 4. Con
lure 
omme à la question 6.Question 10. Il su�t d'appliquer la question 9 et la question 8.Question 11. On 
al
ule
− < ∆ũ, ϕ >

=< ∇ũ,∇ϕ >

=

∫

R2

∇ũ · ∇ϕ

=
∑

±

∫

{±x2>0}
∇ũ · ∇ϕ

=
∑

±

∫

{±x2>0}
−ϕ ∆ũ+

∫

∂{±x2>0}
ϕ
∂ũ

∂n

=

∫

{x2=0}
2g(x1)ϕ(x1, 0) dx1Question 12. Il su�t de remarquer que

< ∆̂ũ, ϕ >=< ∆ũ, ϕ̂ >et que
∆̂ũ(ξ) = −ξ2 ˆ̃u(ξ)



Question 13. On 
al
ule
∫

R

dx1 g(x1)ϕ̂(x1, 0)

=

∫

R

dx1 g(x1)

(∫

R2

dξ1dξ2 e
−iξ1x1ϕ(ξ1, ξ2)

)

=

∫

R2

dξ1dξ2 ϕ(ξ1, ξ2)

(∫

R

dx1 e
−iξ1x1g(x1)

)

=

∫

R2

dξ1dξ2 ϕ(ξ1, ξ2)ĝ(ξ1)Ce
i implique le résultat.Question 14. On ã
u(x1, 0)

=
1

(2π)2

∫

R2

dξ1dξ2 e
iξ1x1 ˆ̃u(ξ)

=
1

(2π)2

∫

R2

dξ1dξ2 e
iξ1x1

2ĝ(ξ1)

ξ21 + ξ22

=
1

(2π)2

∫

R

dξ1 2ĝ(ξ1)e
iξ1x1

(∫

R

dξ2

ξ21 + ξ22

)

=
1

(2π)2

∫

R

dξ1 2ĝ(ξ1)e
iξ1x1

(
1

|ξ1|

∫

R

dξ2

1 + ξ
2
2

)

=
1

(2π)2

∫

R

dξ1 2ĝ(ξ1)e
iξ1x1

(
π

|ξ1|

)

=
1

2π

∫

R

dξ1
ĝ(ξ1)

|ξ1|
eiξ1x1Or par ailleurs on a

ũ(x1, 0) = =
1

2π

∫

R

dξ1 e
iξ1x1 f̂(ξ1)d'où par transformée de Fourier inverse, on déduit que

f̂(ξ1) =
ĝ(ξ1)

|ξ1|Question 15. Soit v ∈ C∞
c (Ω). Alors par IPP et en utilisant que ∆u = 0 dans Ω, onobtient ∫

Ω
∇v · ∇u =

∫

∂Ω
v
∂u

∂n
=

∫

∂Ω
vg



Si g(x1) =
∂h

∂x1
(x1) ave
 h ∈ D(R), alors on peut appliquer l'estimation de la question 5et la densité de C∞

c (Ω) dans Ḣ1
0 (Ω) pour déduire l'égalité pour tout v ∈ Ḣ1

0 (Ω). De plus
∂̂f

∂x1
(ξ1) = iξ1f̂(ξ1), ĝ(ξ1) =

∂̂h

∂x1
(ξ1) = iξ1ĥ(ξ1)D'où

T̂ h(ξ1) =
∂̂f

∂x1
(ξ1) = iξ1f̂(ξ1) = −|ξ1|ĥ(ξ1)Question 16. Si h ∈ S(R), alors ξ1 7→ |ξ1|ĥ(ξ1) est intégrable, et don
 T̂ h ∈ L1(R).Ainsi on a

T̂ (Th)(ξ1) = −|ξ1|T̂ h(ξ1) = ξ21 ĥ(ξ1) =
̂
−
∂2h

∂x2
1

(ξ1)
e qui donne le résultat par transformée de Fourier inverse.


