
Corrigé du ontr�le d'analyse6 février 2009Douments autorisés - Durée 3 heuresExerie (8 points)1. On onsidère un voisinage ompat K de Supp(u). On observe que
|v(ξ + h) − v(ξ)| = |〈u, ϕ(·, ξ + h) − ϕ(·, ξ)〉E ′,C∞|

≤ CK max
0≤|α|≤p

sup
x∈K

|∂(α,0)(ϕ(·, ξ + h) − ϕ(·, ξ))|.Les dérivées de ϕ jusqu'à l'ordre p (�xé) étant uniformément ontinues surle produit de K par un voisinage ompat de ξ, le membre de droite tendvers zéro quand h→ 0, e qui prouve la ontinuité de v.2. On observe que
1

h
(v(ξ + h) − v(ξ)) − 〈u, ∂(0,1)ϕ(·, ξ)〉E ′,C∞ = 〈u, δh(·, ξ)〉E ′,C∞ ,ave

δh(x, ξ) =
1

h
(ϕ(x, ξ + h) − ϕ(x, ξ)) − ∂(0,1)ϕ(x, ξ).Comme ϕ est régulière, δh ainsi que ses dérivées en x d'ordre ≤ p tendentuniformément vers 0 pour x ∈ K. On onlut omme i-dessus.3. Immédiate.4. Posons

w(ζ) = 〈u,

∫ ζ

a

ϕ(·, ξ)dξ〉E ′,C∞ .En appliquant la question 2, on déduit
d

dζ
w(ζ) = 〈u, ϕ(·, ζ)〉E ′,C∞ .D'où la relation demandée en intégrant.5. Soit v(ξ) = 〈u, e−ixξ〉E ′,C∞ . De par la question 3, v ∈ C∞(R). De plus, enutilisant l'estimation (1) donnée dans l'énoné, il vient pour tout ξ ∈ R,

|v(ξ)| ≤ CK max
0≤|α|≤p

sup
x∈K

|∂α(e−ixξ)| ≤ C ′
K(1 + |ξ|)p.En�n, pour ψ ∈ S(R), il vient

〈v, ψ〉S′,S =

∫
v(ξ)ψ(ξ)dξ ≤ C ′′

KNp+2(ψ),e qui montre que v ∈ S ′(R). 1



6. D'après le théorème 10.23 du ours, une distribution à support ompat esttempérée. On peut don dé�nir û omme une distribution tempérée. De plus,pour ψ ∈ D(R) ⊂ S(R), il vient en utilisant la question 4 sur un intervalle
]a, b[ ontenant le support de ψ,

〈v, ψ〉S′,S =

∫ b

a

v(ξ)ψ(ξ)dξ =

∫ b

a

〈u, e−ixξ〉E ′,C∞ψ(ξ)dξ

=

∫ b

a

〈u, e−ixξψ(ξ)〉E ′,C∞dξ

= 〈u,

∫ b

a

e−ixξψ(ξ)dξ〉E ′,C∞

= 〈u, ψ̂〉E ′,C∞ = 〈u, ψ̂〉S′,S = 〈û, ψ〉S′,S ,ar ψ̂ ∈ S(R). D'où û = v par densité de D(R) dans S(R).7. Il est lair que le support de vR est la sphère de rayon R dans R
3. En utilisantla formule admise et le hangement de variables, il vient

v̂R(ξ) = 〈vR, e
−ix·ξ〉E ′,C∞

=

∫

|x|=R

e−ix·ξdx

= 2πR2

∫ π

0

e−iR|ξ| cos θ sin θdθ

= 4πR
sin(R|ξ|)

|ξ|
,d'où le résultat.Problème (15 points)1. Véri�er que (·, ·)H est un produit salaire est immédiat. La omplétude de

H se déduit de elle de H1
0 (Ω).2. On utilise l'indiation et l'inégalité de Cauhy�Shwarz pour obtenir

|a(u, v)| ≤ 4(|λ| + 2|µ|)‖u‖H‖v‖H ,e qui prouve la ontinuité de a sur H ×H.3. Par intégration par parties, il vient
∫

Ω
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,ar u1 et u2 sont nulles au bord. 2



4. On remarque simplement que
∫

Ω
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 ,où on a utilisé la question préédente pour obtenir la première ligne.5. De la question préédente, on déduit l'égalité pour tout u ∈ C∞

0 (Ω)×C∞
0 (Ω).Le résultat pour tout u ∈ H provient de la densité de l'espae C∞

0 (Ω) ×
C∞

0 (Ω) dans H et du fait que a est ontinue sur H.6. L'inégalité de Poinaré peut (par exemple) s'énoner sous la forme : il existeune onstante C > 0 telle que pour tout f ∈ H1
0 (Ω), on a

C

∫

Ω

f 2 ≤

∫

Ω

|∇f |2. (1)7. De la question 5, on déduit que
a(u, u) ≥ µ

∫
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2
min (1, C) ‖u‖2

H ,où on a utilisé l'inégalité de Poinaré (1) pour obtenir la troisième ligne.8. (question plus di�ile). Remarquons que pour α, β ∈ R,
1

2
(α+ β)2 ≤ α2 + β2 (2)et don pour tout δ ∈ ]0, 1[, on a (en déomposant 0 < µ = δµ+ (1− δ)µ eten utilisant (2) ave α =

∂u1

∂x1

, β =
∂u2

∂x2

)
a(u, u)≥

∫
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2
.Vu que 3µ+ 2λ > 0, on peut hoisir δ > 0 assez petit de sorte que

λ+ µ

(
1 +

(1 − δ)

2

)
> 0.3



Ainsi, on déduit omme à la question 7 que
a(u, u) ≥

δµ

2
min (1, C) ‖u‖2

H .9. L'appliation ℓ est linéaire. Pour véri�er la ontinuité, on utilise l'inégalitéde Cauhy�Shwarz
|ℓ(v)| ≤ ‖f‖(L2(Ω))2‖v‖(L2(Ω))2 ≤ C‖v‖H ,ave C = ‖f‖(L2(Ω))2 .10. Lax�Milgram et questions préédentes.11. Utiliser le fait que u ∈ H pour remarquer que pour tout i, j ∈ {1, 2} on a
eij(u) ∈ L2(Ω) ⊂ L1

loc(Ω) ⊂ D′(Ω),d'où la représentation ave rohets de distributions annonée.12. En intégrant par parties au sens des distributions, on obtient pour tout
v ∈ C∞

0 (Ω) × C∞
0 (Ω) :

− <
∂σij

∂xi

, vj >=
∑

j∈{1,2}

< fj, vj >,d'où le résultat.13. On érit
σ̂kj = iλ


 ∑

p∈{1,2}

ξpûp


 δkj + iµ (ξkûj + ξjûk) .Don,

−
∑

k∈{1,2}

∂̂σkj

∂xk

= λξj
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 + µ


|ξ|2ûj + ξj
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=
∑

k∈{1,2}

Mjk(ξ)ûk,ave
Mjk(ξ) = µ|ξ|2δjk + (λ+ µ)ξjξk.14. On obtient

µ|ξ|4


 ∑

i∈{1,2}

|ûi|
2


 + (λ+ µ)|ξ|2|ξ · û|2 = |ξ|2f̂ · û.Ainsi, en intégrant sur R

2, en onservant uniquement le premier terme dumembre de gauhe et en appliquant Cauhy�Shwarz au membre de droite,on déduit le résultat. 4



15. On utilise le fait que
∑

j,k∈{1,2}

|ξjξkûi|
2 = |ξ|4|ûi|

2ainsi que l'égalité de Bessel�Parseval pour la transformée de Fourier.
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