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Exercice (8 points)

1. On considére un voisinage compact K de Supp(u). On observe que

(& +h) — (&) = [{u, o(-, € + h) — (-, €))er o]
< Cx max sup [0 (p(-, &+ h) — p(-,))].

0<]a|<p zeK

Les dérivées de ¢ jusqu’a l'ordre p (fixé) étant uniformément continues sur
le produit de K par un voisinage compact de &, le membre de droite tend
vers zéro quand h — 0, ce qui prouve la continuité de v.

2. On observe que

%(U(S +h) = 0(€)) = (u, 0V, €))ero = (u, (-, €))ercm,

avec 1
on(@,§) = 3 (p(z, €+ h) = p(w,€)) = 0Vp(2, ).

Comme ¢ est réguliére, J;, ainsi que ses dérivées en x d’ordre < p tendent
uniformément vers 0 pour x € K. On conclut comme ci-dessus.
3. Immeédiate.

4. Posons

En appliquant la question 2, on déduit
d

d_gw(o = (u, (-, ())ercoe-

D’ou la relation demandée en intégrant.

5. Soit v(§) = (u,e ) er coo. De par la question 3, v € C*°(R). De plus, en
utilisant I'estimation (1) donnée dans I’énoncé, il vient pour tout £ € R,

[0(€)] < Cx max sup |[9%(e™*) < Cle(1+ [E])".
0§|a|fpz6K

Enfin, pour ¢ € S(R), il vient

(0, )55 = / D(EVH(E)E < CLN, ().

ce qui montre que v € S'(R).



6. D’apreés le théoréme 10.23 du cours, une distribution a support compact est
tempérée. On peut donc définir & comme une distribution tempérée. De plus,
pour ¢ € D(R) C S(R), il vient en utilisant la question 4 sur un intervalle
Ja, b[ contenant le support de 1,

b b
(0, 9)s15 = / V(E)b(E)de = / (1,7 g, e ()

— / (u, e (€)Y er coodE

a

b
= (Ua/ e P (E)dE) o100

= (u, V)grco0 = (U, V) s1.5 = (U, V) s 5,

car ¢ € S(R). D’out @ = v par densité de D(R) dans S(R).

7. 1l est clair que le support de v est la sphére de rayon R dans R3. En utilisant
la formule admise et le changement de variables, il vient

UR(€) = (vg,e ) e oo

= / ey
lz|=R

= 27rR2/ e HIE ot in 94
0

sin(R[¢])

= 4rR—BU
€l

d’on le résultat.

Probléme (15 points)

1. Vérifier que (+,-)g est un produit scalaire est immédiat. La complétude de
H se déduit de celle de Hj(2).

2. On utilise I'indication et I'inégalité de Cauchy Schwarz pour obtenir
|au, v)] < 40+ 2|pDllulla o],

ce qui prouve la continuité de a sur H x H.

3. Par intégration par parties, il vient

Ouy % 0%uy Ouy %

EE— — ul — EE—
Q 8902 81‘1 QO (91‘281‘1 Q (91‘1 8:102’

car u; et uy sont nulles au bord.



. On remarque simplement que

/ Z leii( _/ %2 %2+1 3U12+ 3U22+28u18u2
i,j€{1,2} v o (107 Oo 2 |0y 0w, 0x1 01,
_ 1 (0uy | Oup\* 1 ou; |*
A= A RTPN ie
i,5€{1,2}

ol on a utilisé la question précédente pour obtenir la premiére ligne.

. De la question précédente, on déduit 1'égalité pour tout u € C§°(2) x C5°(£2).
Le résultat pour tout u € H provient de la densité de I'espace C§°(§2) x
C°(2) dans H et du fait que a est continue sur H.

. L’inégalité de Poincaré peut (par exemple) s’énoncer sous la forme : il existe
une constante C' > 0 telle que pour tout f € H}(Q), on a

c[r< [ (1)

. De la question 5, on déduit que

3@
o)z [ 3|5
i,j€{1,2} T3
YLy ol )
i,j€{1,2} i,7€{1,2}
8u1 p S M
25 [ Y |5H +ch /Z > B i (1,€) [y
i,j€{1,2} 1€{1,2}

ou on a utilisé I'inégalité de Poincaré (1) pour obtenir la troisiéme ligne.

. (question plus difficile). Remarquons que pour «, f € R,

1

sla+p) <a®+4 (2)
et donc pour tout § € |0, 1[ on a (en décomposant 0 < u =+ (1 —39)u et
en utilisant (2) avec o = —-, § = 8uQ)

N ’ 8962
) 2
a(u,u)z/ﬂ 5/1"2 +(/\+N(1+T)> Z o,
1,5€{1,2} €{1,2}

Vu que 3p + 2X > 0, on peut choisir 6 > 0 assez petit de sorte que

/\+u(1+(1_5)> > 0.

2

3



10.
11.

12.

13.

14.

Ainsi, on déduit comme a la question 7 que
)
a(u, u) > T’Mmin(l,C) ull2,.

L’application ¢ est linéaire. Pour vérifier la continuité, on utilise I'inégalité
de Cauchy Schwarz

[(v)] < HfH(L2(Q))2HU||(L2(Q))2 < C|lvllu,

avec ' = ”fH(L2(Q))2'
Lax—Milgram et questions précédentes.

Utiliser le fait que v € H pour remarquer que pour tout i,j € {1,2} on a
eij(u) € L*(Q) C L, () C D'(Q),

d’ou la représentation avec crochets de distributions annoncée.
En intégrant par parties au sens des distributions, on obtient pour tout
v e CFQ) x Cr(() :
0oij
a—;,ﬂj >= Z < fj,vj >,
(2

Jje{1,2}

— <<
d’on le résultat.

On écrit

Grg=iA | D &y | Oy +ip (etty + &) -
pe{1,2}
Donc,

—
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ke{1,2) O, pe{1,2} ke{1,2}
= > My,
ke{1,2}
avec
M;i(€) = plé?0n + (X + )&
On obtient

plel | D2 1wl | + A+ wlePle - af = €1 -
ie{1,2}
Ainsi, en intégrant sur R?, en conservant uniquement le premier terme du

membre de gauche et en appliquant Cauchy—Schwarz au membre de droite,
on déduit le résultat.



15. On utilise le fait que
Z |§&ktal® = |€M ]
jke{1,2}

ainsi que 'égalité de Bessel Parseval pour la transformée de Fourier.



