Corrigé de ’examen d’analyse du 5 février 2010

Probleme de 'obstacle

Question 1. Evident.

Question 2. Par définition, / IVo|* < HcpH%p Par ailleurs, 'inégalité de Poincaré indique

que, pour tout ¢ € H}(Q), on a |l¢[|z2 < Cal|[Ve| 2. On a donc bien

allell3 < J(p) < Bllelin,

avec 3=1/2 et a =1/(2(1 + C3)).
L’application ¢, 9 — (p, ) = / Vi - Vi est bilinéaire, symétrique, et positive. De

Q
plus, I'inégalité ci-dessus montre que, si (p,p); = 0, alors ¢ = 0. Cette application est
donc bien un produit scalaire sur Hé(Q), qui induit une norme pour laquelle H&(Q) est
encore un espace de Hilbert.

Question 3.

3a Il est clair que g € P. On vérifie facilement que P est convexe.

3b Par construction, ¢, converge vers ¢* dans L%(Q), donc

/Qsoncb—/gso*qﬁ

Par conséquent,

= /Q on = &7 1ol < llen =7 lL2 [9llL2 —n—oo 0.

n—oo

/(90* —g)¢p= lim [ (p,—g)¢p >0,
Q Q

qui est un nombre positif ou nul comme limite d’une suite de nombres positifs ou
nuls. Soit maintenant ¢, une suite d’éléments de P qui converge vers p* € Hg(Q2)
dans H}(£2). On vient donc de montrer que, pour tout ¢ € Hg (Q) vérifiant ¢(x) > 0
p-p- sur €2, on a

/Q(so* —9)¢ >0,

ce qui implique, en utilisant la propriété admise a la Question 1, que ¢* > g presque
partout. Donc ¢* € P, qui est donc un ensemble fermé dans H} ().

Question 4. On note || - ||; la norme associée au produit scalaire (-,-);. On voit que
J(p) = §||<,0||3, donc le probleme (1) s’écrit aussi in}"{ o — ulls, pour u =0, H= H}()
pe

muni du produit scalaire (-,-) s, et K = P.
Le théoreme rappelé dans I’énoncé donne l’existence et 'unicité d’une solution au
probleme (1), notée v*.

Question 5. Par construction, on voit que v* 4+ a¢ est dans ’espace P. Donc
J(* +ag) = inf{J(p); ¢ € P} =J(").
Or,
J(W* + ap) = J(v*) + O‘; /Q V| + a/QVv* V.
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Ainsi, pour tout o > 0, on a

2
«
—/ |V¢|2—|—a/ Vo* - V¢ > 0.
2 Ja Q
En divisant par « et en passant a la limite a — 0, on obtient I'inégalité démandée.

Question 6.

6a En distinguant les cas u(x) > 0 ou u(z) < 0, on montre que uy(x)u_(x) = 0 presque
partout. Donc

[e@do= [ —urt= @+ [z [y,

ce qui montre que uy € L?(1).

6b En écrivant u = u4 —u_, on a
fumwlfs = = w0yl + e = -l =2 [ (= w04) (u- =)

::|W+—wﬂﬁr+m~—ULﬁ;+QA¥MW—+QA¥Mﬂ—

> lup —wi e,
en utilisant que les 3 derniers termes de la seconde ligne sont positifs ou nuls.

Question 7. Comme ¢ € D(2), on peut se ramener & la manipulation de distributions.
Donc

[ 90V = (90,96) = ~(a0.6) = - [ o,

Q Q

otl on a utilisé & la derniere étape que Av € L?(Q). En utilisant la densité de D(£2) dans
H} (), on généralise cette égalité a tout ¢ € HL(Q).

Question 8.

8a En utilisant le résultat de la Question 7, on obtient que, pour tout ¢ € H&(Q),

/Qp*qb:—/QAv*¢:/Qvu*-v¢.

On choisit maintenant ¢ € Hé(Q) telle que ¢(x) > 0 p.p. dans Q. La Question 5
indique que / Vov* - V¢ > 0, donc / p*p > 0.
Q Q

8b On utilise a nouveau la réciproque admise a la Question 1 pour déduire de la question
précédente que p*(x) > 0 presque partout. On distingue maintenant deux cas.
Si v*(z) > g(z), 'énoncé indique que —Av*(x) = 0, soit p*(x) = 0. Par ailleurs,
max(0, p*(z) + pu(g(z) — v*(x)) = max(0, u(g(x) — v*(z)) = 0, donc on a bien, en un
tel x, I'égalité p* = [p* + u(g — v*),.
Si v*(x) = g(x), alors max(0, p*(z) + p(g(z) — v*(x)) = max(0, p*(x)) = p*(z), et &
nouveau, en un tel x, on a I'égalité p* = [p* + u(g —v*)] .

Question 9. On calcule

1
ﬁ(so,q)=§/Q\VsO\2—/Qsoq+/ng-
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On est exactement dans le cadre de la section 9.3 du polycopié. Minimiser £ par rapport
a ¢ (a q fixé) est équivalent & trouver v € H}(Q) tel que —Av — ¢ = 0 dans D'(Q2). On
sait par le cours que ce probleme admet une unique solution.

Le probleme (9) est plus facile a résoudre que le probleme (1) car il s’agit d’un probleme
d’optimisation sans contrainte.

Question 10.

10a Comme py € L?(f2), la fonction vy est bien définie dans H{ (). On montre maintenant
par récurrence que les fonctions v, et p, sont bien définies, respectivement dans
HE(Q) et L?(Q). Cest vrai pour n = 0.
On a p,+u(g—v,) € L*(9), donc, en utilisant la Question 6a et la définition (11), on
obtient que p,11 € L?(Q2). Par conséquent, le probleme (10), & I’étape n + 1, est bien
posé et définit bien une unique fonction v,4+1 € H (). Ceci conclut la récurrence.
Les équations (10) et (11) sont respectivement motivées par la définition (7) et la
relation (8).

10b Pour tout ¢ € H}(2), on a

/VU*-ng:/p*(b et /an-V(b:/pn(b.
Q Q Q Q

On fait la différence entre ces deux équations, et on choisit ¢ = v* — v, ce qui donne

/Q (Vo — Vo) - (V0" — Vo) = /Q (" — pn) (v — v0).

10c En utilisant (11) et (8) puis la Question 6b, on obtient

Ipnt1 =2 2 = oo+ plg —vn)l — 0" +ulg —v™)] L |l
< N (pn+plg —vn)) — (" + plg —v7)) 22
< (pn = ") — (v — )] 12
Donc
Pt — P[22 < |[(n — D) — pu(vn — v*)||22
< pn— 5122+ 12llon — 0722 — 20 /Q (o — ) (tn — v
< pn = p*lI72 + 1P |lvn — v*||72 — 20| Vo, — VU172

en utilisant la Question 10b. L’inégalité de Poincaré donne
lon = v*[F < (14 CE)IIVvn — Vo' [I72,

donc

2

2
mllvn—v*llm,

Ipns1 =217z < llpn = p7II72 + #2llvn — " (I3 —

ce qui est la majoration demandée avec C' = 2/(1 + C3).

10d On pose . = C/2, si bien que, dés que 0 < g < pe, on a pu? — puC < 0, et donc
la suite ||pn, — p*”%2 est décroissante. Cette suite converge donc vers un réel /. La
majoration obtenue a la question précédente s’écrit aussi

(1O — 1)l = v (I3 < P = 07172 — [Pasr — 07172

Comme puC — p? > 0, on obtient lim |jv, — v*||z1 = 0.
n—oo
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Principe d’incertitude d’Heisenberg

Question 1. On a

Re( [ —= @*(m)ﬁ(m) dz) = -3 :Egp*(ﬂ:)d—i(:n)—l—xgp(x) d“i (2)\ dz
R d | R d dip*

ol on a utilisé une intégration par partie a la troisieme ligne.

Question 2. On a

J

Question 3. Pour deux fonctions & valeurs complexes f,g € L?(R;C), on rappelle que

L= (L) ()

— 2
d d 1 . 1 .
o ﬁ(@' de =5 [ 1igp©F de =5 [ 1o e

2 1
I ()| dx=

27TR

Ainsi on a
/R@(x) dr = Re (/R—:n w*(m)j—i(aj) dm)
< |([-ev0fe )
< <]£\x¢6xﬂ2dw>é (/& % )| dw>%
< ([ ioor dm>é (5 [ e d&)l
Cela donne

(/R§2|¢(5)|2 df)é (/Rﬂ$2|g0(3:)|2 algc)é > \/g (/R|90|2> ’

qui est exactement 'inégalité recherchée.

Question 4. Soit ¢ € F' et une suite ¢, € D(R) de fonctions telles que
lo —nllp =0 quand n — +oo.

Pour tout ¢ € F, on a

2
ol =/ ot [ W@ do+ [ Pl o
- Z a2(¢7¢)

i=1,2,3

dip
%(95)




avec

/ E07(€)C(E) de
az(, ¢) = /R ¥ (@)¢(x) de
a5(,¢) = /R 22 (2)¢(x) da

Les formes hermitiennes a; vérifient I'inégalité de Cauchy-Schwarz et donc leurs semi-
normes associées N;(¢) = /a;(¢, 1)) vérifient 'inégalité triangulaire. Par conséquent,

[Ni(p) = Ni(en)| < Ni(e — ) < [l = onllp-

Or l'inégalité vérifiée par o, s’écrit

Nion)Nalion) 2 5(Na(on)*

On obtient donc simplement le résultat en passant a la limite.

Question 5. En utilisant I'indication, on montre que

[wea= [ (4 a1

Donc
1 1 1 1
[ @) [ =@ (L) - ) () -
D’aprés le cours, on a zﬁ(f) = (%)i (g)% e~/ avec o = a/2, c’est-a-dire
i) = va () e,
Ainsi

[ewr=2(2)" [ =z(T) 2”;% -

avec 3 = 1/a. On a donc égalité dans I'inégalité démontrée a la Question 4.

Question 6. On a

[ alot@ ao = [ (@ = olet@ dr=c—c( [ et ar) o

De plus, $(€) = e%¢p(€), done ()] = |@(€)|. Par ailleurs, on a

2 2 = x — c)?|o(x)]? dz
/R:cw(:m dw—/R< Plo@)[? d

= [ ot o2 ( [ alotwl? ar) + e ( [ 1ot ao)

= /x2\g0(x)\2 dx —2c¢* + ¢
R

_ /sz\gp(x)\z da — </Ra;\<p(x)\2 dx>2.
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En appliquant l'inégalité (11) de ’énoncé a la fonction 1, on obtient alors :

{ar fewor ) '{/R”“’Q’S"(”‘f)’”x—(/]ereo(mrz)z}%zg

Question 7. De la méme fagon qu’a la Question 6, on a

3 [ 0P s =5 [ €= loP as =p—p (5= [ 10600 dc) =

De plus, (x) = e~*Pp(x), donc |0(x)| = |¢(z)|. Par ailleurs, on a

1 / WP de = — (€= plote)® ae
T JRr

_ _/52 OF a2 (5 [ deer )+ (5 [ 1P @)

= —/62 (©))? d¢ — 2p* + p*

- & [ewor i (g [aaor )

Question 8. En appliquant le résultat de la Question 6, on a

{ /52 &) dg} '{/RwZ!cp(a:)yQ dr (/Rx’@(w)!2>2}% . %

En appliquant alors cette nouvelle inégalité & la fonction 6 de la Question 7, on tire
immédiatement le résultat demandé.

Question 9. On a directement

1 1
a B
() = ()
R R
On remarque alors que /(v — 1) = 3/(1 — [3) et on éleve les deux membres de l'inégalité
a cette puissance.

Question 10. On a

et donc

G L) e G L) v o () - ()]

2 1
ozl In B, — | In(27).

<

On remarque que

/R[)a(x)dw:/Rﬁ(a:)dx—k(a—1)/Rﬁ(ac)lnﬁ(x)dw+o(a—1).

D’ou en passant a la limite « — 1, § — 1, on tire I'inégalité demandée.



