Corrigé de ’examen d’Analyse
Mardi 28 janvier

1 Questions préliminaires

0.10na:

1
J(u+ev) = / L—Lwquﬁ) (IVoul* + 42| V,u*Vu - Vv 4 6% (Vou - Viv)?
RQ
+48° |V, 0’ Vou - Voo + 4 Voolt) = flz)u(z) — e f(z)v(z)] da.

En dérivant,

d
d—gJ(u + €v)|emo = / [wi (|2 Veul Veu - Vo — f(z)v(z)] de
R2
En testant contre v € D(R?), on vérifie que toute solution (si elle existe) du probleme
de minimisation de (J) doit vérifier 'équation (EDP) dans D’'(R?).
0.2 west dans H3.(R?), doncu € Li (R?) et |Vu| € L (R?). Comme w; € C=(RT),
elle est en particulier bornée et intégrable sur tout compact, et sur un compact K de

R? donné, on a donc par 'inégalité de Holder :
; wi (| uPVou| dz < Jwr(|2)) || pa | Vul?|| ass = [Jwr(|2)?) ||| Vul[32 < oo
(|2 Voul*Vou| de < [lwn(J2?) [ ol Val| e ([ )] 2l Vull s <

Donc w; X |Vul> Vu € (LL (R2)).
0.3 Comme L (R?) C D'(R?), w; x |Vu|? est donc bien une distribution sur R2.

loc

L’équation (EDP) a donc bien un sens dans D'(R?).

2 L’espace de Banach

1.1 La démonstration suit le méme raisonnement que la démonstration de H' com-
plet. Soit (u,) une suite de Cauchy de W4, Alors par définition de W', (u,,) est une
suite de Cauchy de L* et pour i € {1,2}, (0,,u,) est une suite de Cauchy dans L*,
espace de Banach, donc (u,) converge vers u dans L* et (9,,u,) converge vers v; dans
L*. Comme L* C D', (u,) converge vers u dans D', donc (9,,u,) converge vers O,,u
dans D', d’ont d,,u = v; € L* par unicité de la limite dans D’. Donc u € W1,

1.2 Par définition, VVO1 4 est un sous-espace fermé de Pespace de Banach W4, donc
c’est également un espace de Banach.

1 3 En apphquant I'inégalité de Holder avec p = 4 et p’ =  sur les deux fonctions

of < (et m)‘l‘ (] f<w>!§w;é<ym\z)dx)i

1
37

uwo et fwy *, on trouve :

f(

En prenant o = 5 et =

: 1,4
est continue dans W;™".

on obtient que I'application u — [o, f(z)u(z) dz existe et



3 Une inégalité de Poincaré

2.1 Soit ¢ € D([0, +00]) et soit po(r) = [T

o Wo(s)ds la primitive de wp qui s’annule
en 0. On remarque que :

d
L (r?) = 2rwo(r?).

Alors par intégration par parties, les termes de bord s’annulant (py(0) = 0, ¢ a support

compact),
+00 +oo

i ¢ (r)wo(r)rdr = =2 i ¢'(r)¢” (r)po(r*)dr.

2.2 En appliquant l'inégalité de Holder (p = 4, p' = %) au membre de droite de

I’égalité de la question 2.1,
1
+o0o 40,2 1
/ 4 pO(T)
————d :
(/0 (¢'(r)) o (r2)r 7")

nt) (H2)

B

+00 +oo

Sty <2 ([ ot )

0 0

Si on suppose

C =
Tob 7w (r2)w(12)?

alors en posant ¢; = 16C, on a

¢*(r)wo(r*)rdr < 61/0 Oo(gb/(r))4w1(r2)r dr.

“+o00

0
2.3 En dérivant par rapport a r,

Oy (u(r cosf,rsinf)) = dyucos f + Jyusinb.
En élevant au carré et en utilisant judicieusement l'inégalité 2ab < a? + b,

(Oru)? = (0u)? cos® 0 + 20,ud,u cos O sin 0 + (9,u)? sin” 0
< (9,u)* cos? O + (9,u)? sin? 0 + (9,u)? cos® § + (9,u)? sin® 0
< (Oou)* + (Qyu)* = [Vul®

2.4 Par un changement de variables en polaire, et en utilisant la question 2.2,
2 +o0
/ () [P (|2]2) = / / u(r cos 0, 1 sin 0)'wo (r2)r drd
R2 o Jo
2m 400
< cl/ / |0, (u(r cos 8,7 sin 0))|*w (r*)r drdf
027r O+oo
< cl/ / |Vu(r cos 0,7 sin 0)|*w, (r*)r drdf
o Jo

Scl/ IV ul*w; (|2)?) do
R2

2.5 Si on cherche wy(r) sous la forme 7* avec a # —1, alors po(r) = 77, et
4
po(r?) _ 1 p2ot4
4wy (1?)wo(r?)3 a+1 '
Donc cette expression est bornée ssi & = —2. Donc wy(r) = %2 convient.

2



4 Un probleme de minimisation

3.0 On développe :

1
J(u+v) = Z/ (IVul* + 4|Vu|*Vu - Vo + 4(Vu - Vu)? 4 2|Vul|Vol? + 4|V’ Vu - Vo + [Vo|*)
R2
f(u+v)
R2
= J(u) —|—/ (IVul*Vu - Vv — fo)
R2
1 1
+ / ((Vu - Vv)? + §|Vu\2]VU\2 + |V Vu - Vo + Z!Vv[‘l).
R2
On pose

J (v) = /R2 (|Vul’Vu - Vv — fo)

qui est bien linéaire en v. Par ailleurs, en utilisant 1'inégalité de Holder,
2 1 2 2 2 1 4
(Vu - Vv)* + —|Vu\ Vol + |Vu|*Vu - Vo + Z|VU|
R2
3
§HVUHL4HWHL4 + [ Vullpal[Vollzs + 5 HWH?}
1
< §IIVUIIi4IIUII€V1A +IVulsallvllins + g0l = ollvllwss)-

3.1 Comme J/ est linéaire, pour v € VVO1 4 en appliquant Holder,
[T ()] < (IVallzall Vol + I g llollee < (IVullzs + 1 )0l

donc J, est continue sur W,**. J est donc différentiable sur W, *, donc y est continue.
3.2 En développant,

0)x*+(1=0)|x+h|*—|z+(1—0)h[* = 0(1—-0) [4]x]*(n.h)* 4 2|z |*|h]* + 4(2 — 0)|h|?|x|(n - h)
+(3 =360+ 6%)|h|"]
On obtient donc un polynéme du second degré de la forme a|z|?> + b|z| + ¢ dont le
minimum est atteint pour |z| = —Z, donc
2

b
alz? +blz| +c>c— —
4a

avec
a=0(1—0) [4(n.h)* + 2|h|?]
b=140(1—-60)2—0)|h*(n-h)
c=0(1—0)(3—30+6%)|h|*.
En remplacant,

2(2 — 0)2(n - h)?
2(n - h)2 + |h|?

Olz|* + (1 —0)|z +h|* — |z 4+ (1 —0)h|* > 0(1 —0)|h|* |3 — 30 + 6% —



Comme |n - h| < |hl,
22—0)2(n-h)* 2 )
<-=(2-90
2(n-h)2+1n*> — 3( )

Finalement, en développant,

1—0+06?
Bl + (1 — 0|z +h* — |z + (1 —)h[* > —2 " (1 — o)|n|*.
Comme 1 — § + 6% atteint un minimum de 2 en § = 1, alors
1
Olz/* + (1 —0)|z +h|* — |z 4+ (1 —0)h* > 00 - 0)|h|*

ce qui vérifie I'inégalité avec k; = }1.
3.3 En utilisant I'expression de J et la question 3.2,

k
0J(u)+ (1 —=0)J(v) — J(Ou+ (1 —0)v) > Zlﬁ(l — 0)/ wi(|2)*)|Va(u — v)|*dx
R2
On utilise alors la question 2.4 et I'inégalité de Poincaré :
Ju ol < (o) [ (9l 0)fton((of?)do
R2

pour conclure :

0J(u)+ (1 —=0)J(v) — J(Ou+ (1 —0)v) > - ky

_me o - 4
(1+CO)‘9(1 0)”11, UHW1,4

3.4 En utilisant la question 3.3,
kao0(1 — 0)||u, — uquﬁvm < O0J(un) + (1 —0)J(uptq) — J(Oup + (1 — O)tpig)

<0 (un) + (1= 0)J (tnsg) — inf J(u) 25550,
ueWy’

Donc (u,) est une suite de Cauchy dans W,"* espace de Banach, donc (u,) converge
dans W, vers uo,. Comme .J est continue (question 3.1), alors

J(uoo) = lim J(u,) = inf J(u).

n—+00 ueW&A

3.5 L’équation d’Euler en u, donne directement que pour tout v € Wy, J), (v) =0.
Par linéarité de J/, on a le méme résultats pour —v.

3.6 On remarque, en réorganisant les termes et en divisant par > 0 dans (Conv),

J(v+0(u—v))—J(v)

Tw) = Iw) - -

> k(1= 0)]Ju— v,
En passant a la limite 6 — 0,
J(u) = J(v) = Jy(u = v) = kellu — vl 4.

. e 1,4 ’ .
Si on a deux minimiseurs globaux de J, uy,us € Wy, alors nécessairement J(u;) =
J(uz). Alors d’apres ce qui précede, comme J;, = 0, on a |lu; — ugl[14 = 0 et u1 = uy
d’ou I'unicité.



5 Solution de ’EDP

4.1 Si w, est solution du probleme variationnel J; (v) = 0 Vv € Wy, alors en
prenant v € D(R?), on vérifie immédiatement que u, vérifie (EDP) au sens des distri-
butions.

Réciproquement, si u, est solution de (EDP) au sens des distributions, il est facile
de vérifier que pour tout ® € D(R?), J, (®) = 0. En utilisant la densité de D(R?) dans
W, (par définition) et la continuité de la forme linéaire J'_, J! (v) = 0 pour tout
ve Wyt

4.2 Les questions 3.4 et 3.6 permettent de conclure a 'existence et I'unicité de la
solution du probleme de minimisation de J sur VVO1 4. Ce probleme étant équivalent au
pr?bléme (EDP) pour u € W, le probleme (EDP) admet une unique solution dans
Wy™.



