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Questions d’application

1. Enoncé incorrect : en effet, pour f € C(R), la quantité sup,cp | f(t)| n’est pas néces-
sairement finie. Ce n’est donc pas une norme sur C°(R). Question non comptabilisée.

2. Passer en coordonnées polaires. Réponse : la fonction est dans L' () si et seulement
sia < 2.

3. Pour ¢ € D(R?), on calcule que

;i_{% (T, ¢) =v-Vé(a) = ”18?1(“) +va5—(a).
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4. (a) Pour tout z # 0, v, (x) converge vers 0. Donc v, converge presque partout vers
0.

(b) Pour tout |z| > a et n > 1, on a 1+ n?2? > nz?, donc |v,(x)| < 1/22, qui
est intégrable sur | — 0o, —a[U]a, +oo[. En utilisant le théoréme de convergence
dominée, on obtient donc que v, converge vers 0 dans L'(] — oo, —a[U]a, +00]).

Donc T, converge vers —v;

(c) La suite wy, converge simplement vers §sign(x). Soit un compact K C R. On a
|wp(z)] < /2, qui est intégrable sur K. En appliquant le théoréme de conver-
gence dominée, on montre donc que wy, converge vers Zsign(z) dans L'(K) pour
tout compact K, donc dans L{, (R). Par conséquent, w, converge vers Zsign(z)
dans D'(R).

(d) On constate que v, = w},. On sait que w/, converge dans D'(R) vers la dérivée
de Tsign(z), qui vaut 7dy (formule des sauts). Donc v, converge dans D’'(R)
vers mwdg.

Une seconde fagon de procéder est la suivante : on écrit

[0}

<vn,¢>>:/. |> vn(:r)¢(x)dx+/_ on(2)() da.

Le premier terme tend vers 0 grace a la question (b). On récrit le second terme :

/ Z vp(7)P(z) dr = Z qi(i/ ;2) dy = /R 1 —nana) (V) qi(i/gg) d

Le théoréme de convergence dominée donne la limite de cette intégrale : donc
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Exercice

1. u et v sont deux formes linéaires sur D(R?). Vérifions la propriété de continuité. Soit
K un compact de R? et ¢ € Dg(R?). 1l existe M tel que K C [~M, M| x [-2M,2M].
On a

00 M
|<u,cz>>|s/0 |¢<z,2z>|dz=/ 6(z22)dz < M sup |é(z.9).
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La définition 6.4 du cours est donc bien vérifiée avec p = 0 et C' = M. Donc u est
bien une distribution, d’ordre 0. De la méme maniére, on a

o<y [ (/ a0 o ) dt = / (/ ot o ) d.
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donc
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La définition 6.4 est encore vérifice, avec p = 0 et C = M?/2. Donc v est bien une
distribution, d’ordre 0.

2. Soit ¢ € D(R?). On calcule
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Soit ¥(z) = ¢(z,2z). On constate que ¢'(z) = %(2,22) + 287/(2’22)’ donc

0 0 *
<8Z+28Z’¢>:_/o Y'(2)dz = (0) = ¢(0,0) = (J(0,0),® ),

ce qui permet de conclure.
3. Soit ¢ € D(R?). En utilisant le théoréme de Fubini, on a
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Par ailleurs,
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Donc

v 0% B 1 [T [(0¢ 0

1 [T (0¢ 0
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On introduit ¥ (z) = ¢(x, x) et 0(x) = (—z,x), et on obtient que
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= 51/1(0) + 59(0) = ¢(0,0) = (J(0,0),®)-
4. On constate que

()= | %H(t)H(a: O H(t — 7)o, t) da dt,

ol H est la fonction de Heaviside.



