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Questions d'appli
ation1. Enon
é in
orre
t : en e�et, pour f ∈ C0(R), la quantité supt∈R |f(t)| n'est pas né
es-sairement �nie. Ce n'est don
 pas une norme sur C0(R). Question non 
omptabilisée.2. Passer en 
oordonnées polaires. Réponse : la fon
tion est dans L1(Ω) si et seulementsi α < 2.3. Pour φ ∈ D(R2), on 
al
ule que

lim
ε→0

〈Tε, φ 〉 = v · ∇φ(a) = v1
∂φ

∂x1
(a) + v2

∂φ

∂x2
(a).Don
 Tε 
onverge vers −v1 ∂δa

∂x1
− v2

∂δa
∂x2

.4. (a) Pour tout x 6= 0, vn(x) 
onverge vers 0. Don
 vn 
onverge presque partout vers0.(b) Pour tout |x| > α et n ≥ 1, on a 1 + n2x2 ≥ nx2, don
 |vn(x)| ≤ 1/x2, quiest intégrable sur ]−∞,−α[∪]α,+∞[. En utilisant le théorème de 
onvergen
edominée, on obtient don
 que vn 
onverge vers 0 dans L1(]−∞,−α[∪]α,+∞[).(
) La suite wn 
onverge simplement vers π
2 sign(x). Soit un 
ompa
t K ⊂ R. On a

|wn(x)| ≤ π/2, qui est intégrable sur K. En appliquant le théorème de 
onver-gen
e dominée, on montre don
 que wn 
onverge vers π
2 sign(x) dans L1(K) pourtout 
ompa
t K, don
 dans L1

loc(R). Par 
onséquent, wn 
onverge vers π
2 sign(x)dans D′(R).(d) On 
onstate que vn = w′

n. On sait que w′
n 
onverge dans D′(R) vers la dérivéede π

2 sign(x), qui vaut πδ0 (formule des sauts). Don
 vn 
onverge dans D′(R)vers πδ0.Une se
onde façon de pro
éder est la suivante : on é
rit
〈 vn, φ 〉 =

∫

x;|x|>α

vn(x)φ(x) dx+

∫ α

−α

vn(x)φ(x) dx.Le premier terme tend vers 0 gra
e à la question (b). On ré
rit le se
ond terme :
∫ α

−α

vn(x)φ(x) dx =

∫ nα

−nα

φ(y/n)

1 + y2
dy =

∫

R

1[−nα,nα](y)
φ(y/n)

1 + y2
dy.Le théorème de 
onvergen
e dominée donne la limite de 
ette intégrale : don


lim
n→∞

〈 vn, φ 〉 = lim
n→∞

∫

R

1[−nα,nα](y)
φ(y/n)

1 + y2
dy =

∫

R

φ(0)

1 + y2
dy = πφ(0).



Exer
i
e1. u et v sont deux formes linéaires sur D(R2). Véri�ons la propriété de 
ontinuité. Soit
K un 
ompa
t de R

2 et φ ∈ DK(R2). Il existeM tel que K ⊂ [−M,M ]× [−2M, 2M ].On a
|〈u, φ 〉| ≤

∫ ∞

0
|φ(z, 2 z)| dz =

∫ M

0
|φ(z, 2 z)| dz ≤M sup

(x,y)∈K

|φ(x, y)| .La dé�nition 6.4 du 
ours est don
 bien véri�ée ave
 p = 0 et C = M . Don
 u estbien une distribution, d'ordre 0. De la même manière, on a
|〈 v, φ 〉| ≤

1

2

∫ ∞

0

(
∫ t

−t

|φ(x, t)| dx

)

dt =
1

2

∫ M

0

(
∫ t

−t

|φ(x, t)| dx

)

dt,don

|〈 v, φ 〉| ≤

1

2

∫ M

0
2t sup

(x,y)∈K

|φ(x, y)| dt =
M2

2
sup

(x,y)∈K

|φ(x, y)| .La dé�nition 6.4 est en
ore véri�ée, ave
 p = 0 et C = M2/2. Don
 v est bien unedistribution, d'ordre 0.2. Soit φ ∈ D(R2). On 
al
ule
〈
∂u

∂x
, φ 〉 = −〈u,

∂φ

∂x
〉 = −

∫ ∞

0

∂φ

∂x
(z, 2 z) dz,d'où

〈
∂u

∂x
+ 2

∂u

∂y
, φ 〉 = −

∫ ∞

0

(

∂φ

∂x
(z, 2 z) + 2

∂φ

∂y
(z, 2 z)

)

dz.Soit ψ(z) = φ(z, 2 z). On 
onstate que ψ′(z) =
∂φ

∂x
(z, 2 z) + 2

∂φ

∂y
(z, 2 z), don


〈
∂u

∂x
+ 2

∂u

∂y
, φ 〉 = −

∫ ∞

0
ψ′(z) dz = ψ(0) = φ(0, 0) = 〈 δ(0,0), φ 〉,
e qui permet de 
on
lure.3. Soit φ ∈ D(R2). En utilisant le théorème de Fubini, on a

〈
∂2v

∂t2
, φ 〉 =

1

2

∫ +∞

0

(
∫ t

−t

∂2φ

∂t2
(x, t) dx

)

dt

=
1

2

∫ 0

−∞

(
∫ +∞

−x

∂2φ

∂t2
(x, t) dt

)

dx+
1

2

∫ +∞

0

(
∫ +∞

x

∂2φ

∂t2
(x, t) dt

)

dx

= −
1

2

∫ 0

−∞

∂φ

∂t
(x,−x) dx−

1

2

∫ +∞

0

∂φ

∂t
(x, x) dx

= −
1

2

∫ +∞

0

∂φ

∂t
(−x, x) dx−

1

2

∫ +∞

0

∂φ

∂t
(x, x) dx.Par ailleurs,

〈
∂2v

∂x2
, φ 〉 =

1

2

∫ +∞

0

(
∫ t

−t

∂2φ

∂x2
(x, t) dx

)

dt

=
1

2

∫ +∞

0

∂φ

∂x
(t, t) dt−

1

2

∫ +∞

0

∂φ

∂x
(−t, t) dt.



Don

〈
∂2v

∂t2
−
∂2v

∂x2
, φ 〉 = −

1

2

∫ +∞

0

(

∂φ

∂x
(x, x) +

∂φ

∂t
(x, x)

)

dx

−
1

2

∫ +∞

0

(

∂φ

∂t
(−x, x) −

∂φ

∂x
(−x, x)

)

dx.On introduit ψ(x) = φ(x, x) et θ(x) = ψ(−x, x), et on obtient que
〈
∂2v

∂t2
−
∂2v

∂x2
, φ 〉 = −

1

2

∫ +∞

0
ψ′(x) dx−

1

2

∫ +∞

0
θ′(x) dx

=
1

2
ψ(0) +

1

2
θ(0) = φ(0, 0) = 〈 δ(0,0), φ 〉.4. On 
onstate que

〈 v, φ 〉 =

∫

R2

1

2
H(t)H(x+ t)H(t− x)φ(x, t) dx dt,où H est la fon
tion de Heaviside.


