
Corrigé du partiel d'analyse6 janvier 20091 Questions d'appli
ation1. Q est dénombrable don
 de mesure nulle.2. En posant f(0) = 0, f est 
ontinue don
 lo
alement intégrable sur R. En
+∞ elle est équivalente à 1/t don
 non intégrable sur R.3. f est 
ontinue sur R3\{0} don
 la seule di�
ulté est l'intégrabilité en 0.

1
|x|α

est dans Lp
loc(R

3) si et seulement si 1
|x|αp est intégrable au voisinage de

0, soit si et seulement si αp < 3 ou en
ore α < 3/p.4. On fait le 
hangement de variable s = t/n, l'intégrale se rée
rit alors
∫ ∞

0
f(ns)
1+s2 ds. f est bornée sur R+ 
ar 
'est une fon
tion 
ontinue qui ad-met une limite en +∞. On 
on
lut par le théorème de 
onvergen
e dominée.5. La première appli
ation n'est pas une distribution 
ar elle n'est pas linéaire.On véri�e en appliquant la dé�nition que la se
onde appli
ation est une dis-tribution : pour un 
ompa
t K ⊂ [−N,N ] où N est un entier, on obtient

CK = N + 1 et pK = N .6. Soit φ ∈ D(R). On a
〈Tn, φ〉 =

∫ +∞

0

n sin(nx)φ(x)dx

=

∫ +∞

0

cos(nx)φ′(x) + φ(0)

= −
1

n

∫ +∞

0

sin(nx)φ′′(x) + φ(0)Il est don
 
lair que 〈Tn, φ〉 tend vers φ(0), d'où Tn 
onverge vers δ0 dans
D′(R).2 Exer
i
e1. Si T = Cδa, il est 
lair que (x− a)T = 0. Ré
iproquement, si (x− a)T = 0,on 
onsidère φ ∈ D(R) et on é
rit ave
 le ρ de l'énon
é

φ(x) = φ(a)ρ(x) + (x− a)ψ(x)1



où ψ ∈ D(R).Alors
〈T, φ〉 = C〈δa, φ〉ave
 C = 〈T, ρ〉.2. Il y a deux façons de résoudre 
et exer
i
e. On peut remarquer dire
tementque (x − a)δb = (b − a)δb, et don
 que 1

b−a
δb est une solution parti
ulière.En utilisant la question 1, l'ensemble des solutions est alors l'ensemble desdistributions de la forme Cδa + 1

b−a
δb.Alternativement on reprend la dé
omposition

φ(x) = φ(a)ρ(x) + (x− a)ψ(x)et on obtient
〈T, φ〉 = 〈T, ρ〉φ(a) + ψ(b)Or ψ(b) = φ(b)−φ(a)ρ(b)

b−a
don


〈T, φ〉 =

(

〈T, ρ〉 −
ρ(b)

b− a

)

φ(a) +
φ(b)

b− aet T est de la forme Cδa + 1
b−a

δb. Ré
iproquement les distributions de 
etteforme sont 
lairement solutions de l'équation.3. En reprenant le 
al
ul de la question pré
édente, on voit que T solution del'équation véri�e
〈T, φ〉 = 〈T, ρ〉φ(a) + ψ(a)Or ψ(a) = φ′(a) don

〈T, φ〉 = 〈T, ρ〉φ(a) + φ′(a)et T est de la forme Cδa − δ′a. Ré
iproquement les distributions de 
etteforme sont bien solutions de l'équation.4. Posons S = (x − b)T . S est solution de (x − a)S = 0 don
 on sait d'aprèsla question 1 que S s'é
rit Cδa.

T est don
 solution de l'équation (x− b)T = Cδa, et on déduit des questions
2 et 3 que :� si a 6= b, T s'é
rit 
omme 
ombinaison linéaire de δa et δb.� si a = b, T s'é
rit 
omme 
ombinaison linéaire de δa et δ′a.Les ré
iproques sont 
laires. 2


