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1 Exercice (5 points)

La fonction FE est dans L>°(R?) C Li. (R?) donc définit une distribution sur R2.
Soit ¢ € D(R?). Par le théoréme de Fubini,
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Les fonctions £ : x — ¢(z,x) et ¥ : x — ¢(—x,x) vérifient
0 0 0 0
€)= Llea) + Llea) et W(a) =~ () + O ),

pour tout x € R. Ainsi,

(G -550) = =5 [ €whr+ [ vt = 360+ 160) = 0.0,

2 Exercice (8 points)

1. Soit
zi(z) = vi(z) — qi.
On vérifie facilement que si (x7, 23, 1) est un maximiseur de (1), alors pour
t =1,2, 27 est un maximiseur du probléme
sup z;(x) (%)
rERL
et que, réciproquement, si pour ¢ = 1,2, z¥ est un maximiseur du probléme (x),
alors (z7, 23, 1+ qox}) est un maximiseur du probléme (1). Pour montrer que
(1) admet un unique maximiseur, il suffit donc de montrer que pour i = 1,2,
(%) admet un unique maximiseur. Or la fonction z; est de classe C? sur R, et
vérifie
lim z(z)=—¢ et VxeR,, z

/
4 0.
i (x) <
Il en résulte que z; est une fonction strictement concave sur R, , qui tend vers
—o0 en +o00. Pour tout ¢ = 1,2, le probléme () admet donc bien un unique

maximiseur.



2. Pour tout © = 1,2, x} est un maximiseur de la fonction z; sur R;. Sous I'hy-
pothése xf > 0, on a donc z{(x}) = 0 et donc vj(x}) = g;.

3. Les contraintes inégalités x; > 0 et x5 > 0 ne sont pas actives. De plus, la
contrainte égalité f(z1,x2) = 0, avec

f . (I‘l, Ig) — R — .Z’ltl(Il) - .Z’th(l’g)

une fonction C', est qualifiée en (a7}, 23) car
Vf(x7,x5) = . . . 0.
st = ( 0D A ) #

Soit w : (x1, ) — u(xy, o, x1q1(x1) + T2g2(x2)). D’aprés le cours, il existe
donc \* € R tel que

Vuw(zi, x5) + X'V f(2], 25) = 0.

Ceci se réécrit pour i = 1,2
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XN (2 (x)) + qi(xf) — pi) = 0.

4. En utilisant le fait que u(z1,xa,1) = vi(x1) + vo(z2) — [ et que ¢;(z) = vi(zx),
on obtient que pour 7 =1, 2,

vy (27) (1= A7) = Ati(a),

soit encore
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On a donc bien le résultat demandé avec ¢ = —%
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