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1 Exercices d’application (6 points)

1. a- Soit M > 0 tel que Supp(¢) C [—M, M]% Alors si x # 0, il existe
no € N tel que pour tout n > ng, |nx| > M et ¢,(z) = ni¢p(nx) = 0.
Donc (¢, )nen converge presque partout vers la fonction nulle.

b- Soit 1 € D(R?). Comme ¢, € D(R?) C Li (RY), on a
(o Vo = | on()(@)de = [ ntona)iie) do.
R4 R4

En effectuant le changement de variables y = nx (dy = n’dx) dans
I'intégrale ci-dessus, on obtient

/Rd nd¢(nx)¢($) dr = 5 o(y)¥(y/n) dy.

Pour identifier la limite de cette derniére intégrale, on applique le
théoréme de convergence dominée:

x ¢(y)(y/n) converge vers ¢(y)1(0) presque partout;
* o) (y/n)| < [[¢ll~@alo(y)] € L' (RY).

Donc

(Gn, V) DRy DRA) = / o(y)Y(y/n)dy — / d(y)¥(0) dy = (o, V) pr(re) D(RA)-

n—-+o0o
Donc (¢p)nen converge vers dp dans D'(2).

c- Si (¢n)nen convergeait vers une fonction ¢ dans L'(R?), a fortiori elle
convergerait vers cette fonction ¢ également au sens des distributions.
Or on a vu a la question précédente que (¢, )nen convergeait vers la
masse de Dirac §y dans D'(R?), qui n’est pas un élément de L'(R?).
Donc (¢, )neny ne peut pas avoir de limite dans L(R?).

2. a- Comme T est une distribution, pour tout sous-ensemble K compact de
, il existe px € N, Cx > 0 tel que pour tout ¢ € Dk (),
(T, d)p@)peyl <Cx sup  sup|0%¢(z)].
OéENd, |Oé‘§pK zeK
Donc, si (¢ )nen €st une suite qui converge vers 0 dans D(£2), en choi-
sissant K un sous-ensemble compact de 2 tel que pour tout n € N,
Supp(¢,) C K, on voit immédiatement que

(T, o)D), D) nd 0.



b- Si T' n’est pas une distribution, comme T est une forme linéaire sur
D(£2), nécessairement il existe K un sous-ensemble compact de €2 tel
que pour tout p € N et tout C' > 0, il existe ¢, € Dg() telle que

T(¢)| >C  sup sup|0%p,c(x)| (1)

aeNd |a|<p z€Q

En particulier, en prenant p = C' = N et en notant ¢y = ¢n .y, On a
bien le résultat.

c- La suite de fonctions (gN)NGN est telle que pour tout N € N, Supp(aN) C
K. De plus, pour tout a € N¢, pour tout N > |a|, on a

~ 1
0° <~ 0.
S [0°on ()] < 7 T

Donc la suite (¢n)yen converge vers 0 dans D(2). Or, (1) implique
que |T(¢n)| > 1 ce qui implique une contradiction sur 7.

Exercice (7 points)

. La dérivée de la fonction z € R +— 1)(z)? est la fonction z € R — 2¢(x)y' ().
On a donc pour tout réels y < x:

b — () = / “op () (1) de

Yy

En faisant tendre y vers —oo, comme 9 est a support compact, lim,_,_ ., ¥(y) =

0 et on obtient N
P2 [ o

b = )/ b(t) ‘

< / et (1) dt

< /W) (t)] dt.

En utilisant I'inégalité de Cauchy-Schwarz, on obtient finalement que pour
tout z € R,

D’ou

() <20l @Y || 2@

ce qui implique que pour tout x € R,

()] < V2| gy 191 oy



2. La famille (¢;)1< <, satisfait

(Y5, Vr) 2wy = /ij =0y 0t by =1sik=jou0sik#j
R
Donc

2 — 2d
. / ()2 da

= [ Y et o) do

R k=1

= Z &&/ka(x)wj(w) dx

k=1

= > G

k,j=1

= > g1~
j=1

De méme,
1|2 = / () ? de

= /H{kafj%(x)w;(x)dx

k=1

3. En utilisant l'inégalité prouvée a la question 1. pour 9 (z), ainsi que la
question précédente, on obtient

W) =

Z&'%(flf)

1/2 1/2
< V2 i 11 gy

n /4 , o, 1/4
< \/§<Z|£j\2> (Zék@/ﬂ{w;(x)w;(ﬂf)da :



4. En prenant §; = ¢;(x) dans I’équation précédente, on obtient

> @)

= plz)

IA

n 1/4 n 1/4
ﬂ(wa) (Z (o)) | wmm;-(:c)dx) ,
Jj= ) J= »
- ﬁpm”‘*(Z wn(o)ia) [ w,;<x>w;<w>dx> ,

ce qui entraine

n 1/4
plx)** < V2 (Z U (2)0;() /R U, ()0 () dm) ,

k,j=1

et finalement

@) <43 () (a) / () (z) da.

k,j=1
5. On intégre alors cette équation sur R, ce qui donne
3 3
[ oapds = ol
R

<4 [ 3wt [ v dyds

R k=1

= 1 [ Y ([uwwe ) ([vwima)

B =1

—a e ( [ ) dy)

Ry =1

_ . / 2
- 44;A|wj<y>| dy
— 4 / ;nw;n%z(m

D’ou le résultat.



