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Exercice 1

Soit (V; ||-||) un espace de Hilbert réel. On note (-, -) le produit scalaire associé a ||-|. Soit a(-,-) une
forme bilinéaire pour laquelle il existe o > 0 et M > 0 tels que |a(u, v)| < M ||ul|||v]], Y(u,v) € VXV,
et a(u,u) > af|u||?,Vu € V. Soit f € V', i.e. une forme linéaire continue sur V. Soient V; et Vs
deux sous-espaces vectoriels fermés de V. On considere les problemes

(1)

Trouver ug € V tel que
a(ug,v) = (f,v), YveV

et

(2)

Trouver uy € V tel que
a(ul,v)Z(f,v>, V’UE‘/Q.
Montrer que le probleme (1) admet une unique solution.

Montrer a l’aide d’'un exemple que, sans hypothese supplémentaire, le probleme 2 peut n’avoir
aucune solution. Indication : on pourra considérer le cas ol a(+,-) est le produit scalaire sur V, et
prendre Vo = V.

On supposera désormais qu’il existe 5 > 0 tel que

Yu € Vi tel que ||ul| =1, sup  a(u,v)| > B, (3)
vEVa,|lv]|<1
et que
Yo € Vo\{0}, sup |a(u,v)| > 0. (4)
ueVy

Montrer que (3) et (4) sont vérifiées si V; = Va.

Le reste de l'exercice consiste & montrer que les conditions (3) et (4) garantissent l’existence et
I'unicité de la solution de (2), méme dans le cas ou V; # Va.

Montrer qu’il existe une application linéaire R de V; dans V5 telle que :
(Ru,v) = a(u,v), Y(u,v) € Vi x Vs,
Montrer que pour tout u € V1, f||lul| < ||Rul|| < M||u.
Montrer que R(V}) est un sous-espace fermé de V5.
Montrer que orthogonal de R(V;) dans V, pour le produit scalaire de V' est réduit & {0}.

Déduire de ce qui précede que le probleme (2) admet une unique solution .



Exercice 2

On rappelle que si V; et V5 sont des espaces de Hilbert, si Wy et W5 sont des sous-espaces vectoriels
denses de V; et Va respectivement, et si 5 est une forme bilinéaire continue sur Wy x Wy (munis des
normes de V; et V5 respectivement), alors 3 se prolonge de maniére unique en une forme bilinéaire
continue sur V; x V5.

On considere
Q={(z1,22) €R? 23>0} et CX(Q)={u:Q—R, FeDR?) et u=uv4q}.

On introduit I'espace vectoriel H'(€2) = {ue L} (Q), Vue (L*(Q))*} et on définit sur HY(Q)

loc
iy = [ Vo Vo et ullgsiey = )i
1) Montrer que || - [|z1(q) nest pas une norme sur I'espace HY(Q).
2) Montrer que || - [|1(q) est une norme sur CZ° (Q) (noter que C°(9) ¢ H*(Q)).

3) Soit v € C(Q2) et g € D(R). Soit par ailleurs v € D(R) tel que 1(0) = 1. Montrer que

v(z1,0)g(z1)dx; = | daides *ﬁ(ﬁl,fg)g(l'l)’l/)(l'g) —v(x1,x2)9(21) 4y (z2) ] .
/R /Q < Oxy

day
4) En déduire que si h € D(R), alors

dh B v dh v di
/Rv(xl’o)dixl(xl)dzl = \/le‘ldzg (8332(‘%1,1‘2)61331(1'1)11)(332) + axl(l’l,xg)h(xl)m(l'g)) .
5) En déduire que pour tout v € C°(Q) et tout h € D(R),

< COHUHHl(Q)HhHHI(R)

/v(ml,O)ﬂ(wl)dwl
R

d1'1

avec Co = ||1/}HH1(R)

6) Soit

Hy(Q) = C2(Q)

101 e

On admet que H& (Q) est un espace de Hilbert lorsqu’on le munit du produit scalaire (-, ')Hl(Q)'
Déduire de la question précédente que ’application bilinéaire

dh
(v,h) — /Rv(acl,())d—xl(xl) dxy,

originellement définie sur C°(Q) x D(R), se prolonge de maniere unique en une application bi-
linéaire continue b(v, h) définie sur H}(Q) x H*(R).

7) Montrer que si h € H'(R), alors il existe un unique u;, € Hg(Q) tel que

/ Vuy - Vo =b(v,h), Yve H(Q). (5)
Q

8) Montrer que
[unll g ) < Collhllarm)-

9) Soit u et v deux fonctions de C2°(€2). Montrer que

o [ (o o
a0 81‘1 - Q 6.1?2 81‘1 6.2?1 81‘2 '



En déduire qu’on peut prolonger de manieére unique la forme bilinéaire

ou

(Uﬂ)) = o0 v@Tﬁ’

originellement définie sur C2°(€2) x C2°(£2), en une forme bilinéaire continue B sur H(Q) x HL(Q)
et qu’on a
|B(u, v)| < [lull g1 o vl g1

10) A h € H'(R), on associe la forme linéaire continue sur Hg(€2), notée Ty, définie par
Yo € HY(Q), Tu(v) = B(un,v).

Montrer que
||Th||(H5(Q))' < Col|Pfmr (r).-

ow

9w
AU =0 dans Q.

11) Soit w € S(R?*) N L>®(R?) et g(x1) = 1,0). On pose U = w5 et on suppose que

Soit
Uz, x2) si x99 >0
u(wy, x2) =
Uz, —x2) si xo <O.

Montrer que u € S'(R?) et que pour tout ¢ € S(R?),

(Au,p)sr s = */ 2g(z1)p(z1,0) dry.
R

12) Pour & = (&1,&2) € R2, on note |£|2 = &7 + £€2. Montrer que pour tout ¢ € S(R?),

(—[€2a(), )sr.s = — / 29(21)¢(x1, 0) darr.
R

13) En déduire que
[€7a(€) = 29(&1).

14) Soit f(z1) = U(z1,0). En supposant que l'application &; — g(§§1|) est intégrable, montrer que
1
1 €120 9(61)
r1) = — [ d& €™ ,
o) = 57 der con B
et en déduire que
; 9(&)
A :
=]
15) Montrer que pour tout ¢ € C°(Q),
/VU~V<,0:/ gep.
Q a0
. o . dh
On suppose maintenant qu'’il existe une fonction h € D(R) telle que g(z1) = d—(acl) Montrer
Z1
0
qu’alors, U = uy, ou uy est la fonction définie a la question 7. Soit enfin Sy, (z1) = a—uh(xl,O).
T
Montrer que . .
Sn(&1) = —[&lh(&1)- (6)



