
Contr�le d'analyse6 février 2009Douments autorisés - Durée 3 heuresExerie (8 points)Soit u ∈ E ′(R) une distribution à support ompat. On rappelle (f. ours,setion 7.4) que u est d'ordre �ni et que u peut être étendue omme appliationlinéaire de C∞(R) dans R. De plus, en notant p l'ordre de u, pour tout voisinageompat K de Supp(u) (K est un ompat dont l'intérieur ontient Supp(u)), ilexiste CK telle que
∀ψ ∈ C∞(R), |〈u, ψ〉E ′,C∞| ≤ CK max

0≤α≤p
sup
x∈K

∣∣∣∣
dα

dxα
ψ(x)

∣∣∣∣ . (1)Par la suite, on �xe un tel K. Soit ϕ ∈ C∞(R × R). Pour tout ξ ∈ R, la fontion
ϕ(·, ξ) : R ∋ x 7−→ ϕ(x, ξ) ∈ R,est dans C∞(R). On peut don onsidérer la fontion

v : R ∋ ξ 7−→ 〈u, ϕ(·, ξ)〉E ′,C∞ ∈ R.1. En majorant v(ξ + h) − v(ξ) à l'aide de (1), montrer que v ∈ C0(R).2. Montrer que v est di�érentiable sur R ave pour tout ξ ∈ R,
d

dξ
v(ξ) = 〈u, ∂(0,1)ϕ(·, ξ)〉E ′,C∞ .On rappelle la notation ∂(0,1)ϕ = ∂

∂ξ
ϕ.3. En déduire par réurrene que v ∈ C∞(R) ave pour tout ξ ∈ R,

dα

dξα
v(ξ) = 〈u, ∂(0,α)ϕ(·, ξ)〉E ′,C∞ .On rappelle la notation ∂(0,α)ϕ = ∂α

∂ξα
ϕ.4. Montrer que pour a ≤ b,

∫ b

a

v(ξ)dξ = 〈u,

∫ b

a

ϕ(·, ξ)dξ〉E ′,C∞ .5. On pose v0(ξ) = 〈u, e−ixξ〉E ′,C∞ . Montrer que
∀ξ ∈ R, |v0(ξ)| ≤ C ′

K(1 + |ξ|p),et en déduire que v0 ∈ S ′(R). 1



6. Justi�er, en itant le résultat du ours, pourquoi la transformée de Fourier
û de u est bien dé�nie. Puis, en utilisant la densité de D(R) dans S(R),montrer que

û(ξ) = 〈u, e−ixξ〉E ′,C∞ . (2)7. Appliation. On admet que l'équation (2) s'étend en dimension 3 sous laforme suivante : pour u ∈ E ′(R3), on a pour tout ξ ∈ R
3,

û(ξ) = 〈u, e−ix·ξ〉E ′,C∞ .Soit R > 0. La mesure surfaique de la sphère de rayon R dans R
3 est ladistribution vR telle que

∀ϕ ∈ C∞
0 (R3), 〈vR, ϕ〉 =

∫

|x|=R

ϕ(x)dx,où |x| désigne la norme eulidienne du veteur x ∈ R
3.� Montrer que vR ∈ E ′(R3) et préiser son support.� Montrer que pour ξ 6= 0,

1

4πR2
v̂R(ξ) =

sin(R|ξ|)

R|ξ|
,où |ξ| désigne la norme eulidienne du veteur ξ ∈ R

3. On utilisera lehangement de variables en oordonnées sphériques dans R
3 :

∫

|x|=R

h(x)dx = R2

∫ π

0

∫ 2π

0

h(R sin θ cosφ,R sin θ sinφ,R cos θ) sin θdθdφ,en mesurant l'angle θ à partir de la diretion portée par le veteur ξ.Problème (15 points)Dans R
2 muni d'un repère artésien, on note x = (x1, x2) un point de l'ouvert

Ω = ]0, a[ × ]0, b[ ave a > 0 et b > 0. On rappelle que
H1

0 (Ω) = C∞
0 (Ω)

H1(Ω)

=

{
f ∈ H1(Ω), ∃(fk)k∈N, fk ∈ C∞

0 (Ω), lim
k→+∞

‖f − fk‖H1(Ω) = 0

}ave le produit salaire
(f, g)H1(Ω) =

∫

Ω




fg +
∑

i∈{1,2}

∂f

∂xi

∂g

∂xi




 .Soit H = H1
0 (Ω) ×H1

0 (Ω). Pour u = (u1, u2) ∈ H et v = (v1, v2) ∈ H, on pose
(u, v)H =

∑

i∈{1,2}

(ui, vi)H1(Ω).2



1. Véri�er que H est un espae de Hilbert pour le produit salaire (·, ·)H .2. Soit
eij(u) =

1

2

(
∂ui

∂xj

+
∂uj

∂xi

)
, i, j ∈ {1, 2},et ave λ et µ paramètres réels donnés, on pose pour (u, v) ∈ H ×H,

a(u, v) =

∫

Ω




λ




∑

i∈{1,2}

eii(u)








∑

i∈{1,2}

eii(v)



 + 2µ
∑

i,j∈{1,2}

eij(u)eij(v)




 .Montrer que a est une forme bilinéaire ontinue sur H ×H. Indiation : onpourra observer que ‖eij(u)‖L2(Ω) ≤ ‖u‖H pour tout i, j ∈ {1, 2}.3. Soit u = (u1, u2) ∈ C∞
0 (Ω) × C∞

0 (Ω). Montrer que
∫

Ω

∂u1

∂x2

∂u2

∂x1

=

∫

Ω

∂u1

∂x1

∂u2

∂x2

.4. En déduire que pour u ∈ C∞
0 (Ω) × C∞

0 (Ω),
∫

Ω

∑

i,j∈{1,2}

|eij(u)|
2 =

∫

Ω





1

2

(
∂u1

∂x1

+
∂u2

∂x2

)2

+
1

2

∑

i,j∈{1,2}

∣∣∣∣
∂ui

∂xj

∣∣∣∣
2




 .5. En déduire que pour tout u ∈ H, on a
a(u, u) =

∫

Ω




µ
∑

i,j∈{1,2}

∣∣∣∣
∂ui

∂xj

∣∣∣∣
2

+ (λ+ µ)




∑

i∈{1,2}

∂ui

∂xi




2

 .6. Rappeler l'inégalité de Poinaré sur H1
0 (Ω).7. Déduire de la question 5 que a est oerive sur H si

µ > 0 et λ+ µ ≥ 0.8. (question plus di�ile). Montrer que a est oerive sur H si
µ > 0 et 3µ+ 2λ > 0.9. Soit f = (f1, f2) ∈ L2(Ω)×L2(Ω). On pose ‖f‖L2(Ω)2 = (

∑
j∈{1,2} ‖fj‖

2
L2(Ω))

1/2.Soit
ℓ(v) =

∫

Ω

∑

i∈{1,2}

fivi.Montrer que ℓ est linéaire ontinue sur H.3



10. Montrer qu'il existe un unique u ∈ H tel que
∀v ∈ H, a(u, v) = ℓ(v).11. Montrer que eij(u) ∈ D′(Ω) pour tout i, j ∈ {1, 2}, puis en hoisissant

v ∈ C∞
0 (Ω)×C∞

0 (Ω), montrer que la solution u ∈ H onstruite à la question10 véri�e
λ <

∑

i∈{1,2}

eii(u),
∑

j∈{1,2}

ejj(v) > +2µ
∑

i,j∈{1,2}

< eij(u), eij(v) >=
∑

i∈{1,2}

< fi, vi > .12. On pose
σij = λ




∑

k∈{1,2}

ekk(u)



 δij + 2µeij(u), i, j ∈ {1, 2},où on a utilisé le symbole de Kroneker δij = 1 si i = j et δij = 0 sinon.Montrer que
−

∑

i∈{1,2}

∂σij

∂xi

= fj dans D′(Ω), j ∈ {1, 2}. (3)13. Pour les trois dernières questions, on suppose que Ω = R
2. On onsidèreune fontion u ∈ C∞

0 (R2) × C∞
0 (R2) telle que σij véri�e l'équation (3) ausens des distributions ave f ∈ C∞

0 (R2)×C∞
0 (R2). Montrer qu'il existe unematrie Mij(ξ) que l'on alulera de sorte que

∑

k∈{1,2}

Mjk(ξ)ûk(ξ) = f̂j(ξ) pour tout ξ ∈ R
2 et pour tout j ∈ {1, 2}.14. En multipliant l'équation obtenue à la question préédente par |ξ|2ûj (où

ûj désigne le omplexe onjugué de la transformée de Fourier de uj et |ξ| lanorme eulidienne du veteur ξ ∈ R
2) et en sommant sur j ∈ {1, 2}, montrer(sous les mêmes hypothèses qu'à la question 7) que

µ

√√√√√
∫

R2

|ξ|4




∑

i∈{1,2}

|ûi|2



 ≤ ‖f̂‖(L2(R2))2 .15. En déduire que
µ2

∫

R2

∑

i,j,k∈{1,2}

∣∣∣∣
∂2ui

∂xj∂xk

∣∣∣∣
2

≤ ‖f‖2
(L2(R2))2 .4


