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Exercice (8 points)

Soit u € &'(R) une distribution a support compact. On rappelle (cf. cours,
section 7.4) que u est d’ordre fini et que u peut étre étendue comme application
linéaire de C*°(R) dans R. De plus, en notant p 'ordre de u, pour tout voisinage
compact K de Supp(u) (K est un compact dont 'intérieur contient Supp(u)), il
existe C'k telle que

(67

4 @),

dx® (1)

Vi € C*(R), [{u,)erco| < Cx max sup
0<a<p ek

Par la suite, on fixe un tel K. Soit ¢ € C*°(R x R). Pour tout { € R, la fonction
p( &) R — p(2,6) €R,
est dans C*°(R). On peut donc considérer la fonction
v:R3E&E— (u,9(-,€))e o €R.

1. En majorant v(§ + h) — v(€) a l'aide de (1), montrer que v € C°(R).

2. Montrer que v est différentiable sur R avec pour tout £ € R,

d

d_§v<€> = (u, 0V p(-, €))er o

On rappelle la notation Yy = 8%90.

3. En déduire par récurrence que v € C*°(R) avec pour tout £ € R,

(&) = (u, 0%V p(-, £))er o
On rappelle la notation 00y = %gp.
4. Montrer que pour a < b,

/abv(g)dg = {u, /ab@('af)d@samo.

5. On pose vg(€) = (u, e7™) ¢/ coo. Montrer que
VEER,  uo(§)] < Ck(1+ ),

et en déduire que vy € S'(R).



6. Justifier, en citant le résultat du cours, pourquoi la transformée de Fourier
@ de u est bien définie. Puis, en utilisant la densité de D(R) dans S(R),
montrer que

W) = (u, e ) oo (2)

7. Application. On admet que I'équation (2) s’étend en dimension 3 sous la

forme suivante : pour u € £'(R?), on a pour tout £ € R3,

(&) = (u, e ™ )er oo

Soit R > 0. La mesure surfacique de la sphére de rayon R dans R? est la
distribution vy telle que

e CT®), e = [ el

ol |z| désigne la norme euclidienne du vecteur z € R3.
— Montrer que vy € £'(R3) et préciser son support.
— Montrer que pour & # 0,

L~ sin(R¢])

Ar R2 UR<€) = W?

ol |¢] désigne la norme euclidienne du vecteur ¢ € R3. On utilisera le
changement de variables en coordonnées sphériques dans R? :

T 27T
/ h(z)dx = RQ/ / h(Rsin 6 cos ¢, Rsin 6 sin ¢, R cos 0) sin 0dOd ¢,
|z|=R 0 Jo

en mesurant ’angle 6 & partir de la direction portée par le vecteur &.

Probléme (15 points)

Dans R? muni d’un repére cartésien, on note z = (1, x2) un point de I'ouvert
Q =10,a[ x ]0,b[ avec a > 0 et b > 0. On rappelle que

() = O @)
= {f e H'(Q), 3I(filren, Jr € C(Q), kgffm 1f = fellzie) = 0}

avec le produit scalaire

_ 9f 9y

(s 9)ma = /Q fo+ Z Ox; Ox;

Soit H = H}(Q) x HY(Q). Pour v = (uy,us) € H et v = (vy,v2) € H, on pose
(w,v)g = Z (i, vi) 1 (0)-

ie{1,2}




. Vérifier que H est un espace de Hilbert pour le produit scalaire (-,) .
. Soit

ot =3 (5 +58). aseta)

et avec \ et pu paramétres réels donnés, on pose pour (u,v) € H X H,

a(u,v):/Q A Z eii(u) Z ei(v) | +2u Z eij(u)e;;(v)

ie{1,2} 1e{1,2} i,5€{1,2}

Montrer que a est une forme bilinéaire continue sur H x H. Indication : on
pourra observer que ||e;;(u)| 2 < [|ul|z pour tout i, j € {1,2}.

. Soit u = (ug,uz) € CP(Q) x C§°(£2). Montrer que

Oui Oup - [ Ous Oup

98_1'231'1 N Q@_x18$2

. En déduire que pour u € C3°(Q2) x C§°(2),

e [ )L (0w duw\ 1
K;.E: e ()] ‘;é 2(am'+ax2 3

i,j€{1,2}

2

aui

3xj

i,j€{1,2}

. En déduire que pour tout v € H, on a

(‘9ui

Lj

+ A+ Y Ou;

1€{1,2} ‘

a@m%:é By

l)]€{112}

(2

6. Rappeler l'inégalité de Poincaré sur H}(Q).

7. Déduire de la question 5 que a est, coercive sur H si

L>0 et A+p>0.
. (question plus difficile). Montrer que a est coercive sur H si

w>0 et 3pu+2X\>0.

. Soit f = (f1, f2) € L(Q)xL*(2). On pose || f|| 1202 = (Zje{l,Q} ”fj”%?(m)lﬂ-

Soit
f(v):/ Z fivi.

Qieq1,2}

Montrer que £ est linéaire continue sur H.



10. Montrer qu’il existe un unique u € H tel que
Yoe H, a(u,v)="_v).

11. Montrer que e;;j(u) € D'(2) pour tout 7,5 € {1,2}, puis en choisissant
v e C§°(2) x C5°(£2), montrer que la solution w € H construite a la question
10 vérifie

A< Z 6,‘1‘<U,), Z €jj<1}) > +2M Z < eij(u),eij(v) >= Z < fiavi > .

i€{1,2} je{1,2} i,j€{1,2} 1€{1,2}

12. On pose

Oij = A Z ekk(u) 5@' + 2/161']'(11,), Z,j € {1, 2},
ke{1,2}

ot on a utilisé le symbole de Kronecker ¢;; = 1 si ¢ = j et d;; = 0 sinon.
Montrer que

S %";j — f; dans D(Q), je {12} (3)

i€{1,2} ‘

13. Pour les trois derniéres questions, on suppose que € = R2 On considére
une fonction u € C§°(R?) x Cg°(R?) telle que oy; vérifie équation (3) au
sens des distributions avec f € C5°(R?) x C5°(R?). Montrer qu’il existe une
matrice M;;(§) que I'on calculera de sorte que

Z M ()t (€) = f;(€)  pour tout £ € R? et pour tout j € {1,2}.
ke{1,2}

14. En multipliant I'équation obtenue a la question précédente par |¢[%d; (ot
5]- désigne le complexe conjugué de la transformée de Fourier de u; et |{] la
norme euclidienne du vecteur £ € R?) et en sommant sur j € {1,2}, montrer
(sous les mémes hypothéses qu’a la question 7) que

| [ | 3t | < s

ie{1,2}

15. En déduire que
Ou; |?

8xj8xk

< 1 F 17z ey




