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L’examen comporte deux problémes indépendants.

Probleme de 'obstacle

Soit 2 un ouvert borné de R?, et g € H}(2)NC(Q). Sur I'espace H (), on définit la
fonctionnelle

1
T(e) =5 / Vel
Q
L’objectif de ce probleme est d’étudier le probléeme d’optimisation

inf {J(p); ¢ € P}, (1)

ou l'ensemble P est défini par

P={pc H3(Q), o(z) > g(x) p.p. sur Q}. (2)

Partie A : On montre ici Pexistence et 'unicité d’une solution & (1). On rappelle la
définition suivante :

Soit K C H un sous-ensemble d’un espace vectoriel H. On dit que K est conveze si,
pour tous u et w dans K, I’élément Ou + (1 — 0)w est dans K pour tout 6 € [0, 1].

On aura besoin dans cette partie du théoréme suivant :

Soit H un espace de Hilbert muni de la norme || - ||, et soit K C H un sous-ensemble
de H qui est convexe, fermé et non vide. Soit uw € H. Alors le probléme

inf ||ju— 3
inf flu | ®)
admet une unique solution, appelée projection orthogonale de u sur K, et notée Pxu.

Question 1. Soit v € L?(2). On suppose que
v(z) >0 p.p.sur . (4)

Montrer que :
Pour tout ¢ € H} () vérifiant ¢(z) > 0 p.p. sur €, / v(z)p(x) dx > 0. (5)
Q

On admettra pour la suite la réciproque : si la propriété (5) est vérifiée, alors
la propriété (4) est vérifiée.

Question 2. Montrer qu’il existe o > 0 et 5 > 0 tels que, pour tout ¢ € H&(Q), on a

allpl%: < J(p) < Blleln-

En déduire que I'application
HY(Q) x HY Q) — R
e = (o) [ Vo v

est un produit scalaire sur HE(Q).



Question 3. On étudie ici ’ensemble P défini par (2).
3a Montrer que P est non vide et convexe.

3b Soit ¢, une suite d’éléments de P qui converge vers p* dans Hg(Q). Soit ¢ € H}(Q)
vérifiant ¢(z) > 0 p.p. sur 2. Montrer que

/Q(so* —9)¢ >0.

En déduire que P est fermé dans HE(Q).

Question 4. Montrer que le probléme (1) se reformule sous la forme (3), pour un espace
H, un sous-ensemble K C H et un élément u € H qu’on précisera (on précisera aussi la
norme utilisée sur H). En déduire 'existence et l'unicité d’une solution v* & (1) :

v eP et JW)=inf{J(p); ¢ € P}.

Question 5. Soit o > 0, et soit ¢ € H} (), avec ¢(z) > 0 p.p. dans 2. Montrer que
J(v* + agp) > J(v*), puis que

/Vv*-VquO.
Q

Partie B : On suppose pour la suite que la fonction g est assez réguliere pour que Av* €
L?(€). On admet aussi qu’en tout = tel que v*(z) > g(z), on a —Av*(z) = 0.

Pour u € L?(f), on définit les fonctions u, (x) et u_(z) par
uy(x) = max(u(z),0) et wu_(zr)= max(—u(z),0).
Ainsi, on a, presque partout sur 2,
w(@) = up(z) —u(z), uy(z) =0, u(z)=0. (6)

Question 6.

6a Soit u € L?(2). Montrer que u, (z)u_(x) = 0 presque partout. En déduire que uy €
L3(Q) et u_ € L*(Q).
6b Soient u et w dans L?({2). Montrer que

lu—wllzz 2 fluy —wyllze.
Question 7. Soit ¢ € D(Q), et v € H'(Q) avec Av € L%(Q2). Sans utiliser la formule de

Green, montrer que
/Vv-qu:—/quv.
Q Q

Montrer que cette égalité reste valable pour ¢ € HE ().
Question 8. On définit p* € L?(Q) par

p* = —Av*. (7)

8a Montrer que, pour tout ¢ € H}(Q), avec ¢(z) > 0 p.p. dans (2, on a

/Qp*qﬁz 0.



8b En déduire que p*(x) > 0 presque partout sur €2, puis que, pour tout x> 0, on a

pr=Ip"+plg =), (8)

Partie C : On étudie dans cette partie un algorithme permettant le calcul de v*. Pour
tout ¢ € L?(Q) et tout p € HI(2), on définit

L(p,q) = J(p) + /Q(g —¥)q.

Question 9. Soit ¢ € L?(Q) fixé. En utilisant le cours, montrer qu’il existe un unique
v € HLHQ) tel que
L(v,q) = inf {L(p,q); ¢ € Hy(Q)}, 9)

et que v vérifie I’équation
—Av—q=0 dans D'(Q).

Pourquoi le probleme (9) est-il plus facile a résoudre que le probleme (1) ?

Question 10. Soit un réel p > 0. Soit pg = 0. Pour tout n > 0, on définit v, € H(Q) et
Pnt1 € L*(Q) par

~Av, —p, = 0 dans D'(Q), (10)

pnit = [putlg— v, (1)

10a Montrer que, pour tout n > 0, les fonctions v, et p,41 sont bien définies, respective-
ment dans H}(2) et L?(Q2). Quelles sont les équations sur v* et p* qui motivent les
équations (10) et (11)?

10b En utilisant une formulation variationnelle de (7) et de (10), montrer que
Ve = Vo'l = [ (o ="} = 0",
10c Montrer que

[Pn1 =PIz < | (pn + (g — vn)) — (0" + p(g — v)) || 2,
puis que
Ipn+1 = D172 < P = p*|[72 + (1% = pO)|Jon — v* |3
pour une certaine constante C' ne dépendant que de §2.

10d En déduire qu’il existe p. tel que, si 0 < p < pe, la suite ||p, — p*||2L2 est décroissante.
Montrer que ceci implique que

lim (v, —v*||g1 = 0.
n—oo



Principe d’incertitude d’Heisenberg

Soit une fonction ¢ € D(R) a valeurs complexes. On rappelle la définition de la trans-
formée de Fourier de ¢ :

2(6) = /R P(@)e 57 da.

Question 1. Montrer que

Re </R —xgp*(x)(;—(’;(w) dx) = /R M dx,

oll p* désigne le complexe conjugué de ¢ et Re désigne la partie réelle.

Question 2. Montrer que
Lo ge — [ |3
5 [P i [ |%Z@

Question 3. Déduire des questions précédentes que

([ e dgf ([ et d:cf > /3 1ol 12)

Cette inégalité est une version du principe d’incertitude d’Heisenberg.

2
dzx.

Question 4. Soit F le sous-espace vectoriel de H'(R) défini par

F = {gp € H'(R), /Ra:zlcp(a:)lz dx < +oo}

et muni de la norme

1
2
lellp = (Ielfgey + [ e de)

On admet que D(R) est dense dans F' pour la norme de F'. Montrer alors que I'inégalité
(12) reste vraie pour toute fonction ¢ € F.

Question 5. On rappelle que
/Rexp(—?f) dy = /7.

Etant donné a > 0, soit ¥(z) = (a/7)"* exp(—ax?/2). Vérifier que ¢ € F, puis calculer
les membres de gauche et de droite de I'inégalité (12). Que constatez-vous ?

Dans toute la suite, on suppose que |[¢||2) = 1.

Question 6. Montrer que si
[ ale@P do=c.
R

alors la fonction
Y(x) = p(x +c)



vérifie

10(E)] = [8(6)], /R el(@)? de =0,

[ do = [ o o ( [ m!w(w)!2>2-

e JLtoter ac) ’{/R”“’Q’“’W dw—(/ﬂ@mm?f}l%

Question 7. Montrer que si

et

En déduire que

1
3 [ e de=».

alors la fonction 6, définie via sa transformée de Fourier par

0(&) = 4§ +p),
vérifie

16()] = o)), /R ) de =0,

g JLetoer = g [ ensor i (5 [aeor)

Question 8. Déduire des deux questions précédentes que

{%/wa it <%/R6!@(5)\2>2}%'{Aw2!w(w)!2 iz - (/ereow)z}% > 5

Cette inégalité est appelée le principe d’incertitude d’Heisenberg.

et

Question 9 (difficile). Pour p € [1,2], on admet I'inégalité de Babenko-Beckner :

H@”Lp’(R) < B, H‘PHLP(R) )

avec 11
By = 2m)7 (pV7/p )z et — 4 —

p p

On pose p = |¢[?, p= |p|> et a = p'/2 > 3 = p/2. Montrer que

()’ =4
)" o ()

Question 10 (difficile). En passant au logarithme et puis en passant & la limite o — 1,
B — 1, en déduire la relation d’incertitude entropique :

1
—/ﬁlnﬁ+/plnp§ln2—1.
2T R R

=1

En déduire que



