Controle d’Analyse

24 janvier 2012

Les réponses doivent étre justifiées. Il sera tenu compte de la qualité de
la rédaction.

1 Probléme 1

On pose I =]0, 1] et on considere sur Hj(I) la forme bilinéaire

a(u, v) = /[ o () (2) da

et la forme linéaire

b(v) = /If(x)v(x) dx

avec f € L*(I). On rappelle que le produit scalaire sur H = H}(I) est donné par

() = [ (@) @) + ulz)o(a) de (L1)
I
et que le probleme consistant a

{ chercher u € H tel que (1.2)

Vv € H, a(u,v) = b(v)
est bien posé.
Partie 1.

1. On considere la fonctionnelle
1
J(v) = ia(v, v) — b(v)
Soit u la solution de (1.2). Montrer que

1
J(u+w) = J(u) + §a(w,w) > J(u) pour tout w € H,

puis que la fonctionnelle w +— a(w,w) est strictement convexe, continue et
infinie a 'infini sur H.



2. On pose

Hoz{vEH, /Iv(:p)dmzo}.

Montrer que Hy est un sous-espace vectoriel fermé de H et expliquer pourquoi
Hj est un Hilbert pour le produit scalaire (1.1). En déduire que J admet un
unique minimiseur ug € Hy, et que ce minimiseur est 1'unique solution du
probléme consistant a

(1.3)

chercher uy € Hy tel que
Yw € Hy, a(ug,w) = b(w).

3. Montrer que a définit un produit scalaire sur H dont la norme associée est
équivalente a la norme |v|g = /(v,v)g.

4. Etant donné w € H, on note wg, le projeté orthogonal de w sur Hy (pour le
produit scalaire défini par a) et Wy =W — Wy, € Hg. Soit u la solution de
(1.2) et ug la solution de (1.3). Montrer que

a(uHov wHo) = b(wHo)

et en déduire que uy = ug,.

5. On pose

On considere le probleme de minimisation sous contrainte suivant :

min  J(v).
veH, F(v)=0

Montrer que la contrainte F' est qualifiée, et que J et F sont différentiables.
Calculer en particulier F'(v) - w et J'(v) - w. En déduire qu’il existe p € R tel
que

a(ug,w) — b(w) —l—p/w(x) dr =0 pour tout w € H.
I

Partie 2.
On considere 'espace vectoriel
V={uwelL,(R), telque u €Lj.(R), wu(x+1)=u(z) pourtout xR},

loc loc

1. Pour u,v € V, on pose

(u, 0)y = / (o (@) (2) + u(z)o(z)) da

Montrer que (-,-)y définit un produit scalaire sur V', puis que V, muni du
produit scalaire (-, )y, est un espace de Hilbert.



2. On pose pour (u,v) €V xV

E(u,v) = /1% (u?(z) +v"?(z)) da,
( Fo(u,v) = /Iu(x)v(x)dx,
Fi(u,v) = /u(x) dx,

Fy(u,v) = [ v(x) dx,

/IU,Q(.T) dr —11,
/1112(90) de —1),

K ={(u,v) eV xV, Fj(u,v)=0, pourtout i=0,..,4}.

On considere le probleme de minimisation sous contrainte

N — DN~
~

\

et

inf E(u,v).

(uw)eK

On suppose que I'infimum est atteint en un point (ug, vo) en lequel les contraintes
sont qualifiées, et on admet que E et les F} pour i = 0, ..., 4 sont C' sur V x V.
Montrer qu'il existe p = (po, ..., p4) € R® tel que

E/(Uo,"l}o) + Z Pi F{(Uo,’l]g) =0.

3. En déduire que

—ug + povo + p1 + psug =0 dans D'(I),
—ul + poto + P2 + pavg =0 dans D'(I).

4. On admet que ug, vy € C*(R) sont solutions de

—ug + povo + p1 +psug =0 sur R,
_U(/), + poug + p2 + pavg =0 sur R.

En utilisant le fait que (ug, vg) € K, en déduire que
pr=p2=0, p3<0, ps<O0.
5. Soient u,v € D(R) solutions de

—u" +pov+p3u=0 sur R,
—v" 4+ pou+pw=0 sur R,

En notant
u§) = / u(z) e ™ dx
R
la transformée de Fourier de u, montrer que

VEER, ((€%+ps)(& +pa) —pp) ul€) = 0.



2 Probleme 2

Soit € un ouvert borné non vide de R?. On introduit I'espace de Sobolev V' défini
par

ou
ﬁxi

4 1
L4(Q)> .

V:{ueL4(Q),vz':1,~--,3 eL4(Q)},

muni de la norme

-

3

lullvy = (Hull‘b(m Y

ou
0@

i=1
On note Vj la fermeture de D(€2) dans V.
Préliminaire
1. Montrer que les espaces de Sobolev V' et V|, sont des espaces de Banach.

2. En utilisant I'inégalité de Holder, montrer qu’il existe Cg € R, tel que
Vu € Vo, |ullpie) < CallVullp@))s-

Indication : on pourra s’ inspirer de la démonstration de linégalité de Poincaré
(page 111 du polycopié).

Partie 1 : Un probleme non-linéaire.
Soit f € L*3(Q), on considere le probléeme suivant :
Chercher u € Vj tel que :

—div (|[Vul*Vu) = f dans D'(Q2), (2.1)
u=20 sur 0€).

1. Montrer que le probleme (2.1) peut s’écrire de maniere équivalente sous la

forme :
{ chercher u € Vj tel que :

Vo eVy, a(u,v) =b(v),

ou v — a(u,v) et v — b(v) sont des applications linéaires que 1'on précisera.
L’application u +— a(u,v) est-elle linéaire ?

Partie 2 : Une formulation équivalente.

Soit J : Vo — R U {+0o0}, la fonctionelle définie par

1
Yu € Vp, J(U)ZZ/]VUI4—/fu.
Q Q

On s’intéresse au probleme suivant :

u = argmin J(v). (2.2)

veVH

{ chercher u € Vj tel que :



On dit qu’une fonctionnelle J : Vj — R U {400} est différentiable en u € V4, si
I’application définie par

Vo eVy, Ly(v) =lim Jluttv) = J(w)

t—0 t ’

est bien définie et est linéaire et continue sur V5. On admettra le résultat suivant :

Théoréme : Soit J : Vj — R U {+o0} une fonction continue et convexe sur Vj et
infinie a I'infinie. Alors J admet au moins un minimiseur global uy € V4. De plus, si
J est différentiable en ug alors

Yo e Vo, Ly, (v) =0.
1. Montrer que

1 1
Yo eVy, J() > |vlly <11+—C4HU||%/ - C> :
Q

En déduire que

lim J(v) =00
llvlly —oo

2. Montrer que la fonctionnelle J est continue et convexe sur V4.

3. Conclure sur I'existence d’une solution du probleme (2.2).

Partie 3 : Retour au probleme (2.1)

1. Montrer que la fonctionnelle J est différentiable et calculer L, (v).
Indication : on pourra remarquer que |z|* = (z - z)?.
2. Soient z et y deux vecteurs de R3.

(a) Montrer I'identité suivante

(ol 19) 2 = o + (o = loP?)’]

N | —

(lo[z = [yly, 2 —y) =
(b) En déduire que
1
(lel*z = [yPy, x —y) = Jlz = oI’

3. Conclure sur 'unicité de la solution du probleme (2.1).



