
Partiel d'analyse6 janvier 2009Do
uments non autorisés - Durée 1 heure1 Questions de 
ours (7 points)1. Donner la dé�nition d'un espa
e de Hilbert, et donner un exemple en di-mension in�nie.2. Soit H un espa
e de Hilbert muni du produit s
alaire (·, ·), en une basehilbertienne de H et x ∈ H. Que peut-on dire des séries ∑
n∈N

(x, en)en et
∑
n∈N

|(x, en)|2 ? Donner leur limite le 
as é
héant.3. Soient V et W deux espa
es ve
toriels normés. Proposer une norme sur
L(V,W ).4. Enon
er le théorème du point �xe de Pi
ard.5. Enon
er le théorème de 
onvergen
e dominée.6. Soit Ω un ouvert de Rd et φ : Ω → R 
ontinue. Dé�nir le support de φ.7. Donner la dé�nition d'une distribution sur un ouvert Ω de R.2 Questions d'appli
ation (6 points)Répondre aux questions 
i-dessous en justi�ant brièvement la réponse.1. Quelle est la mesure de Lebesgue de l'ensemble Q ?2. La fon
tion f(t) =

e−1/|t|

t
est-elle dans L1

loc(R) ? dans L1(R) ?3. Soit p un réel dans [1,+∞[. Donner une 
ondition né
essaire et su�santesur α pour que la fon
tion f(x) = 1
|x|α

soit dans Lp
loc(R

3). On rappelle le
hangement de variables en 
oordonnées sphériques dans R3 :
∫

R3

h(x)dx =

∫ +∞

0

∫ π

0

∫ 2π

0

h(r sin θ cosφ, r sin θ sinφ, r cos θ)r2dr sin θdθdφ4. Soit f : R+ → R 
ontinue et tendant vers un réel l en +∞. Montrer que
lim

n→+∞

∫ ∞

0

n
f(t)

n2 + t2
dt =

π

2
l

1



5. Parmi les appli
ations T : D(R) → R suivantes, déterminer 
elles qui dé�-nissent des distributions sur R :a) 〈T, φ〉 =

∫
R

|φ(t)|dtb) 〈T, φ〉 =
+∞∑
n=0

φ(n)(n)6. Cal
uler la limite dans D′(R) de la suite Tn(x) = n sin(nx)1x≥0.3 Exer
i
e (7 points)On rappelle le lemme de Hadamard :Lemme. Soit a ∈ R et φ ∈ D(R) tel que φ(a) = 0. Alors il existe ψ ∈ D(R) telque pour tout x ∈ R, φ(x) = (x− a)ψ(x).1. Soit a un réel. Montrer que T ∈ D′(R) véri�e (x− a)T = 0 si et seulementsi il existe une 
onstante C telle que T = Cδa.Indi
ation. On pourra dé�nir une fon
tion ρ ∈ D(R) telle que ρ(a) = 1et, pour toute fon
tion test φ ∈ D(R), appliquer le lemme de Hadamard à
θ(x) = φ(x) − φ(a)ρ(x).2. Soient a et b deux réels, tels que a 6= b. Résoudre dans D′(R) l'équation

(x− a)T = δb3. Soit a ∈ R. Résoudre dans D′(R) l'équation
(x− a)T = δa4. Soient a et b deux réels. A l'aide des questions pré
édentes, résoudre dans

D′(R) l'équation
(x− a)(x− b)T = 0On distinguera les 
as a = b et a 6= b.Indi
ation. On pourra poser S = (x− b)T .
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