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1 Questions de cours (7 points)

1. Donner la dé�nition d'un espace de Banach, et donner deux exemples.
2. Soit H un espace de Hilbert et K un sous-espace vectoriel fermé de H. Soit
u ∈ H, donner deux caractérisations équivalentes de la projection orthogo-
nale de u sur K.

3. Enoncer le théorème du point �xe de Picard.
4. Enoncer le théorème de convergence dominée.
5. Donner la dé�nition d'une distribution sur un ouvert Ω de R.
6. Dé�nir le produit d'une distribution de D′(Ω) par une fonction de C∞(Ω).
Peut-on multiplier deux distributions ? Donner un contrexemple le cas échéant.

7. Dé�nir la convergence dans D′(Ω).

2 Exercices d'application (13 points)

1. On considère la fonction f dé�nie sur R par
f(x) = 0 si x < −1

f(x) = x2 si x ∈ [−1, 0]

f(x) = 0 si x ∈]0, 1[

f(x) = 1− x si x ∈ [1,+∞[

Tracer le graphe représentatif de cette fonction et préciser l'ensemble des
points de R où elle est dérivable au sens usuel. Déterminer la dérivée et la
dérivée seconde de f au sens des distributions.

2. L'application T : D(R)→ R qui à ϕ associe sup
t∈R

ϕ(t) dé�nit-elle une distri-

bution dans D′(R) ?

3. Soit H2 : R2 → R la fonction dé�nie par H2(x1, x2) = H(x1)H(x2) où H
est la fonction de Heaviside sur R. Justi�er que H2 dé�nit une distribution
sur R2 et montrer que ∂2

∂x1∂x2
H2 = δ0 dans D′(R2).

4. La fonction g : (x, y) → log(
√
x2 + y2) dé�nit-elle une distribution dans

D′(R2) ?
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5. Etudier la convergence dans D′(R) et donner la limite le cas échéant de
a) Tn = δεn−δ−εn

2εn
où (εn)n∈N est une suite de réels tendant vers 0 ;

b) Tn = n2χ[− 1
n
, 1
n

] où χ[− 1
n
, 1
n

] est la fonction qui vaut 1 sur [− 1
n
, 1
n
] et 0 en

dehors de [− 1
n
, 1
n
].

6. Montrer que l'application T : D(R)→ R, dé�nie par 〈T, ϕ〉 =
+∞∑
n=1

1

n

(
ϕ

(
1

n

)
− ϕ(0)

)
est une distribution d'ordre inférieur ou égal à 1 sur R.

7. Pour tout n ≥ 2, on note In =

∫ +∞

0

1

1 + x+ x2 + · · ·+ xn
dx. Montrer que

In < +∞, que la suite (In)n≥2 converge et calculer sa limite.

Indication. On pourra décomposer In en la somme de deux intégrales sur

(0, 1) et sur (1,+∞).

8. Soit E = C0([0, 1],R) muni de la norme ‖ · ‖C0 dé�nie par

‖f‖C0 = sup
t∈[0,1]

|f(t)|

a) Soit T une application de E dans E telle que T 2 = T ◦T soit contractante.
Montrer que T admet un unique point �xe.

b) Soit φ ∈ C0([0, 1], [0, 1]) non identiquement égale à 1, α ∈ R et T : E → E
dé�ni par

∀x ∈ [0, 1], T (f)(x) = α +

∫ x

0

f(φ(t))dt

En utilisant la question précédente, montrer qu'il existe une unique solu-
tion f ∈ C1([0, 1],R) de l'équation fonctionnelle

f(0) = α, f ′(x) = f(φ(x))
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