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1 Questions de cours (7 points)

Donner la définition d’un espace de Banach.

Enoncer I'inégalité de Cauchy-Schwarz.

Enoncer le théoréme de changement de variables dans les intégrales.
Enoncer l'inégalité de Holder.

Donner la définition de L () si Q est un ouvert de R? et p > 1.

Donner la définition de la dérivée d’une distribution 71" sur R.
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Définir Pordre d’une distribution 7" sur un ouvert Q C R¢.

2 Exercice (5 points)
On considére la fonction E définie sur R? par
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E(t,z) { 0 si |z] >t
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Montrer que F définit une distribution sur R2, puis que 52 " 92
X

D'(IR?), ou d(p,0) désigne la distribution de Dirac au point (0,0) € R*.

= d(0,0) dans

3 Exercice (8 points)

L’objet de ce probléme est de présenter un modéle simple de taxation optimale,
aboutissant a la régle appelée regle de [’élasticité inverse.

On considére deux biens X; et X5, dont les prix unitaires de production p; > 0 et
po > 0 sont supposés constants. L’Etat souhaite imposer des taxes t; > 0 et t5 > 0
sur ces deux biens, de telle sorte que les prix unitaires réels pour le consommateur
soit 1 = p1 +t1 et g = pa + to. En d’autres termes, si le consommateur souhaite
acheter une quantité x; du bien X; et une quantité x5 du bien X5, le cotit de cette
transaction sera pour lui | = q121 + @2 = (p1 + t1)x1 + (p2 + t2)z2. La satisfaction
du consommateur est modélisée par une fonction d’utilité u(z, xe,l) dépendant de
x1, 9 et [. On supposera que u est de la forme

u(ml, Xa, l) = vl(xl) + UQ(SUQ) — l,
ot les fonctions v; : Ry — R, sont de classe C? et vérifient

Vi e Ry, vi(z) >0, v/ (z) <0 et lim vj(x)=0.

)
T—-400



Probléme du consommateur

On suppose dans cette partie que t; et t5, et donc ¢; et go, sont fixés. Le consom-
mateur cherche a maximiser sa fonction d’utilité, ce qui est modélisé par le probléme
d’optimisation

sup u(zy, xo, ). (1)

1ER4, 22€R 4, I=q1z1+g222
1. Montrer que (1)) admet un unique maximiseur (z7%, 23, *).

2. On suppose que zj > 0 et x5 > 0. Vérifier que pour ¢ = 1,2,
)] )

Probléme de I’Etat

L’Etat cherche & maximiser I'utilité du consommateur u(zy, T2, ¢121 + ¢22) sous
la contrainte qu’il doit lever un impot d’un montant total égal & R, c¢’est-a-dire sous
la contrainte tyx, + toxs = R. Le comportement de I’Etat est donc modélisé par le
probléme de maximisation

sup u(wy, T2, q1 (1)1 + q2(22)72), (3)

z1ER4, z2€R, 1 ($1)m1+t2(x2)$2:R

o l'on a noté, par analogie avec la formule (2)),

a:(z) = vi(z) et ti(z)=q(z)—pi=vi(z) — pi
On suppose que (3) admet un maximiseur (z7,x3) tel que =i > 0, 5 > 0, et
ty(x7) + xti(a7) # 0.
3. Ecrire les équations d’Euler-Lagrange vérifiées par (27, 3).

4. On note ¢; I'élasticité de la demande du bien X; définie par

Ve e Ry, ¢fx)= :f;,((xw))

Montrer qu’il existe une constante ¢ indépendante de ¢ telle que pour ¢ = 1,2,

ti(zy) 1

gi(z7) &i(x})
Cette expression, appelée régle de '¢lasticité inverse, montre que le taux de
taxation optimal du bien ¢ est inversement proportionnel a I'élasticité de ce
bien.
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