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Questions de cours (7 points)

Donner la définition d’un espace de Hilbert, et donner un exemple en di-
mension infinie.

. Enoncer I'inégalité de Holder.

Donner la définition d’une mesure.

. Enoncer le théoréme de la convergence dominée.

Donner la définition de Pensemble Li (£2) ot Q est un ouvert de R%
Donner la définition d’une distribution sur un ouvert 2 de R?.

Donner la définition d’une base orthonormée d’un espace de Hilbert.

Exercices d’application (6 points)

. Soit ¢ € D(R?), ¢ > 0 telle que [z, ¢ = 1. On note ¢, (z) = nd(nzx).

a- Etudier la convergence de (¢,)nen au sens de la convergence presque
partout.

b- Etudier la convergence de (¢, )neny dans D'(R?).

c- Etudier la convergence de (¢, )neny dans L*(R?).

Soit Q un ouvert de R% On dit qu’une suite (¢, )nen de fonctions de D(£2)
tend vers 0 dans D(12) si il existe K C € un ensemble compact tel que pour
tout n € N, Supp(¢,,) C K et

Va € N, sup [0%¢,(z)] — 0.
zeK

n—-+o0o

a- Montrer que si une forme linéaire 7" sur D(2) est une distribution,
alors pour toute suite (¢,)nen de fonctions de D(€2) qui tend vers 0
dans D(12),

T(¢n) = (T, n)p@p@) =7 0



Soit maintenant 7" une forme linéaire sur D(f2) telle que pour toute suite de
fonctions (¢, )neny de D(€2) qui tend vers 0 dans D(S2), on a

T(¢,) — 0.
n—-—+o0o
On va montrer que T est alors une distribution par un raisonnement par
I’absurde.

b- Supposons que 7' n’est pas une distribution. Montrer qu’il existe K un
ensemble compact de Q) tel que, pour tout N € N, il existe ¢ € Dk (Q2)
tel que

T(¢n)| > N sup  sup|0%¢pn(z)|.
aeN?, |a|<N zeK

c- Soit

- 2

N = :
NsupaeNd, la|<N SUPzek ‘aa¢N(x)‘

Montrer que la suite (;EN) ~Nen converge vers 0 dans D(€2) et que pour
tout N € N, |T'(¢n)| > 1. Conclure.

3 Exercice (7 points)

1. Montrer que pour toute fonction 1) € D(R), et pour tout = € R,
wap =2 [ vl
En déduire que pour tout z € R,

1/2 1/2
()] < V2l 11 et

Soit n € N* et (1);)1<j<, une famille de fonctions de D(R) telle que pour tout
1<k,57<n,
1sij=k,
(U5, Vi) 2wy = { 0sij k.

On définit pour tout =z € R,
pla) = (@)
j=1
Le but du reste de 'exercice est de montrer que

ol Gsm < 4> 195172 (1)
j=1



. Soit £ = (&1, -+ ,&,) € R™ et soit ¢(z) := Z;;l £ (x). Montrer que

107 =D&
=1

puis que

12 = 3 &6 / o

jk=1

. En déduire, en utilisant 1'inégalité prouvée a la question 1., que pour tout
reR,

" /4 , . 1/4
<3 (Z 53-) (Z e | w;w;) |
j=1 j k=1 R

> &)

. En prenant §; = ¢;(z) dans 'inégalité ci-dessus, montrer que pour tout
r eR,

P <43 vy()n(a) / Wbl

jk=1

. En déduire (1).



