ANALYSE

Eric CANCES et Alexandre ERN

Septembre 2011






Table des matiéres

Avant-Propos

Introduction

1 Espaces vectoriels normés

1.1
1.2

1.3

1.4

Normes . . . . . . . e e
Topologie des espaces vectoriels normés . . . . . . . .. .. ... ...
1.2.1 Ouvertset fermés. . . . . . . . . . e
1.2.2 Equivalence de normes . . . . . . . . i
1.23 Compacité. . . . . . . . e e
Applications linéaires continues . . . . . . . . . . . ... e
1.3.1 Définition et premiéres propriétés . . . . . . . .. ...
1.3.2 Dualité . . . . ...
1.3.3 Formes bilinéaires continues . . . . . . . ... .. ... ..
Exercices . . . . . e

2 Espaces de Banach

2.1

2.2
2.3
24
2.5
2.6

Définitions et premiers exemples . . . . . . . . . ... e
2.1.1 Suites de Cauchy . . . . . .. ..
2.1.2 Espacescomplets . . . . . . ... e e e e e
Applications linéaires continues dans les espaces de Banach . . . . ... ... ...
Séries normalement convergentes . . . . . . .. ... L. oo
Théoréme du point fixe de Picard . . . . . . . . . ... ... ... ... .......
Application aux équations différentielles ordinaires . . . . . . ... ... ... ...
Exercices . . . . . . e

3 Espaces de Hilbert

3.1

3.2
3.3
3.4
3.5
3.6

3.7

Définitions . . . . . . . oL L
3.1.1 Espaceseuclidiens . . . . . . . .. ...
3.1.2 Espaces hermitiens . . . . . . . . ...
3.1.3 Inégalité de Cauchy-Schwarz . . .. .. .. ... ... ... ... ...
3.1.4 Espacesde Hilbert . . . . . . . . . .. ...
Théoréme de projection orthogonale . . . . . . .. ... ... ... ... ..
Théoreme de Riesz . . . . . . . . . . . e
Bases hilbertiennes . . . . . . . .. L
Calcul différentiel . . . . . . . . . L
Optimisation . . . . . . . . o0 e
3.6.1 Optimisation sans contrainte . . . . . . . .. .. .. ... ..
3.6.2 Optimisation avec contraintes égalités . . . . . ... ... ... . ... ...
3.6.3 Optimisation avec contraintes inégalités . . . . . . . ... ... . ... ...
Exercices . . . . . . e

vil

00 00 ~J UL OT UL W W W = =



ii

Table des matiéres

4 Théorie de la mesure et de l'intégration 43
4.1 Pourquoi aller au-dela de l'intégrale de Riemann? . . . . . . .. .. ... ... ... 43
4.2 Eléments de théorie de lamesure . . . . . . . ... ..o oL 45

4.2.1 Tribuset mesures. . . . . . . . . ..o 45
4.2.2 Ensembles négligeables . . . . . . . ... oL o Lo 48
4.2.3 Mesure de Lebesgue sur RY . . . . . . ... .. 49
4.3 Construction de l'intégrale . . . . . . . . . .. .. 50
4.3.1 Fonctions mesurables. . . . . . . . ... L Lo 50
4.3.2 Intégrale d’une fonction mesurable . . . . .. . ... ... ... L. 53
4.3.3 Propriétés fondamentales de l'intégrale . . . . . . .. ... ... ... 54
4.3.4 Intégrale de Lebesgue sur R? . . . . . ... ... ... ... ... ... 55
4.4 Théorémes de convergence . . . . . . . . . . .ottt e e e 57
4.4.1 Convergence MmONOtONE . . . . . . vt v v v v vttt e e e 57
442 Lemmede Fatou . . .. . . . . . .. .. 58
4.4.3 Convergence dominée . . . . . . . . . ..o 59
4.5 Fonctions définies par une intégrale . . . . . . . . . ... oL Lo 61
4.6 Changement de variables dans les intégrales . . . . . .. ... ... ... ...... 62
4.7 Mesures produits et théoréme de Fubini . . . . . . ... .. ... ... ... ... 63
4.7.1 Mesures produits . . . . . . . ... 63
4.7.2 Théoréemede Fubini . . . .. .. ... ... ... ... . .. .. .. ... 64
4.8 EXErciCes . . . . . i i e e e e e e 65

5 Espaces LP 67
5.1 Fonctions égales presque partout . . . . . . . . ... ... Lo 67
5.2 Espace L' . . . . . 68
5.3 Espace L2 . . . . . 70
5.4 Espace L . . . . e e e e 71
5.5 Autres espaces LP . . . . . .. 71

5.5.1 Espaces LT . . . . . ... 74
5.6 Convolution dans LY (R?) . . . . . ... .. ... 74
5.7 EXercices . . . . . . e e e 75

6 Notion de distribution 79
6.1 Insuffisances de la notion de fonction . . . . . . ... .. oL oL 79
6.2 Changeons de point devue . . . . . . . . .. ... 81
6.3 Définitions et premier exemples . . . . . ... Lo oo 82
6.4 Dérivation au sens des distributions . . . . .. ... ... oo oL 84
6.5 Espace des fonctions test . . . . . . . . ... 84
6.6 Exercices . . . . . . . 89

7 Distributions : exemples et principales propriétés 91
7.1 Fonctions localement sommables . . . . ... ... ... oo 91
7.2 Mesuresde Radon . . . . . .. . . ... 93
7.3 Exemples de distributions plus singuliéres . . . . . . .. ... oL 95

7.3.1 Multipoles, multicouches . . . . . . . ... .. ... ... ... 95
7.3.2 Valeurs principales et parties finies . . . . . . ... ... . 0oL 96
7.4 Distributions & support compact . . . . . .. ... e e 97
7.5 Convergence des distributions . . . . . . . ... Lo 99
7.6 Dérivation en dimension 1 . . . . . . . . .. ... L e 100
7.6.1 Casdes fonctions C* . . . . . ... 101
7.6.2 Cas des fonctions C! par morceauix . . . . . . . . ... 101

7.6.3 Equations différentielles linéaires dans D’(Ja,b]) . . . . . . . . .. ... ... 102



Table des matiéres 1ii

7.6.4 Rapport entre la dérivée au sens usuel et la dérivée au sens des distributions 102

7.7 Dérivation en dimension quelconque . . . . . . ... ... oL 102
7.7.1 Théoréme de Schwarz . . . . . . . . . . ... ... 102
7.72 Casdesfonctions C' . . . . ... 103
7.7.3 Cas des fonctions C! par morceaux . . . . . . . . .. ... 103

7.8 Multiplication par des fonctions C* . . . . . . . .. ..o oo 104

7.9 Exercices . . . . . .. e e 105

8 Espaces de Sobolev 109

8.1 Espaces HE(QQ) . . . . o 109

8.2 Espace HL(Q) . . . o o o 110

83 Espace H1() . . . . . 112

8.4 EXErciCes . . . . . . i e e e e e 114

9 Problémes aux limites elliptiques linéaires 117

9.1 Version “symétrique” du théoréme de Lax-Milgram . . . . . .. .. ... ... ... 118

9.2 Résolution d’un probléme aux limites elliptique symétrique . . . . .. ... .. .. 119

9.3 Résolution de I’équation de Poisson sur un ouvert borné . . . . . . ... ... ... 121

9.4 Théoréme de Lax-Milgram . . . . . . . . ... ... . oo 122

9.5 Résolution d’un probléme aux limites non symétrique . . . ... ... ... .... 123

9.6 EXercices . . . . . .. e e e 124

10 Transformation de Fourier 131

10.1 Transformation de Fourier dans L' . . . . . . . . . . . .. .. .. ... ....... 131
10.1.1 Définition . . . . . . . . L e e e e e 131
10.1.2 Transformée de Fourier des gaussiennes . . . . . .. .. .. ... ... ... 133
10.1.3 Propriétés élémentaires . . . . . . . ... o Lo 134
10.1.4 Formule d’inversion de Fourier . . . .. ... ... . ... ... . ...... 135

10.2 L’espace S de Schwartz . . . . . . . . . 0. e 135
10.2.1 Définition de 'espace S . . . . . . . . . oL 135
10.2.2 Transformation de Fourier dans & . . . . . . .. .. ... ... ... ... 137

10.3 L’espace S’ des distributions tempérées . . . . . .. .. . ... ... 138
10.3.1 Deéfinition de 'espace S’ . . . . . . . e 138
10.3.2 Convergence et dérivation dans &’ . . . . . . .. .. ..o oL 139
10.3.3 Distributions tempérées particuliéres . . . . . . . .. ... L. 140
10.3.4 Transformation de Fourier dans &’ . . . . . . . . .. ... ... .. ..... 141

10.4 Transformation de Fourier dans L? . . . . . . . . . . . .. .. ... ... ...... 143
10.4.1 Propriété d’isométrie . . . . . . . . ..o e 143
10.4.2 Espaces de Sobolev fractionnaires . . . . . . . .. .. ... oL 145
10.4.3 Retour sur la notion de trace . . . . . . ... .. ... L. 147

10.5 Distributions périodiques et séries de Fourier . . . . . . .. ... .. .. ... ... 149
10.5.1 Séries de Fourier . . . . . . .. . .. ..o 149
10.5.2 Représentation des distributions périodiques. . . . . . . . . ... ... ... 150
10.5.3 Transformée de Fourier des distributions périodiques . . . . . . . ... ... 155
10.5.4 Application : théoréme d’échantillonage de Shannon . . . . . .. ... ... 156
10.5.5 Transformée de Fourier discréte . . . . . . . . . . .. .. ... 160

10.6 Exercices . . . . . . . e e e e 161

Bibliographie 167

Index

168



iv

Table des matiéres




Avant-Propos

Ce document, reprend, en le complétant, le contenu du cours d’analyse de premiére année de I’Ecole
des Ponts.

Nous sommes redevables aux Professeurs Mikhael Balabane et Jean-Michel Bony dont les cours
d’analyse & I’Ecole des Ponts et & I’Ecole Polytechnique ont inspiré le contenu et la structure
de certains chapitres. Nous remercions chaleureusement Guy Bencteux, Virginie Ehrlacher, Jean-
Frédéric Gerbeau, Frédéric Legoll, Tony Leliévre, Régis Monneau, Julien Sabin, Gabriel Stoltz et
Florian Thomines pour leurs précieux commentaires sur les versions successives de ce texte.
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Introduction

De la mécanique & la finance, en passant par ’environnement et les transports, les domaines
scientifiques et techniques couverts par la formation dispensée dans les Ecoles d’ingénieurs font
intervenir massivement des modéles reposant sur des équations aux dérivées partielles (EDP).

L’objectif de ce cours est de présenter certains outils mathématiques de base permettant d’ap-
préhender ce type d’équations. Il ne s’agit pas de réaliser une étude exhaustive des principales
techniques d’analyse des EDP (ce qui serait impossible dans un cours introductif), mais de traiter
complétement un cas important, celui du probléme de Poisson sur un ouvert borné avec conditions
aux bords de Dirichlet, dont 1’énoncé formel s’écrit

Chercher une fonction v : Q — R vérifiant
() —Au=f dans
u=0 sur Jf)

ou  désigne un ouvert de R?, 99 le bord de Q et f une fonction donnée définie sur Q et & valeurs
dans R. Les questions auxquelles nous allons tenter de répondre sont les suivantes :

— Ce probléme a-t-il une solution (dans une classe a préciser) ?

— Si oui est-elle unique ?

— Dans ce cas, application f +— u est-elle continue (la encore, en un sens & préciser) ?
Le probléme (I) est un probléme aux limites en ce sens qu'’il fait intervenir une EDP et une
condition au bord (u = 0 sur 92). Pour d = 2, on pourra se représenter la solution de (I) comme
la déformation verticale sous le chargement f d’une membrane élastique & réponse linéaire tendue
et dont le bord est maintenu fixe (cf. figure 1).

FiG. 1 — Déformation sous un chargement d’une membrane élastique

Le probléme (I) présente le triple avantage d’étre

1. un probléme standard en analyse des EDP,
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2. un probléme générique en sciences de 'ingénieur (on le retrouve en mécanique, en thermique,
en électromagnétisme, en biologie, en finance, ...),

3. le probléme aux limites pris comme exemple dans le cours de Calcul Scientifique de I’'Ecole
des Ponts pour mettre en ceuvre la méthode des éléments finis.

L’étude du probléme (I) permet également d’illustrer trés clairement 1'une des idées phares de
I’analyse moderne : l'utilisation d’outils de géométrie dans des espaces vectoriels de dimension
infinie permet d’obtenir simplement et élégamment des résultats d’analyse.

Pour mener a bien ce programme, nous devrons tout d’abord nous familiariser avec les espaces vec-
toriels normés de dimension infinie (chapitre 1) et étudier de plus prés les propriétés géométriques
— des espaces de Banach, qui sont les espaces vectoriels normés complets pour la topologie
définie par la norme (chapitre 2);
— des espaces de Hilbert qui sont les espaces de Banach dont la norme est définie par un produit
scalaire (chapitre 3).

Afin d’utiliser les résultats de géométrie démontrés aux chapitres 2 et 3 pour résoudre des problémes
d’analyse, et en particulier le probléme (I), il nous faudra construire des espaces vectoriels de
fonctions (on parle d’espaces fonctionnels) ayant une structure d’espace de Banach ou d’espace de
Hilbert. Pour cela, nous introduirons dans un premier temps l'intégrale de Lebesgue (chapitre 4)
qui, contrairement, & 'intégrale de Riemann, permet de construire des espaces fonctionnels complets.

Le chapitre 5 porte sur la construction et les propriétés des espaces LP, qui jouent un role central
en analyse fonctionnelle. Les chapitres 6 et 7 sont consacrés & la théorie des distributions, qui est
un outil fondamental de ’analyse moderne; nous 'utiliserons notamment pour établir le cadre
fonctionnel adapté a ’analyse du probléme (I) (et plus généralement d’une trés large classe de
problémes aux limites), celui des espaces de Sobolev (chapitre 8).

Nous nous baserons ensuite sur les résultats “abstraits” de géométrie en dimension infinie établis
dans les chapitres 2 et 3 ainsi que sur les espaces fonctionnels construits aux chapitres 5 et 8 pour
résoudre le probléme aux limites (I) et plusieurs variantes de ce probléme; nous introduirons a
cette occasion la notion de formulation variationnelle (ou formulation faible) d’un probléme au
limites, et nous démontrerons (et appliquerons) le théoréme de Lax-Milgram.

Enfin, nous présenterons la transformation de Fourier, qui est un outil incontournable de ’analyse
des phénomeénes linéaires, constamment utilisé dans de nombreuses applications, et qui sera mis en
pratique dans les cours de Traitement du Signal et d’Analyse en Fréquences de ’Ecole des Ponts.



Chapitre 1

Espaces vectoriels normés

Ce chapitre contient essentiellement des rappels sur les normes, les applications linéaires conti-
nues et la dualitée. A travers Pétude des exemples présentés dans ce chapitre, on retiendra avant
tout le fait que certains résultats bien connus en dimension finie ne sont plus valable en dimension
infinie, ce qui justifie ’'emploi de nouveaux concepts. Dans un premier temps, nous ne considére-
rons que deux exemples d’espaces vectoriels de dimension infinie : les espaces C* dont les éléments
sont des fonctions suffisamment réguliéres et les espaces [P dont les éléments sont des suites. Notre
“collection” d’espaces vectoriels normés de dimension infinie s’enrichira au fil de la lecture de cet
ouvrage, notamment aprés avoir introduit les notions d’intégrale de Lebesgue (chapitres 4 et 5) et
de distribution (chapitres 6 a 8).

1.1 Normes

Soit K un corps qu’on prendra égal & R ou C. Pour z € K, on notera |z| sa valeur absolue si
z € R et son module si z € C. Par ailleurs, on utilisera ’abréviation K-ev pour désigner un espace
vectoriel sur K.

Définition 1.1. Soit V un K-ev. Une norme est une application définie sur'V a valeurs dans Ry,
notée || - ||v, et satisfaisant les trois propriétés suivantes :

(i) lolly =0 < v=0,

(ii) YA € K, Yu € V, [Wwllv = I\ lellv,

(iii) inégalité triangulaire : V(v,w) € V x V, [[v+w|yv < ||v|lv + ||w|v-

Exemples en dimension finie. Soit un entier d > 1 et considérons le K-ev K de dimension
finie d. On pose pour tout réel p avec 1 < p < oo

d 1/p
Yv = (’Ul,...,Ud) EKd, ||(EHp: (Z |’Ui|p> s (11)

i=1

et pour p = oo,

= (v1,... K = | 1.2
Vo= (on,ou) €K% olloo = max o (12)
On vérifie facilement que || - ||,, 1 < p < oo, définit une norme sur K¢. Le seul point technique

consiste & montrer Iinégalité triangulaire, qui résulte de I'inégalité de Minkowski (voir exercice 1.1)

d 1/p d 1/p d 1/p
Vu,v € RY, 1< p < oo, (Z(ul —H)i)p) < (Z uf) + <Z Uf) . (1.3)
i=1 i=1

i=1
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Les exemples présentés ci-dessus s’étendent de facon naturelle pour construire des normes sur
des produits d’espaces vectoriels normés. En effet, nous avons la

Proposition 1.2. Soit un entier d > 1. Considérons la famille de K-ev (V;)1<i<d, chacun des
Vi étant équipé d’une norme notée || - ||v,. Soit un réel p € [1,+oc]. Alors, lapplication de V =
Vi X ... x Vg dans Ry définie pour tout v = (vq,...,vq) € V par

d P
[vllp = (ZII%‘IQ) , sip €[l 4o,
i=1
lolloe = max uillve, i =+oo,
est une norme sur V.
Preuve. Laissée en exercice. O

Exemples en dimension infinie.

— Soit [a,b] un intervalle de R et C°([a, b]) I'espace vectoriel constitué des fonctions continues
sur [a,b] & valeurs dans K. L’application | - [|co((a,p)) qui & f € C°([a,b]) associe

Il flleoqa)y = sup [f(t)],
tela,b]

définit une norme sur C°([a, b]). Plus généralement, pour un entier k£ > 0, on note C*([a, b])
Pespace vectoriel constitué des fonctions k fois contintiment dérivables sur [a,b] & valeurs
dans K. L’application || - [|cx (a5 qui & f € C*([a, b]) associe

_ O]

= max su 4

Il oan = g, sup 1500
définit une norme sur C*([a, b]) (le vérifier en exercice) ;

— Un deuxiéme exemple d’espace vectoriel normé de dimension infinie est un espace dont les

éléments sont des suites de K. Soit u = (u;);>0 € K" une suite & valeurs dans K. Pour
1 < p < o0, on considére I’ensemble

P = {ue K", Julw < +o0},

ol on a posé

1/p
le = (Sl ] . 1<p<s
i>0
et
I ——)
>0
On vérifie que [P est un K-ev et que || - ||;» définit bien une norme sur [P (voir exercice 1.3) ;

— Nous introduirons d’autres espaces vectoriels normés de dimension infinie, plus intéressants
pour l’analyse des problémes posés en sciences de 'ingénieur (EDP, analyse harmonique,
...) lorsque nous disposerons des notions d’intégrale de Lebesgue (chapitres 4 et 5) et de
distribution (chapitres 6 a 8).
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1.2 Topologie des espaces vectoriels normés

Cette section rappelle briévement diverses notions d’analyse vues en premier cycle universitaire.
Le lecteur désireux d’approfondir ces notions pourra consulter [AF 88, chapitres X et XIJ.

1.2.1 Ouverts et fermés

Définition 1.3. Soit V' un K-ev normé équipé d’une norme || - ||v.
— On dit qu’un ensemble O C V est ouvert dans V' si

Ve e O, Ir>0 tel que B,(r) C O,

0t By(r)={y eV, |ly—z|v <r} estla boule ouverte de centre x et de rayon r ;
— On dit qu’un ensemble F C V est fermé dans V si Uensemble V' \ F est ouvert dans V.
L’ensemble des ouverts de V' selon la définition ci-dessus est appelé la topologie de V induite par
la norme | - ||y .

Remarque 1.4. Lorsqu’il n’y a pas d’ambiguité, on dira simplement qu’un ensemble est ouvert
ou fermé, sans préciser “dans V.

Proposition 1.5. Soit V un K-ev normé équipé d’une norme || - ||v. Soit F' un fermé dans V et
$0it (Un)n>0 une suite d’éléments de F. Alors, si (un)n>0 converge dans V, sa limite est dans F'.

Preuve. Le complémentaire de F étant ouvert, la limite de la suite (u,,)n>0 ne peut s’y trouver. O

Définition 1.6. Soit V un K-ev normé équipé d’une norme | - ||v et A un ensemble inclus dans

V. On définit ’adhérence de I’ensemble A dans V' et on note A" Pensemble des points de V' qui
sont limites de points de A.

oy . . . =V
Proposition 1.7. F est fermé dans V si et seulement si F = F .
Preuve. Laissée en exercice. O

Définition 1.8. On dit qu’un ensemble A C V est dense dans V si a7 —v.

1.2.2 Equivalence de normes

Sur un espace vectoriel, on peut considérer plusieurs normes et il est 1égitime de se demander
si les topologies induites sont les mémes. Pour cela, nous introduisons la notion d’équivalence de
normes.

Définition 1.9. Soit V un K-ev. On dit que deuz normes || - ||v.1 et || - ||v.2 sont équivalentes sur
V' s’il existe deux constantes ¢y et co strictement positives telles que

VweV, alvlve <vlva < e llvflve. (1.4)
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L’importance de la définition 1.9 provient du fait que si deux normes sont équivalentes, elles
induisent la méme topologie.

Proposition 1.10. Soit V un K-ev équipé de deuz normes équivalentes || - ||v1 et || - ||v,2. Soit
O C V. Alors, O est ouvert pour || - ||v,1 si et seulement si O est ouvert pour || - ||v,2.
Preuve. Laissée en exercice. O

Proposition 1.11. Si V est un K-ev de dimension finie, toutes les normes sont équivalentes.

Preuve. Voir exercice 1.4. O

Contre-exemples en dimension infinie. La proposition 1.11 ne s’étend pas aux espaces vecto-
riels normés de dimension infinie. Donnons quelques contre-exemples.
— Sur C°([0,1]), application f ~ ||f|lz1 = fol |f(s)| ds définit bien une norme, mais celle-ci
n’est pas équivalente & la norme || - [|co(jo,17)- Plus précisément, on a clairement la majoration
I fllzr < |l fllcogo,y) pour tout f € CO([0,1]). En revanche, il n’existe pas de constante c telle
que || fllcogo,1) < cl[fllzr (on pourra considérer pour tout e > 0, les fonctions f. définies
par f-(t) =1—t/e pour t € [0,¢] et f-(t) = 0 sinon (voir figure 1.1) ; ces fonctions satisfont
[fellcoqo,ny =L et [ fellr =€/2)

Fic. 1.1 — Contre-exemple pour I’équivalence des normes en dimension infinie.

~ |l - llco(ja,)) définit bien une norme sur C*([a,b]) mais elle n’est pas équivalente a la norme
Il - llc ((a,))- La construction d'un contre-exemple est laissée en exercice ;
— Sur 1!, Papplication

-l s e flalle =D sl

i>0

définit une norme et on a clairement |[u|;, < |lu||;1, Vu € I*. En revanche, il n’existe pas de
constante ¢ telle que pour tout u € I!, on ait |[ul|p < c¢|lul|n. En effet, en considérant pour
tout entier N > 0, la suite u” € [! telle que u¥ = 1si i < N et 0 sinon, on aurait une

inégalité de la forme N < ¢ log N avec ¢ indépendant de N, ce qui est absurde.

Remarque 1.12. Si V est un K-ev normé et F' un sous-espace de dimension finie, alors F est
nécessairement fermé. Ce n’est plus le cas si F' est de dimension infinie. A titre de contre-exemple,
on pourra considérer C*([—1,1]) comme sous-espace de C°([—1, 1]) équipé de la norme |- || co—1,17)
et la famille de fonctions f. € C*'([—1,1]) définies par f.(t) = [¢] si [t| > e et fo(t) = 5(1+ (£)?)
sinon (voir figure 1.2).
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-1 -£¢ 0 ¢ 1

FiG. 1.2 — Tllustration de la remarque 1.12.

1.2.3 Compacité

Définition 1.13. Soit V un K-ev normé. Un ensemble A C V est compact si de toute suite
d’éléments de A on peut extraire une sous-suite convergente.

Proposition 1.14. Si A est compact, alors A est fermé et borné.

Preuve. Vérification immédiate. O

Proposition 1.15. Si V est de dimension finie, alors A est compact si et seulement si A est fermé
et borné.

Preuve. Voir exercice 1.5. O

On peut en fait énoncer un résultat plus général qui souligne bien la différence entre la dimension
finie et la dimension infinie (voir par exemple [AF 88, p. 582] ou [Brézis 83, p. 92]).

Théoréme 1.16. Soit V un K-ev. La boule unité (fermée) de V' est compacte si et seulement si
V est de dimension finie.

1.3 Applications linéaires continues

1.3.1 Définition et premiéres propriétés

Dans cette section, V et W désignent deux K-ev normés équipés respectivement des normes || - ||y
et || - flw-

Proposition 1.17. Soit A une application linéaire de V- dans W. Les propositions suivantes sont
équivalentes :

(1) A est continue.

(2) A est continue en 0.

(8) 1l existe une constante ¢ € Ry telle que

Yu eV, | Aullw < c|lullv.
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Preuve. Les implications (1) = (2) et (3) = (1) sont évidentes. Il nous reste donc & prouver
Pimplication (2) = (3). Soit A une application linéaire continue en 0. Il existe 1 > 0 tel que pour
tout u € B(0,n), la boule fermée de centre 0 et de rayon 7, on ait

Au— A <1
[Au = A0 flw <
=0

Soit maintenant u € V avec u # 0. Le vecteur v = ”—u’ﬁ?u appartient & By (n) si bien que | Av||w < 1,
ce qui, par linéarité, implique (3) avec ¢ = % Enfin, I'inégalité dans (3) est trivialement satisfaite
siu=0. O

Proposition 1.18. Soit A une application linéaire de V dans W. Supposons V de dimension finie.
Alors, A est nécessairement continue.

Preuve. Soit (e1,...,eq) une base de V. Pour tout u = Z?Zl uze; €'V, on a
d d
[Auflw < Jw| || Aeillw < <Z |A€i|w> [l
i=1 i=1
et on conclut en utilisant I’équivalence des normes sur V. O

Exemples et contre-exemples en dimension infinie.

— L’application qui & f € C'([a,b]) associe f' € C%(a,b]) est linéaire continue lorsque ces
espaces sont équipés des normes || - [|c1(ja,p)) €t | - [|co(ja b))

— Cette application n’est pas continue si C''([a,b]) est équip¢ de la norme |f(a)| + f; |f'(s)|ds
(voir exercice 1.7).

— Plus généralement, d’autres contre-exemples peuvent étre construits en considérant deux
normes | - |[v,1 et || - ||v,2 qui ne sont pas équivalentes. En effet, la continuité de I'injection de
V équipé de || - ||v,1 dans V' équipé de || - ||v,2 équivaut & existence d’une constante ¢ > 0
telle que Vu € V, ||ullv.2 < ¢||lul|v1.

Définition 1.19. L’espace vectoriel des applications linéaires continues de V dans W est noté
L(V,W).

Proposition 1.20. L’application
- Hﬁ(V,W) LV,W) — Ry

A
A Al gvw) = supuey Lo
u#0

flellv

est une norme sur L(V,W).

Preuve. (i) |[Allz(v,w) = 0 implique Au = 0 pour tout u € V avec u # 0. Par ailleurs, Au = 0
pour u = 0. D’ou A = 0.
(ii) Soit A € K. On a

A ullw = [A[[[Aullw < A Allzevw) [[ullv,
d’ott on déduit que [|AA| zev,wy < |Al | Allzv,wy. Pour A # 0, on a donc

Al v,y = H%/\AHL(V,W) < %HAAHﬁ(V,W)
[l
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si bien que [|[AA| zov,wy = [A| |All2v,wy et égalité est trivialement satisfaite si A = 0.
(iii) Pour A et B € L(V,W), on a

(A + Bullw < [[Aullw + | Bullw < ([ Allzv.w) + 1 Blleevwy)llullv,

si bien que || A+ Bl zov,wy < |Allzov,wy + 1Bl cov,wy- O

1.3.2 Dualité

Un cas particulier important d’applications linéaires continues entre K-ev normés est celui ol
I’espace d’arrivée est W = K.

Définition 1.21. Soit V un K-ev normé. L(V, K) est appelé lespace dual de V et est noté V'.
Un élément A € V' est appelé une forme linéaire continue et son action sur un élément v € V est
notée & l'aide du crochet de dualité (-,-)y/ v. V' est équipé de la norme canonique

[(A,u)yr v]

Al = sup
2P v

Remarque 1.22. La notion introduite dans la définition 1.21 est celle de dual topologique que 'on
distingue du dual algébrique dans lequel la propriété de continuité n’est pas requise. En dimension
finie, le dual topologique coincide avec le dual algébrique mais en dimension infinie, ces deux
notions sont différentes. Dans ce cours, seule la notion de dual topologique sera utilisée.

Exemples.

— Soit [a,b] C R et ¢ € [a,b]. L’application qui & f € C°([a,b]) associe f(c) est une forme
linéaire continue sur C°([a,b]) de norme 1 ;

— L’application qui & u € [P, 1 < p < o0, associe ug est une forme linéaire continue sur [P de
norme 1 ;

— Soit 1 < p < oo et p’ tel que % + % =1 (p = oo sip=1). Soit v e . Alors, en posant
pour tout u € IP, (V,u)wy 1p = Y;5( UiV, on définit une forme linéaire continue sur 17, i.e.
¥ € (IP)’. De plus, 'application

velr —ve (),

est, linéaire, bijective et isométrique. Ce résultat, dont la preuve fait I’objet de ’exercice 1.8,
permet de faire 'identification (I?)" = I?" pour 1 < p < oco. En revanche, le dual de [* ne
coincide pas avec ! mais est strictement plus grand que ['. En fait, on peut identifier I! au
dual topologique du K-ev des suites de K & support fini, cet espace étant strictement inclus
dans [*°.

Proposition 1.23. Soit Z et V deur K-ev équipés respectivement des normes || - ||z et | - |lv.
Supposons que Z C 'V avec injection continue, i.e., qu’il existe c; € Ry telle que Vz € Z, ||z||v <
¢illzllz. Alors, V! C Z' avec injection continue.

Preuve. Soit f € V'. Considérons lapplication T'f : Z — R qui a z € Z associe T'f(z) = (f, 2}y v.
1l est clair que T'f est linéaire. De plus, T'f est continue sur Z puisque

vze Z, Tf(z)={f;2v.v <fllvllzllv < el fllve [Iz]]z-

Par conséquent, Tf € Z' et | T f||z: < ci| fllv', ce qui compléte la preuve. O
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Nous concluons cette section avec deux résultats qui nous serviront par la suite : le théoréme
de prolongement d’une forme linéaire et une caractérisation des sous-espaces denses. Ces résultats,
dont la preuve repose sur un théoréme profond d’analyse, le théoréme de Hahn-Banach, sont admis
(on pourra consulter [Brézis 83, p. 3 et 7]).

Théoréme 1.24. Soit V un K-ev normé et Z un sous-espace vectoriel de V. Soit z € Z' une
forme linéaire continue de norme ||z||z:. Alors, il existe A € V' qui prolonge z, i.e.

Yu € Z; <Zvu>Z’,Z = <A7u>V/,V7

et telle que || Allv: = ||2|| 2

Théoréme 1.25. Soit V un K -ev normé et Z un sous-espace vectoriel de V. Si toute forme linéaire
continue f € V' qui s’annule sur Z est identiquement nulle sur V', alors Z est dense dans V.

1.3.3 Formes bilinéaires continues

Définition 1.26. Soit V et W deuz K-ev. Une forme bilinéaire sur V x W est une application
a: VW — K telle que

- Vv € V, lapplication a(v,-) : W — K est linéaire ;

- Yw € W, Vapplication a(-,w) : V — K est linéaire.

Définition 1.27. Soit V et W deux K-ev. On dit qu’une forme bilinéaire a : V x W — K est
continue sur V. x W s’il existe une constante c € R telle que

V(v,w) e Vx W, la(v,w)| < cljoflv [Jwllw.

On note ( )

a(v,w

laf = sup .
wwevxw [[v|lv |lwllw
v#0,w#0

L’intérét des formes bilinéaires continues est qu’elles interviennent fréquemment dans la formulation
faible des EDP (cf. chapitre 9). Dans ce cadre, il est intéressant de garder & I’esprit qu’une forme
bilinéaire continue de V' x W a valeurs dans K peut s’interpréter comme un élément A de L(V, W)
en posant

Yw e W, (Av, wywr w = a(v, w).

On vérifie aisément que Av € W' et que

| Allzov,wry = llall.

1.4 Exercices

> 1.1. Montrer l'inégalité de Minkowski (1.3). Pour cela, on utilisera la concavité de la fonction
f:Ry =R, t— (14 tP)? qui implique que pour des \; > 0 tels que Zle Ai =1etdest; >0,

on a
d d
f (Z Am) > Z Xif(ti).
i—1

=1
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> 1.2. Vérifier que Papplication || - [|ck (4,4 définit une norme sur C*([a, b]).

> 1.3. L’objet de cet exercice est de montrer que les [P sont bien des espaces vectoriels normés.

1. Vérifier que [P est un espace vectoriel ;

2. Soient 1 < p,p’ < oo avec % + i =1 et N un entier positif. Montrer I'inégalité de Holder

1/p’

N N Ur /N
Vu,v € RY, Zuivi < (Zuf) (va> . (1.5)
i=1 i=1 i=1

Indication : en utilisant la concavité de la fonction f : Ry — R, t — logt, on montrera
d’abord que pour u et v réels positifs, on a I'inégalité de Young (sur R)

u? P
uv < ’ + e (1.6)
Puis, considérant = et y € RY, on appliquera 'inégalité ci-dessus & u = z;/||z||, et v =
yi/llyllp
3. Déduire de (1.5) que pour u € [P et v € 1?", la suite produit uv définie par uv = (uiv4)i>0 est
dans {! et que ’on a
vl < Jlullie (vl (1.7)

4. Montrer que ||-|| satisfait bien I'inégalité triangulaire. Indication : on pourra utiliser I'inégalité
de Holder (1.7) en remarquant que pour u,v € I[P, [u+v[P~t € [P ;
5. Déduire 'inégalité de Minkowski (1.3) de I'inégalité de Holder (1.5).

> 1.4. L’objectif de cet exercice est de montrer que si V est un K-ev de dimension finie, alors
toutes les normes sur V' sont équivalentes. Soit (eq,...,eq) une base de V. Pour v € V, on note
(v1,...,vq) les coordonnées de v dans cette base.

1. Vérifier qu'’il suffit de montrer que toutes les normes de V' sont équivalentes & la norme || - ||
donnée par (1.2) ;

2. Soit || - ||y une norme de V. De l'inégalité triangulaire, déduire qu’il existe une constante
c2 > 0 telle que Vo € V, |lv]|lv < 2 ||v]|o

3. Soit Buo la boule unité (fermée) de V pour la norme || - || 0. Déduire de la question précédente
que P'application
id : (Boo, || - llec) = (Boos - [lv)

Vo=,
est continue ;

4. En utilisant un argument de compacité, montrer qu’il existe une constante ¢; > 0 telle que
Yo eV, ||v]lee < e |jv]v.

> 1.5. L’objet de cet exercice est de montrer qu’en dimension finie, tout fermé borné est compact.

1. La premiére étape fait appel a la notion de complétude qui est introduite dans le chapitre 2.
En admettant que R est complet, montrer que sur R, tout fermé borné est compact ;

2. En déduire que sur R? équipé de la norme || - ||o0, tout fermé borné est compact ;

3. Conclure en utilisant ’équivalence des normes en dimension finie.
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> 1.6. Construire un contre-exemple montrant que les normes || - [|co((a,p)) b || - [|c1([a,5)) DE SONE
pas équivalentes sur C*([a, b]).

> 1.7. Vérifier que application f — |f(0)| + f: |f'(s)| ds définit une norme sur C'([a,b]). En
s’inspirant de la figure 1.1, construire un contre-exemple montrant que I’application qui & f €
C1([a,b]) associe f’ € C°([a,b]) n’est pas continue si C'([a,b]) est équipé de la norme ci-dessus et
C°([a, b]) de la norme canonique || - [|co((a,))-

> 1.8. L’objet de cet exercice est de montrer que pour 1 < p < oo, on peut faire I’identification

(I7) = 1" ou 5 + -; = 1 (on pose p = oo si p = 1). Lidentification se fait par le biais de
I’application

TP — (Y
v o= ¥ avec Yuell, (V,u)qry» :Zizouivi-

1. On commence par traiter le cas 1 < p < co. Montrer que 'application T est bien définie.

Indication : en utilisant I'inégalité de Holder (1.7), montrer que si u € IP et v € [P, la série

>_i>0 Uiv; est absolument convergente. En déduire que T'(v) € (IP)" avec | T'(v)| ey < |[v[lpr

2. Montrer que ’application T est linéaire et injective.

3. Montrer que 'application T est surjective. Indication : soit ¢ € (IP)" donné. Pour tout entier
i >0, poser e; = (d;5)j>0 ol J;; est le symbole de Kronecker et introduire la suite v de terme
général v; = @(e;). Montrer que v € I’ et que T'(v) = ¢ ;

4. Montrer que T est une isométrie. Indication : il suffit de montrer que ||v||,,» < [|T'(v)|p)
Pour cela, se donner une suite v € [? et considérer la suite u de terme général u; =
Joil” sgn(v;) ;

5. Reprendre les étapes précédentes dans le cas ot p =1 et p’ = oo.

> 1.9. Soit u € RY. On note A l'opérateur qui & u associe la suite v de terme général v; = (—1)%u;.
Montrer que pour 1 < p < 0o, A € L(IP,IP) et que A est de norme 1. Reprendre ’exercice avec
I'opérateur qui & u associe la suite v de terme général v; = u;41.

> 1.10. Soit vy un réel non nul. On considére Popérateur A qui a f € C°(R) associe g = Af € C°(R)
définie par g(t) = f(yt) pour t € R. Montrer que A € L(C°(R), C°(R)) et que A est de norme 1.



Chapitre 2

Espaces de Banach

Ce chapitre introduit la notion de complétude : un espace vectoriel normé est dit complet si
toute suite de Cauchy y est convergente. De tels espaces, appelés espaces de Banach, interviendront
fréquemment dans la suite de ce cours car ils jouissent de plusieurs propriétés remarquables. Nous
démontrerons notamment le théoréme du point fixe de Picard (qui ne s’applique que dans les
espaces de Banach) et nous donnerons un premier exemple d’application de ce théoréme en prouvant
I'existence et 'unicité de la solution pour une certaine classe d’équations différentielles ordinaires.

2.1 Définitions et premiers exemples

Dans cette section, nous introduisons les notions de suite de Cauchy, d’espace complet et d’es-
pace de Banach.

2.1.1 Suites de Cauchy

Définition 2.1. Soit V un K-ev normé. On dit qu’une suite (un)pn>o d’éléments de V est de
Cauchy si on a la propriété suivante

Ve>0, IN>0, Vn>N,V¥p>0, |tntp—tn|lv <e. (2.1)
Proposition 2.2. Toute suite convergente est de Cauchy.
Preuve. Conséquence immeédiate de (2.1). O
Proposition 2.3. Toute suite de Cauchy est bornée.

Preuve. Immédiate. O

Proposition 2.4. Soit V; et V2 deur K-ev normés et (un)n>o0 une suite de Cauchy dans Vy. Soit
f: Vi — Va une application uniformément continue. Alors, la suite (f(un))n>o est de Cauchy dans
V.

Preuve. Laissée en exercice. O
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2.1.2 Espaces complets
La réciproque de la proposition 2.2 n’étant pas vraie d’'une facon générale, cela motive la

définition suivante.

Définition 2.5. Un K-ev V est dit complet pour la norme || - ||y si toute suite de Cauchy est
convergente. Un K-ev complet pour sa norme est appelé un espace de Banach.

Proposition 2.6. Soit V un K -ev équipé de deux normes équivalentes || - ||v,1 et || - [|v,2. Alors, V
est complet pour la norme || - ||v.1 si et seulement si il est complet pour la norme || - |

v,2-

Preuve. Supposons V' complet pour la norme | - [|y;1. Soit (un)n>0 une suite de Cauchy dans
V pour la norme || - ||yv,2. De l'inégalité ||v|jv.1 < ¢z ||v]v,2, nous déduisons que (up)n>0 est une
suite de Cauchy pour la norme || - ||y,1. Elle est donc convergente par hypothése. De l'inégalité
[lvllv,2 < e1 ||v|lv,a, nous déduisons qu’elle converge également pour la norme || - ||v,2. O

L’étude des espaces complets est trés simple en dimension finie, puisque nous avons le résultat
suivant.

Proposition 2.7. Tout espace vectoriel normé de dimension finie est complet.

Preuve. (i) Nous admettons que R est complet, propriété qui résulte de la construction de R (voir
par exemple [AF 88, chapitre I]).

(i) Considérons maintenant un R-ev de dimension finie d. Soit (uy)n>0 une suite de Cauchy dans
cet espace. Notons (un,1,. .., uUn,q) les composantes de u,, dans une base donnée. Toutes les normes
étant équivalentes en dimension finie d’apreés la proposition 1.11, nous pouvons utiliser la norme
I |loo et en déduire que pour tout 4, 1 < i < d, les (un_;)n>0 sont des suites de Cauchy dans R.
Ces suites sont donc convergentes vers une limite [;, 1 < i < d, et il est immédiat de prouver que

(Un)n>0 converge vers (I1,...,1q).
(iii) Le cas d’'un C-ev se traite de maniére identique grace au fait que C est un R-ev de dimension
deux. O

Remarque 2.8. Du fait du résultat précédent, ’expression “espace de Banach” ne s’emploie guére
en dimension finie. Elle est plutot réservée a la dimension infinie ot la notion de complétude est
plus riche.

Donnons deux exemples puis un contre-exemple d’espaces de Banach.

Proposition 2.9. Pour 1 < p < oo, [P équipé de la norme || - ||;» est un espace de Banach.

Preuve. Voir exercice 2.1. O

Proposition 2.10. C%([a,b]) équipé de la norme || - ||co(a,p)) est un espace de Banach.
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Preuve. Soit (up)n>0 une suite de Cauchy dans C%([a, b)), i.e.,

Ve>0, dAN >0, Yn>N,Vp>0, |unip—unllcoqap) = sup |[unip(x) —un(z)] <e.
z€[a,b]

Pour tout x € [a,b], (un(x))n>0 est de Cauchy dans R et converge donc vers une limite notée u(x).
En faisant tendre p vers 'infini, on obtient

Ye>0, IN>0, ¥Yn>N, sup |u(z)—uy(z) <e. (2.2)
z€a,b]

Montrons que u est une fonction continue sur [a,b]. Soit z € [a,b] et ¢ > 0. On sait qu’il existe
N € N tel que
sup |u(z) —un(2)] <e/3.
z€|a,b]
Par ailleurs, ux étant continue, il existe V, voisinage de = dans [a, b] tel que |un(y) —un ()] <&/3
pour y € V.. L’inégalité triangulaire permet de conclure : pour tout y € V.., on a

lu(y) = u(@)] < fu(y) —un ()] + lun(y) - un (@)] + u(@) —un ()] <e.

Cela signifie que u € C%([a, b]). On conclut en remarquant que (2.2) signifie que (uy,),>0 converge
vers u dans C°([a, b]). O

Contre-exemple. C°([0,1]) équipé de la norme ||f| ;1 = fol |f(s)] ds n’est pas un espace de
Banach. En effet, considérons la suite de fonctions (fy)n>1 définie par (voir figure 2.1)

0 0<t<i-1
_ 1,1y 1_1 1,1
) =350t—-5+3) s-p<st<s+y
1,1
1 lylci<t
La suite (f,)n>1 converge en norme || - |71 vers la fonction f. qui vaut 0si 0 <t < 1 et 1 sinon.

Elle est donc de Cauchy pour cette norme. Cependant, la fonction f, n’appartient pas a C°([0, 1]).

1/2+1/n

Fia. 2.1 — Graphe de la fonction f,.

Proposition 2.11. Soit V un espace de Banach et F' un sous-espace fermé de V. Alors, F' équipé
de la norme induite par V est un espace de Banach.

Preuve. Toute suite de Cauchy dans F' est de Cauchy dans V donc convergente dans V. Comme
I est fermé, la limite est dans F'. O
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Proposition 2.12. Soit un entier d > 1. Considérons une famille d’espaces de Banach (V;)1<i<d,

chacun des V; étant équipé d’une norme notée || - ||v,. Soit V le K-ev V =V x ... x Vg équipé de
la norme || - ||, définie dans la proposition 1.2. Alors, V est un espace de Banach.
Preuve. Laissée en exercice. O

2.2 Applications linéaires continues dans les espaces de Ba-
nach

Théoréme 2.13. Soit V' un espace vectoriel normé et W un espace de Banach. Alors, L(V, W)
équipé de la norme || - || z(v,w) est un espace de Banach.

Preuve. Soit (Ay)n>0 une suite de Cauchy dans £(V, W), i.e.,

||An+pu — Ayullw

Ve > 0, AN > 0, Vn > N, Vp >0, HAN-HD — An”L(V,W) = sup
S Tl

Pour tout u € V, u # 0, (Apu)n>0 est donc une suite de Cauchy dans W. En notant | € W sa
limite, nous définissons une application A de V dans W qui & u € V associe Au =1 € W. 1l est
clair que A est linéaire. En faisant tendre p — oo, on obtient

Ve>0, IN>0, ¥Yn>N, VueV, |Au— Ayullw <celulv. (2.3)
Pour ¢ = 1, on en déduit en particulier que
VueV, [Aullw < lAu—Anullw + [|[Avullw < (1 + |Axllcovwy) lullv,

ce qui montre que A est continue. Enfin, (2.3) exprime le fait que A,, tend vers A dans L(V,W). O

Corollaire 2.14. Soit V un espace vectoriel normé. Alors, son espace dual V' est un espace de
Banach.

Preuve. Conséquence directe du théoréme 2.13 puisque K, de dimension finie, est complet. O

2.3 Séries normalement convergentes

Un des intéréts des espaces de Banach est que 1’étude de la convergence des séries peut se faire
de fagon particuliérement simple en étudiant leur convergence normale.

Définition 2.15. Soit V' un espace vectoriel normé. Soit (un)n>0 une suite d’éléments de V.
On dit que la série de terme général u, est normalement convergente si la série ) - ||un|v est
convergente.

Théoréme 2.16. Soit V un espace vectoriel normé. V est un espace de Banach si et seulement
si toute série normalement convergente est convergente.
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Preuve. (i) Supposons que V soit un espace de Banach. Soit S,, = Z;:O Uy, Une série normalement

convergente de terme général u,,. On constate que S,, est une suite de Cauchy puisque

e
1Sty = Sullv < Junsrlly + -+ [untplly <D lumlly — 0.
n—oo
m>n+1

V étant complet, S;, est convergente.
(ii) Réciproquement, supposons que toute série normalement convergente soit convergente. Soit
(tn)n>0 une suite de Cauchy. Nous pouvons extraire une sous-suite v,, = u,(,) de sorte que

1
||vn+1 - Un”V S 2_n

La série de terme général v, 11 — v, est donc normalement convergente. Comme

n

Sp = g Um+1 — Um = Up+1 — Vo,

m=0

nous en déduisons que la suite extraite (vy,)n>0 est convergente. Comme (uy,)n,>0 est une suite de
Cauchy, il résulte de (2.1) que toute la suite (uy)n>0 est convergente. O

2.4 Théoréme du point fixe de Picard

Définition 2.17. Soit V un espace vectoriel normé et A une application de V dans V. On dit que
A est contractante s’il existe un réel o < 1 tel que

Vu,v eV, ||Au— Av|lv < allu—vly. (2.4)
Remarque 2.18. Une application contractante est continue.

Théoréme 2.19. Soit V un espace de Banach et A une application contractante de V dans V.
Alors, 'équation
Au = u,

admet une solution unique u, € V. Cette solution est appelée le point fixe de A.

Preuve. (i) Existence : soit ug € V' quelconque et (u,)n>o la suite définie par up41 = Auy,. On
constate que

lunt1 — unllv = [|Aun — Atp_1|lv < a|ltn — un—1llv < a” |lur — wollv,

d’ot on déduit que la série de terme général u,1 — u, est normalement convergente. L’espace
V' étant complet, nous déduisons du théoréme 2.16 que la série de terme général uy,41 — u, est
convergente, i.e., que la suite (u,)p>0 est convergente. En notant u, sa limite et en passant a la
limite dans la relation u,+1 = Auy,, il vient Au. = u, puisque (2.4) implique la continuité de A.
(ii) L’unicité se montre par I’absurde : si on a 2 solutions u1 et ug avec u; # ug, on obtient

Jur —uzllv = [Aur — Auslly < avflur — uallv < [Jur = uz|lv,

ce qui est absurde. O
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2.5 Application aux équations différentielles ordinaires

Le théoréme du point fixe de Picard sert par exemple & montrer ’existence et unicité globale
de la solution pour une certaine classe d’équations différentielles ordinaires. Nous considérons le
probléme suivant.

Définition 2.20. (Probléme de Cauchy). Soit d > 1 un entier, ug € R? et f une fonction définie
sur R? a valeurs dans R%. On appelle probléme de Cauchy le probléeme suivant : trouver u €
CH([0, +00); RY) telle que

By

{ 3—“0(15) = fu(t), t=0, (2.5)

):Uo.

Théoréme 2.21. (Théoréme de Cauchy-Lipschitz). On suppose que f est lipschitzienne sur R?,
i.e., qu’il existe une constante L € Ry telle que

Vuy,us € RY, || f(ur) — f(u2)|| < L|Jur — us,

ot || - || désigne une norme quelconque sur R, Alors, le probleme (2.5) admet une solution u et
une seule dans C ([0, +oo[; RY).

Remarque 2.22. En changeant ¢ en —t, il est clair que dans le cadre des hypothéses du théo-
réme 2.21, le probléme (2.5) admet une solution unique u € C'(] — oo, , +00); RY].

Preuwve du théoreme 2.21. (i) Nous allons démontrer d’abord ’existence et 'unicité locale en temps
en utilisant le théoréme du point fixe. Posons T' = 1/(2L) et notons E = C°([0, T]; RY) I’espace
des fonctions continues sur [0, 7] & valeurs dans R¢ équipé de la norme
Vue E, |lule= sup [lu(t).
t€[0,T]
On vérifie facilement que F muni de cette norme est un espace de Banach. Il est clair par ailleurs
que la fonction

t
t— ug —|—/ f(u(s))ds,
0
est de classe C*, sa dérivée valant f(u(t)). On peut donc définir I'application
A:E — FE

u — Au avec Au(t) =wup +f0t f(u(s))ds,

qui vérifie la propriété suivante : u € E est solution de (2.5) sur [0, 7] si et seulement si Au = u.
Or, A est contractante puisque pour u; et us € E, on a

[|Aug — Aus||[p = sup /O(f(uz(s)) — f(ui(s))) ds|| < TL|uz — 1|,

t€[0,T]

et TL = 5. Nous déduisons du théoréme du point fixe que le systéme (2.5) admet une solution
unique sur [0, 7.
(ii) En appliquant le résultat d’existence et unicité locale au probléme de Cauchy

{ o) = f(v),
v(0) = u(T),

et en posant pour t € [T,27], u(t) = v(t — T), on obtient 'existence et unicité de la solution
du systéme (2.5) sur [0,27]. On recouvre ainsi de proche en proche l'intervalle [0, co[. Enfin, en
changeant t en —t et f en —f, on obtient l'existence et l'unicité de la solution du systéme (2.5)
sur |—o0, +00l. O
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Remarque 2.23. Le caractére lipschitzien de f est essentiel pour assurer 'unicité de la solution.
Ainsi, pour d =1 et f(u) = +/u, (2.5) avec ug = 0 admet la famille de solutions

UC(t):{O t<e

1t—c)? t>c

pour tout réel ¢ > 0.

Remarque 2.24. On peut cependant affaiblir les hypothéses du théoréme 2.21. Soit {2 un ouvert
non vide de R x RY, (tg,up) € Q et f une application de Q dans R? continue sur Q et localement,
lipschitzienne en la deuxiéme variable, i.e. tout point (£, u) € 2 admet un voisinage V;,,,) C Q tel
que pour un réel L (pouvant dépendre de V), on ait

v(taul)a (tauQ) € V(t,u)’ Hf(taul) - f(taUQ)H <L ||U1 - UQH

Dans ces conditions, le probléme de Cauchy

{ %u(t) = f(tﬂ u),

u(to) = Uug,

admet une unique solution maximale (i.e. une solution qu’on ne peut prolonger ni & droite ni &
gauche). Celle-ci est définie sur un intervalle ouvert de R. Par exemple, f(t,u) = 1+u? est continue
et localement lipschitzienne en wu ; le probléme de Cauchy avec la condition initiale «(0) = 0 admet
pour unique solution maximale la fonction u(t) = tant¢ définie sur I'intervalle ouvert |—m /2, 47 /2].

2.6 Exercices

> 2.1. L’objet de cet exercice est de montrer que pour 1 < p < oo, IP équipé de la norme || - ||;»
est un espace de Banach.

1. On traitera d’abord le cas 1 < p < co. Soit (uy)n>0 une suite de Cauchy dans . On note
Un,m le m-iéme terme de la suite u,. Montrer que pour tout m > 0, la suite (Unm)n>0 €st
de Cauchy dans K. On notera [,, sa limite et 1 la suite de terme général [, ;

2. Montrer que 1 € [P. Indication : montrer qu’il existe une constante C' telle que pour tout
n > 0 et pour tout I > 0,

I 1/p
(Z |un,i|P> < Junllir < €5
=0

3. Montrer que (uy,),>0 converge vers 1 dans {P. Indication : en se donnant ¢ > 0, montrer qu'’il
existe N > 0 tel que pour n > N et ¢ > 0 et pour tout I > 0, on ait

I 1/1’
(Z |“n+q7i - un,i|p> < Hun-i-q - unHlp <ejg
1=0

4. Reprendre les étapes ci-dessus dans le cas p = cc.

> 2.2. Soit E un espace de Banach. On note F' = C°([a,b]; E) 'espace vectoriel des fonctions
définies et continues sur [a,b] & valeurs dans E. On considére sur F' 'application || - ||p : FF — R
qui & € F associe | f|lr = maxicioy | £(2)]5-

— Vérifier que || - || définit bien une norme sur F.
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— En reprenant la preuve de la proposition 2.10, montrer que F' équipé de la norme || - || est
un espace de Banach.

> 2.3. Soit un réel p avec 1 < p < co. Montrer par un contre-exemple que C°([0,1]) équipé de la
norme || f||z» = (fol |f(s)|P ds)'/P n’est pas un espace de Banach.

> 2.4. Soit V un espace de Banach et A une application de V dans V. Pour un entier p > 0, on
note A®) D’application Ao...o A obtenue en composant application A p fois avec elle-méme. On
suppose trouvé un entier p > 0 tel que AP soit contractante. Montrer que A admet un point fixe
unique.

> 2.5. On note E l'espace de Banach C°([a, b]) équipé de la norme || - ||co((q,5))- Soit & : [a,b]* — R
une fonction continue sur [a, b]? et p = max(, ,)efq,5)? |¥(,y)|. Pour f € E, on note Af I"application

de [a, b] dans R définie par Af(x) = f: k(z,y)f(y) dy.
1. Montrer que A est une application linéaire continue de F dans E.

2. Montrer que si p|b —a| < 1, A est contractante. On conservera cette hypothése pour la suite
de ’exercice.

3. Soit g donnée dans FE. Montrer que 1’équation intégrale

b
hz) - / k(e y)h(y) dy = gla), = € [a,b],

admet une solution unique h dans E.
4. Montrer que la série de terme général A g est convergente puis que h = Dm0 A g,

> 2.6. On note ¢y l'espace vectoriel formé par les suites de nombres (réels ou complexes) qui
tendent vers 0. On munit ¢y de la norme définie par

YVu = (Un)n>0 € co,  ||lle, = max |uy,|.
neN

Pour tout k € N, on note e la suite (ef),>0 € co définie par eX = dx,, pour tout n € N.
1. Soit @ = (an)n>0 € I*. Vérifier que 'application linéaire
Lo(u) = Z O, Un,
neN
définit une forme linéaire continue sur cg, puis montrer que
[ Lalley = llallar-
2. Soit A € C/O, Ak = A(ek) et
l |/\k| k
u = —-—e .
> 5
0<k<I, \p#0
Montrer que pour tout [ € N, u! € cg, ||ul]lo, =1 et

l

Al =37 Al

k=1
En déduire que A = (\p)g>0 € I1.
3. Montrer que A = L.
4. En déduire que I' s’identifie au dual topologique de cq.



Chapitre 3

Espaces de Hilbert

Les espaces de Hilbert jouent un role fondamental en analyse car ils fournissent un cadre ma-
thématique général pour “faire de la géométrie en dimension infinie”. Dans ce chapitre, ces considé-
rations seront illustrées par plusieurs résultats importants, notamment le théoréme de projection
orthogonale, le théoréme de Riesz et la notion de base hilbertienne. Nous évoquerons aussi le calcul
différentiel et les problémes d’optimisation (avec ou sans contrainte) dans les espaces de Hilbert.

3.1 Définitions

Dans cette section, nous introduisons la notion de produit scalaire et celle d’espace de Hilbert.
Pour plus de clarté, nous distinguons les espaces vectoriels réels et complexes.

3.1.1 Espaces euclidiens

Définition 3.1. Soit V un R-ev. Un produit scalaire sur V est une application bilinéaire sur V,
notée (+,-)yv : V xV — R, satisfaisant les propriétés suivantes :

(i) symétrie : ¥V(v,w) € V XV, (v,w)y = (w,v)y ;

(ii) positivité : Yv € V, (v,v)y >0 ;

(iii) (v,v)y =0 <= v =0.
Un R-ev équipé d’un produit scalaire est appelé un espace euclidien.

3.1.2 Espaces hermitiens

Définition 3.2. Soit V un C-ev. Un produit scalaire sur V' est une application sesquilinéaire a
gauche sur V, notée (-,-)y : V xV — C, possédant les propriétés suivantes :

(i) hermiticité : Yv,w € V, (v,w)y = (w,v)v ;

(ii) positivité : Yv € V, (v,v)y >0 ;

(iii) (v,v)y =0 <= v =0.
On rappelle que la sesquilinéarité a gauche signifie que

M1+ Aava, W)y = A\ (v, W)y + Ao (va, W)y,
V(A1 A2) € C x C, Y(v1,00,w) €V X V X V, Qv + Aoz, why = Aa(vn, whv + Aalvz, whv
(w, A\1v1 + Aov2)v = Ar(w, v1)v + Az (w, v2)v .

Un C-ev équipé d’un produit scalaire est appelé un espace hermitien.

Remarque 3.3. On peut définir de fagon analogue les formes sesquilinéaires & droite et convenir
de considérer les formes sesquilinéaires a droite pour définir les produits scalaires.
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3.1.3 Inégalité de Cauchy-Schwarz

Proposition 3.4. Soit V un K-ev et (-, -)y un produit scalaire sur V. L’application ||-||v : V — R
définie par
wev, |vlv= () (3.1)

est une norme sur V appelée norme induite par le produit scalaire. De plus, on a l’inégalité de
Cauchy-Schwarz
Vo,weV, |(v,w)y] < [vflv [lwllv. (3.2)

Preuwve. Prouvons le théoréme ci-dessus pour K = R (le cas K = C se traite de fagon analogue).
Commengons par établir I'inégalité de Cauchy—Schwarz (3.2). Soit (v,w) € V x V. Supposons
w # 0 (sinon, l'inégalité (3.2) devient une égalité triviale). En développant le membre de droite,
on constate que

2
> 0.

%

|(an)V|2 _ H o (U’w)V

[[wll3, [Jwll5,
Ceci montre I'inégalité (3.2). De plus, il est clair qu’il y a égalité si et seulement si le membre de
droite est nul, i.e. si et seulement si v et w sont colinéaires.

[l

Vérifions maintenant que l’application || - |y définie par (3.1) est bien une norme. Les assertions
(i) et (ii) de la définition 1.1 résultent, respectivement, de ’assertion (iii) de la définition 3.1 et
de la bilinéarité (ou sesquilinéarité) du produit scalaire. Enfin, I'inégalité triangulaire se déduit de
I'inégalité de Cauchy—Schwarz : pour tout (v,w) € V x V,
lv+wliy = vl +2(v, w)y + [Jwlfi,

< ol + 21w, w)v | + [lwllf,

<l + 2lvllv lwlly + [lwl

= (lvllv + llwllv)?,

ce qui compléte la preuve. O

Remarque 3.5. L’inégalité de Cauchy-Schwarz (3.2) exprime la continuité du produit scalaire
dans la topologie induite.

3.1.4 Espaces de Hilbert

Définition 3.6. Un espace de Hilbert est un espace euclidien ou hermitien complet pour la norme
induite par le produit scalaire.

Exemples en dimension finie. Soit un entier d > 1.
— on munit R% d’une structure hilbertienne en considérant le produit scalaire euclidien

d
VZE,yERd, (zay)Rd :Zzzyz
1=1

— De facon analogue, C? est muni de la structure hilbertienne définie par le produit scalaire
canonique

d
V,CC,yE(Cd, (xay)(cd :Zx_zyl
=1
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Exemples en dimension infinie. On munit I’espace de Banach [? des suites réelles de carré
sommable d’une structure hilbertienne en considérant le produit scalaire

Yu,v €%, (u,v)p = Zuivi.
i>0

Lorsque les suites considérées sont complexes, le produit scalaire est

Vu,v €%, (u,v)p = Zu_ivi.
i>0

Proposition 3.7. Soit V un espace de Hilbert et F' un sous-espace fermé de V. Alors, F' équipé
du produit scalaire induit par V' est un espace de Hilbert.

Preuve. Laissée en exercice O

3.2 Théoréme de projection orthogonale

Théoréme 3.8. Soit V un espace de Hilbert et K un sous-espace vectoriel fermé de V. Pour
tout u € V, il existe un unique v = Pxu € K, appelé projection orthogonale de u sur K (voir
figure 3.1), tel que
|Pru—u|ly = inf ||lw—uly. (3.3)
weK

Pru est caractérisé par

Prue K et (Pxu—u,w)y =0,Vwe K. (3.4)

Fia. 3.1 — Tllustration du théoréme de projection orthogonale.

Preuve. (i) On commence par prouver la formule de la médiane
vs,t €V, glls +lls + glls — tlls = sl + L5,

qui résulte simplement de lidentité ||s £¢[|2, = ||s||3 £2(s,t)v + [|t]|3-
(ii) Soit (vn)n>0 une suite minimisante, i.e., une suite d’éléments v,, € K telle que

Jim lon —ufly = nf [lw—ullv.
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Montrons que (v,)n>0 est de Cauchy. En appliquant la formule de la médiane & s = v, — u et
t = Up4p — u, On obtient

2 (||Un+;u - u||%/ + an - “H\Q/ - 2”%(“714-;0 +vn) — UH%/)

< 2([vnsp —ull}y + llon — ull}y = 2(infuex lw —ullv)?),

an-i-p - UHH\Q/

d’ou on déduit aisément que limy, 00 p>0 || Un+p—vnllv = 0. L’espace V étant complet, lim,, .o v, =
v et comme K est fermé, v € K. De plus, ||v —ul|y = infyex [Jw — ul|y par continuité de la norme
sur V. Ceci montre 'existence d’une solution pour (3.3).

(iii) L’unicité de la solution de (3.3) découle directement de la formule de la médiane : si vy et vy
sont, deux solutions de (3.3), en appliquant la formule de la médiane avec s = v — vy et t = u — va,
on obtient ||v; — w2} <0, i.e., v1 = vo.

(iv) Il nous reste & prouver ’équivalence entre (3.3) et (3.4). Soit Pxu la solution du probléme de
minimisation (3.3). Soit w € K. Pour ¢t € R, la fonction

p(t) = |Pcu+tw — ully, = || Pru — ullf + 26 (Prcu — u, w)y + ¢||wl|7,

est un polynoéme de degré 2 en t. De plus, ¢ est minimale en ¢ = 0 puisque Pxu + tw € K pour
tout t € R. Par conséquent, on a ¢'(0) =0, i.e., (Pxu —u,w)y = 0. w étant arbitraire, nous avons
prouvé que Piu satisfaisait la caractérisation (3.4). Réciproquement, si Pxu est solution de (3.4),
pour tout w € K, on a

[(w — Pgu) + (Pgu —w)|3,
[|u— PKu||%/ + 2(u — Pxu, Pku — w)y + | Pxu — w||%,
= |Ju— Pgull{ + | Pru — w3,
> |ju— Pxullf,

lu = wlf3,

puisque Pxu—w € K si bien que (u— Pxu, Pxu—w)y = 0 par hypothése. On a donc bien montré
que Pgu était solution de (3.3). O

Corollaire 3.9. Px € L(V,K) et ||Px||cov,x) =1 si K#{0}.

Preuwve. La linéarité de Pk résulte de la caractérisation (3.4). En effet, pour tout «, 5 € R et
u,ug € V,ona
(auy + Pus — (aPgur + BPrus),w)y =0, Yw € K,

par définition de Pxuj et Pxug et par linéarité du produit scalaire. Ceci montre que
Py (auq + Pug) = aPkuy + BPkus.

Par ailleurs, comme Pxu € K, nous déduisons de la caractérisation (3.4) que (u— Pxu, Pxu)y =0
si bien que
1Prcull = llu— Prully + [[ully < Jlully,

ce qui prouve la continuité de Px avec ||Pk||zv,x) < 1. Enfin, si K # {0}, on a pour tout
w e K\{0}, Pkw = w ce qui implique que || Pk ||z (v,x) > 1. D’ot finalement || Px || z(v,x) = 1. O

Proposition 3.10. Pour tout ui,us €V, on a

|Prui — Prus|lv < ||lui — ua||v.

Preuve. Laissée en exercice. O



3.8. Théoréeme de Riesz 23

Exemple (simple). Soit K le sous-espace vectoriel fermé de [2 engendré par toutes les suites dont
le premier terme est nul et on note Pk la projection orthogonale de {? sur K. On vérifie facilement
que pour u € %2, Pgu = v avec vg = 0 et v; = u; pour ¢ > 1. Un exemple plus sophistiqué de
projection orthogonale, mais qui anticipe sur des notions introduites au chapitre 5, est proposé
dans ’exercice 3.4.

3.3 Théoréme de Riesz

Théoréme 3.11. Soit V un espace de Hilbert. Etant donné ¢ € V', il existe u € V unique tel que
Yw €V, <<,0,w>V/1V = (u,w)v.

De plus, on a ||ullv = ||¢|lv:. En d’autres termes, Uapplication de V' dans V qui 4 ¢ associe u est
un isomorphisme isométrique permettant d’identifier l’espace de Hilbert V et son dual.

Preuve. Soit ¢ € V' et K = ¢ 1(0) = {w € V, (p,w)y,v = 0}. K est par construction un
sous-espace fermé de V. Si K = V' alors ¢ = 0 et il est clair que ¢ = 0 peut étre trivialement
représentée par u = 0. Si K # V, on peut trouver vg € V avec vg ¢ K. Posons

U1 — Vo

v =Pgvg et v=—"—-—.
[vr = vollv

Ona |lv|ly =1, {(p,v)y v #0 et (v,w)y =0 pour tout w € K. Posons

u = ({¢,v)v/v)v.

Montrons que u est un représentant de ¢. Pour tout w € V, on peut écrire w = Av + z avec
A= (p,wyy/ v/{p,v)v v et z € K. On obtient donc

(%UJ)v/,v

(p0)vr v <80,'U>V/,V('va)V +0= @(w)

(w,w)y = AMu,v)v + (u, 2)v =

L’unicité du représentant est immeédiate : si u; et ug € V sont des représentants de ¢, on a
(ug — u1,w)y = 0 pour tout w € V si bien que u; = usg. Il nous reste & montrer I’égalité des
normes. On a

[ullv = (g, v)vrv| < llellvev,
puisque ||v]|y = 1. Par ailleurs, pour tout w € V, on a
(e, wyvev| = [(w, w)v] < [ullv llwllv,

si bien que ||pllv:,v < |Jullv. -

Exemple. La forme linéaire continue sur [? qui & v € [? associe vy est représentée par u € [ donné
par ugp =1 et u; =0 pour ¢ > 1.

Remarque 3.12. Lorsque plusieurs espaces de Hilbert sont en jeu, on ne peut pas faire plusieurs
identifications en méme temps. Considérons par exemple une situation ou interviennent deux es-
paces de Hilbert, V' et W, chacun équipé de son propre produit scalaire notés (-, )y et (-, )w
respectivement. Supposons que W C V avec injection continue et dense.
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e Identifions V et V'. On peut alors injecter V' dans W' en considérant Papplication T : V. — W'
qui & v € V associe Tv € W’ défini par

Ywe W, (Tv,wyw w = (v,w)y.

On vérifie aisément (voir exercice 3.5) que T est linéaire, continue, injective et que T'(V) est
dense dans W’ (mais en général, T n’est pas surjective). On a donc le schéma

wcv=V cWw,

avec injections denses continues. On dit que V joue le role d’espace pivot.

e On peut aussi choisir d’identifier W et W' a ’aide du produit scalaire (-, )y . Dans ce cas, les
injections ci-dessus deviennent absurdes ce qui montre qu’on ne peut pas faire simultanément
les deux identifications. Dans ce deuxiéme cas, on a le schéma

VicWwW =w CV,

avec injections denses continues.
Un exemple utilisant 1’espace 1% est proposé dans ’exercice 3.6.

3.4 Bases hilbertiennes

Définition 3.13. Soit V un espace de Hilbert. On appelle base hilbertienne de V' une suite (e, )n>0
d’éléments de V tels que

= Vn, [lenllv =1 et Vm,n, m # n, (em,en)y =0;

— Uespace vectoriel engendré par la famille (ey,)n>0 est dense dans V.

Remarque 3.14. La notion de base hilbertienne généralise la notion de base orthonormée en
dimension finie.

Remarque 3.15. En dimension infinie, un espace de Hilbert n’admet pas nécessairement de base
hilbertienne. Une condition suffisante pour qu’un espace de Hilbert admette une base hilbertienne
est que celui-ci soit séparable, i.e. qu’il existe un sous-ensemble D C V dénombrable et dense
dans V. Tous les espaces de Hilbert rencontrés dans le cadre de ce cours seront séparables, donc
admettront une base hilbertienne.

Exemple. Une base hilbertienne de % est donnée par la famille des suites (en)n>o0 telles que
VYm > 0, en,m = Onm, le symbole de Kronecker.

Proposition 3.16. Soit V' un espace de Hilbert admettant une base hilbertienne (en)n>0. Soit
u € V. Posons u, = (u,e,)v pour tout n > 0. Alors, les séries ) ounen ety - |un|? sont
convergentes dans V' et R respectivement et on a B -

U= Z upen et fullf = Z |, (3.5)

n>0 n>0

la deuxiéme égalité portant le nom d’égalité de Bessel-Parseval.
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Preuve. Pour tout entier n > 0, on note V;, I’espace vectoriel engendré par (eg,...,e,). Soit P, la
projection orthogonale de V' sur V,,. Il résulte de la caractérisation (3.4) que pour tout u € V on a

n
Pnu = E Um, Em,
m=0

si bien que

1Paull} = Y fuml* (3.6)
m=0

Du corollaire 3.9, nous déduisons que || Pyully < [[ul|v si bien que la série 33 - [umn|* est conver-

gente. De la majoration
n+p

| Prtpu — Poulli < Z |tml?,
m=n+1

nous déduisons alors que la suite (P,u)p>0 est de Cauchy dans V et donc convergente vers une
limite v € V. Comme nous avons (u — v, e, )y = 0 pour tout m > 0 et que la famille (e,,)m>0 est
dense dans V, il en résulte que u = v, i.e. u =) ., Upe,. Finalement, I’égalité de Bessel-Parseval
résulte de (3.6) en faisant tendre n vers I'infini. O

3.5 Calcul différentiel

Nous montrons dans cette section comment les notions de différentielle et de gradient (supposées
connues du lecteur lorsqu’on travaille dans R?) s’étendent au cadre des espaces de Hilbert.

Définition 3.17. Soit U un ouvert d’un espace de Hilbert V et J : U — R une fonctionnelle
définie sur U. On dit que J est différentiable en v € U, s’il existe une forme linéaire continue
L € V' telle qu’au voisinage de v,

J(U + h) = J(U) + <La h)V’7V + O(h‘)a
ce qui signifie
Ye>0,3n>0tqg YheV tq |hllv <n, onav+heU et|J(v+h)—J(w)—(L,h)v' v| <e|h|v.

Si une telle forme linéaire L existe, elle est unique; c’est par définition la différentielle de J au
point v. Elle est notée J'(v).

Si J est différentiable au point v, on a donc
J(v+h)=J)+ (J'(v), h)vv + o(h).

Pour montrer en pratique qu’une fonctionnelle J est différentiable en v € V', on se donne h € V et
on développe J(v + h) sous la forme

J(v+h)=Jw)+ Ly(h) + R(v, h),

ot L, (h) regroupe les termes d’ordre 1 en h et ot R(v, h) regroupe les termes d’ordre supérieur ou
égal & 2 en h. On vérifie ensuite que (i) h +— L, (h) est une forme linéaire continue (la continuité
signifiant qu'’il existe C' € R4 tel que pour tout h € V', |L,(h)| < C||h|lv, la constante C' pouvant
dépendre de v) et (ii) }1112% |R(v, h)|/||h]lv = 0.
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Définition 3.18. On dit que J est différentiable sur U si J est différentiable en tout point de U.
L’application

J U — Vv
v o= J(v)

est alors appelée la différentielle de J. On dit que J est de classe C' sur U si J' est continue.

Définition 3.19. Soit V un espace de Hilbert (muni d’un produit scalaire noté (-, )y ), U un ouvert
de Vet J : U — R une fonctionnelle différentiable en v € U. L’unique élément de V noté V.J(v)
et défini par

Vh eV, <J/(’U), h>V’,V = (VJ(’U), h)V (37)

est appelé le gradient de J au point v.
Notons que ’existence et 'unicité du gradient découlent du théoréme de Riesz.

Remarque 3.20. Si on remplace le produit scalaire (-,-)y de V, par un produit scalaire (-, )y
définissant une norme équivalente a la norme définie par (-, )y, une fonctionelle J différentiable en
un point v € U reste différentiable en v, et la différentielle J’'(v) demeure inchangée. En revanche,
le gradient de J au point v, qui est défini par (3.7), dépend bien évidemment du choix du produit
scalaire.

Considérons le cas ou V =R%. Soit U C R4, x € U et J : U — R une fonctionnelle différentiable
en x. La différentielle J'(z) de J au point  est une forme linéaire sur R. Si on note dz; la i-iéme
forme coordonnée, définie par

hy
Vh = : e R, dxi(h) = hy,
h
on peut développer J'(x) dans la base (dx1,--- ,dx4) de V'. On vérifie facilement que les coordon-

nées de J'(x) dans cette base ne sont autres que les dérivées partielles de J au point x :

d
oJ
/ j— .
I@) = 1 g, @) do

soit encore

oJ

d
VheRY,  (J'(x),h) = 5
=1

Si on munit R? du produit scalaire euclidien (ce qu’on fait presque toujours implicitement), on
retrouve le fait bien connu que le gradient de J au point x est le vecteur formé par les dérivées
partielles de J au point x :

oJ

ory

()

a7
al'd

(z)
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3.6 Optimisation

Les problémes d’optimisation sont légion en sciences de I'ingénieur. Nous nous intéressons ici a des
problémes d’optimisation continue!
— sans contrainte, du type

Inf J(v), (3.8)
— avec contraintes égalités, du type
inf J(v), (3.9)

veV | F(v)=0
— avec contraintes inégalités, du type

inf  J(v). 3.10
vev <o (v) (3.10)

Dans les problémes ci-dessus, V' est un espace de Hilbert (de dimension finie ou infinie), J : V — R
est une fonctionnelle définie sur V' & valeurs dans R, et F' : V — R™ est une fonctionnelle définie
sur V' a valeurs dans R™. Dans le langage de l'optimisation, la fonctionnelle J & minimiser est

appelée critére ou fonction codt. On note Fi,--- , F,, les coordonnées de F' :
Fi(v)
YoeV, F(v)= e R™.
Fulv)

Les fonctions F; sont appelées contraintes (scalaires). La notation F'(v) < 0 signifie F;(v) < 0 pour
tout 1 <17 < m.

En introduisant les ensembles
K =V pour (3.8),
K={veV|F(v)=0} pour(3.9),
et
K={veV|F(v) <0} pour (3.10),

les problémes (3.8), (3.9) et (3.10) s’écrivent sous la forme

vlg}f( J(v). (3.11)
Le nombre réel inf,c i J(v) est appelé 'infimum de J sur K. On dit que u est un minimiseur global
du probléme (3.11) si
ue K et J(u) = inf J(v).

veEK

On dit que u est un minimiseur local du probléme (3.11) s’il existe € > 0 tel que

ue K et Ju)=

inf
vEK | |lv—ullv <e

Les questions que nous allons aborder dans cette introduction & ’optimisation concernent
— Dexistence et 'unicité de minimiseurs globaux pour les problémes (3.8), (3.9) et (3.10);

1On parle de problémes d’optimisation continue par opposition aux problémes d’optimisation discréte dans
lesquels I’ensemble sur lequel on optimise est un ensemble discret.
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— la dérivation de conditions d’optimalité du premier ordre pour les minimiseurs locaux, dé-
bouchant, dans le cadre des problémes (3.9) et (3.10), sur la notion de multiplicateur de
Lagrange.

Dans les applications de 'optimisation, on cherche soit & minimiser le critére (lorsque celui-ci est un
colit, un temps de trajet, ...) soit & le maximiser (lorsqu’il s’agit d’une rentabilité, d’une utilité, ...).
Bien évidemment, nous ne restreignons pas le champ d’application de la théorie en ne considérant
que des problémes de minimisation, puisque maximiser la fonction J revient & minimiser la fonction
—J.

Certains des résultats que nous allons établir ne sont valables que pour des fonctionnelles convezes.
Rappelons quelques définitions de base.

Définition 3.21. Soit V un R-ev et K C V. On dit que l’ensemble K est convexe si

V(v,w) e K x K, Y0€][0,1], v+ (1—-0weK.

Définition 3.22. Soit V un R-ev, K C V un sous-ensemble convexe de V et J : K — R.
— On dit que J est convexe si

V(v,w) e K x K, ¥0¢€l0,1], J(0v+ (1-0)w) <0J(v)+(1-0)J(w).

— On dit que J est strictement convexe si l’inégalité ci-dessus est stricte lorsque 6 € 10,1] et

v # w.
Nous aurons besoin dans certains cas d’une notion plus forte que la stricte convexité.

Définition 3.23. Soit V un R-ev normé, K C V un sous-ensemble convexe de V et J : K — R.
On dit que J est fortement convexe de paramétre o > 0 (on dit également que J est a-conveze) si

0(1 - 6)

Vv,w) e K x K, V0€][0,1], JOv+(1—-0w)<0Jw)+(1—-0)J(w)—« 5

lv = wlfy

Si V est un espace de Hilbert et si J : V — R est différentiable, on dispose des caractérisations
suivantes (les preuves, élémentaires, sont laissées en exercice).

Proposition 3.24. Soit V un espace de Hilbert et J : V — R une fonctionnelle différentiable sur
V. Les assertions suivantes sont équivalentes :

(i) J est convexe surV ;

(i) pour tout (v,w) €V xV, J(w) > J(v)+ (VJ(v),w —v)y ;

(iii) pour tout (v,w) € V xV, (VJ(w) — VJ(v),w —v)y > 0.

La condition (ii) signifie que le graphe de J est au-dessus de ses hyperplans tangents en tout point
v. De méme, la condition (iii) a une interprétation simple en dimension 1 : elle est équivalente au
fait que la dérivé de J est croissante.

Proposition 3.25. Soit J : V — R une fonctionnelle différentiable sur V. Les assertions suivantes
sont équivalentes :

(i) J est fortement convexe sur V (de paramétre o) ;

(ii) pour tout (v,w) €V xV, J(w) > J(v) + (VJ(v),w —v)v + $lw — 0|} ;

(iii) pour tout (v,w) € V x V, (VJ(w) — VJ(),w —v)y > a|w — v} .
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3.6.1 Optimisation sans contrainte

Commencons par un résultat élémentaire.

Théoréme 3.26. On suppose que l’espace vectoriel V est de dimension finie. On suppose en outre
que J est continue sur V et infinie & l'infinie au sens o

lim  J(v) = +oo. (3.12)

llvllv—+o0

Alors, J admet au moins un minimiseur global sur V.

Preuve. 1l résulte de la propriété (3.12) que
VM eR, JReR; telque (|lv]ly > R)= (J(v) > M).
En considérant cette propriété pour M = J(0), il vient
FReR, telaue (Julv > R) = (J() > J(0)).
Par suite,

inf J(v) = inf J(v),
Inf J(v) o (v)

ou Br(0) = {v € V; |lv|lyv < R}. Or, en dimension finie, la boule Br(0) est compacte. La
fonctionnelle J étant continue, elle y atteint son infimum. O

La situation est plus complexe dans un espace de Hilbert de dimension infinie. Ainsi par exemple,
le probléme

2
Uy

i+1’

inf J 1w V=12 et J) = 2 _1)?
Inf J(v) on et J(v) = (flvll; )+i€ZN

n’a pas de minimiseur global. En effet, pour tout v € V, J(v) > 0, tandis que iné J(v) =0 (on
ve
pourra le vérifier en exercice).

En revanche, l’existence (et 'unicité¢) d’un minimum global pour (3.8) est assurée dans le cas
suivant.

Théoréme 3.27. Soient V un espace de Hilbert et J une fonctionnelle fortement conveze et
continue sur V. Alors, J admet un et un seul minimiseur global sur V.

Preuve. Soit (v,)nen une suite minimisante de J sur V, c’est-a-dire une suite (v, )nen d’éléments
de V telle que
J(v,) — I = inf J(v).
n— oo veV

Notons que I > —oo puisque J est fortement convexe. Soit « le paramétre de forte convexité de J

sur V. Il vient pour tout m,n > 0,

(67 2 Un Um . 1 . 1 .
— — - — < — — — —
8 lon = vmlly +7 < 2 ) u”elé Jv) < 2 (J(””) u”elé ‘](“)) 2 (J(”m) uuelé ‘](“)) ’

>0

ce qui montre que la suite (vy,)nen est Cauchy dans V', donc converge vers une limite u € V. La
fonctionnelle J étant continue, J(u) = inf,cy J(v). D’ot 'existence du minimiseur global de J sur
V. Comme par ailleurs J est fortement, donc strictement convexe sur V', le minimiseur global de
J sur V' est unique. O
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En fait, on peut montrer I'existence d’un minimiseur sous des hypothéses moins contraignantes.

Théoréme 3.28. Soit V un espace de Hilbert. On suppose que J : V — R est conveze et continue
sur 'V et infinie a l'infini au sens ot

J(v) = +o0. (3.13)

llvllv—+o0

Alors, J admet au moins un minimiseur global sur V. De plus, tout minimiseur local de J est un
minimiseur global et ’ensemble des minimiseurs globauz de J forme un ensemble convexe.

Preuve. La preuve de lexistence d’un minimiseur global fait appel & la notion de convergence
faible ; elle fait 'objet de I’exercice 3.7.

Montrons que tout minimiseur local est un minimiseur global. Soit I = inf J(v), ¥ un minimiseur
veV

local de J sur V et € > 0 tel que
Vh eV tel que [|h]v <€ J(u+h)>J(u). (3.14)

Supposons que « ne soit pas un minimiseur global de J. Il existerait alors w € V tel que J(w) <
J(u). La fonctionnelle J étant convexe, on aurait

v €]0,1], J(u+0(w—u))=JO0w+ (1 —0)u) <0J(w)+ (1 —0)J(u) < J(u),

ce qui contredit (3.14) pour 6 petit. Le point « est donc un minimiseur global de J.

Enfin, soit C' I’ensemble des minimiseurs locaux (donc globaux d’aprés ce qui préceéde) de J. Soit
uy et ug deux vecteurs de C. On a J(u1) = J(uz) = I et donc, pour tout 6 € [0, 1],

J(9u1 + (1 — 9)”2) < 9J(U1) + (1 — G)J(Ug) =1.

Le vecteur Quq + (1 —60)us est donc dans C pour tout 6 € [0, 1], ce qui prouve que C est convexe. O

Il est bien connu qu'une condition nécessaire pour qu'un point xg € R soit un minimiseur local
d’une fonction dérivable f : R — R est que la dérivée f’ s’annule en xy. Ce critére peut se généraliser
aux fonctionnelles différentiables de V' dans R.

Théoréme 3.29. Soient V un espace de Hilbert et J une fonctionnelle de V' dans R. On suppose
que la fonctionnelle J admet un minimum local en uw € V et que J est différentiable en w. Alors,

J'(u) =0 (dans V') ou de fagon équivalente VJ(u) =0 (dans V). (3.15)

Un vecteur u € V vérifiant (3.15) est appelé un point critique de J.

Preuve. Soit v € V. Pour tout ¢t € R sufisamment petit,
J(u) < J(u+tv) = J(u) + t(VJ(u),v)v + o(t).

En faisant tendre ¢ vers 0 d’abord par valeurs supérieures, puis par valeurs inférieures, on obtient
(VJ(u),v)y =0 et comme v est arbitraire dans V, il vient V.J(u) = 0. O
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3.6.2 Optimisation avec contraintes égalités

Hormis en dimension finie, il n’existe pas de résultats trés généraux similaires au théoréme 3.28
assurant I’existence (et a fortiori 'unicité) d’un minimiseur pour un probléme d’optimisation sous
contraintes égalités. Ceci vient notamment du fait que, sauf cas exceptionnel, 'ensemble K n’est pas
convexe méme si les contraintes F; sont convexes. En dimension infinie, I’existence d’un minimiseur
pour le probléme (3.9) donc étre établie au cas par cas.

On connait en revanche une condition nécessaire vérifié par les minimiseurs locaux du probléme

inf J(v) avec K={veV]|F(v)=0}. (3.16)

veEK

Définition 3.30. On dit que les contraintes égalités F(v) = 0 sont qualifiées en un point u € K
en lequel F est différentiable si la famille {VF;(u)}1<i<m est libre (dans V).

Théoréme 3.31. Soit u € K un minimum local de J sur
K={veV]|F(v)=0}.

On suppose que J est différentiable en u, que F est de classe C' au voisinage de u, et que les
contraintes égalités F(v) = 0 sont qualifiées en u. Si u est un minimiseur local de J sur K, il
existe un unique m-uplet de réels (p1,...,pm), appelés multiplicateurs de Lagrange, tel que

J'(u) + ijFj’(u) =0 ou de maniére équivalente VJ(u) + ZpZ-VFZ—(u) =0. (3.17)
j=1 i=1

Notons que dans le cas ou V est un espace de dimension finie d, le systéme de d équations scalaires
(3.17) comporte d + m inconnues (le vecteur u et les m multiplicateurs de Lagrange p;). Pour
obtenir un systéme comportant autant d’équations que d’inconnues, il faut compléter (3.17) par
la contrainte F'(u) = 0 (qui comporte m équations scalaires). Il est donc préférable d’écrire les
équations d’optimalité du premier ordre associées au probléme (3.16) sous la forme

{ J'(u)+p-F'(u)=0
F(u)=0

VJ(u)+p-VF(u)=0

Flu) = 0. (3.18)

ou de maniére équivalente {

ou - désigne le produit scalaire euclidien de R™.

Tl est d’usage en mécanique, en physique, ou en économie d’introduire le Lagrangien L(v, q) associé
au probléme (3.16), défini sur ’espace V' x R™ par

V(v,q) € VX R™, L(v,q) =J()+q-F(v),
et de remarquer que les équations (3.18) s’écrivent aussi

{ L, (u,p) =

0 VoL(u,p) =0
Ly(u,p) =0

ou de maniére équivalente { Vo L(u,p) =0,
ot L,(u,p) = J'(u) +p- F'(u) et Ly (u,p) = (-, F(u))rm représentent respectivement les différen-
tielles des fonctions V' 3 v — L(v,q) € R et R™ 3 ¢ — L(v,q) € R au point (u,p), et V,L(u,p)
et V4L (u, p) les gradients associés. Nous entreverrons dans la section suivante, consacrée aux pro-
blémes d’optimisation sous contraintes inégaliés, certaines des propriétés qui font l'intérét de ce
formalisme.
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Preuve du théoréme 3.81. On se limite pour simplifier au cas ot m = 1 (une seule contrainte
scalaire). Dans ce cas, F' est une fonctionnelle de V' dans R et la condition de qualification s’écrit
F'(u) # 0 (soit encore VF(u) = 0).
— Commencons par prouver le résultat pour un espace V' de dimension finie égale & 2, en nous
placant dans un repére orthonormé de V. Le probléme (3.16) s’écrit alors

inf J(v1,v2),
(v1,v2)€ER? | F(v1,v2)=0
et ’hypothése de qualification des contraintes (0F/0vy(u), 0F/0va(u)) # (0,0). Supposons
par exemple que 0F/Jvi(u) # 0 (le cas ou OF/0va(u) # 0 se traite de maniére similaire).
D’aprés le théoréme des fonctions implicites, il existe un voisinage de U =Ju; — €,u; +
€[ xJug —n,ug +n[ (¢ > 0,7 > 0) de u = (u1,u2) dans R? et une fonction ¢ :|u; — €, u1 +€[—
Juz — 1, u2 + n[ tel que

{veld| Fv) =0} ={v=(v1,0(v1)), v1 €lur —€,u1 +¢€[}.
De plus ¢ est dérivable en u; et
oF
8_1;2(u)

¢(ur) = —5p—- (3.19)
8_1;1(u)

Or u étant un minimum local du probléme (3.16), on a (quitte & diminuer la valeur du réel
strictement positif ¢)

J(ur,uz) = inf J(v1,v2) = inf J(v1, ¢p(v1)).

v1 €Jur —e,ur+el, va=d(v1) z1€Jur—€,u1+€f

On en déduit 87 87
8_z)1(u1’u2) + 6_m(u1’u2)¢/(u1) =0.

En utilisant (3.19) et en multipliant par 0F/dv;(u1, uz) ’équation ci-dessus, on obtient

oJ oF oJ oF
8—1;1( — (u1,u2) — T(UI;UQ)_(UlaUQ) =0.

81}1
Ceci prouve que les vecteurs V.J(u) et VF(u) sont colinéaires, autrement dit, comme V F'(u) #
0, qu’il existe p € R tel que
VJ(u) +pVF(u) = 0.
— Prouvons maintenant le cas général (V' de dimension quelconque, finie ou infinie). Par hy-

pothése, F'(u) # 0. Donc Ker(F'(u)) est un hyperplan fermé de V. Soit vg € V tel que
(F'(u),vo)v' v =1 et p:=—(J(u),vo)v+ y. Soit maintenant h € V. Posons

J(x1,20) = J(u+ z100 + 22h) et F(x1,22) = F(u+ 2100 + 22h).

Comme u est un minimiseur local de J sur K, il existe € > 0 tel que

J(0,0) = J(u) = inf J(x1,22) < J(0,0).

inf J(v) < _
veV | F(v)=0, [lv—ullv<e (z1,22)€ER? | ||z1v0422h||v <€, F(21,22)=0

Ceci montre que (0,0) est un minimiseur local du probléme

inf J(z1,22). (3.20)
(z1,22)ER2 | F(z1,22)=0



3.6. Optimisation 33

Or un calcul simple montre que J est différentiable en (0,0), que F est de classe C! au
voisinage de ce point, et que

(ﬁ'(O’O), (LO))RZ = (Fl(u)’U0>V’,V =1, <ﬁl(0’0)a (0’ 1)>R2 = <Fl(u)’h>V’7Va

et
<j,(0’0)a (1’0)>R2 = <J,(u)aU0>V’,V =D <j,(0’0)a (0’ 1)>R2 = (Jl(u)ah>V’,V'

En appliquant au probléme d’optimisation (3.20), posé en dimension 2, le résultat établi dans
la premiére partie de la preuve, on obtient qu’il existe ¢ € R tel que

J'(0,0) + ¢ F'(0,0) = 0.

Il en résulte que B B
0= (J'(0,0) + q F'(0,0),(1,0))pz = —p + q,

ce qui montre que g = p, et par suite que

0 = (J'(0,0)+qF'(0,0),(0,1))ge
= (J'(w), v v +q(F'(w),h)yv v
= (J'(u),h)y: v +p(F'(u), )y v
= (J'(u) +pF'(u), )y v.

Cette relation étant vraie pour tout h € V', et p = (J'(u),vo)y v étant indépendant de h, il
en résulte que

J'(u) + pF'(u) = 0.

On obtient ainsi le résultat escompté.

Remarque 3.32. Interprétation géométriqgue du théoréme 3.31 (pour m = 1). Si VJ(u) = 0,
I’équation d’Euler-Lagrange est vérifiée avec p = 0. Il suffit donc de considérer le cas ot VJ(u) # 0.
Pour que u soit un point de minimum local de J sur K, il faut que la surface de niveau S :=
J~Y(J(u)) soit tangente & K au point u. Sinon, on pourrait faire décroitre J en restant sur K. Or K
est la surface de niveau 0 de la fonction F. Par ailleurs, par définition du gradient, le gradient d’une
fonction en un point est toujours orthogonal a la ligne de niveau de cette fonction contenant ce point.
Comme les surfaces de niveau S et K sont tangentes aw point u, les gradients VJ(u) et VF (u),
qui sont respectivement orthogonaur auz surfaces de niveau S et K, sont colinéaires. Le vecteur
VF(u) étant non nul par hypotheése, il existe donc un certain p € R tel que VJ(u) +pVF (u) = 0.




34 Chapitre 3 : Espaces de Hilbert

Remarque 3.33. Interprétation de la valeur du multiplicateur de Lagrange (pour m = 1). On
suppose toujours que m = 1 et on s’intéresse maintenant & la famille de problémes d’optimisation

I(a) = inf J(v).
(Oé) UGV\I%(U):a ('U)

On suppose qu'il existe € > 0 tel que pour tout a €] — ¢, ¢, le probléme d’optimisation ci-dessus
admette un unique minimiseur global u(a) et que la fonction o — u(a) soit dérivable sur | —e, €[. On
suppose également que la contraite F'(v) = 0 est qualifiée en u := u(0). Il résulte du Théoréme 3.31
qu’il existe p € R tel que

J'(u) + pF'(u) = 0.

Par ailleurs, on a pour tout a €] — ¢, €],
I(a) = J(u(a))=J(u(0)+ au'(0)+o
= J(u)+a(VJ(u),u (0)y + o(a
= 1(0) — ap(VF(u),u'(0))v + o(a),

—

a))

~—

et

On déduit de la premiére égalité que I est dérivable en 0 et que I'(0) = —p(VF(u), v (0))y. La
deuxiéme inégalité montre que (VF(u),u'(0))y = 1. Il en résulte que

I'(0) = —p.

En économie, le multiplicateur de Lagrange p est souvent appelé 1’élasticité de la fonction J par
rapport a la contrainte F(v) = 0. En thermodynamique, les variables intensives (température,
pression, potentiels chimiques, ...) sont des multiplicateurs de Lagrange (ou pour certaines des
fonctions des multiplicateurs de Lagrange) qui interviennent lors de la maximisation de I’entropie.

3.6.3 Optimisation avec contraintes inégalités

Considérons pour finir le probléme d’optimisation sous contraintes inégalités

1ng< J(w) avec K={veV|F(v)<0}. (3.21)

Dans le cas de contraintes inégalités, la notion de qualification des contraintes est plus délicate.
Afin d’éviter d’entrer dans des détails trop techniques, nous allons nous restreindre & des situations
relativement simples.

Définition 3.34. On dit que la contrainte F; est active (ou saturée) en un point u € K si
Fi(u) = 0. On note
A(u) ={ie{1,...,m} | F;(u) = 0}.

Définition 3.35. On suppose que les fonctions F; sont différentiables. On dit que les contraintes
inégalités F; < 0 sont qualifiées en un point u € K si l'une des deuz conditions suivantes est
vérifiée :

1. toutes les contraintes actives en u sont affines;
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2. la famille des gradients des contraintes actives en u, {VIF;(u)}icacw), est libre.

Théoréme 3.36. Soit u € K. On suppose que les fonctions J et F; (1 < i < m) sont différentiables
en u et que les contraintes inégalité sont qualifiées en w. Alors, une condition nécessaire pour que
u soit un minimiseur local de J sur K est qu’il exviste un vecteur p € R* de composantes positives
(p1,-..,pm) appelées multiplicateurs de Lagrange, tel que

VJ(u) + iijFj (u) =0 (3.22)
p- Flu) Y (3.23)

On rappelle que le symbole - fait ici référence au produit scalaire euclidien de R™.

La condition (3.23) est appelée condition des écarts complémentaires (on parle aussi de relations
d’exclusion). Puisque toutes les composantes p; sont positives (p € RT) et que tous les réels Fj(u)
sont négatifs (u € K), on observe que tous les termes dans le produit scalaire p- F'(u) ont le méme
signe. Chacun de ces termes doit donc étre nul d’aprés (3.23). Cette condition s’écrit donc de fagon
plus explicite sous la forme

Vl<i<m, piFi(u) = 0.

Elle implique que
— si p; > 0, la i-éme contrainte est active en u;
— si la ¢-éme contrainte n’est pas active en u, p; = 0.

Preuwve du théoreme 3.36. On se limite pour simplifier au cas ot m = 1 (une seule contrainte
scalaire). Deux cas peuvent se présenter : soit la contrainte est active (F'(u) = 0), soit elle ne l’est
pas (F(u) < 0).

Si la contrainte n’est pas active (F'(u) < 0), il résulte de la continuité de F' qu'’il existe € > 0 tel
que la boule fermée de centre u et de rayon e soit incluse dans K. Le point u est donc un minimum
global (sans contrainte!) de J sur cette boule. En conséquence, J'(u) =0 et p = 0, ce qui fait que
les équations (3.22) et (3.22) sont bien satisfaites.

Si la contrainte est active (F(u) = 0), alors u est aussi un minimiseur local du probléme sous
contrainte égalité
inf J(v).
veV | F(v)=0
Si F'(u) # 0, on déduit du théoréme 3.31 qu’il existe p € R tel que J'(u) + pF’(u) = 0. Soit
¢(t) = u — tVF(u). La fonction F étant difffentiable en w, il vient
F(¢(t)) = F(u—tVEF(u)) = F(u) — t|VE(u)[* + o(t).
Comme VF(u) # 0, il existe n > 0 tel que pour tout ¢t € [0,7], #(t) € K. On a donc pour ¢ > 0
assez petit,

J(u) < J(¢(t)) = J(u —tVF(u)) = J(u) — tVJ(u) - VF(u) + o(t) = J(u) + tp|VE (u)]* + o(t).

Il en résulte que le réel p est positif ou nul. Enfin, si F est affine, ou bien F'(u) # 0, ce qui nous
raméne au cas précédent, ou bien I est constante, auquel cas ou bien K = ), ce qui est absurde
puisque u € K, ou bien K =V, ce qui nous raméne au cadre de 'optimisation sans contrainte. [

Une facon élégante et utile en pratique de reformuler le probléme d’optimisation sous contraintes
(3.21) consiste & introduire le Lagrangien £ défini comme suit :

L:VxRY 3 (v,q) — J(v)+q-F(v) €R. (3.24)
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Définition 3.37. Soit U une partie de V' contenant K. On dit que le couple (u,p) est un point
selle du Lagrangien L sur U x R si on a

V(v,q) €U XRY,  L(u,q) < L(u,p) < L(v,p). (3.25)
En d’autres termes,
sup L(u,q) = L(u,p) = inf L(v,p). (3.26)
qeRT velU

Fia. 3.2 — Graphe d’un Lagrangien présentant un point selle.

La figure 3.2 illustre la notion de point selle. Un point selle satisfait une condition d’optimalité
plus générale que (3.26). Celle-ci est précisée dans la proposition suivante.

Proposition 3.38. Soit (u,p) un point selle du Lagrangien L sur U x RY'. On a

sup inf L(v,q) = L(u,p) = inf sup L(v,q). (3.27)
q€RT vel UEUqERT

Preuve. Montrons la premiére égalité. On introduit la fonctionnelle

G:RY>5q— G(q) = 11615 L(v,q) € RU{—o0}. (3.28)

Puisque (u,p) est point selle de £, on a pour tout g € R,

ﬂ@=£§ﬂ%®§ﬁww§EWW)

De plus, G(p) = L(u,p) toujours par la propriété du point selle. D’ou

sup G(q) = G(p) = L(u,p).

qeR

La preuve de la deuxiéme inégalité est analogue. On introduit la fonctionnelle

H:U>v+—— H(v):= sup L(v,q) € RU{+o0}, (3.29)
q€R™

et on vérifie que
H(v) 2 L(v,p) = L(u,p) = H(u),

>L
si bien que inf,cy H(v) = H(u) = L(u,p). O
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Voyons maintenant quels sont les liens entre la recherche d’un minimiseur du probléme d’opti-
misation sous contraintes et la recherche d’un point selle du Lagrangien.

Proposition 3.39. Si le couple (u,p) € U x R est un point selle du Lagrangien L sur U x R
ou U est une partie de V contenant K, alors u € K, u est un minimiseur global de J sur K et le
couple (u,p) vérifie la condition des écarts complémentaires p - F(u) = 0.

Preuve. Considérons tout d’abord le fait que L(u,p) = SUP e L(u,q) si bien que
VgeRY, ¢ F(u)<p-F(u)

S’il existait ¢ € {1,...,m} tel que F;(u) > 0, on pourrait faire exploser le minorant en faisant
tendre ¢; vers +00, ce qui est absurde. On a donc F(u) < 0, c’est-a-dire u € K. De plus, pour tout
1 ¢ A(u), on a F;(u) < 0 et dans ce cas, nécessairement p; = 0 car si p; était strictement positif,
on pourrait augmenter strictement la quantité p - F'(u) en diminuant la composante p;. Par suite,
la condition des écarts complémentaires p- F'(u) = 0 est satisfaite. Enfin, en considérant le fait que
L(u,p) = infyey L(v,p) et le fait que K C U par hypothése, il vient pour tout v € K,

J(u) = L(u,p) < L(v,p) = J(v) +p- F(v) < J(v),
puisque p- F(u) =0 et p- F(v) < 0. En conséquence, u est un minimiseur global de J sur K. O

Lorsque les fonctionnelles J et F; sont convezxes et différentiables, nous disposons d’un résultat
d’équivalence entre la résolution du probléme d’optimisation sous contraintes et la recherche d’un
point selle pour le Lagrangien (on rappelle que dans cette section, nous avons supposé que les
applications composantes F;, 1 < i < m, sont convexes). Le résultat ci-dessous est connu sous le
nom de théoréme de Kuhn et Tucker.

Théoréme 3.40. On suppose que les fonctionnelles J et F; (1 <i < m) sont convexe et différen-
tiables en uw € K. On suppose en outre que les contraintes inégalités F; < 0 sont qualifiées en u.
Alors, les assertions suivantes sont équivalentes :

(1) w est un minimiseur global de J sur K ;

(i) il existe p € R} tel que le couple (u,p) est un point selle du Lagrangien L sur V x R ;

(iii) il existe p € R tel que les relations (3.22) et (3.23) sont satisfaites.

Preuve. L’implication (i) = (iii) est l’assertion du théoréme 3.36. L’implication (ii) = (i) résulte
de la proposition 3.39. Il reste donc a prouver I'implication (iii) = (ii). Pour tout ¢ € R, il est
clair que ¢ - F(u) <0 =p- F(u) de par la relation des écarts complémentaires (3.23). D’ou

L(u,p) = sup L(u,q).
qeRY

Par ailleurs, & p fixé, la fonctionnelle J, : V 3 v — J(v) + p- F(v) étant convexe par hypothése, la
relation (3.22) implique que le point u est un point critique, et donc un minimiseur global de J,.
Il en résulte que pour tout v € V, J,(u) < J,(v), ou encore

— inf
L(u,p) = inf L(v,p),
ce qui compléte la preuve. O

Remarque 3.41. Attention! Le théoreme 3.36 ne dit rien sur l'unicité des multiplicateurs de
Lagrange. De méme, le théoréme 3.40 ne dit rien sur l'unicité du vecteur p € R’} intervenant dans
le point selle. Bien sir, si la famille {VF;(u)}1<i<m est libre (dans V'), ces multiplicateurs sont
uniques.
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Remarque 3.42. On vérifie facilement en considérant la fonctionnelle H définie par (3.29) que

Jw) siveK,

+o00  sinon.

H(v) = sup L(v,q) = {

qERT

Ainsi, minimiser la fonctionnelle H sur ’ensemble U (qui contient K ) revient a chercher le mi-
nimiseur u de J sur K. Par ailleurs, mazimiser la fonctionnelle G définie par (3.28) fournit un
multiplicateur de Lagrange p € R, L’équivalence entre les deux approches est exprimée par le biais
de la proposition 3.38. Lorsque des méthodes d’optimisation numérique sont congues a partir de
cette équivalence, on parle de méthodes de dualité.

3.7 Exercices

> 3.1. Soit m et n deux entiers positifs et A une matrice de taille m x n. Soit b € R™. On appelle
solution du systéme linéaire Az = b au sens des moindres carrés tout point x € R™ minimum de
||Az—b||?,. En utilisant la projection orthogonale de R™ sur I'image de A, montrer que le probléme

: 2
nf |4z -2,

admet au moins une solution et que toute solution est caractérisée par les équations normales
At Az = Atb.

> 3.2. Soit V un espace de Hilbert, K un sous-espace fermé de V et ug ¢ K. Montrer qu’il existe
un hyperplan fermé de V qui sépare ug de K, i.e., qu’il existe une forme linéaire continue f € V'
et un réel « tels que

Yv € K, <f, U>V/,V > o > <f, ’UJO>Vlﬁv.

On considérera la forme linéaire (f,v)y: v = (Pxuo — uo,v)y .

> 3.3. Soit V un espace de Hilbert, o et § deux réels avec a > 0 et v € V. On considére la
fonctionnelle (quadratique) de V' dans R donnée par

J(u) =0+ (v,u)y + of|ull5.

Montrer que J est minorée sur V' puis qu’il existe un unique minimum de J sur V.

> 3.4. Cet exercice nécessite la connaissance des espaces L? introduits au chapitre 5. Soit I = ]a, b]
un intervalle borné de R. On se donne un entier N > 2 et on construit un maillage uniforme de I
en posant x; =a+th, 0 < i< N, h = b_T“. On note K l'espace des fonctions continues sur [0, 1]
et affines par morceaux sur chaque maille |2;, z;41].
— Pour 0 < ¢ < N, on définit la fonction ¢; € K par les relations p;(z;) = d;; ou d;; est le
symbole de Kronecker. Représenter graphiquement les fonctions ¢;, 0 < i < N, et montrer
que (o, - - -,¢n) forme une base de K.
~ Soit uw € L*(I) et (Uy,...,Un) les composantes de Pxu dans la base (o, ..., on). Préciser
le systéme linéaire satisfait par les U;.

> 3.5. Soit V' et W deux espaces de Hilbert équipés respectivement des produits scalaires (-, )y
et (+,-)w. Supposons que W C V avec injection continue et dense. Soit T : V' — W' lapplication
qui & v € V associe Tv € W’ défini par

Yw € w, <T’U, w>W’,W = (’U,U))V,
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— Montrer que T est linéaire, continue et injective.
— Montrer que T'(V') est dense dans W’ (on utilisera le théoréme 1.25).

> 3.6. On pose V = (2 et on introduit

W ={u=(tn)nz0, »_n’u} <+o0}.
n>0

On équipe W du produit scalaire (u,v)w = Y.,~ 7>ty p.
— Montrer que W C V' avec injection continue et dense.
— On utilise le produit scalaire de V' pour identifier V et V’'. On note 1 = (1),>¢ la suite
constante égale & un. Montrer que 1 € W’ mais que 1 ¢ V' (et a fortiori 1 ¢ W).
— On utilise le produit scalaire de W pour identifier W et W’. On note h = (1/n),>0 la suite
harmonique. Montrer que h € V mais que h ¢ V".

> 3.7. Convergence faible (exercice difficile)

Soit V' un espace de Hilbert de dimension infinie. On note (-,-) le produit scalaire de V et | - || la
norme associée.

1. On dit qu’une suite (u,)nen d’éléments de V' converge faiblement vers un élément u de V,
ce qu’on note u, — wu si pour tout v € V, (un,v) — (u,v). On dit alors que u est la limite
faible de la suite (u,)nen.

(a) Montrer que si une suite (un)neny admet une limite faible, celle-ci est unique.

(b) Montrer que si la suite (uy)nen converge fortement (ce qui signifie “pour la topologie de
la norme”) vers u, alors (u,)nen converge faiblement vers w.

(c) Montrer que si (uy)nen converge faiblement vers w et si ||uy| — |lu||, alors (un)nen
converge fortement vers u.

(d) Montrer que si (uy,)nen converge faiblement vers u, alors

[lu|l < liminf ||w,||.
+oo

2. On suppose dans cette question (et dans cette question seulement) que V séparable.

(a) Soit (en)nen une base hilbertienne de V. Montrer que la suite (e, )neny n’admet aucune
sous-suite fortement convergente, puis que la suite (ey)nen converge faiblement vers 0
dans V.

(b) Montrer, en utilisant un procédé diagonal, que toute suite bornée (u,)nen de V' admet
une sous-suite faiblement convergente (ce résultat signifie que la boule unité, qui n’est
pas compacte pour la topologie forte - la topologie de la norme -, est compacte pour la
topologie faible).

3. Montrer que méme si V' n’est pas séparable, toute suite bornée (up)nen de V admet une
sous-suite faiblement convergente. Indication : on pourra considérer ’espace de Hilbert V =
Vect(uy).
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4. Soit J : V — R une fonctionnelle convexe et continue sur V' et (u,)nen une suite d’élements
de V' qui converge faiblement vers un certain v € V. En supposant que J est différentiable
en u, montrer que

J(u) < liminf J(up,).

n—oo

En fait la propriété ci-dessus reste vraie méme si J n’est pas différentiable en w.

5. Utiliser résultats établis dans les questions précédentes pour prouver le Théoréme 3.28.

> 3.8. L’objectif de cet exercice est de montrer que si V' est un espace de Hilbert de dimension
infinie, alors la boule unité de V' n’est pas compacte. Soit (21,2, s, --) une suite de vecteurs
de V linéairement indépendants (i.e. telle que pour tout N € N*| dim (Vect(z1,22, - ,2n)) =
N). Le procédé d’orthogonalisation de Gram—Schmidt consiste a construire & partir de la suite
(z1, 22,23, -+ ) la suite (e1, ea,es3,---) définie par

T
el = ——
lz1llv
et par récurrence,
k—1
Yk

Yk = Tk — Z(ejvyk)V €j, €k = -
= lyellv

— Montrer que la suite (e, eq,e3,---) est orthonormée (i.e. que (e, e;)y = 0x1)-
— Montrer qu’on ne peut pas extraire de la suite (er)ren+ une sous-suite convergente.

> 3.9. Prolongement des formes linéaires.

Soit V un espace de Hilbert et Y un sous-espace vectoriel de V. Soit A une forme linéaire continue
sur Y de norme ||A||y-. Montrer qu’il existe une forme linéaire A € V' qui prolonge A au sens o

A vy = v/ y pour tout y € et || A v = y+. Indication : prolonger a yY ar
(Ayvy = (Ay)yyp y €Y et |4 | Ally-. Indication : prolonger A ¢ Y " p
continuité puis utiliser le théoréeme de projection orthogonale.

> 3.10. Soit V un espace vectoriel normé dont la norme vérifie la formule de la médiane
2 2 1 2 1 2
Vi,w)e Vx Vo olly +llwlly = Fllv +wlly + Fllv —wly.

Montrer que cette norme dérive d’un produit scalaire. Indication : pour (z,y) € V x V, on posera

(Il +yll5 = llz = yliY) ,

=

(ZL', y)V =

en on montrera que (-,-)y vérifie toutes les propriétés requises pour étre un produit scalaire sur V.

> 3.11. Optimisation dans des espaces de Banach uniformément convexes (exercice difficile)

On appelle module de convexité d’un espace de Banach X la fonction ¢ : [0,2] — Ry définie par

v+ w

5(e) = inf{l -

L) € X x X, ol <1, ]l <1, o —w] ze}.

On dit qu’'un espace de Banach est uniformément conveze si 6(€) > 0 pour tout 0 < e < 2.
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On dit par ailleurs qu'une fonction J : X — R est semi-continue inférieurement (s.c.i.) si, pour
tout v € X et toute suite (v, )nen d’éléments de X qui converge vers v dans X, on a

J(v) < 1im}_nf J(vy).

Le but de cet exercice est de montrer le résultat suivant, qui généralise le Théoréme 3.28 (nous
verrons en effet que tout espace de Hilbert est un espace de Banach uniformément convexe).

Théoréme 3.28 bis. Soit X un espace de Banach uniformément convere, K un sous-ensemble
de X conveze, fermé, non vide, et J une fonction convexe et s.c.i. sur K, infinie & linfini. Alors
le probleme

inf J(v) (3.30)

veK
admet un minimiseur.

1. Montrer que pour tout 7 > 0,0 <€ < 2r et (u,v,w) € X x X x X,

v+ w

Qu—vl<r fu-wl<r o-wl2c) = Hu— Hsa—a(e»r.

2. Montrer que si X est un espace de Hilbert,

2 1/2
Ve € [0,2], 5(6):1_(1_%) ,

et en déduire que tout espace de Hilbert est un espace de Banach uniformément convexe.
3. Soit X un espace de Banach uniformément convexe et (C),)nen une suite de sous-ensemble

convexes, fermés, bornés, non vides de X décroissante pour 'inclusion. Soit (v, )nen une suite
d’éléments de V telle que

. 1
VneN, wv,eC, et ||vn||§wn11éf0n||wn||+1+n.

Montrer que la suite (v, )nen est de Cauchy. En déduire que

() Cn #0.

neN

4. Soit X un espace de Banach, K un sous-ensemble convexe, fermé, non vide de X et J
K — R. Pour tout A € R, on note

Sx=J1]—-00,\)CKCX,
I’ensemble de sous-niveau A de J.
(a) Montrer que si J est convexe, alors S est convexe.
(b) Montrer que si J est s.c.i., alors S est fermé.
(c) Montrer que si J est infinie & U'infini, alors S est borné.

5. Prouver le Théoreme 3.28 bis. Indication : on montrera d’abord que I = in}"{ J(v) > —o0
ve

en appliquant le résultat de la question 3 aux ensembles C,, = J~ (] — oo, —n]), puis on
prouvera que I est atteint en appliquant ce méme résultat auz ensembles Cy, = Sry1/(n41) =

J (] =00, I +1/(n+1)]).

6. Application : soit V un espace de Banach uniformément convexe, K un sous-ensemble
convexe, fermé et non vide de V et w un élément de V. Montrer qu’il existe un unique
w € K tel que
u—w|y =du, K)=inf ||u—ov|yv.
= wllv = du, K) = inf lu— ol

Le point v est appelé le projeté de u sur C.
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Chapitre 4

Théorie de la mesure et de
I’'intégration

Ce chapitre présente les bases de la théorie de la mesure et de 'intégration. Partant du constat que
la notion d’intégrale de Riemann souffre de plusieurs insuffisances, et notamment celle de réquerir
des hypothéses trés fortes pour permettre le passage a la limite sous le signe somme, I'objectif de
ce chapitre est d’introduire le concept de mesure positive puis de poser les bases de la construction
de l'intégrale de Lebesgue. Le point d’orgue de ce chapitre est la section 4.4 qui passe en revue
les principaux théorémes de convergence valables pour l'intégrale de Lebesgue, et notamment le
théoréme 4.42, dit de «convergence dominéey, dont nous ferons un usage fréquent dans la suite de
cet ouvrage. Un autre fruit de la notion d’intégrale de Lebesgue, que nous récolterons au chapitre
suivant, est celui de la construction des espaces fonctionnels L? qui jouent un role fondamental
dans de nombreux domaines de I’analyse dont la théorie des EDP et les probabilités.

4.1 Pourquoi aller au-dela de l’intégrale de Riemann ?

Rappelons qu’une fonction f : [a,b] — R est dite intégrable au sens de Riemann si les sommes
de Riemann

N-1
Z f(&) (Tiyr — 24), a=z0<r1 <@ < <an=b, &€ [w,Ti4]
=0

convergent lorsque le pas de discrétisation h =  sup |z;41 — 25| tend vers 0; si tel est le cas,

0<i<N—1
lintégrale de Riemann de f sur [a, b] est par définition la limite des sommes de Riemann.

Graphiquement, I'intégrale d’une fonction positive sur l'intervalle [a, b] représente aire de la surface
S située entre I’axe des abscisses et la courbe y = f(z) ; les sommes de Riemann approchent donc
cette grandeur selon une méthode de découpage de I’axe des abscisses représentée sur la figure 4.1.

Quoique suffisamment riche pour permettre d’intégrer beaucoup de fonctions usuelles, notamment,
les fonctions continues par morceaux, 'intégrale de Riemann souffre de plusieurs insuffisances,
dont la principale est de réquerir des hypothéses trés fortes (du type convergence uniforme) pour
permettre des passages & la limite sous le signe somme

?
li n= 1 -
/ S o= T / /

Cette difficulté technique n’est pas anodine : elle révéle un manque de complétude de I’ensemble
des fonctions Riemann intégrables.
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—

F1G. 4.1 — Approximation d’une intégrale par une somme de Riemann

La méthode de Lebesgue consiste a approcher par valeurs inférieures ’aire de la surface S (pour
une fonction f supposeée ici positive bornée) a I’aide d’un découpage de I’axe des ordonnées :

N-1
aire(S) ~ Z y;mes (4;),
=0

ot mes (A;) désigne la mesure de I’ensemble

A= Quiyin]) = {z € [a,b], i < f(z) <wirr}

eton 0=y <y < - <yy =maxf.

ab]

Yvy

|
|
|
|

N

Vide
Vide

> > > >>>>>

o

Fi1a. 4.2 — Approximation d’une intégrale par la méthode de Lebesgue

Remarquons que ’erreur commise en remplacant f(z) par y; sur A; est controlée par |y;+1 — vl
(alors qu’il n’y a aucun controdle de ce type sur les sommes de Riemann). L’intégrale de Lebesgue
s’avére en fait bien plus puissante que 'intégrale de Riemann. On verra en effet
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— que les résultats de convergence dont on dispose (notamment le théoréme de convergence
dominée) sont bien plus souples que ceux auxquels on aboutit avec I'intégrale de Riemann
(cf. section 4.4);

— que les espaces fonctionnels qui découlent de cette construction ont une structure d’espace de
Banach voire d’espace de Hilbert (cf. chapitre 5), ce qui permettra par la suite de mettre en
ceuvre les théorémes de géométrie établis dans les deux chapitres précédents pour résoudre
des problémes d’analyse (cf. chapitre 8).

Mais auparavant, il nous faut construire rigoureusement 'intégrale de Lebesgue (c’est I'objet de
la section 4.3) et pour cela définir précisément, ce que recouvre le concept de mesure (ce point est
examiné a la section 4.2).

Remarque 4.1. Dans ce chapitre on va étre amené & manipuler des fonctions & valeurs dans R =
R U {—o00,+00}. On étend les opérations algébriques sur R par les conventions

- Va€eR, atoo=+0;

- Va>0,ax(£o00) =+00;

- 0 X (£o0) =0.
On s’abstient en revanche, sous peine d’aboutir & une impasse, de définir les opérations +o0o+ (—00)
et +0o0 — (+00). Remarquons que R n’est pas un espace vectoriel puisque les deux opérations ci-
dessus sont interdites. En conséquence, on ne peut pas définir la somme de deux fonctions valant
+00 et —oo respectivement en un méme point.

4.2 Eléments de théorie de la mesure

Quelle est la mesure de 'intervalle [a,b] ? Spontanément, on a envie de répondre que c’est b — a,
ce qui est a la fois

— une bonne réponse en ce sens que le réel positif b — a représente ce qu’on appelle la mesure

de Lebesgue de Uintervalle [a, )] ;

— une mauvaise réponse car il y a d’autres fagons de mesurer l'intervalle [a, b].
Il ne faut pas penser qu’une mesure qui n’associerait pas au segment [a,b] le nombre b — a serait
une curiosité mathématique sans intérét pratique ; c’est notamment dans le domaine des probabi-
lités qu’on est amené & manipuler constamment ce genre d’objets. La mesure de Lebesgue étant
cependant la mesure sur R la plus naturelle (nous verrons plus loin ce que cela signifie précisément)
et la plus utile en analyse des EDP, ce sera sur elle que nous mettrons ’accent dans ce cours; c’est
également a elle qu’on se référera dans la suite lorsqu’on parlera de la mesure (sans autre précision)
d’un intervalle ou d’un ensemble plus complexe de R.

4.2.1 Tribus et mesures

Soit X un ensemble et P(X) lensemble des parties de X (autrement dit ’ensemble des sous-
ensembles de X). Une mesure positive sur X est une application p d’un sous-ensemble S de
P(X) dans R, ; un élément de S est appelé un ensemble mesurable. Commencons par recenser
les propriétés qu’il est raisonnable d’imposer & une application u pour qu’elle mérite le label de
mesure :

— lensemble vide doit &tre mesurable (i.e. appartenir & S) et sa mesure doit étre nulle; I’en-

semble X doit aussi étre mesurable mais sa mesure peut étre finie ou infinie ;
— si A et B sont mesurables et disjoints alors A U B doit étre mesurable et on doit avoir

1(AUB) = pu(A) + u(B).
— si A et B sont mesurables et tels que A C B, B\ A doit étre mesurable et on doit avoir
u(B\ A) = u(B) — pu(A)
si u(B) < 400}
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On vérifie facilement que pour satisfaire ces conditions, ’ensemble S des ensembles mesurables doit
étre une algéebre, au sens suivant :

Définition 4.2. Soit X un ensemble. Une algébre est une famille A de parties de X (A C P(X))
vérifiant les propriétés suivantes :

1. 0 et X sont dans A;
2. si A€ A, alors X\ A € A;
3. si A1 et As sont dans A, alors Ay U Ay est aussi dans A.

A titre d’exemple, ’'ensemble des réunions finies d’intervalles de R constitue une algebre (le vérifier
en exercice).

Proposition 4.3. Soit X un ensemble et A une algébre sur X.
1. Si Ay, Ao, ..., Ay sont dans A alors U Ay et ﬂ Ay sont aussi dans A.

1<k<N 1<k<N
2. Si A et B sont dans A et tels que A C B, alors B\ A est aussi dans A.

Preuve. Laissée en exercice. o
Sur une algébre, on peut donner la définition suivante d’une mesure :

Définition 4.4. Soit A une algébre sur X. Une mesure (positive) sur A est une application
u o A— Ry possédant les propriétés suivantes :

1. p(@) =0;

2. Si (An)nen est une suite d’ensembles de A deux a deux disjoints telle que U A, € A, alors
neN

1 <U An> = u(An).

neN neN
On vérifie facilement qu’une mesure sur une algébre vérifie bien les propriétés suivantes :

Proposition 4.5. Soit A une algébre sur X et u une mesure sur A. Soit A et B deux ensembles
appartenant a l'algébre A. Les ensembles AU B et AN B sont dans A et on a

p(AU B) + (AN B) = u(A) + p(B).
Si A C B, l'ensemble B\ A est aussi dans A et

(B \ A) = u(B) — p(A).

Preuve. Laissée en exercice. O

Le point faible de la structure d’algébre réside dans le fait qu’une union dénombrable d’ensembles
appartenant tous & ’algébre n’est pas nécessairement dans I’algébre (c’est clair si on considére &
nouveau ’exemble de 'algeébre des réunions finies d’intervalles de R). Ce manque de “complétude”
rend difficile beaucoup de manipulations d’analyse (notamment le passage a la limite dans les
suites). Pour cette raison, on va introduire une nouvelle structure, dite de tribu, qui remédie a ce
probléme :
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Définition 4.6. Soit X un ensemble et P(X) lensemble des parties de X. Une tribu est une
famille T de parties de X (T C P(X)) vérifiant les propriétés suivantes :

1. 0 et X sont dans T ;
2. siAeT, alors X\ A eT;

3. si (Ap)nen est une suite de parties de X qui appartiennent toutes a T, alors U A,, est aussi
neN
dans T.

Un élément de T est appelé un ensemble mesurable.

Remarque 4.7. A un ensemble X quelconque, on peut toujours associer les deux tribus suivantes :
— la tribu grossiére 7y = {0, X },
— la tribu discréte 7o, = P(X).
Malheureusement, la tribu 7y ne présente aucun intérét, et la tribu 7, (qui est trés utilisée pour
les ensembles finis) est trop grosse pour qu’on puisse ’employer pour définir la mesure de Lebesgue
sur R (sauf & renoncer a 'axiome du choix, cf. remarque 4.21 et exercice 4.5). C’est cela qui justifie
I'introduction du concept de tribu.

Définition 4.8. Soit T wune tribu sur X. Une mesure (positive) sur T est une application p :
T — Ry possédant les propriétés suivantes :

1. p(@)=0;

2. Si (Ap)nen est une suite d’ensembles de T deuz o deuz disjoints, alors

1 <U An> = u(An).

neN neN

Définition 4.9.
— Un espace X muni d’une tribu T s’appelle un espace mesurable.
— Un espace X muni d’une tribu T et d’une mesure p sur cette tribu s’appelle un espace mesuré.

Remarque 4.10. Il est évident que toute tribu est une algébre; les propriétés énoncées dans la
proposition 4.5 restent donc valables pour une mesure définie sur une tribu.

Enoncons maintenant une proposition dont on fera usage ultérieurement, qui découle directement
de la propriété de o-additivité.

Proposition 4.11. Soit (X, 7T, u) un espace mesuré et (A, )nen une suite d’éléments de T crois-

sante pour Uinclusion (i.e. Ao C A1 C As C ---). Soit B = U A,. Alors BT et
neN

u(B) = lim p(An).

n—-—40oo
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Preuve. En utilisant la convention A_; = (), on peut écrire
B = U (An \ Anfl)a
neN

la réunion ci-dessus étant cette fois-ci formée d’ensemble deux a deux disjoints. Il découle alors de
la propriété de o-additivité que

p(B) =" (A \ Ana).

neN

Ceci implique que

N N
M(AN) =M (U (An \An1)> = Z,U(An \An—l) Nj-l-)oo Z ,LL(An \ Anfl) = ,LL(B)

n=0 neN
O

Nous verrons par la suite sur ’exemple de la mesure de Lebesgue qu’il est facile de construire des
mesures sur des algébres. Il en en revanche beaucoup plus difficile de construire “4 la main” des
mesures (utiles en pratique) sur des tribus; on utilise pour cela un théoréme puissant, le théoréme
de Carathéodory, qui permet, de prolonger une mesure définie sur une algébre & la tribu engendrée
par cette algébre, le prolongement étant unique sous certaines hypothéses :

Définition 4.12. Soit S C P(X). On appelle tribu engendrée par S la plus petite tribu contenant S
(i.e. Uintersection de toutes les tribus contenant S qui, on le vérifiera en exercice, est une tribu
contenant S).

Théoréme 4.13. (Théoréme de Carathéodory). Soit X un ensemble, A une algébre sur X et p
une mesure sur A. On suppose qu’il existe une suite (A, )nen d’éléments de A telle que

X = U A, et w(Ap) < 400, VneN
neN

(on dit alors que p est o-finie). Alors il existe une unique mesure, encore notée u, qui prolonge p
@ la tribu engendrée par A.

Une preuve du théoréme de Carathéodory peut étre lue dans la référence [Revuz 94], pages 54 et
154.

Concluons cette section en remarquant qu’on peut associer a un espace vectoriel normé (et plus
généralement & un espace topologique, voir [AF 88] page 529), une tribu “naturelle” qui jouera un
role essentiel dans la suite :

Définition 4.14. Soit X un espace topologique. La tribu borélienne sur X est la tribu B(X)
engendrée par l’ensemble O des ouverts de X. Un élément B de la tribu borélienne B(X) est appelé
un borélien de X.

4.2.2 Ensembles négligeables

Les ensembles de mesure nulle jouent un réle important dans la théorie de la mesure et de l'inté-
gration. Nous donnons ici deux définitions & retenir.

Définition 4.15. Soit (X,7T,u) un espace mesuré. Un ensemble A € T est dit négligeable si
n(A) = 0.

Définition 4.16. On dit qu’une propriété est vraie presque partout si elle est vraie en dehors d’un
ensemble inclus dans un ensemble négligeable.
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4.2.3 Mesure de Lebesgue sur R

Nous détaillons dans cette section la construction de la mesure de Lebesgue! sur (la tribu borélienne
de) R; nous indiquons ensuite comment procéder pour construire la mesure de Lebesgue sur (la
tribu borélienne de) RY.

Soit a et b deux réels tels que a < b. Dans cette section, la notation (a, b) désignera I’'un quelconque
des quatre intervalles ]a, b[, ]a, ], [a, b] ou [a, b].

Proposition 4.17. L’ensemble A des réunions finies d’intervalles forme une algébre sur R et la
fonction p définie sur A par

N
VA =|J(ai,b;) € A, avec ay <by <ay <by < -+ <an < by,
=1

N

u(A) = (b — ai),

=1

est une mesure sur A.
Preuve. Laissée en exercice. O

Définition - Théoréme 4.18. La mesure pu définie dans la proposition .17 se prolonge de ma-
niére unique en une mesure sur la tribu borélienne de R, appelée mesure de Lebesgue.

Preuve. Le caractére o-fini de la mesure sur l’algébre des réunions finies d’intervalles définie par
la proposition 4.17 se démontre en remarquant que

R=[J[-N,N] et u(-N,N)=2N<+oo, YNeN.
NeN

La tribu boré¢lienne étant engendrée par 1'algébre A (cf. exercice 4.3), on peut donc conclure en
utilisant le théoréme de Carathéodory. O

Remarque 4.19. Pour construire la mesure de Lebesgue sur R?, on s’y prend de méme :

1. on commence par définir la mesure d’un pavé P = [[;",(a;, b;) par u(P) = [ ;(b; — a;)
(par convention, ce produit vaut 0 si I'un des facteurs (b; — a;) est nul, méme si d’autres
facteurs valent 4o00) ; cette mesure est la mesure “naturelle” des surfaces dans R?, des volumes

dans R3, ...
2. on peut ainsi définir une mesure sur ’algébre A des réunions finies de pavés;

3. cette mesure étant o-finie, on peut la prolonger en une mesure sur la tribu engendrée par A,
qui est en fait la tribu borélienne de R? (exercice 4.4).

La spécificité de la mesure de Lebesgue tient au fait que c’est la seule (& une constante multiplicative
prés) qui soit invariante par translation :

1Une remarque concernant la terminologie : il est souvent d’usage d’appeler mesure de Borel la mesure sur la
tribu borélienne que nous allons construire, de réserver le terme mesure de Lebesgue & la mesure qui prolonge la
mesure de Borel 4 la tribu de Lebesgue (voir remarque 4.19). Comme la distinction entre mesure de Borel et mesure
de Lebesgue n’est pas fondamentale pour notre propos, nous parlerons de mesure de Lebesgue dans les deux cas.
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Proposition 4.20. La tribu borélienne B(RY) et la mesure de Lebesque A sur R? sont invariantes
par translation : pour tout borélien B € B(RY), et pour tout a € R?, le translaté de B

To(B)={z€R? x—ac B}

est un borélien et \(1,(B)) = A(B).

Preuve. L’algébre A des réunions finies de pavés de R? ainsi que la mesure p définie dans la
remarque 4.19 sont clairement invariants par translation. Il en résulte d’une part que la tribu
engendrée par A est invariante par translation (A et 7,(.A) sont toutes deux la “plus petite tribu”
contenant les réunions finies de pavés et sont donc égales), et d’autre part que A est invariante par
translation (\ et 7, A définie par 7, A\(B) = \(7,(B)) pour tout B € B(R?) prolongent toutes deux la
mesure définie dans la remarque 4.19, et sont donc égales en vertu du théoréme de Carathéodory).

O

Remarque 4.21. La tribu borélienne de R? n’est pas égale a la tribu discréte 7., = P(R9);
elle est cependant suffisamment grande pour contenir les ensembles communément rencontrés en
pratique (et particulier les ouverts, les fermés et les réunions dénombrables d’ouverts et de fermés)
si bien qu’il est rarissime qu’on ait & se demander si telle ou telle partie de R? est mesurable ou
non pour cette tribu. Il est cependant naturel de se demander si on peut étendre la mesure de
Lebesgue sur les boréliens & une tribu plus grande. La réponse & cette question est subtile :

— on peut, de maniére unique, étendre la mesure de Lebesgue & la plus petite tribu compléte
contenant la tribu borélienne (on dit qu’une tribu est compléte si tout ensemble inclus dans
un ensemble négligeable est lui-méme négligeable). La tribu en question, appelée tribu de
Lebesgue, est elle-aussi plus petite que la tribu discréte;

— si on veut conserver la possibilité d’avoir recours a I’axiome du choix (voir [AF 87], page 21),
on ne peut pas prolonger la mesure de Lebesgue en une mesure sur 7 ; il faut alors accepter
qu’il y ait des ensembles non mesurables (I’exercice 4.5 propose d’en construire un) ;

— si on renonce & "axiome du choix, il n’y a plus de contradiction & supposer que tout ensemble
est mesurable pour la mesure de Lebesgue.

4.3 Construction de l’intégrale

4.3.1 Fonctions mesurables

Définition 4.22. Soit (X, T) un espace mesurable. Une fonction f : X — R est dite mesurable
St
VaeR,  f(a+oc))={seX, f(@)>a}eT.

Remarque 4.23. Si f est a valeurs réelles, f est mesurable si et seulement si I'image réciproque
de tout ensemble mesurable de la tribu borélienne de R est dans 7.

La notion de fonction mesurable est stable par les opérations élémentaires de ’analyse :

Proposition 4.24. Soit (X,7) un espace mesurable. Soit f et g deuz fonctions mesurables de
X a valeurs dans R, et o et 3 deuz réels. Alors les fonctions |f|, fg, max(f,g) et min(f,g) sont
mesurables. Il en est de méme pour les fonctions af + Bg et f/g sous réserve que celles-ci soient
bien définies.
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Preuve. Laissée en exercice (I’énoncé de 'exercice 4.6 fournit des indications). (|

La notion de fonction mesurable a en outre le bon gott d’étre stable par passage & la limite
dénombrable :

Proposition 4.25. Soit (X,7) un espace mesurable. Soit (fn)nen une suite de fonctions mesu-
rables de X dans R. Alors

1. les fonctions f(x) = iniI;I fn(z) et f(z) = sup fn(z) sont mesurables ;
- ne neN

2. les fonctions [(x) = lim il\rllf fn(z) et l(z) = limsup f,(x) sont mesurables ;
ne neN

3. si la suite de fonctions (fn)nen converge simplement vers une fonction f, alors f est mesu-
rable.

On rappelle qu’on dit que (f,)nen converge simplement vers f si Va € X, fo(x) — f(z).

n—-4oo

Preuve.
1. Pour prouver la mesurabilité de f, il suffit de remarquer que
—1 -
F (o, +od]) = | £ (o +oc]) € T
neN
(une union dénombrable d’ensembles mesurables est mesurable). Ce résultat permet de

conclure aussi & la mesurabilité de f puisque f = — sup(—fn(x)).
- - neN

2. Il résulte de ce qui précéde que les fonctions
l(z) =liminf f,,(x) = inf f,
U(z) = liminf f,,(x) sup (nlng (w))
et
[(z) = limsup f,,(z) = inf <sup fn(:c))

neEN NeN \n>N
sont aussi mesurables.

3. Soit (fn)nen une suite de fonctions qui converge simplement vers une fonction f. On a alors

f(x) = limnf £, () = lim sup fu () ;

neN

la fonction f est donc mesurable de par le point 2.

Comme exemples de fonctions mesurables, on peut citer :

1. les fonctions caractéristiques d’ensemble mesurables. Soit en effet A € 7 et x4 sa fonction
caractéristique (on dit encore indicatrice) définie par

1 siz €A,
xa(r) = 0 siz ¢ A.
On a
0 sia>1,
X' (o, +oc]) = | A si0<a<l,
X sia < 0.

Comme les ensembles (), A et X appartiennent a la tribu 7, la fonction x4 est mesurable;
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2. les fonctions étagées, qui sont par définition les combinaisons linéaires finies de fonctions
caractéristiques d’ensembles mesurables; une fonction étagée e peut donc s’écrire sous la
forme

e(r) = Z @i X, (x)

ou les fonctions x4, sont mesurables en vertu du point 1 ci-dessus; il résulte de la proposi-
tion 4.24 que la fonction étagée e est bien mesurable;

3. les limites simples de fonctions étagées sont donc aussi mesurables; ceci découle de la propo-
sition 4.25.

Nous venons en fait d’exhiber toutes les fonctions mesurables, comme le prouve le
Théoréme 4.26. Toute fonction mesurable est limite simple d’une suite de fonctions étagées. En
outre

1. si f est bornée, la convergence est uniforme ;

2. si [ est positive, la suite e, peut étre choisie croissante et composée de fonctions positives.

Preuve. Supposons pour commencer [ positive. Pour tout n € N et tout entier 1 < k < 227, on

pose
k-1 k
n _ r—1 v
= ()

A = (2", +o0)).

On pose également

Ces ensembles étant mesurables,

k-1
enle) =3 E @)+ 2 v @)
k=1

définit une fonction étagée positive sur I'espace mesuré (X, 7). On vérifie facilement que
— la suite de fonctions étagées positives (e, )nen est croissante ;
— pour tout x € X,

{ 0< fla) —enle) < 5 si fla) <2,
en(z) =27 si f(z) > 2™

Tl est donc clair que la suite (e, )nen converge simplement vers f, et uniformément sur X si f est
bornée.

Si f n’est pas positive, on construit comme précédemment deux suites croissantes (e )nen et
(e;, Jnen de fonctions étagées positives qui convergent simplement vers f, = max(f,0) et f_
—min(f,0) respectivement. La suite de fonctions étagées (e, )nen définie par Vn € N, e, = e} —

n
converge simplement vers f. O

Remarque 4.27. Nous avons vu précédemment (cf. remarque 4.21) que tous les ensembles que 1’'on
rencontre en pratique en analyse sont mesurables. De méme, toutes les fonctions qu’on manipule
usuellement sont mesurables. En particulier, les fonctions continues définies sur un espace mesurable
A valeurs dans R sont mesurables puisque Iimage réciproque de l'ouvert ]a, +oc] de R par une
application continue est un ouvert, donc un borélien.
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4.3.2 Intégrale d’une fonction mesurable

La construction de l'intégrale se fait en trois étapes :
1. on commence par définir 'intégrale des fonctions étagées positives ;
2. on construit ensuite 'intégrale d’une fonction mesurable positive ;

3. on définit ensuite 'intégrale (si elle existe) d’une fonction mesurable de signe quelconque.

N
Définition 4.28. Soit (X,T,u) un espace mesuré et e(x) = ZaiXAi (x) une fonction étagée
i=1

positive (on peut toujours supposer les A; deuz a deux disjoints, ce qui implique alors que tous les
a; sont positifs). On appelle intégrale de e sur X par rapport & la mesure u et on note / edu

X
lélément de Ry U {+oo} défini par

N
/ edp = Z%‘M(Ai)-
X i=1

On dit que la fonction e est intégrable si / edy < +00.
b's

On vérifiera & titre d’exercice que la valeur de l'intégrale ne dépend pas de la décomposition de la
fonction e en combinaison linéaire finie de fonctions caractéristiques d’ensembles mesurables.

Définition 4.29. Soit (X, 7, 1) un espace mesuré et f une fonction positive mesurable. On appelle

intégrale de f sur X par rapport & la mesure u et on note / fdu Uélément de Ry U {400} défini
X

par

/fdusup{/ edu, eétagéevériﬁantogegf}.
X X

On dit que la fonction f est intégrable si / fdu < 4o0.
X

Définition 4.30. Soit (X, 7, 1) un espace mesuré et f une fonction mesurable. Soit f = f1—f_ la
décomposition de f en la différence de deuz fonctions positives (f+ = max(f,0), f— = maz(—f,0)).
On dit que f est intégrable si fy et f_ sont intégrables; on appelle alors intégrale de f sur X par

rapport & la mesure p le réel
[ tdu=[ redu- [ ran
b'e b'e b'e
On note LY (X, T, 1) Uensemble des fonctions intégrables.

Définition 4.31. Soit (X,7,pu) un espace mesuré, Y C X un ensemble mesurable et f une
fonction mesurable. On dit que f est intégrable sur'Y (par rapport a la mesure p) si la fonction
fxy est intégrable sur X. Lintégrale de f sur Y (par rapport a la mesure u) est alors le réel noté

/deu:/XfXYdu.

/ fdu défini par
Y
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Proposition 4.32. SiY est un ensemble négligeable, alors toute fonction mesurable f est intégrable

surY et
/fdu:().
Y

Preuve. Laissée en exercice. O

Proposition 4.33. Soit f € LY(X, T, u) une fonction intégrable et A = {x € X, f(x) = too}.
L’ensemble A est de mesure nulle.

Preuve. Laissée en exercice. O

4.3.3 Propriétés fondamentales de ’intégrale

Proposition 4.34. Soit (X,7,u) un espace mesuré. L’intégrale posséde les deux propriétés sui-
vantes :

1. Linéarité : soit f et g deux fonctions intégrables, « et 3 deux réels. Si elle est définie (cf.
remarque 4.1), la fonction of + Bg est intégrable et

/X(Oéerﬁg)du:a(/deu)+ﬁ(/xgdu) ;

2. Monotonie : soit f et g deux fonctions intégrables telles que f < g sur X. Alors
/ fdp < / gdp.
X X

1. Si f, g, a et (8 sont positifs, il découle directement de la définition 4.29 de 'intégrale des
fonctions positives que

Preuve.

/X(aerﬁg)duZoe/dequﬁ/ngu.

Le fait que cette inégalité soit en fait une égalité résulte du théoréme 4.39 (de convergence
monotone) qui sera énoncé plus loin. Pour des fonctions et des coefficients de signe quelconque,
on démontre la linéarité de l'intégrale en décomposant les fonctions f et g en la somme de
leur partie positive et de leur partie négative.

2. De par la linéarité de 'intégrale

/ngu—/xfdu=/x(f—g)du-

La fonction f — g étant positive, son intégrale I’est aussi (cela résulte de la définition 4.29).
D’ou le résultat de monotonie annoncé.

O
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4.3.4 Intégrale de Lebesgue sur R?

L’intégrale de Lebesgue sur R? (resp. sur un borélien B de RY) est I'intégrale sur R? (resp. sur B)
par rapport a la mesure de Lebesgue construite dans la section 4.2.3. On utilise généralement les
notations abrégées L£1(R?) (resp. £1(B)) pour désigner I'ensemble des fonctions intégrables sur R¢
(resp. sur un borélien B de R?) par rapport & la mesure de Lebesgue ; en outre, pour f € £!(R9)
(resp. f € £L1(B)), on note souvent

[ 1 e [ )

sans préciser la mesure, ou encore

/R S@yde (e, /B f(@) de),

lintégrale de f sur R? (resp. sur B) par rapport & la mesure de Lebesgue.

Enoncons tout de suite un résultat important garantissant que ce nouveau concept d’intégrale colle
avec ’ancien :

Théoréme 4.35. Soit [a,b] un intervalle borné de R et f : [a,b] — R une fonction bornée. Si f
est Riemann intégrable, alors f est Lebesgue intégrable et les deux intégrales ont méme valeur.

Ce résultat (qui s’adapte aux dimensions supérieures) a une conséquence pratique importante : on
pourra calculer numériquement l'intégrale de Lebesgue d’une fonction continue par morceaux en
calculant son intégrale de Riemann. Les méthodes d’intégration numérique usuelles (formule du
trapéze, formule de Simpson, formules de Gauss, ...) sont en effet basées sur le principe de découpage
de I'axe des abscisses sur lequel repose l'intégrale de Riemann. Et bien str, on dispose donc toujours
du théoréme suivant, qui est bien commode pour calculer analytiquement les intégrales des fonctions
dont on connait une primitive.

Théoréme 4.36. Soit [a,b] un intervalle borné de R, f : [a,b] — R une fonction continue et F
une primitive de f. On a

b
/ f=F(®b) - Fl(a).

Avant de donner la preuve du théoréme 4.35, rappelons que la définition de I'intégrale de Riemann
est fondée sur la notion de fonction en escalier (alors que l'intégrale de Lebesgue est fondée sur la
notion de fonction étagée). Une fonction en escalier est une combinaison linéaire finie de fonctions

caractéristiques d’intervalles de R, et 'intégrale de Riemann sur [a, b] d’une fonction en escalier e =
N—-1 b N-1

Z QiX(z1,2041) AVEC @ = 29 < 21 < -+ < xn = b est définie par / e(x)dx = Z a; (Tip1 — x;).
i=0 a i=0

Il est donc clair que toute fonction en escalier sur [a, b] est une fonction étageée intégrable, et que
sur l'ensemble Esc([a, b]) des fonctions en escalier sur [a, ], intégrales de Riemann et de Lebesgue
coincident. Rappelons enfin que la fonction f est dite Riemann intégrable si les deux réels

b
sup / e(z) dz (4.1)
e€Esc([a,b]),e<f Ja

et
b

inf e(r)dx 4.9
eGESC([a,b]),er/a ( ) ( )

sont égaux, l'intégrale de Riemann de f sur [a, ] étant alors la valeur commune de ces deux réels.
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Preuwve du théoréme 4.85. Soit f une fonction bornée positive Riemann intégrable sur [a, b]. Notons
R la valeur de lintégrale de Riemann de f et L celle de l'intégrale de Lebesgue de f. Comme
Pensemble des fonctions en escalier sur [a,b] est inclus dans ’ensemble des fonctions étagées sur
[a,b], on vérifie sans peine en utilisant (4.2) et la définition 4.29 que R < L. Soit maintenant

b
€ > 0 et une fonction en escalier e telle que e > f et / e(z)dr < R — e. De par la monotonie
a

b
de l'intégrale de Lebesgue, L < / e(z) dz (rappelons qu’intégrales de Riemann et de Lebesgue

coincident sur Iensemble des fonctions en escalier). Donc L < R — e. Cette inégalité est vraie pour
tout € > 0. Donc L < R. Finalement L = R. Pour une fonction f de signe quelconque, on prouve
cette égalité en décomposant f en ses parties positive et négative et en utilisant la linéarité de
Iintégrale. O

Remarque 4.37. La réciproque du théoréme 4.35 est fausse : il existe des fonctions bornées
Lebesgue intégrables qui ne sont pas Riemann intégrables (cf. exercice 4.7).

La remarque ci-dessus prouve la supériorité de 'intégrale de Lebesgue. Cette derniére se comporte
également mieux que 'intégrale de Riemann vis-a-vis des singularités. En effet, une fonction définie
sur un intervalle borné [a,b] présentant une singularité en ¢ € ]a,b], par exemple la fonction

1
fl@) = —=
V|
convergent pas); pour définir son intégrale au sens de Riemann généralisé, il faut considérer les
quantités

sur [—1, 1], n’est jamais Riemann intégrable au sens usuel (les séries de Riemann ne

e T @) de + / " @

+et

et étudier leur comportement lorsque e_ et e, tendent vers 07, Siles I. ., convergent, on définit

l'intégrale de Riemann (généralisée) de f sur [a,b] par

+

b
/a f(l') dx = E,HOP,Hel+~>O+ Ie,,e+'
Définir I'intégrale de Riemann (généralisée) d’une fonction non bornée requiert donc un traitement
spécifique des singularités, et ce traitement n’est pas pratiquable si I’ensemble des singularités a
un point d’accumulation intérieur a [a,b]. A l'inverse, les définitions 4.29-4.30 de Iintégrale de
Lebesgue sont valables pour toute fonction possédant ou non des singularités. La encore, quand
une fonction définie sur un borné et présentant un nombre fini de singularités est intégrable au
sens de Riemann généralisé, elle est aussi intégrable au sens de Lebesgue et les valeurs des deux

intégrales coincident.

Remarque 4.38. Il arrive en revanche que sur un intervalle non borné, une fonction intégrable
au sens de Riemann généralisé ne soit pas intégrable au sens de Lebesgue; ceci est di au fait
que la mesure de Lebesgue d’un intervalle non borné est infinie. Ainsi, par exemple la fonction

sin x . . PP
flx) = T+ 2] est intégrable sur R au sens de Riemann généralisé, en ce sens que
T
Ry
lim f(z)dx
R_—+o00, Ry —+0o0 R_

existe, mais n’est pas Lebesgue intégrable.
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4.4 Théorémes de convergence

Les théorémes présentés ci-dessous permettent de “passer a la limite sous le signe somme” sous des
hypothéses bien moins restrictives que celles imposées pour les fonctions intégrables au sens de
Riemann.

4.4.1 Convergence monotone

Le théoréme suivant, dit de convergence monotone, s’utilise rarement tel quel en pratique; il est
en revanche tout & fait fondamental d’un point de vue théorique car c’est sur lui que reposent les
preuves de plusieurs résultats centraux de la théorie de l'intégration.

Théoréme 4.39. (Théoréme de convergence monotone). Soit (X, T, ) un espace mesuré et (f)nen
une suite croissante de fonctions positives mesurables. On note f la limite simple de la suite

(fn)nGN- On a
/ fdp= lim / fndp.
X n—-4o0o X

Preuve. Comme pour tout n € N, f, < f,41 (la suite (f,)nen est croissante), il découle de

I’alinea 2 de la proposition 4.34 que fndp < fn+1dp, ce qui montre que la suite réelle
X X

positive ( / fn d,u) est croissante, donc converge vers un certain o € R U {+o0}. Puisque la
X neN

fonction f = HIJP fn est mesurable (cf. proposition 4.25) et puisque pour tout n € N, f, < f, on
n—-—1+0oo

a / fndu < / fdu, et on obtient donc, en faisant tendre n vers ’infini,
X X

a < / fdu. (4.3)
b'e
Considérons maintenant une fonction étagée e vérifiant 0 < e < f et un réel 0 < ¢ < 1. Posons
A, ={zeX, fuolz)>ce(x)}.

Il est clair que (A, )nen est une suite d’éléments de 7 croissante pour Uinclusion (i.e. Ag C 41 C

As C --+); en outre, U A, = X. Pour voir cela, il suffit de remarquer que = € Ay si f(x) =0 et

neN
que ce(z) < f(x) dans le cas contraire, ce qui implique que x € A, pour n assez grand puisque

(fn(z))nen tend vers f(x). De plus

c/ ed,ug/ fnd,uﬁ/ Jndu,
A, A, X

et donc
c/ edu < a. (4.4)
An
N
En décomposant e sous la forme e = ZﬂiXBi ou les (; sont des réels positifs et les B; des
i=1

ensembles mesurables, on peut écrire

N N N
/ edpy Z/ > Bixs.xa, = / > Bixsina, = Y Bip(Bi N Ay).
An Xi=1 Xi=1 i=1
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La suite (B;NA;,)nen étant une suite croissante d’ensembles mesurables telle que U (B:NA,) = B;,

neN
on déduit de la proposition 4.11 que

lim p(B; N An) = p(B;).

n—-+o0o

En faisant tendre n vers +o0o dans (4.4), il vient donc

c/ edu < a.
X

Cette égalité étant vérifiée pour tout 0 < ¢ < 1, il s’en suit que

/ edy < a,
be

et ceci pour toute fonction étagée e telle que 0 < e < f. En revenant a la définition 4.29 de
I'intégrale des fonctions positives, on voit que

/deuﬁa

et donc, en rapprochant de (4.3), que

/fdu:a: lim /fndu.
X n—-+o0o X

De ce résultat découle facilement le résultat suivant :

Théoréme 4.40. (Théoréme de Beppo-Levi). Soit (X, T, 1) un espace mesuré et (f,)nen une suite
monotone (c’est-a-dire soit croissante, soit décroissante) de fonctions intégrables. Soit f la limite
simple de la suite (fn)nen- La fonction f est mesurable; elle est intégrable si et seulement si la

suite réelle monotone fndp admet une limite finie; si c’est le cas, on a alors
X

/fdu: lim /fndu.
X n—-+o0o X

Preuve. Laissée en exercice. O

4.4.2 Lemme de Fatou

Lemme 4.41. (Lemme de Fatou). Soit (X,7,u) un espace mesuré. Soit (fn)nen une suite de
fonctions mesurables positives. Alors

/ liminf f, du < lim inf/ fndp.
Xn~>+oo n—-+4oo X
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Preuve. La suite de fonctions (g, )nen définie par g,, = li1>1f [ est une suite croissante de fonctions
n

positives qui converge simplement vers la fonction lim inf f. Il découle du théoréme de convergence
n—-+4+oo

liminf fdu = i n At
J i s dn= i [ gn

Par ailleurs, on a pour tout n € N et tout k£ > n, g, < fx, d’ou il résulte / gn du < / frdp. On
X X

monotone que

en déduit que

gn d < 1 lf ’k d/l/
/X 'u k>n /X
Flnalement
1lllf’dﬂ— 1]] gnd <1l lf ?d

4.4.3 Convergence dominée

Théoréme 4.42. (Théoréme de convergence dominée). Soit (X, 7T,u) un espace mesuré. Soit
(fn)nen une suite de fonctions mesurables et g une fonction intégrable. On suppose que

n—-+o0o

fo(x) — f(x) presque partout
YneN, |fu(x)|] <g(x) presque partout,

et que [ est mesurable. Alors f est intégrable et

/fndu — /fdu-
X n—+oo Jx

Remarque 4.43. On peut éliminer I’hypothése sur la mesurabilité de f & condition que la tribu 7°
soit compléte (ce qui signifie que tout ensemble inclus dans un ensemble négligeable est lui-méme
négligeable). C’est le cas de la tribu de Lebesgue sur R, qui est la complétion de la tribu borélienne
(cf. remarque 4.21).

Preuwve du théoréme 4.42 . Commencons par supposer que la convergence f, — f et la majora-
tion |fn| < g ont lieu en tout point de X. En passant a la limite simple dans l'inégalité |f,| < g,
on obtient |f| < g. La fonction g étant intégrable par hypothése, f ’est donc aussi. En outre

‘/andu—/xfdu’s/xm—fl .

Posons h,, = 2g — |f, — f|. La fonction h,, est positive et la suite (h,)nen converge simplement
vers 2g. En appliquant le lemme de Fatou, il vient

/diugliminf/(29*|fn*f|)du7
X n—-+oo X

d’ou 'on déduit
imsup [ 14, fl du<0.
X

n—-+4oo

Ceci montre que

[ = s au—o,
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ce qui prouve le résultat escompté. Si maintenant les convergences f, — f et |f,| < g n’ont lieu
que presque partout, introduisons Ag = {x € X, (fn())nen ne converge pas vers f(z)} et A, =

{z € X, |fu(x)] > g(z)}. L’ensemble A = U A, est négligeable (c’est une union dénombrable

neN
d’ensembles négligeables). Sur X \ A on a par ce qui précéde

/ o — | du — 0,
X\A

On conclut en utilisant la proposition 4.32 :

/len—fl duz/x\Alfn—ﬂ du — 0.

O

Remarque 4.44. Dans convergence dominée, il y a dominée; attention donc a ne pas appliquer
ce théoréme sans avoir vérifié ’hypothése de domination (|f,(x)| < g(x) presque partout). Pour
éviter cette erreur, il est utile de garder en téte les exemples ci-dessous. Considérons les trois suites
de fonctions positives (fr)nen, (gn)nen+ €t (hn)nen+ définies respectivement pour tout n € N* et
tout x € R par

fa(z) =nx(nz),  ga(z) =n"'x(z/n),  hu(z)=x(x—n),
ot x € C°(R) désigne une fonction positive, & support compact, d’intégrale égale a 1. Chacune de

ces suites vérifie I’hypothése de convergence

folz) — f(x)=0 pour tout 2 € R\ {0} (donc presque partout),

n—-+4+oo

gn(x) — g(x) =0 pour tout z € R,

n—-+o0o

hn(z) — h(xz)=0 pour tout x € R.

n—-+4oo

Puisque ces fonctions sont positives, le lemme de Fatou assure que

<1 £ fa, <1 f | gn, h <liminf [ hy,.
Jr<tmt [ [o<tmin o [ < |

Si ’hypothése de domination était vérifiée, ces limites inf seraient en fait des limites et ces inégalités
des égalités. Mais ce n’est pas le cas puisque pour tout n € N*,

/an(z)dz:/Rgn(z)dz:/Rhn(z)dz:/Rx(z)dz:1,
/f(w)dx=/g(m)dxz/Rh(x)dx:o.

'7’

et que par ailleurs

Les “pertes de masse” ou “pertes de compacité” que 1’on observe sur ces exemples (I'intégrale de la
limite est strictement inférieure & la limite de I'intégrale), sont dues aux phénomeénes suivants :
— concentration : lorsque n tend vers 'infini, la distribution de masse représentée par la fonction
fn se concentre en {0}, qui est un ensemble de mesure nulle;
— évanescence : le support de la fonction g, devient infini et dans le méme temps (gn)nen
converge uniformément vers 0;
— fuite a Uinfini : le support de la fonction h,, reste borné mais part & 'infini.
Notons que les deux derniers phénoménes ne peuvent se produire que parce que l'on travaille sur
un domaine non borné.
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(@) (b)

9

(©)

Fia. 4.3 — Perte de compacité par concentration (a), évanescence (b) et fuite a l'infini (c)

4.5 Fonctions définies par une intégrale
On considére un espace mesuré (Y, 7, 1), Q un ouvert de R?, et

f:OQxY — R
(z,y) +—  flz.y)

une fonction intégrable par rapport & la variable y pour tout = € 2. On peut alors définir sur 2 la
fonction

F(z) = /Y F(e,y) duly).

Théoréme 4.45. (Continuité de F). Soit xg € Q. Si pour presque tout y € Y, [ est continue en
T au voisinage de xg, i.e. Si

flz,y) — fl(zo,y) pour presque tout y € Y,
r—xQ
et si il existe une fonction g : Y — R intégrable vérifiant
Vo € €, [f(z, )] < g(y) pour presque tout y € Y,

alors F est continue en xg.
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Théoréme 4.46. (Différentiabilité de F). Si pour presque tout y € Y, f est de classe C' en x
sur S et si il existe une fonction g : Y — R intégrable vérifiant

of

Ve e Q, Vl1<i<n,
8:131-

(x,y)‘ <g(y) pour presque tout y € Y,

alors F est de classe C' sur ) et

. OF af
<i< _ [ o5 _
Ve Vi<i<n, o-(a) /Y 5o @) dnly)

Preuve des théorémes .45 et 4.46. Ces deux résultats découlent directement du théoréme de conver-
gence dominée 4.42. O

4.6 Changement de variables dans les intégrales

Théoréme 4.47. Soit w et Q deuz ouverts de R?, f : QO — R une fonction intégrable, ® : w —
Q un Ct-difféomorphisme, et J(y) le jacobien de ® en y € w. Alors la fonction (f o ®)|J| est une
fonction intégrable sur w et

/ f(z) dz = / F@(w)) ()] dy.
Q w

Par ailleurs, 1’égalité ci-dessus est toujours vraie si f est une fonction mesurable positive (dans ce
cas, les deux membres pewvent prendre la valeur +00).

Tllustrons ce théoréme par quatre exemples & connaitre par coeur.

— Coordonnées polaires dans R? : Q@ = R?\ {(2,0), z € Ry}, w = R x]0,27] et

P w —
(r,0) +—  (rcosé,rsind).

Un calcul simple montre que J(r,§) = r. Comme la demi-droite {(z,0), x € R;} est de
mesure nulle dans R?, on obtient que pour toute fonction f : R? — R intégrable,

“+o0 2
/ f(x,y)dzdy:/ f(r cos@,r sin®)rdrdf.
R2 0 0

— Coordonnées cylindriques dans R? : Q = R?*\ {(z,0,2), z € Ry, z € R}, w = R} x]0, 27[xR
et
P w — 0
(r,0,z) +— (rcosf,rsind, z).

On vérifie facilement que J(r,0,r) = r. Comme le demi-plan {(z,0,z), = € Ry, z € R} est
de mesure nulle dans R?, on obtient que pour toute fonction f : R — R intégrable,

+oo 27 “+o00
f(:l:,y,z)dxdy:/ / / f(r cos,r sinf, z)rdrdfdz.
R3 0 0 —o0
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— Coordonnées sphériques dans R® : Q@ = R3\ {(z,0,2), z € Ry, z € R}, w = R% x]0, 7[x]0, 27|
et
o w —

(r,0,¢) +— (rsinf cos¢,r sinf sin¢,r cosh).

On veérifie facilement que J(r, 0, ¢) = r? sin §. Comme le demi-plan {(x,0,z2), z € Ry, z € R}
est de mesure nulle dans R3, on obtient que pour toute fonction f : R® — R intégrable,

“+o00 T 2
f(z,y,2)dedydz = / / / f(r sin@ cos ¢, r sin 6 sin ¢, cos0) r* sin O dr df do.
R3 0 o Jo

— Changement d’échelle dans R? : Q = R, w = R, et

P w — Q

r — Az,

ol \ est un réel strictement positif fixé. Il vient J(x) = A%, et on obtient ainsi que pour toute
fonction f : R? — R intégrable,

f(x)de =X [ f(\z)de.
Rd Rd

4.7 Mesures produits et théoréme de Fubini

4.7.1 Mesures produits
Considérons deux espaces mesurés (X1, 77, pu1) et (Xa, 7o, p2).

On a envie de définir une mesure sur 'ensemble X = X; x X5 en prolongeant la mesure définie
sur ’ensemble des pavés

{A:A1XA2, A1€A1, AQGAQ}

par
1(A) = (A1 x Az) = pa(Ar) - po(Az), (4.5)

et étendue a ’ensemble des unions finies de pavés

N
Az{UA’fo’g, AV € Ay, A’;eAg} (4.6)
k=1
en utilisant la relation
n(AU B) = pu(A) + u(B) — p(AN B) (4.7)

(une intersection de pavés est un pavé). Ceci est parfaitement licite :

Théoréme 4.48.

1. L’ensemble A défini par (4.6) est une algébre sur X = X3 x X5 et la fonction u définie
par (4.5)-(4.7) est une mesure sur A.
2. Si p1 et ps sont o-finies, p se prolonge en une mesure, appelée mesure produit et notée

11 ® pe, sur la tribu engendrée par A. Cette tribu, appelée tribu produit, est notée Ty x T3 ;
on a

TleQ:{A:UA’fog, A} € Ay, A’;eAg}.
neN
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Preuve. Laissée en exercice. O

Remarque 4.49. Considérons I'espace R?, qu’on peut identifier & I'espace produit RP x R si
p + ¢ = d. La tribu borélienne de R? coincide bien avec la tribu produit des tribus boréliennes de
R? et de RY (exercice 4.10).

4.7.2 Théoréme de Fubini

Le théoréme de Fubini donne le cadre dans lequel on peut intervertir deux intégrales.

Théoréme 4.50. (Théoréme de Fubini). Soit (X1,71,p11) et (Xz2, T2, p2) deux espaces mesurés
o-finis et f : X1 X Xo — R mesurable par rapport a la tribu produit T; x T3. Alors

1. si f est positive, les fonctions

T1 flxr,x2)dps et o — flx1, x2) dp
Xz Xl

sont mesurables et

[ e = /( f(wl,:cz)dm) dys = /( f<x1,x2>dm) dyis
X1xXo X1 Xo Xo X1

2. si f est intégrable sur X; x Xo, les fonctions

Ty flx1,z2)dps et x9 — flz1, z2) dp
Xz Xl

sont définies presque partout et on a
/ f(@1, 22) d(pn @ p2) = / ( f(z1,22) duz> dpr = / ( f(@1, 22) du1> dpiz.
Xl ><X2 X1 X2 X2 Xl

Preuve. Pour prouver la premiére assertion, considérons I'application

v:Ti xT, — @_,_

A e /(/ XA($1,$2)du2) dpy.
X1 Xo

En s’appuyant sur le théoréme de convergence monotone 4.39, on montre que v est une mesure sur
7, x 75. Par ailleurs, si A = A; X Ay est un pavé, on a

v(A) = /X1 (/X2 XA(-Tla-T2)d,u2) dp
= /Xl (/)(2 XAl(xl)XAz(w)dM) dp
= </x1 XAl(z1>d,U1> (/}(2 XAz(xz)dl@)

= (A1) p2(A2).

La mesure v coincide donc avec la mesure p définie par (4.5) sur ensemble des pavés, et donc
par (4.7) sur l’algébre A des réunions finies de pavés. Par unicité du prolongement des mesures
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o-finies (cf. théoréme 4.13), les mesures p et v sont égales. On a donc pour toute fonction carac-
téristique d’ensemble 7; x 73-mesurable

/ f(z1,22) d(p1 @ p2) :/ ( f($1,$2)dﬂz) dp
X1 xXo X1 X2

Par linéarité, cette égalité reste vraie pour toute fonction étagée positive; on I’étend a toutes
les fonctions positives mesurables en appliquant le théoréme de convergence monotone 4.39. La
deuxiéme assertion se prouve en décomposant f en la somme de sa partie positive et de sa partie
négative. o

4.8 Exercices

> 4.1. Prouver la proposition 4.5. En déduire que si (X, 7, u) est un espace mesuré et si A et B
sont deux ensembles mesurables,

ACB = wA) <ubB).
> 4.2. Montrer que Q est un borélien de R. Quelle est sa mesure de Lebesgue ?
> 4.3. Montrer que la tribu engendrée par les intervalles de R est la tribu borélienne de R.
> 4.4. Montrer que la tribu engendrée par les pavés de R? est la tribu borélienne de R¢.

> 4.5. On chercher & construire un ensemble non mesurable pour la mesure de Lebesgue sur R
qu’on note ici A. On considére U'intervalle I = [0, 1] (de mesure de Lebesgue égale a 1) et on note
~ la relation d’équivalence sur I définie par x ~ y < x —y € Q. Soit maintenant A un sous-
ensemble de I construit en prenant un point et un seul dans chaque classe d’équivalence de la
relation d’équivalence ~ (c’est 14 qu’intervient ’axiome du choix, cf. remarque 4.21).

1. Montrer que I = U A, avec A, = mod ({r + A},1) (la notation {r + A} désigne 'en-

reQ
semble {r + «, a € A} et mod (a, 1) le réel “a modulo 1”, qui est bien un élément de I).
Supposons que les ensembles A, soient mesurables.

2. Montrer que si r # 1, A, N A, = (. En déduire que

> AMA) =AI) = 1.

reQ
3. En utilisant l'invariance par translation de la mesure de Lebesgue, montrer que A(A4,) est
une constante indépendante de 7.

4. Conclure.

> 4.6. L’objet de cet exercice est de prouver la proposition 4.24. Soit donc f et g deux fonctions
mesurables d’un espace mesurable (X, 7) dans R.

1. Montrer que
(max(f, g)) ! (Ja, +oc]) = 1 (Ja, +00]) U g™ (Jor, +00)).

En déduire que la fonction max(f,g) est mesurable. Montrer de méme que min(f,g) est
mesurable.
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2. Montrer que pour tout o € R

(f +9) " (e +ool) = | (f71 g, +oel) N g™ (o — g, +o0])) -

q€Q

En déduire que la fonction f + g est mesurable.

3. En utilisant le résultat du point 1, montrer que fi = max(f,0) et f- = —min(f,0) sont
mesurables ; en déduire que |f| est une fonction mesurable.

4. Montrer que pour tout a € R, af est mesurable. En déduire que la fonction af + G¢g pour «
et [ réels est mesurable si elle est bien définie (c’est-a-dire si pour tout € X, on n’a jamais
(af,Bg) = (+00,—00) ou (af, Bg) = (o0, +00)).

5. Montrer que la fonction fg est mesurable.

6. Montrer que si f ne s’annule jamais, la fonction 1/f est mesurable ; en déduire que sous cette
condition, f/g lest aussi.

> 4.7. Soit [a,b] un intervalle borné de R et xgnq,y 1a fonction caractéristique de I’ensemble des
nombres rationnels inclus dans [a, b]. Montrer que Xgn[a,p) est Lebesgue intégrable, mais n’est pas
Riemann intégrable.

> 4.8. Montrer que la fonction
sin x

f(z):m

est intégrable sur R au sens de Riemann (généralisé). Est-elle intégrable sur R au sens de Lebesgue 7

> 4.9. Montrer que

1 1 2 2
<=y s
— dr = —.
/o </ (@2 +12)° y) T
2 2

Tc —

En déduire que la fonction f(z,y) = (CERTIE
24y

n’est pas intégrable dans [0, 1] x [0, 1].

> 4.10. Considérons I'espace RY, qu'on peut identifier & I’espace produit R? x R? si p + ¢ = d.
Vérifier que la tribu borélienne de R¢ coincide bien avec la tribu produit des tribus boréliennes de
RP et de RY.



Chapitre 5

Espaces LP

Ce chapitre présente la construction et certaines propriétés des espaces fonctionnels LP qui jouent
un role fondamental en analyse et dans les applications. Nous construisons ici les espaces LP(f2)
ot Q est un ouvert (ou plus généralement un borélien) de R? mais la méme démarche permet de
deéfinir les espaces LP(X, 7T, u) ou (X,7, ) un espace mesuré quelconque. Par la suite, on note A
la mesure de Lebesgue.

5.1 Fonctions égales presque partout

Proposition 5.1. Soit Q un ouvert (ou plus généralement un borélien) de R%. La relation “f = g
presque partout”, qui se traduit par ‘Vensemble {x € Q, f(x) # g(x)} est négligeable (pour la mesure
de Lebesgue)”, est une relation d’équivalence sur l’ensemble des fonctions mesurables.

Preuve. Notons ~ la relation d*égalité presque partout”. Montrons d’abord que ~ est une relation
d’équivalence. Considérons pour cela trois fonctions mesurables f, g et h.
— Il est clair que f ~ f (la relation est réflexive);
— il est également évident que si f ~ g alors g ~ f (la relation est symétrique) ;
— supposons maintenant que f ~ g et g ~ h. Soit A et B deux ensembles négligeables tels que
{r e, f(z) #g(x)} CAet {z €, g(x) # h(z)} C B. On voit tout de suite que

{z e, f(z) #h(x)} C{z e, f(z)#g(x)}U{zr e, g(z) # h(x)} C AUB.

Pour montrer la transitivité de la relation ~, il suffit de montrer que A U B est négligeable.
Cela découle de 'inégalité
AMAUB) <AA)+A\(B) =

La relation d’équivalence d*‘égalité presque partout” est compatible avec l'intégration :

Proposition 5.2. Soit Q un ouvert (ou plus généralement un borélien) de R%. Soit f et g deuz

fonctions intégrables égales presque partout. Alors | f =
Q

Preuve. Soit A négligeable tel que {z € Q, f(z) # g(x)} C A. On a

= [a]< [1r=al= [ 17=al=0

cette derniére égalité étant une conséquence de la proposition 4.32. O
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5.2 Espace L!

Notons L!(£2) le quotient (’ensemble des classes d’équivalence) de I’ensemble £!(€2) par la relation
d’équivalence d*égalité presque partout”’. Soulignons deux points importants :

1. Sia € Ret si f; et fo sont deux fonctions de £1(Q) égales presque partout, alors af; et afs
sont aussi égales presque partout; si f € L'(2) et a € R, on peut donc définir le produit
af € LY(Q) : ce sera la classe d’équivalence du produit de o par n’importe quel représentant
de f.

2. Soit maintenant f1, f2, g1, g2 dans £1(Q) telles que f1 = fo et g1 = g2 presque partout. On
sait (cf. remarque 4.1) qu’on n’a pas le droit a priori de définir fi + g1 ou fo + go. Mais on
peut en revanche définir la somme f+ g o f désigne la classe de f; (et de f3) et ou g désigne
la classe de g1 (et de g2). En effet, comme f; (resp. g1) est intégrable, on sait que les points
o fy (resp. g1) est infinie est de mesure nulle ; notons-le A; (resp. Bi). Soit fi (resp. g1) la
fonction égale & f1 (resp. & g1) en tout point de Q\ Ay (resp. Q\ B1) et égale & 0 sur A;
(resp. sur Bj). Comme les fonctions f1 et g1 sont finies sur tout €2, il n’y a pas d’obstacle
a définir leur somme. On peut vérifier que si ’on fait de méme avec f; et go, on obtiendra
fl +g1 = fg + g2 presque partout. La classe de fonctions correspondante sera par définition
la somme f + g dans L(9).

On vérifie facilement que les opérations de multiplication par un scalaire et d’addition définies

ci-dessus conférent 4 L!(Q) une structure d’espace vectoriel.

Définition 5.3. On note L'(Q) l'espace vectoriel obtenu en quotientant ’ensemble L£L1()) par

la relation d’équivalence d’“égalité presque partout”. Pour f € LY(Q), la notation f désigne
Q

Uintégrale de l'une quelconque des fonctions appartenant a la classe de f.

(’est la proposition 5.2 qui garantit que pour f € L'(Q), / f est défini de maniére unique. Dans

Q
toute la suite, on désignera par la méme notation (f, g, ...) une fonction et la classe d’équivalence
a laquelle cette fonction appartient, et on parlera (par abus de langage) de fonctions pour désigner
les éléments de L1(Q).

La plus-value fondamentale qu’il y a & quotienter I’ensemble £ par la relation d’équivalence
d*“¢galité presque partout” est que I’espace quotient L' que I’on obtient ainsi est un espace de
Banach; on dispose donc pour travailler dans L' des outils “géométriques” établis au chapitre 2.

Théoréme 5.4. Muni de la norme définie par

1] =/Q|f|,

I’espace vectoriel L' () est un espace de Banach.

Preuve. Vérifions d’abord que ||f]|: est effectivement une norme sur L!. Les points (ii) et (%ii)
de la définition 1.1 sont faciles & vérifier. Reste le point (4). Pour le montrer, considérons un
représentant de f, encore noté f, et définissons pour tout k& € N* ’ensemble mesurable A =
{z € Q, |f(z)] > 1/k}; la fonction étagée e, = 1/k X x4, vérifie 0 < ex < |f|. On a donc

AA

0 < 2) :/eké [f1=0.
k Q Q

Donc A(Aj) = 0. Il en résulte que 'ensemble

0 f@#0=J A

keN*
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est un ensemble négligeable (c’est une union dénombrable d’ensembles négligeables). D’ou f = 0
dans L.

Pour montrer la complétude de L', on va utiliser la caractérisation des espaces de Banach fournie
par le théoréme 2.16. Soit u,, le terme général d’une série normalement convergente (3, o [|unl/L1 <

" N
+00) ; montrons que la série >\ u, converge dans L'. Posons Uy = >, |un| et U =

::6 |un|. La suite (Un)nen est une suite croissante de fonctions positives. Il en résulte (cf.
théoréeme 4.39) que

N “+ o0
/Um:/ lim Uy= lim [ Uy= lim Y funlp = unllp < +oc.
Q Q N—+oc0 N—+oco Q N—+oc0 ne0 ne0

La fonction Uy est donc intégrable; on en déduit qu’elle est finie presque partout (cf. théo-
réme 4.33). Presque partout, la série de terme général u,(z) est donc absolument convergente

donc convergente ; notons alors v(z) sa limite et prolongeons la fonction v par 0 sur I’ensemble

N

négligeable sur lequel U, est infinie. Posons enfin wy = ‘U — > o Un|- En réunissant les résultats

que l'on a établis, on voit que

N——+oc0

wn(x) — 0 presque partout,
VYN eN, |wn(z)| <2Ux sur Q.

En appliquant le théoréme de convergence dominée 4.42, on obtient v € L1(Q) et

N
’U—E Up, :/ ’U—E Up,
n=0 Ll

n=0
ce qui termine la preuve. O

—
N—»—i—oo

Pour identifier concrétement la limite d’une suite de fonctions (f,, )nen dont on sait qu’elle converge
en norme L', on pourra utiliser le résultat suivant :

Théoréme 5.5. Soit (fn)nen une suite de fonctions de L*(Q) qui converge dans L'() vers une

fonction f. La suite (fn)nen admet alors une sous-suite (fn, )ken qui converge simplement vers f
presque partout dans 2.

Preuve. Construisons une sous-suite (fy, )xen de la suite (f,)nen telle que

VkGNv ank+1 fnkHLl — Qk’
et posons

Z\fw — fu; (2)] -

On voit que la suite (gx)ken est mesurable positive et croissante et qu’il découle donc du théo-

réme 4.39 que sa limite simple g(x Z | friyia (@) = [, (2)| vérifie

—+o0 —+o0 1
AgkngAgk;||fnk+lfnk||Ll DA
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On déduit donc de la proposition 4.33 que la fonction g est finie sur un ensemble A C Q de
complémentaire négligeable. On a alors

V‘TEA’ VOSkSl? |fm($)_fnk($)| gg(x)—gk(:ﬂ),

ce qui implique
1. que pour tout x € A la suite (f,, (z))ren, qui est de Cauchy, converge vers h(z) dans R,

2. que h, prolongée par 0 dans Q \ A, est mesurable (c’est une limite simple de fonctions mesu-
rables),
3. que pour tout x € A, |h(x) — fn, (z)] < g(x).
Tl résulte donc du théoréme de convergence dominée que la sous-suite (f,, )ren converge en norme

L' vers h, et donc que h = f. Finalement, la sous-suite (f,, )xen converge donc presque partout
vers f. O

5.3 Espace L?

En réalisant cette méme opération de “quotientage” non plus sur I’ensemble des fonctions intégrables
mais sur I’ensemble des fonctions de carré intégrable, on obtient un espace vectoriel qu’on peut
munir d’une structure hilbertienne.

Considérons ’ensemble
L£3(Q) = {f mesurable, / IfI? < +oo},
Q
des fonctions de carré intégrable.

Définition 5.6. On note L2()) l’espace vectoriel obtenu en quotientant ’ensemble L2(Q2) par la
relation d’équivalence d’“égalité presque partout”.

En utilisant I'inégalité
1
fgl < 5 (IF1* +191?)

on voit que si f et g sont dans L2, alors le produit fg est dans L' ; ceci permet de définir sur L?(£2)
le produit scalaire

(f,9)r2 = /Q fg

(la bilinéarité, la symétrie et la positivité sont claires ; enfin, (f, f)z2 = 0 si et seulement si |f|? = 0
presque partout et donc si et seulement si f = 0 dans L?). Qui plus est,

Théoréme 5.7. Muni du produit scalaire défini par

(f,9)L2 =/Qfg

I’espace L*(S)) est un espace de Hilbert.

Preuve. La démonstation de la complétude de ’espace L? s’apparente & celle de la complétude de
lespace L'. O

Terminons cette section en remarquant que 'inégalité de Cauchy-Schwarz (3.2) prend dans ’espace
L? la forme suivante : pour tout f et g dans L?(Q2)

/ fg‘ <(/ |f|2)1/2 (f |g|2)1/2. (5.1)
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5.4 Espace L™

Définition 5.8. On dit qu’une fonction mesurable f est essentiellement bornée s’il existe un réel
positif M tel que
A({z e, [f(z)] = M}) =0.

On note L=(Q) l'ensemble des fonctions essentiellement bornées.

Définition 5.9. On note L>°(2) l’espace vectoriel obtenu en quotientant ’ensemble L>°(Q) par la
relation d’équivalence d’“égalité presque partout”. On désigne par || - ||pe : L°(Q2) — R4 Uapplica-
tion définie par

[fllzee =inf{M >0, A({z€Q, |f(z)] > M})=0}. (5.2)

Nous allons maintenant vérifier que I’application || - || L~ définie ci-dessus définit bien une norme sur

Pespace vectoriel L (). Mieux, cette norme confére a L>°(2) une structure d’espace de Banach.
Pour cela, commencons par le lemme suivant.

Lemme 5.10. Pour tout f € L*(2), on a

[f(@)] < ||fllLe presque partout dans Q.

Preuve. Voir exercice 5.1. O

Une conséquence immédiate du lemme 5.10 est le fait que Papplication || - |Le~ définit bien une
norme sur L*°(2). Passons maintenant a la complétude de L>=(9).

Théoréme 5.11. Muni de la norme || - ||L définie par (5.2), Uespace vectoriel L>°(Q2) est un
espace de Banach.

Preuve. Voir exercice 5.2. O

5.5 Autres espaces L?

Soit un réel p tel que 1 < p < 400. On définit ensemble £P(2) par

LP(Q) = {f mesurables, / IfIP < +oo}.
Q

Définition 5.12. On note LP(Q) l’espace vectoriel obtenu en quotientant LP(2) par la relation
d’équivalence d*“égalité presque partout”. On désigne par || - ||r» : LP(Q2) — Ry Uapplication définie

par |
I = ([ 107) " (53)

Remarque 5.13. Le fait que LP(Q)) est un espace vectoriel se prouve en observant que

() + g(@)|P < 20 max{[f(2)[", |g(x)["} < 2°(|f(2)[" + [9(x) ")

si bien que f € LP(Q) et g € LP(Q) implique que f + g € LP().
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Définition 5.14. Soit un réel p avec 1 < p < +o0. On appelle réel conjugué de p le réel p' défini

par la relation
1

p p
En particulier, on a 1 <p' < 400, p  =+ocosip=1,p  =1sip=+oosip =1etp =2 si
p=2. De plus, on a (p') = p.

/

Théoréme 5.15. (Inégalité de Hilder). Si f € LP(Q) et g € LP (Q), alors le produit fg est dans
LY(Q) et
gl < 1 lze llgll Lo (5.4)

Preuve. Pour p = 1 et pour p = +oo, I'inégalité (5.4) prend la forme suivante : pour f € L'(Q) et
g € L>=(Q),

gl <[ fllzrllgllze,
ce qui est une conséquence immédiate du lemme 5.10. Considérons maintenant le cas 1 < p < 400,
et soit p’ le réel conjugué de p. Soit f € LP(Q) et g € ¥ (). Si f =0 ou g = 0, l'inégalité de
Holder est évidemment vérifiée. Dans le cas contraire, on utilise I'inégalité de Young (1.6) avec

@l o)
I ol

[f@)] lg(z)] 1 (If(w)l )p +% ( l9(2)] )p/ presque partout.

Ifllze Mlgllzer = p NN lze g1l o

et u

pour établir que

En intégrant sur €2, on obtient

T [l <o+ =1
B N SVTWIS U
oMol Jo! =57

D’ou 'inégalité (5.4). O

Notons que 'inégalité de Cauchy-Schwarz (5.1) est un cas particulier de 'inégalité de Holder
(correspondant & p = p’ = 2). Une conséquence importante de l'inégalité de Holder est I'inégalité
de Minkowski dont découle le fait que I’application || ||, définie par (5.3) est une norme sur L?(€2).

Proposition 5.16. Soit f et g dans LP(Q). Alors, on a

If +gllze <[ fllze + llgllzo-

Preuve. Voir exercice 5.3. (|
Théoréme 5.17. Equipé de la norme || - |Lo, LP(Q) est un espace de Banach.
Preuve. Procéder comme dans la preuve de la complétude de L1(Q). O

L’inégalité de Holder a également plusieurs conséquences importantes sur les relations d’inclusion
entre les divers espaces LP. En voici deux.
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Proposition 5.18. Soit Q C R? tel que A\(Q2) < +oo et 1 < p < q < +o0, alors

L9(Q) C LP(Q).

Preuve. On applique I'inégalité de Holder avec 'exposant o = % (qui est bien compris entre 1 et
+00). Le réel conjugué o’ vaut 2. I vient

Ilfll’zp=/ﬂlflps (/Qlfl””‘)a (/Q 1a') = IfIB M)

1flle < [1Flar() 5

D\l -

D’ou

Proposition 5.19. (Interpolation entre espaces LP). Si f € LP(Q)NLI(Q) pour 1 < p < g < 400,
alors f € L™ (Q) pour tout p <r < q et on a l'inégalité d’interpolation

£l < T 11z (5.5)

o o €10, 1] est le réel tel que * = 2+ 1_Ta'

Preuve. Voir exercice 5.4. (|
La proposition suivante affine I'inégalité triangulaire pour la norme || - ||z».

Proposition 5.20. (Inégalité de Hanner). Soit 1 < p < 400 et soit deuzx fonctions f et g dans
Lr(Q). Sil<p<2 ona

P (5.6)

1F +allze + 1 = gl = (Il + llgllee)” + [ fllze = llgllze

alors que cette inégalité est renversée pour 2 < p < +o0.

Preuve. Voir exercice 5.11. O

Lorsque p = 2, l'inégalité (5.6) est en fait une égalité qui porte le nom d’identité du parallélo-
gramme; elle s’écrit sous la forme

1 1
1172 + llgllZe = S1F + gllZe + 511F = gllZ=, (5.7)

ce qui se démontre simplement en développant le membre de droite. Par ailleurs, en remplacant f
par f+get g par f — g dans (5.6), il vient

(If +gllee +1f = gllee)” + [If +glze = I1f = gllze|” < 22U 170 + llgll70) (5.8)
pour p < 2, 'inégalité étant renversée pour p > 2.

Nous admettrons le résultat suivant (voir référence [Brézis 83|, pages 57 et 61) :
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Théoréme 5.21. Soit 1 < p < +o0 et p le réel conjugué de p. L’espace vectoriel LP' (Q) s’identifie
au dual topologique de l'espace LP(QY). Plus précisément, pour toute forme linéaire continue ¢ sur
LP(RY), il existe un unique u € LP (Q) tel que

Yv e LP(Q)), (@, v) Loy, L = / uw.
Q

De plus, |[ull o = [l¢llLry-

Remarque 5.22. On peut également montrer que L () s’identifie au dual topologique de L ().
En revanche, L'(£2) ne s’identifie pas au dual topologique de L> ().

5.5.1 Espaces L?

loc
Définition 5.23.
1. On dit qu’une fonction mesurable f est localement intégrable sur Q si fxx € L*(Q) pour

tout compact K inclus dans Q. On note L}, .(Q) Uespace vectoriel des fonctions localement
intégrables.

2. On note L} () Uespace vectoriel des fonctions mesurables f telles que fxrx € LP(Q2) pour

tout compact K inclus dans €.

3. Soit (fn)nen une suite de LY (Q) et f € LT (). On dit que (f,) converge vers f dans

loc loc
LY (Q) si pour tout compact K inclus dans Q, la suite (f,|x) converge vers f|x dans LP(K).

Proposition 5.24. Si 1l <p < q < 400, alors

L} .(Q) c LY (Q).
Preuve. Conséquence de la proposition 5.18. O

5.6 Convolution dans L!'(R?)

Définition - Théoréme 5.25. Soit f et g dans L'(R?). La fonction notée f x g définie preque
partout sur R? par

(F*9)@) = [ 1=y
R
est appelée la convolée ou encore le produit de convolution de f et g. La fonction f x g est dans

LY (R?) et on a
If % glle < I lle llgllzr- (5.9)

Preuve. Laissée en exercice (des indications sont fournies dans I’énoncé de ’exercice 5.14). O

Proposition 5.26. Soit f, g et h dans L*(R?) ; soit a dans R. On a les propriétés suivantes
frg=g*f, frx(g+h)=(frg)+(f*h), [x(ag)=a(f*g), (f*g)rxh=[fx(gxh)

Muni du produit de convolution, I'espace L'(R?) est donc une algébre commutative.
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Preuve. La commutativité résulte de I'invariance par translation de la mesure de Lebesgue; les
deux points suivants découlent de la linéarité de l'intégrale ; I’associativité se montre en utilisant
le théoréme de Fubini et ’invariance par translation de la mesure de Lebesgue. O
L’opération de convolution, qui peut s’étendre & une certaine classe de distributions, intervient
naturellement dans les phénomeénes qui présentent une invariance par translation (dans le temps
ou dans I’espace par exemple) ; elle joue un role trés important en analyse et dans les applications,
notamment en traitement du signal.

Par ailleurs, un des intéréts pratiques de la convolution est qu’elle permet de “régulariser” une
fonction ou une distribution peu réguliére. Ainsi le théoréme 6.15 (de densité des fonctions C'*
a support compact dans I’espace LP pour tout 1 < p < 4+00) qui joue un role important dans la
théorie des distributions (cf. chapitre 6 et suivants) se prouve par une technique de régularisation
par convolution. On montre ainsi par exemple (mais c’est un peu technique) que si f € L*(R?) et
si x € C°(RY) N L1 (RY) est une fonction dont lintégrale sur R? vaut 1, la suite (fx)ren+ définie
par fp = f*xx ou
VkeN*, VzeR%Y  xp(z) =k (k).

est dans C>°(R4)N LY (RY) et tend vers f en norme L! (ce qui montre la densité de C>°(R?)NL! (R?)
dans L'(R?) et fournit un procédé de construction d’une suite de C>°(R?) N L!(R?) qui converge
en norme L' vers une fonction donnée de L'(R%)).

5.7 Exercices

> 5.1. Prouver le lemme 5.10. Indication : introduire une suite M, qui tend vers ||f||L- par valeurs
supérieures et considérer l’ensemble de mesure nulle A, sur lequel |f(z)| > M,.

> 5.2. Prouver le théoréme 5.11. Indication : considérer une suite de Cauchy (fn)nen dans L ()
et pour tout entier k > 1, considérer I’entier ny et l’ensemble de mesure nulle Ay tels que

1
Ve € Q\ Ag, VYm,n >ng, |fm(z) — folz)] < T

> 5.3. Prouver la proposition 5.16. Indication : observer que

[f(@) + g(@)|P < [f(2)][f(z) + g(@)lP~" + |g(@)] | f(2) + g(a)[P~"
et que |f +glP~1 € Lp,(Q) ot p' est le réel conjugué de p, puis utiliser 'inégalité de Holder.

> 5.4. Prouver la proposition 5.19. Indication : appliquer l'inégalité de Hélder auz fonctions |f|™
et |70 avec lexposant v = L

ro’

> 5.5. Pourquoi ne considére-t-on pas des espaces LP() pour p < 17? Indication : penser a
linégalité triangulaire.

> 5.6. Soit k réels (p1, ..., px) tous compris entre 1 et +00. On pose p = (Zle p%_)_l et on suppose

que p > 1. Soit k fonctions (f1,..., fi) telles que pour tout 1 < i < k, f; € LPi(Q2). Montrer que le
produit f = fi ... fr est dans LP(Q) et que

[fllze < W fillzes Al fxll o

Indication : utiliser I’inégalité de Holder.
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> 5.7. Montrer que pour tout 1 < p < g < +0o0,
L>®(Q)NLP(Q) C L*=(2) N LY(Q).
Plus généralement, montrer que pour tout 1 <p < g < r < 400,

LT(Q) N LP(Q) € L™(Q) N LI(Q).

> 5.8. Soit f € L*°(€). On suppose qu’il existe un réel 1 < ¢ < 400 tel que f € LI(2). Montrer
que

m |[fllze = [|fllze-

p——+o0,p>q

Note : cette propriété justifie la notation || f|| .

> 5.9. On considére la fonction f(z) = (zlog®(1/z))~! sur @ =10, 1[. Vérifier que f € L*(Q) mais
que f n’est pas dans |J,, LP().

> 5.10. Soit f et g dans LP(Q2) avec 1 < p < +oo. L’objet de cette exercice est d’étudier la
differentiabilité de la fonction

N:R>t— N(t)=|lf +1g]}, €R.

— Soit deux réels a et b. Montrer que

1
lim —(|a + tb|P — |a|?) = pla|’~2ab.
t—0 t
(Noter que pour p > 1, |a|P~2a peut étre prolongé par continuité en 0 pour a = 0.)
— Montrer que

d
— Nl = P24
7 le=0 /me fg

Indication : utiliser le théoréme de convergence dominée pour justifier la dérivation sous le
signe somme. On montrera au préalable que pour des réels a et b,

1
lal” —la = b < S (la+ 26" —|af”) < |a +b” —al?,

ce qui se prouve en utilisant la convexité de la fonction s — |s|P sur Ry.

> 5.11. L’objet de cet exercice est de prouver la proposition 5.20. On suit ici la preuve proposée
par Ball, Carlen et Lieb. Sans perte de généralité, on peut supposer que || f||» =1 et ||g]|Lr < 1.
— Pour r € ]0,1[, on pose

afr) =1 +7r)Pt (1 —r)P L,
Blr) =1 +rP~t = (1 =)=t P,
Soit R € ]0, 1. Montrer que la fonction @ g(r) = a(r)+5(r)RP est maximale (resp., minimale)

en r = R pour p < 2 (resp., pour p > 2).
— En déduire que pour deux réels positifs a et b,

a(r)lal” + B(r)[b]” < |a +b]” + |a — b|”

pour p < 2, l'inégalité étant renversée pour p > 2. Montrer que ces ingéalités s’étendent au
cas de réels a et b de signe quelconque.
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— Conclure.

> 5.12. (Inégalité de Clarkson et uniforme convexité de la boule unité de LP).
— Soit 2 < p < +00. Montrer que pour tout f,g € LP(),

(IfIZe + Nlglize)-

N | =

I3(f + DL +1I5(f =Ty <

Indication : utiliser la convegité de la fonction (s* +1)P/2 —sP — 1 sur R, .

— Soit € > 0 fixé. Montrer que si f et g sont dans la boule unité de L? et si || f — g||L» > €, alors
I3(f +9)llr <1—d(e) avee () =1 — (1 — (¢/2)7)'/7.

— Interpréter géométriquement, la propriété ci-dessus. Peut-elle étre étendue au cas p = +00?

> 5.13. Soit 1 < p < +o00. L’objet de cet exercice est de prouver le résultat suivant : toute suite
(fn)nen de LP(Q) telle que pour tout u € L¥' (), la suite (Jo wfn)nen est bornée, est elle-méme
bornée. On raisonne par I’absurde en supposant que la suite (f,)nen n’est pas bornée.
— Expliquer pourquoi modulo ’extraction d’une sous-suite et une renormalisation, on peut
supposer que || fp|/zr = 4™.
— On pose un(z) = | fr(@)|P2 (@) /|| full2y " Veérifier que |lup||,» = 1 pour tout n € N.
— On pose ¢g = 1, et pour n > 1, on construit la suite (e, )nen par récurrence en choisissant
en € {—1,41} de sorte que €, [, un fn ait le méme signe que ZZ;& 37"k [¢ wk fn- Montrer
que la série ) 37 "€,u, converge dans L' () et que pour tout n € N,

)

n

Z?f"en/ Un fn

k=0 @

— Montrer que | [, ufn| > 1(2)". Conclure.

> 5.14. Prouver le théoréme 5.25. Indication : montrer dans un premier temps que

[ [ 15 =l low) ddy = s gl
Rd Rd

> 5.15. Soit f € L}(R?) et g € LP(RY) avec 1 < p < +o0.
— Montrer que pour presque tout 2 € R?, la fonction y +— f(x — 3)g(y) est intégrable sur R9,
— En notant f*g(z) la valeur de I'intégrale de la fonctin ci-dessus, montrer que f g € LP(R%)
et que
I1f*gllee < NFllr llgllze-

Indication : utiliser l'inégalité de Holder.
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Chapitre 6

Notion de distribution

Les espaces fonctionnels que nous avons construits jusqu’a présent, i savoir les espaces CF et
les espaces LP, sont inadéquats pour analyser la plupart des problémes mathématiques issus des
sciences de ingénieur, en particulier ceux relevant de la théorie des EDP.

La théorie des distributions, introduite par Laurent Schwartz en 1946, généralise la notion de
fonction et offre un cadre conceptuel unifié particuliérement élégant permettant de construire des
espaces fonctionnels adaptés & ces problémes. Qui plus est, les distributions se révélent & I'usage
plus souples & manipuler que les fonctions : toute distribution est dérivable et sa dérivée est encore
une distribution, les critéres de convergence sont faciles a vérifier, la dérivée de la limite est toujours
égale 4 la limite des dérivées, ...

Dans tout ce chapitre,  désigne un ouvert (borné ou non) de R? avec d > 1.

6.1 Insuffisances de la notion de fonction

Soit frey : R — R une fonction réguliére, disons de classe C?. La fonction

Upeg @ R X Rt — R
(@,t) = Ureg(,1) = freg(z —ct)

représente d’un point de vue physique une onde qui se déplace sans déformation a la célérité ¢ dans
le sens des x croissants

et vérifie ’équation (dite des ondes)
1 %u 9%
2 ot Ox?

Soit maintenant fsngs : R — R une fonction plus singuliére, par exemple le créneau fsing(x) =
H(z) — H(z — L) ou H désigne la fonction de Heaviside définie presque partout par

=0. (6.1)

0 siz <0,
H(x){l six > 0.
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Using(Z,t) = foing(x —ct) = H(x — ct) — H(xz — ct — L) représente toujours physiquement une onde
de célérité ¢ se déplagant sans déformation dans le sens des x croissants. Pourtant on ne peut pas
écrire que ugng vérifie 'équation des ondes (6.1), tout au moins au sens usuel, parce que cette
fonction manque de régularité ; en effet, si on s’en tient & la définition usuelle de la dérivée, H est
dérivable en tout point de R* (et H'(z) = 0 pour tout x # 0) mais n’est pas dérivable en 0.

C

—

—

Afin d’effectuer les premiers calculs de mécanique quantique, Dirac a introduit en 1926 la “fonction”
qui porte son nom et qu’on note usuellement & ou §p, “définie” par

5(x) { 0 siz 0, ot /Ra(z) do = 1.

400 sixz =0,

Formellement, H' = ¢ puisque H(z) = ff d(y) dy presque partout. Cette définition manque
o0

clairement de rigueur mathématique mais Dirac est allé encore plus loin : il a utilisé dans ses

calculs la dérivée de la “fonction” §, qu’on notera &’ sans essayer pour le moment de la définir plus

précisément.

En appliquant ce formalisme & notre exemple, on voit que
Oug; M
%(m,t):—cé(x—ct)—i—cé(:n—ct—l/), %

a2using
ot?
d’ou il résulte que

(x,t) = d(x —ct)—d6(x —ct— L)

2
0 Using

(z,t) =8 (x —ct) — *6'(x — ct — L), o2

(x,t) = 0"(z —ct) = &' (x—ct — L)

iazufsing B 82using -0

2 o2 ox2
Si donc on relache (provisoirement) Iexigence de rigueur mathématique, on peut “prouver” que
londe wging vérifie bien I’équation des ondes (6.1) : ¢’est un bon point sur un plan théorique (& une
réalité physique donnée correspond toujours la méme équation) aussi bien que sur un plan pratique
(il est bien utile de disposer d’équations pour faire de la physique ou de la mécanique). C’est la
théorie des distributions qui permettra de donner un sens parfaitement rigoureux a la “fonction”
de Dirac (qui n’est pas une fonction au sens usuel mais un objet plus général : une distribution)
et & ses dérivées, et de justifier tous les calculs ci-dessus.

1l a fallu vingt ans aux mathématiciens pour justifier les calculs de Dirac, qui étaient tous justes!
Fort heureusement pour le développement des sciences, scientifiques et ingénieurs n’attendent pas
de disposer d’outils mathématiques parfaitement polis pour effectuer leurs calculs (c’est d’ailleurs
souvent, pour justifier des calculs non rigoureux que de nouveaux outils mathématiques sont déve-
loppés). Cela dit, disposer du bon cadre mathématique donne assurément une compréhension plus
profonde des équations et fournit des gardes-fous au commun des utilisateurs (tout le monde ne
s’appelle pas Dirac). En effet, tant qu’on reste dans un cadre mathématique bien défini, on sait
exactement quelles sont les opérations licites qu’on peut effectuer avec les objets qu’on manipule.
Dés qu’on sort d’un tel cadre, il n’y a plus que 'intuition qui permet de savoir ce qui est autorisé
et ce qui ne l'est pas; il faut donc redoubler de prudence car on travaille sans filet. Pour illustrer
cela, effectuons un petit calcul sur la fonction de Heaviside et sa dérivée § qui sonne juste mais qui
est pourtant faux :

H’=H = 2H§=6 = 2H*=H5 = 2H5=Hé = H§=0.

Donc § =2H6 = 0. Mais § # 0 puisque / d(z)dx = 1.
R
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6.2 Changeons de point de vue

On a vu ci-dessus que si I’on tentait de définir la “fonction” § comme une fonction usuelle, c’est-
a-dire en donnant ses valeurs ponctuelles, on aboutissait & une impasse. Cela nécessite de changer
de point de vue.

Dorénavant, on ne va plus considérer les valeurs ponctuelles d’une fonction f : Q@ — R mais
uniquement ses valeurs moyennes “contre” des fonctions test ¢, autrement dit les quantités

/Qf¢.

Comme ensemble des fonctions test, on prendra ’espace vectoriel D(€2) des fonctions C*° sur
a support compact (la définition précise sera donnée dans la définition 6.2). La suite justifiera ce
choix un peu surprenant au premier abord.

On associe ainsi a la fonction f la forme linéaire sur D(Q2) notée Ty et définie par

T; : D) — R
¢ = (Tr,0)= [of o

1

1oe(§2). Par ailleurs, si f et g sont deux

Remarquons que T est définie pour toute fonction f de L
fonctions de L}, (Q),

loc

Ty=T1T, < V¢eD), /f(b:/g(b & f =g presque partout.
Q Q

Cette derniére équivalence n’est pas triviale : elle fait I’'objet du théoréme 7.1, qui sera démontré
au chapitre suivant. Elle signifie que 1’espace des fonctions test est suffisamment riche pour qu’on
puisse distinguer deux fonctions f et g de L] . en ne considérant que I'action de T et T, sur les
fonctions test.

Ce changement de point de vue se révéle extrémement fécond :

1. Tout d’abord, il donne lieu & une généralisation naturelle de la notion de fonction. On définit
une distribution sur £ comme une forme linéaire continue (en un sens qui sera précisé plus
loin) sur D(2) et on note D'(N?) Pespace vectoriel des distributions sur €2, autrement dit le
dual topologique de D(€2). On vient de voir qu’il existe une injection naturelle f +— Ty de
L;,.(Q) dans D'(). Mais il existe des distributions qui ne peuvent pas étre représentées par
des fonctions (I'application f +— T est loin d’étre surjective) :

— il en est ainsi par exemple de la distribution §, (masse de Dirac),

R
(0a, ¢) = ¢(a).

0a : D(R)
¢

—
—

Il est clair en effet (le montrer en exercice) qu’on ne peut pas trouver de fonction dans
f € L}, (R) qui vérifie pour tout ¢ € D'(Q), [; f(z)d(x) dz = ¢(a);

loc
— il en va de méme pour la distribution ¢/, définie par

o+ DR) — R
¢) = <5¢/17¢> = 7(#(0’)5

dont on verra dans un moment que c’est bien la “dérivée” (au sens des distributions) de d,.
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2. En deuxiéme lieu, on peut utiliser la régularité des fonctions test pour dériver n’importe
quelle distribution en faisant porter la dérivation sur la fonction test. C’est le concept de
dérivée faible qui s’appuie sur la remarque suivante : pour f € C1(R), on a

i [
v6 € D(R), /R{W:/Rf@.

Pour une fonction qui n’est pas dérivable, par exemple la fonction H de Heaviside, le membre
de gauche n’est pas défini au sens usuel, mais le membre de droite ’est. On va donc définir
la dérivée au sens des distributions dans D'(R) par

dr d
Vo D),  (Go6) = (1, %)
On a ainsi
dH d tood
WeDR®). (o =— ) = - [ L@ =60 = (o)

dH
On en déduit, déja un peu plus rigoureusement que précédemment, que T 0o dans D'(R).
x

3. Enfin, la topologie de D’'(£2) qui sera définie plus loin wvia la notion de suite convergente,
permettra de montrer des théorémes a la fois trés puissants et trés simples a utiliser qui font
des distributions un outil de premier choix pour faire de ’analyse.

6.3 Définitions et premier exemples
Venons en maintenant & la définition rigoureuse de ce qu’est une distribution. Nous avons dit
plus haut qu’une distribution était une forme linéaire continue sur ’espace vectoriel D(2) des

fonctions C°° a support compact dans 2. Rappelons donc pour commencer ce qu’est le support
d’une fonction continue.

Définition 6.1. Soit Q ouvert de R? et ¢ : Q — R continue. On définit le support de ¢ par

Supp(¢) = (= € Q, ¢(z) £ 0} -

Précisons que la notation A signifie “fermeture de I’ensemble A dans €2”; c’est donc ’ensemble
des points de 2 qui sont limites de suites de points de A. Afin d’éclairer cette définition, donnons
quelques exemples :

1. Q=R, ¢(z) =sinzx

{z€R, §(z) #0} =R\7Z,  Supp(¢) = {z € K, 4(a) £0} =R

sin x size]—m, x|
2. Q=]—m2r[Ul2m4n], p(z) = ¢ O six € [m 2n|
x — 3w six € 27, 4|
{2 €9, o) £ 0} =] — =, 0[U]0, x[ U]2m, 3x[ U3, daf,

Supp(¢) = [z €9, 9(2) £0} =] —m,7] U2, 47
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x size]0,1]
3.0=103L ¢(x)={ 2—z size]l,?]
0 sizel2,3

{zeQ, ¢(x) £0} =102,  Supp(¢) = {z € 0, o(x) Z0} =]0,2].

0 size]—1/2,0]
4. Q=]-1/2,3], ¢(z) ;E_x iiiiﬁg
0 sixz €]2,3]

)

(z e ¢(z) 0} =10,2[  Supp(¢) = {z €%, o(x) Z0} = [0,2].

Il n’y a que dans le quatriéme exemple que ¢ soit & support compact (rappelons & toutes fins utiles
que les compacts de R? sont les fermés bornés).

Définition 6.2. On note D(2) Uespace des fonctions indéfiniment dérivables sur Q2 (i.e. C*) et
a support compact. Ces fonctions sont appelées fonctions d’essai ou fonctions test dans Q. Pour K
compact dans Q, on note D () espace des fonctions test a support dans K.

Remarque 6.3. On emploie parfois la terminologie “fonctions & support compact dans 2’ pour
définir 'espace D(2). Dans ce cas, le terme “dans Q7 ne fait bien str pas référence a la compacité
du support mais au fait que celui-ci est pris dans (.

Définition 6.4. On dit que T est une distribution dans 'ouvert Q) si T est une forme linéaire sur
D(Q) qui vérifie la propriété de continuité suivante : pour tout compact K de Q, il existe un entier
p et une constante C' tels que

Vo e Dr(),  [(T,9)|<C  sup [0%¢(z)| (6.2)

€K, |a|<p
On note D'(QY) espace vectoriel des distributions dans Q.
Remarque 6.5. Sur un espace vectoriel normé (E, || - ||), la propriété de continuité des formes
linéaires s’écrit tout simplement,
VeeE,  [(T,z)] <Clz|.

La forme plus complexe de la propriété de continuité (6.2) vient du fait que la topologie dont il
faut munir Pespace vectoriel D(€2) pour que son dual D’'(2) ait de bonnes propriétés n’est pas une
topologie issue d’une norme.

Définition 6.6. Lorsque l’entier p peut étre choisi indépendamment de K on dit que la distribution
T est d’ordre fini, et la plus petite valeur de p possible est appelée 'ordre de T'.

Remarque 6.7. Heuristiquement, plus ’ordre d’une distribution est élevé, plus celle-ci est singu-
liére.

Premiers exemples de distributions :
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1

- Fonctions localement sommables : soit f € L;, .

distribution définie par

(2). On note T (ou tout simplement f) la

VpeD(),  (Tj0) = /Q 1o (6.3)

— Mesures : soit p une mesure borélienne localement bornée (i.e. une mesure p définie sur
Pensemble B(€2) des boréliens de 2 telle que p(K) < +o0o pour tout compact K C ). On
note T}, (ou tout simplement p) la distribution définie par

V6 EDW).  (Tuo)= [ ddu (6.4)

— Pour tout a € R, on note ¢/, la distribution définie par

V6 € DR),  (0g,0) = —¢'(a). (6.5)

L’objet de l'exercice 6.2 est de prouver que T, T}, et ¢/, sont effectivement des distributions, que
Ty et T, sont d’ordre 0 et que 0/, est d’ordre 1.

6.4 Deérivation au sens des distributions

Considérons une fonction f € C'(R). On a pour une telle fonction la formule d’intégration par

parties
af do
v6 € D(R), A£¢**Afdx'

De méme, si f est une fonction de C*(R%), on a

i) 9
Ly 729

V1<i<d, Vée DR?), .
== ¢ ( ) Rd&’ci Rd 81‘1

On peut en s’inspirant de cette formule définir la dérivée de n’importe quelle distribution :

Définition 6.8. Soit Q) un ouvert de R? et T € D'(Q). On définit la dérivée de la distribution T

par rapport 4 la variable x;, que l'on note T par la relation
Xq

or 0
VeDW),  (Go.0) = —(Tpo)

. . . ... or . P .
On vérifiera a titre d’exercice que la forme linéaire — est bien une distribution, autrement dit

X
qu’elle vérifie la propriété de continuité énoncée dans la définition 6.4.

6.5 Espace des fonctions test

L’espace des fonctions test joue un role central dans la construction et la manipulation des dis-
tributions. Pour montrer par exemple que la distribution &/, est d’ordre 1 (cf. exercice 6.2), nous
avons besoin de postuler lexistence d’une fonction test ¢p € D(R) paire et valant 1 au voisinage
de 0. A I'extréme, on peut se demander si du fait que ’on impose des conditions trés fortes sur les
fonctions test, I’espace D(2) ne se réduit pas a la fonction nulle. Nous verrons que ce n’est pas le
cas et qu’en fait ’espace des fonctions test D(€2) est suffisamment riche pour étre dense dans un
espace aussi “gros” que L'(Q).
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Cette section constitue un catalogue de lemmes qui permettent d’affirmer qu’il existe effectivement
une fonction test vérifiant telle ou telle propriété. Il est donc fondamental pour la suite de connaitre
les résultats établis dans cette section ; les preuves, souvent assez techniques, peuvent en revanche
étre sautées en premiére lecture.

Lemme 6.9. Soit Q ouvert de R? et B,(r) la boule de centre a € Q de rayon r > 0. Si B,(r) C Q,
il existe ¢ € D(QY) a support dans Bqa(r) vérifiant ¢ >0 et [, ¢ =

Preuve. Soit n : RY — R définie par
(i) o b
exp | —— our |z
@) =4 “P\ap-1) *
0 pour |z| > 1.

On vérifie aisément que 7 € D(R?). Soit maintenant ¢, , : { — R définie par

VeeQ,  dar(z) = TZQ(Zi)w

La fonction ¢, , vérifie les conditions requises. En effet
- ¢a r € D(Q) )
- Supp(¢a ’l“) = B, (7’/2) C Ba(r) 5

foor = g o (5R) @
- r/21fRdn/Rd (%) &

= G L e =1
R d
o

Lemme 6.10. Soit K compact inclus dans . Il existe une fonction test ¢ € D(Q) vérifiant les
propriétés suivantes :

-0< ¢ <1 surQ;

- ¢=1sur K.

Preuve. Soit r assez petit pour que
{:I: eR?, d(z,K) < 3r} c Q.
Soit, x la fonction caractéristique de 'ouvert,
{z eR?, d(z,K)<r}

et soit ¢ : Q — R la fonction définie par
et o) = [ o wxta-u)dy
R

b0, étant donnée dans la preuve du lemme 6.9 et prolongée par 0 sur R¢ \ Q. Alors ¢ satisfait les
conditions requises. En effet,
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¢(x)

[
Y
X

|
I

Q

— ¢ est de classe C* (convolution d’une fonction L°° & support compact et d’une fonction
c>);

— Supp(¢) C {x eR? d(z,K) < 2r} cQ;

- soit x € K. On a

o@) = [ x)éorla—u)dy

/ xX(y) o (x —y) dy
By (r)

/ do.r (2 — 1) dy
B (1)

= ¢O,T =1 5
R4

— enfin comme x > 0, ¢o, >0 et 0 <y < 1, on a pour tout x € R,

0<0e) = [ Xz -n,wdy < [ ontu)dy=1.

O
Lemme 6.11. (Lemme de partition de l'unité) Soit Qq,--- ,Q, des ouverts de R? et K un compact
de R? tel que
n
K C U Q.
k=1
1l existe des fonctions test oy, -, au, telles que :
- Supp(ai) C
-0 S Qg S 1 ;
n

- Z%’:l sur K.

i=1

Preuve. Premiére étape. Montrons qu’il existe n compacts K;, 1 <i < n tels que :
— pour tout 1 <i<n, K; CQ; ;
n

- UK =K.
i=1
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Soit © € K et Bg(r(x)) une boule de centre z et de rayon r(z) > 0 contenue dans l'un des ;.

U Bu(r(2)/2)

reK

est un recouvrement d’ouverts de K. K étant compact, on peut en extraire un sous-recouvrement
fini

K C | B, (r(z1)/2).
k=1

On conclut en posant

K= U (Bul@)/2)nK)

By, (r(zr))CQs

Deuzi¢me étape. D’aprés le lemme 6.9, on peut trouver ¢; € D(RY) vérifiant les propriétés sui-
vantes :

— Supp(¢;) C Qi

-0<¢i<1;
- ¢; =1sur K.
On a donc Z #; >0 dans un voisinage V de K. Soit maintenant § € D(R?) vérifiant
i=1
— Supp(f) C V;
-0<6<1;
—60=1sur K;
et ¢g = 1 — 0. On voit que les fonctions
_ 9
o = n
>
i=0
satisfont les propriétés voulues. O

Lemme 6.12. (Lemme de Borel) Pour toute suite (ay)qocne il eziste ¢ € D(RY) telle que

Vo € N¢, 2%¢(0) = aq.

Preuve. Soit (by)aene une suite de réels vérifiant

1
Vo € N9, bo >0, |by| < ——
1+ |aa|
lim b, = 0.
|| =400

Soit par ailleurs ¢ € D(R?) telle que Supp(v) C By(1) et 1 = 1 sur By(1/2). Posons
o o, [ T
o) =D e w(g).
aeN?

Alors ¢ satisfait les conditions requises. En effet,
— cette série converge car en tout point x # 0, elle ne comporte qu’un nombre fini de termes;
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— il y a de plus convergence normale donc uniforme sur R%. En effet,

||
a T aa b
sup (=% <—)‘ = | = |sup |yy(y)]
z€R | O ba a: yeR
1
< — ‘aa bllfl\ Sup|1/)| < Sup—|1/)|
al al

La fonction ¢ est donc continue;
— de méme il y a convergence normale donc uniforme sur R de la série des dérivées 0% pour
tout o € N (le vérifier). La fonction ¢ est donc de classe C>;
le support de ¢ est contenue dans la boule unité;
— enfin, on a pour tout 3 € N¢,

550 (@)

aeNd

- T 5 (2)remn (o)

879(0)

Lemme 6.13. (Lemme de Hadamard). Soit ¢ € D(R) telle que ¢*)(0) = 0 pour tout entier
0 < k <n. Alors il existe yp € D(R) telle que pour tout x € R, ¢(x) = " 1(z).

Preuve. 11 suffit d’écrire la formule de Taylor avec reste intégral. O

Remarque 6.14. Un résultat analogue reste vrai en dimension supérieure.
Nous admettons le théoréme suivant :

Théoréme 6.15. D(Q) est dense dans LP(Q) pour tout 1 < p < +o0.

Remarque 6.16. Attention! D(Q) n’est pas dense dans L>°(Q2). Exemple : sur Q = ]0,1], soit
f € L>(]0, 1]) deéfinie par f(x) = 1 presque partout. On a pour tout ¢ € D(]0,1[), || f — @|lpe > 1.

Corollaire 6.17. Pour tout entier k > 0 et pour tout 1 < p < +o0, C¥(Q) N LP(Q) est dense dans
LP(Q).

Preuve. Conséquence immédiate du théoréme 6.15 puisque

D(Q) C C*(Q) N LP(Q) C LP(Q).
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6.6 Exercices

> 6.1. Soit f et g continues de R? dans R.
— Montrer que

Supp(fg) C Supp(f) N Supp(g)

et que l'inclusion peut étre stricte.
— Montrer que

Supp(f + g) C Supp(f) U Supp(g)

et que l'inclusion peut étre stricte.

> 6.2.

— Montrer que la forme linéaire Ty définie par (6.3) est une distribution d’ordre 0 sur .

— Montrer que la forme linéaire T}, définie par (6.4) est une distribution d’ordre 0 sur .

— Montrer que la forme linéaire ¢/, définie par (6.5) est une distribution d’ordre 1 sur R (Indica-
tion : on pourra considérer son action sur la suite de fonctions d’essai ¢;(x) = ¢o(x) atan(jz)
ot ¢9 € D(R) est paire et vaut 1 au voisinage de 0; une telle fonction existe bien, cf.
lemme 6.9). Vérifier que ¢/, est la dérivée de §, au sens des distributions.

> 6.3. Calculer la dérivée et la dérivée seconde au sens des distributions de la fonction “chapeau”
définie sur R par

0 six < —1
) x+1 si —1<a<0
F@) =914 so<a<1
0 sixz>1

f(x)

- X

-1 1

F1G. 6.1 — Fonction chapeau
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Chapitre 7

Distributions : exemples et
principales propriétés

L’objectif de ce chapitre est d’'une part de donner de nombreux exemples de distributions pour bien
ancrer dans 'esprit du lecteur I’idée que les distributions constituent une généralisation naturelle de
la notion de fonction et d’autre part de présenter quelques propriétés importantes des distributions
liées notamment aux notions de convergence et de dérivation.

L’espace des distributions contient des objets que nous connaissons déja : les fonctions localement
intégrables et plus généralement les mesures boréliennes localement finies. Nous allons voir que
ces derniers objets engendrent en fait ’espace vectoriel des distributions d’ordre 0. Nous verrons
ensuite des exemples de distributions plus singuliéres (d’ordre supérieur ou égal & 1), choisis parmi
celles qui sont les plus fréquemment rencontrées en pratique (multipdles et multicouches, valeurs
principales et parties finies). Nous définirons enfin I’espace des distributions & support compact et
caractériserons I’ensemble des distributions dont le support est réduit & un point.

L’objet de la derniére partie de ce chapitre est d’introduire la notion fondamentale de convergence
dans I’espace des distributions et d’approfondir le concept de dérivation au sens des distributions qui
a déja été introduit au chapitre 6. La simplicité avec laquelle ces notions se manipulent permettra
au lecteur d’apprécier la puissance de cet outil d’analyse que sont les distributions. Nous verrons
par exemple comment la formule des sauts dans ’espace, souvent utilisée en mécanique et dans
les applications de la physique, s’obtient de maniére naturelle dans le cadre de la théorie des
distributions. On étudiera enfin la multiplication des distributions par des fonctions C'*°.

7.1 Fonctions localement sommables

L’espace des fonctions test est suffisamment riche pour que I'application naturelle f — T de
L;,.(Q) dans D'(2) soit injective. Ce fait trés important, que nous avons mentionné deés le début
du chapitre précédent, fait I’objet du théoréme suivant :

Théoréme 7.1. Soit f et g dans L}, .(Q2). Alors

f=9g & T;=T, dans D'(Q).

Preuve. L’'implication = est évidente. Nous allons démontrer la réciproque en nous limitant au
cas oil Q = R? et ou f et g sont dans L'(R?) (ceci pour éviter des complications techniques).
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Considérons donc f et g dans L'(R?) vérifiant Ty = T, et posons h = f — g; il s’agit de vérifier
que h = 0 presque partout, sachant qu’on a

V¢ € D(RY), / ho = 0.
Q
Soit € > 0 et 1) € D(RY) vérifiant
1h =l < €/3.
L’existence d’un tel 1 résulte de la densité de D(R?) dans L'(RY) (cf. théoréme 6.15). Soit une

fonction x € D(RY) positive & support dans la boule unité et d’intégrale égale & 1. On construit la
suite de fonctions (xn)nen+ définie par

Xn(x) = ndx(n x).

Une telle suite s’appelle une approximation de ’identité (cf. section 7.5). Considérons maintenant
la suite de fonctions (hy,)nen+ définie par

hala) = (s xa)(a) = | B) o =) .

Comme pour tout n € N*, x,, € D(R?), la suite (hy,)nen- est en fait identiquement nulle sur RY.
On a donc

1Pl = 1A = hox xnllr < NP =Pl + 1Y = ¥ x Xnll Lo+ [[(B = ) % Xnll 11 -

En utilisant 'inégalité (5.9), on obtient

[(h =) * Xnll o < 1B =l s [IXnllpr < €/3,

(on vérifie en effet que ||xn|/;» = 1 pour tout n € N*). Par ailleurs (ce point sera démontré plus
loin),

I =¥ sxll — 0. (7.1)

On peut donc choisir n assez grand pour que

||w_w*Xn||L1 < 6/3’

ce qui conduit finalement &
Al <e

Cette majoration est valable pour tout ¢ > 0. Donc h = 0 dans L'. Terminons la preuve en
démontrant (7.1). Remarquons d’abord que

ool = | [ oo =)o) do] < sup

et que
Supp(¢) * x) C Supp(¥) + Supp(xn) C Supp(¥) + Supp(x).
On obtient d’autre part en utilisant le changement de variable z = y/n,

vexale) =t [ wta = px/nydy = [ wle =/ x(e) dz

Tl résulte alors du théoréme de convergence dominée 4.42 que 1) * x,,(2) tend vers ¢ (z) pour tout
x € R%, En regroupant ces résultats, on aboutit a

9 — 1 % Xn| < 250D [Y|XSupp(v)+Supp(y) POUr tout n € N¥,
(¢ = *xn)(z) — 0 pour tout z € R?,
n—-+oo

La convergence (7.1) découle donc a nouveau du théoréme de convergence dominée. (]
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On peut donc identifier une fonction de L} () et la distribution qui lui est associée et noter f a
la place de T't. On peut ainsi reformuler le théoréme précédent de la facon suivante :

Théoréme 7.2. Soit f et g dans L} (). Alors

loc

f=9g & f=gdansD(Q).

Remarque 7.3. On écrira
Lioe(?) € D'(Q),

de la méme facon qu’on écrit
NcRcC.

La notation A C B signifie dans ce cadre qu’il existe une injection naturelle de A dans B.

Remarque 7.4. Attention! La notion de distribution généralise en un certain sens la notion
de fonction mais cela ne veut pas dire que toutes les fonctions sont des distributions. Seules les

1
sont en effet des distributions. Ainsi, la fonction f(x) = — définit une distribution

fonctions de L1
||

loc

dans R? pour d > 2 mais pas dans R.

7.2 Mesures de Radon

Théoréme 7.5. Soit T : ¢ — (T,$) une forme linéaire positive sur D(S) (positive signifie
$p>0 = (T,¢) >0). Alors T est une distribution dans 2 d’ordre 0.

Preuve. Remarquons tout d’abord qu’une forme linéaire positive est croissante :

o<y = (T,¢) < (T,

Soit maintenant K un compact et ¢ € D(Q) telle que 0 < ¢ < 1et ¢» = 1 sur K (une telle fonction
existe en vertu du lemme 6.9). On a pour tout ¢ € Dg ()

—(sup [¢(z)|)v < ¢ < (sup |¢()])¢.
rzeK rzeK

Donc

—(sup |¢(z)[)(T,¢) < (T’ ¢) < (§g£|¢($)|)<T7¢>-

zeK

Posons C' = (T, ). 1l vient

V¢ € D(),  [(T,¢)| < Csup [p(x)].

reK

O

Définition 7.6. On appelle mesure de Radon positive une forme linéaire positive sur D(QQ) et
mesure de Radon (tout court) une combinaison linéaire Ty — Ty (ou Ty — Ty + iT3 — iTy dans le
cas compleze) de mesures de Radon positives.
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Remarque 7.7. La terminologie mesure de Radon vient du fait (non trivial) que ’ensemble des
mesures de Radon positives définies par la définition 7.6 s’identifie avec I’ensemble des mesures
(au sens de la définition 4.8) boréliennes localement finies sur Q (les qualificatifs boréliennes et
localement finies signifient respectivement définies sur la tribu borélienne de 2 et finies sur tout
compact, i.e. u(K) < +oo pour tout compact inclus dans 2). En effet, il est facile de vérifier que
pour toute mesure borélienne p localement finie, ’application

T, : D) — R
6 <TM,¢>=/Q¢du

définit une mesure de Radon positive. On peut prouver que la réciproque est vraie : 4 toute mesure
de Radon positive T' on peut associer une unique mesure borélienne i localement finie telle que
T =T, (voir par exemple [Rudin 92]).

Outre les distributions définies par des fonctions de L}, ., les mesures de Radon les plus fréquemment
rencontrées en pratique sont les mesures portées par des variétés.

Exemples :
— Mesures ponctuelles (mesures portées par des points).

La distribution

N
k=1

est une mesure de Radon. C’est une mesure de Radon positive si et seulement si m; > 0
pour tout k.
— Mesures linéiques (mesures portées par des courbes).

Soit g € L} (R) et T la distribution dans R?® définie par

loc

Vo e D), (126) = [ () 6(0.0.2) d
R
T est une mesure de Radon portée par I’axe Oz. C’est une mesure de Radon positive si et
seulement si g > 0 presque partout.
Plus généralement, on définit la mesure de Lebesgue d’une courbe paramétrée v de R3
(u)
Y= M@u)=| y |, uveladCR

de classe C' comme la distribution notée parfois 4, @ ds et définie par

b
(6, ds,6) = [ olalu),y(w) =) VTP + Q0 + () du

On écrit aussi

(04 ® ds, p) :/qﬁds.
8!

Cette distribution est une mesure de Radon positive invariante par changement de paramétre.
La distribution linéique de densité g sur v est définie par

(0y ® gds, d) = / g(x(u),y(w), 2(w) ¢z (u), y(u), 2(w) V&' (w)? +y'(u)? + 2/ (u)? du.

On écrit aussi

6, 9d5,0) = [ ogds.

~
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— Mesures surfaciques (mesures portées par des surfaces).

Soit g € L}, .(R?) et T la distribution dans R* définie par

Vo e DR, (T.0) = [ o) 0(0.5.2) dyd

T définit une mesure de Radon portée par le plan d’équation x = 0. C’est une mesure de
Radon positive si et seulement si g > 0 presque partout.

Plus généralement, on définit la mesure de Lebesgue d’une surface paramétrée ¥ de R3
Y= Mu,v)=| ylu,v) |, (u,v)€wcR?

de classe C'' comme la distribution notée parfois s ® do et définie par

oM OM

dud
Xav V.

(0 ® do, @) = /gb u,v),y(u,v), z(u, v) H

On écrit aussi

(65 @ do, ) = / ¢ do.
>

Cette distribution est une mesure de Radon positive invariante par changement de para-
métres. La distribution dite de simple couche de densité g portée par X, est définie par

oM OM

(55 @ 9.0) = [ atolu, o)yt 0) 5t 0ot o)yt o) 2(00) |G 5 G | aua

On écrit aussi

(65 9do,) = [ dgdo

7.3 Exemples de distributions plus singuliéres

7.3.1 Multipoéles, multicouches

Une conséquence immédiate du théoréme 7.5 est qu’une combinaison linéaire de mesures positives
et négatives finies ne peut produire qu’une distribution d’ordre 0. Une facon de construire des
distributions plus singuliéres consiste & faire intervenir des compensations entre mesures (penser &
des charges électriques) infinies de signes contraires. A titre d’exemples, mentionnons :
— les multipdles, qui sont les combinaisons linéaires finies de dérivées successives de la masse de
Dirac, dont ’exemple le plus simple est le dipole. Le dipole de moment dipolaire p situé au
point a et orienté selon le vecteur e est ainsi défini par

<T7 ¢> =pe- v¢(a)
On montre facilement (le faire en exercice) que
T=-pe-Vi,;

— les multicouches qui sont les dérivées successives des distributions de simples couches ; ainsi,
une distribution de double couche de densité g € L}, .(R?) portée par le plan d’équation z = 0
est définie par

(T, ) = /R 002 22 (0., 2) dy .
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oS
On peut voir que T' = % ou S est la distribution de simple couche de densité —g portée par
X

le plan d’équation 2 = 0. La distribution T est aussi la limite dans D’'(R3) (cette notion sera
définie au chapitre suivant, section 7.5) de la famille de distributions

T. =SC(g/e,e) + SC(—g/¢,0)

lorsque € tend vers 0, ou SC(h,xg) désigne la distribution de simple couche de densité h €

Li,.(R?) portée par le plan d’équation x = zg, définie par

Ve DRY),  (SC(h o), d) = / h(y, =) (o, y, 2) dy d=.

R2

Les distributions T, étant composées de deux simples couches, on comprend 'origine de la
dénonimation “double couche” utilisée pour désigner leur limite 7T'.

7.3.2 Valeurs principales et parties finies

Les valeurs principales et les parties finies de fonctions sont des distributions qui apparaissent
naturellement quand on cherche & interpréter en tant que distributions des fonctions singuliéres.
Nous nous bornons ici & donner deux exemples.

Valeur principale de %

On définit la valeur principale de la fonction % par

Vé e DR),  (vp (é) 6) = lim ) 4o (7.2)

=0+ |z|>e L

On montre que vp (%) définit une distribution d’ordre 1 (cf. exercice 7.2).
Partie finie de H(z)z*
Soit ¢ € D(R). L’intégrale

/R H(z)2"¢(z) da = /0 o 26 (z) da

est définie pour o > —1, mais pas pour o < —1 (si ¢(0) # 0).

En utilisant le lemme de Hadamard, on montre que pour € > 0,

+oo
/ H(2)2% dz = Py(e) + R(c)

ou P, est une combinaison linéaire de puissances négatives de ¢, et de Log(e) dans le cas ol « est
un entier strictement négatif, et ot R4(€) tend vers une limite finie lorsque € tend vers 0.

On définit alors la partie finie de la fonction H(x)z®, notée Pf(H (z)x®) par la formule
Vo e D(E),  (PH(H(x)a"), ) = lim Ry(o)

On peut montrer (cf. exercice 7.4) que Pf(H (z)z®) est une distribution d’ordre égal a la partie
entiére de a.
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7.4 Distributions a support compact

Définition 7.8. Soit T € D'(Q).

1. Soit w ouvert inclus dans Q. On dit que T est nulle sur w si pour toute fonction ¢ € D(Q)
telle que Supp(¢) C w, on a (T, ) = 0.

2. Le support de T' est le complémentaire dans Q) de la réunion des ouverts de ) sur lesquels T
est nulle.

Définition 7.9. On note £'(Q) lespace vectoriel des distributions sur Q a support compact.

Théoréme 7.10. Si une distribution de D' () est a support compact, elle est d’ordre fini.

Preuve. Soit K le support de T' et a = d(K,R%\ Q) (dans le cas ot = R, on prendra o = +00).
Posons 8 = inf(1, ) et considérons les ensembles

K = {xeRd, d(z,K) < g}

et

Q= {zeRd, d(z,K) < %}

Il est clair que K’ est compact et que € est un ouvert de fermeture compacte. De plus, on a
KCcK cQccq.
Soit p un entier et C' une constante réelle tels que

Vo € Dor(),  [(Th9)| <C sup  |9%(x)].

Ie@v ‘0‘|§P
Soit maintenant p € D(Q) égale & 1 sur K’ et & support dans Q. On a pour tout ¢ € D(),

(T, ¢) = (T, pp) + (T, (1 = p))

et (T,(1 — p)¢) = 0 puisque les supports de T' et de (1 — p)¢ sont disjoints. De plus, comme
Supp(p¢) C (¥, on a

Vo e D), [(T,¢)|<C sup [0%po)(z)|.

z€Q, |a|<p
D’aprés la formule de Leibniz,

Vo eD(Q), [T.¢)<C" sup [0%¢(z)]

z€Q, |a|<p

avec |
al

C'=C sup ——18%p(x)|.

z€Q, |a|<p, B<a ﬂ' (Oéfﬂ)'| ( )|

Donc T est d’ordre fini inférieur ou égal a p. O
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Remarque 7.11. Soit T € £'() une distribution & support compact, p son ordre, K un voisinage
compact de Supp T et x € D(Q) valant 1 sur K. Posons pour tout ¢ € C°(2),

(T, $)er,c = (T, x9).
Cette définition est indépendante de x : soit en effet x1 et x2 dans D(Q) valant 1 sur K ; on a
(T, x10) — (T, x20) = (T, (X1 — x2)¢)-
La fonction q~5 = (x1 — X2)¢ étant nulle sur K voisinage de Supp u, on a
(T, (x1 — x2)9) = 0.

On a ainsi associé & une distribution & support compact une forme linéaire sur C*°(Q).

Nous montrerons au chapitre 10 d’autres résultats relatifs aux distributions & support compact (cf.
le théoréme 10.23 et la section 10.3). Pour ’heure, intéressons-nous au probléme particulier de la
caractérisation des distributions a support compact dont le support est réduit & un point.

Proposition 7.12. Soit T € D'(Q) d’ordre 0 vérifiant Supp(T) = {a}. Alors T est de la forme
T =cdg,,
ol c est une constante.

Preuve. Soit € > 0 tel que Bg(e) C 2. Soit K = B,(€e/2) et C une constante telle que
¥ €D(Q),  [T,9)| < C sup [¢(z)]
kS

Soit maintenant 0 < r < € et p € D(2) une fonction & support compact dans B,(r) vérifiant

0<p<1letp=1dans B,(r/2). Pour tout ¢ € D(Q2), on a par linéarité

(T, ¢) = (T, pp) + (T, (1 = p)).

La fonction (1 — p)¢ étant nulle au voisinage de {a} = Supp(T), il est clair que (T, (1 — p)¢) = 0.
Puisque en outre, Supp(p¢) C K, il en résulte que

(T, 0)| = (T’ pd)| < Csup |pg| < C sup [¢].
Q Bg/(r)

La constante C étant indépendante de r, on obtient, en faisant tendre r vers 0,
(T, ¢)| < Clé(a)l. (7.3)
Soit maintenant ¢ € D(£2) quelconque. On peut toujours décomposer 1) en la somme
¢ =1(a)p+ (¥ —(a)p)

dans laquelle la fonction ¢ =1 —1¥(a)p est telle que ¢(a) = 0. En utilisant I'inégalité (7.3), il s’en
suit que (T,¢ — ¥ (a)p) = 0. Finalement,

(T',4p) = (T, ¢(a)p) = (T, p) (a).

D’ot l'on conclut que T = ¢d,, ¢ désignant la constante (T, p). O

La proposition suivante (admise) généralise la proposition 7.12 en caractérisant I’ensemble des
distributions (d’ordre quelconque) dont le support est réduit & un point.

Proposition 7.13. Soit T € D'(Q) vérifiant Supp(T) = {a}. Alors, T est de la forme

T=Y" cad,

la|<p

ot p est Uordre de T et ou les cq, |a] < p, désignent des constantes.
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7.5 Convergence des distributions

Définition 7.14. Soit (T,)nen une suite de distributions dans Q. On dit qu’une suite (T),)nen
converge vers T dans D'(Q) si et seulement si

Vo e D),  (Tn,¢) — (T,9).

n—-+o0o

Exemple : soit y € D(R?) positive, & support dans la boule unité et d’intégrale égale & 1. Posons
pour n > 1

d

Xn(x) = ny(nx).

On a
Xn, 7 8o dans D' (R?).

Définition 7.15. Une suite (xn)nen de D(R?) vérifiant

Xn — 0o dans D'(R?),

— 400

est appelée une approximation de 'identité.

Remarque 7.16. Cette dénomination vient du fait que la distribution Jp est l’identité pour
I'opération de convolution que nous avons définie pour des fonctions de L'(R?) au chapitre 4 et
qui peut étre étendue a une certaine classe de distributions.

Proposition 7.17. Soit 1 < p < +0c0. La convergence dans L}, (Q) implique la convergence dans
D'(92).

Preuve. Soit (fn)nen tendant vers f dans L7 (). Soit ¢ € D(Q). En se servant de I'inégalité de
Holder, on obtient pour 1 < p < +00

Gnor=tr0l = | [ <fn—f>¢]

< [1n- 11l
Q

< sup|d| | fn — f]

Supp(¢)

1/p 1/p’
< sup|g| (/ Ifn—f|p> (/ 1p>
Supp(¢) Supp(¢)

< sup 9| [lfn ~ fllzrsupp(e | Supp(@)[/? — 0.

Pour p = 1 ou p = +00, la preuve est encore plus facile ; elle est laissée en exercice au lecteur. [

Remarque 7.18. La convergence presque partout n’implique pas la convergence dans D’ et réci-
proquement. Ainsi :

1. il peut y avoir convergence dans D’ et pas convergence presque partout ;

2. il peut y avoir convergence presque partout et pas convergence dans D’ ;
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3. il peut y avoir convergence presque partout et convergence dans D’ sans que les deux limites
soient égales.

L’exercice 7.10 fournit des exemples de tels comportements.

L’espace D'(2) muni de la topologie définie ci-dessus posséde la propriété remarquable que les
opérateurs de dérivation y sont continus :

Proposition 7.19. Si la suite (T,)) tend vers T dans D'(Q2), alors pour tout o € N, (9°T,)
converge vers 0*T dans D'(Q).

Preuve. Soit ¢ € D(2). On a

(09T, ) = (_1)|a‘<Tmaa¢>
— (=1)UT,0%)
= (0°T,9).
Donc 0°T,, — 0*T dans D'(Q). O

Comme corollaire immédiat, énongons la proposition suivante :

Proposition 7.20. Soit (T),)nen une suite dans D'(S2). Supposons que la série ), T, converge
dans D'(Q2) vers une distribution T. Alors, pour tout « € N, la série Y, . 0T, converge dans
D'(Q) et on a

9T = Z 9°T,.

neN

Dans D'(2), on peut donc dériver sous le signe somme sans se poser de questions.
Nous admettrons le résultat suivant :

Théoréme 7.21. Soit (T),)nen une suite de distributions dans Q. On suppose que pour tout ¢ €
D(Q), la suite ((Th, ¢))nen converge vers une limite ly. Alors, Uapplication T définie par

(T, 9) =1y

est une distribution sur Q.

Ce résultat permet de faire ’économie de la vérification de la continuité de application T' (qui est
manifestement une forme linéaire sur D’'(£2)). C’est 'un des résultats qui rend les distributions si
faciles & manier.

7.6 Deérivation en dimension 1

Dans cette section, nous revenons sur la dérivation des distributions (qui a été introduite dans la
définition 6.8) afin de faire le lien avec la notion usuelle de dérivation pour les fonctions C! puis de
montrer comment la dérivation au sens des distributions permet de définir la dérivée d’une fonction
qui n’est que C'! par morceaux.
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7.6.1 Cas des fonctions C"!

loc

Soit f € C'(Ja,b]); f et ;l—f sont dans L} (]a,b[), donc dans D’(]a, b[). On a
X

d b dg
Bty o - _ hat
<dx 59 o fd:c
_ /b af
), dx
= (Ta, ).
On en déduit que
d

i.e. la dérivation au sens des distributions coincide avec la dérivation au sens usuel pour les fonctions
de classe C*.

7.6.2 Cas des fonctions C' par morceaux

Définition 7.22. On dit qu’une fonction f est de classe C* par morceaux sur |a,b| si pour tout
intervalle compact [a, 8] inclus dans |a,b], il existe un nombre fini de points o« = ag < a1 < -+ <
an < an4+1 = 0 tels que :
~ dans chacun des intervalles |a;,a;41], f est de classe C* ;
— f et ses dérivées jusqu’a l'ordre k sont prolongeables par continuité & droite et & gauche en
les points a1, -+ ,an.
On notera f(a; + 0) la limite a droite de f en a; et f(a; — 0) la limite & gauche de f en a;.

Remarquons qu’une fonction de classe C'! par morceaux sur Ja, b[ a un nombre au plus dénombrable
de points de discontinuité (le montrer en exercice).

Exemples et contre-exemples :
— une fonction en escalier est C'! par morceaux ;
~ la fonction x — |z| est C! par morceaux sur R;
— la fonction = ~— tanx n’est pas C! par morceaux sur R ;
— la fonction = — \/m est continue mais n’est pas C' par morceaux sur R.

Théoréme 7.23. Soit f de classe C' par morceauz sur ]a,b[. On a, avec les notations de la
définition ci-dessus, la formule des sauts suivante :

f''=flog + > _[f(ci+0) = f(ei = 0)] &,
i€l

ot on a noté f' la dérivée de f au sens des distributions, (c¢;);cz l'ensemble des points de discon-
tinuité de f sur ]a,b] (notons que T est un ensemble au plus dénombrable dont les seuls points
d’accumulation éventuels sont a et b), fl., la fonction continue par morceauz qui est la dérivée (au
sens usuel) de f en dehors des points ¢; et d., la masse de Dirac en c;.

Preuve. Ce résultat s’obtient par simple intégration par parties. O
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7.6.3 Equations différentielles linéaires dans D’(]a, b|)

Théoréme 7.24. Soit |a,b[ un intervalle ouvert.
1. Les distributions T sur ]a,b] vérifiant T' = 0 dans D'(]a, b[) sont les fonctions constantes ;
2. Pour tout S € D'(Ja, b)), il existe T € D'(Ja,b]) telle que T' = S.

Preuve. Remarquons d’abord que si ¢ € D(Ja,b[), ¢ posséde une primitive dans D(]a, b[) si et
seulement si f; ¢ = 0, la primitive étant alors [ ¢. Soit p € D(]a, b]) telle que f;p = 1. Comme
o — (f;7 @)p est d’intégrale nulle, il existe ¢ € D(]a, b|) telle que

(1) w’=¢—</ﬂb¢>p.

Soit maintenant T' € D'(]a, b[) vérifiant 7/ = 0. On a

b b b
<T,¢></ ¢> <T,p>+<T,1//></ ¢> <T,p><T',w></ ¢>> (T, p).

En appelant C' la constante (T}, p), on a donc T' = C. Soit maintenant S € D’(]a, b[). Posons pour
¢ € D(]a, b)),

(T, ¢) = =(5,9),
ou v est définie de maniére unique dans D(Ja, b[) par (1). On vérifiera & titre d’exercice que T est
une distribution et que 7" = S. O

Le théoréme 7.24 permet notamment de montrer des résultats d’unicité sur des équations diffé-
rentielles dans D’. L’exemple de I’équation différentielle 7" + T = 0 est traité en exercice (exer-
cice 7.14).

7.6.4 Rapport entre la dérivée au sens usuel et la dérivée au sens des
distributions

Pour une fonction f € L}, les rapports entre dérivée au sens des distributions et dérivée au sens

usuel peuvent étre complexes :
1. pour une fonction C', il y a identité entre les deux concepts ;

2. pour une fonction C! par morceaux, la dérivée usuelle est définie presque partout, mais ne
rend pas correctement compte des variations de f puisqu’elle ignore les sauts : c’est la dérivée
au sens des distributions qui est le bon concept ;

3. lorsque f est dérivable en tout point sans étre de classe C', la situation est plus sub-
tile : lorsque la dérivée est localement sommable, les deux concepts coincident ; dans le cas
contraire, la dérivée au sens des distributions est en quelque sorte une “partie finie” de la
dérivée usuelle (cf. exercice 7.15).

7.7 Dérivation en dimension quelconque

7.7.1 Théoréme de Schwarz

Théoréme 7.25. (Théoréme de Schwarz) Soit Q un ouvert de R? et T € D'(Q). Soient a € N?
et B € N deux multi-indices. On a

9°9°T = 9P9~T = H*+PT.

Preuve. Immédiate. O
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7.7.2 Cas des fonctions C"!

Comme pour le cas de la dimension 1, on vérifie aisément que la dérivation au sens des distributions
coincide avec la dérivation usuelle pour les fonctions de classe C''. En particulier, si € est un ouvert
de R et f € CY(Q), on a

0
Tf—Tdf.

Vi<i<d
== 0z; ox;

7.7.3 Cas des fonctions C' par morceaux

Rappelons que la formule d’intégration par parties

b b
/ f’(w)g(w)dzz(f(b)g(b)*f(a)g(a))*/ f(@)g'(x) dx

bien connue en dimension 1, s’é¢tend de la fagon suivante a la dimension d > 2 : soit {2 un ouvert
borné suffisamment régulier de R? et f et g dans C*(2). On a

o aai (x) g(x) dx = f(z)g(z) (n(z) - e;) do(x / f(z axz (7.4)

[519)

ou n(x) désigne le vecteur normal sortant au point z € 99 et do la mesure de Lebesgue sur 9. Un
corollaire immédiat de cette formule d’intégration par parties, que nous utiliserons au chapitre 9,
est la formule de Green
of
Af de =— [ Vf(x) Vg(zx)dz+ —(x) g(x) do(z) (7.5)
Q

a0 On
o 8L (z) = Vf(z) - n(x).

Proposition 7.26. (Formule des sauts dans l’espace). Soit Q un ouvert borné de R? et ¥ C Q
une hypersurface de codimension 1 réguliére (de classe C'), orientée fermée dans ) et sans bord.
Soit f de classe C1 sur Q\ X telle que f et Vf soit prolongeables par continuité de part et d’autre
de X. Pour x € X, on note

[f1@) = feat(w) = fine(w) = lim f(z +en(z)) = lim f(z - en(z)).

e—0t

On a alors
Of  Ofreg
ox; Oz,

+0u @ [f](n-e;)do.

Preuve. Soit K un compact de . On considére un recouvrement d’ouverts de K fini K C [ J;_; Qi
tel qu’on soit pour tout k dans 'une ou l'autre de ces deux situations (cf. figure ci-dessus) :

— ou bien QN =0;

— ou bien ¥ coupe i en deux.
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De par le lemme 6.11 de partition de 'unité, il existe a1, -, a, dans D(Q) telles que
— Supp(ag) C Q5
- 0< o, £1;

- iakzlsurK.

=1
Soit ¢ € Dk (). En utilisant la formule d’intégration par parties (7.4)

of Of
g ® = (go 2 owd)

(

[
|
(]
~
=2
Q
ol
&

I
|
~

d(ar)
ox; B /Qk axz

k) Quns=0" 2k k/sz S0

/Q akjﬁ 3 <Q+ f (g;jﬁ) N f (gé;jﬁ))

k/Q nE=0

Ofre
PR
k) Quns=0" 2 !

— _ afreg B o
Z < /Qz axz O‘kqﬁ""/agZ fezt(w)ak¢( n(x) 61)

k / QipNIA#D

—/7 fmg ard + fmt(w)aw(n(w)-ei))

- /(af”gm/[f](n-eiwdo.

) a.’L'l
O

Remarque 7.27. La formule des sauts dans ’espace permet de démontrer trés simplement la
condition de Rankhine-Hugoniot (cf. exercice 7.18), qui caractérise les solutions faibles de classe C'!
par morceaux d’équations hyperboliques du type

ou o0
a-f—% (u)—O.

7.8 Multiplication par des fonctions C'™

Définition 7.28. Soit T € D'(Q) et g € C*(Q). On définit la distribution gT par la formule
Vo € D(), (9T, ¢) = (T, g¢).
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On vérifiera en exercice que g1 est bien une distribution.

Remarque 7.29. Attention! On ne peut pas multiplier deux distributions. Ainsi la fonction
flx) = ﬁ est dans L} (R) et définit donc une distribution mais il n’en va pas de méme pour
x
1

loc
la fonction f? (f2(x) = ﬁ n’est pas dans L} (R)). De fagon générale, le produit 7775 pour
T, € D'(Q) et T, € D'(Q) n’a aucun sens (cf. exercice 7.9).

7.9 Exercices

> 7.1. Quel est le support de §,, de vp (%) ?

> 7.2. Montrer que la valeur principale de la fonction %, définie par la formule (7.2), est une
distribution d’ordre 1. Indication : montrer qu’elle est d’ordre inférieur ou égal & 1, puis qu’elle est
exzactement d’ordre 1; pour cela, on pourra calculer son action sur la suite ¢;(x) = ¢o(x) atan(jz)
0l ¢g € D(R) est paire et vaut 1 au voisinage de lorigine.

> 7.3. Montrer que la fonction Log(|z|) définit une distribution dans D'(R) et calculer sa dérivée
au sens des distributions.

> 7.4. Montrer que la partie finie de la fonction H (z)x® (cf. section 7.3.2) définit une distribution
d’ordre égal a la partie entiére de a.

> 7.5. Montrer que zvp (1) =1 et que zdp = 0.

> 7.6. Soit a € R4 p > 0 et e € RY tel que |e| = 1. Identifier la limite dans D’(R?) de la famille

de distributions » »
Te - E5a+ee — =4

a

lorsque € tend vers 0 (cf. section 7.3.1).

> 7.7. Soit g € L} _(R?). Identifier la limite dans D’(R?) de la famille de distributions

loc
T. = SC(g/e,e) — SC(—g/e€,0)
lorsque € tend vers 0, oit SC'(h, o) désigne la distribution de simple couche de densité h € L}, _(R?)

loc
portée par le plan d’équation = = xg, définie par

Vo e DERY),  (SC(h,x0),6) = / Wy, 2) blzo,y, =) d=.

RZ

Avant de faire cet exercice, on pourra (re)lire la section 7.3.1.

> 7.8. Résoudre dans D’'(R) ’équation 2T = 0 (i.e. chercher ’ensemble des T' € D’'(R) tels que
2T = 0 dans D'(R)).
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> 7.9. Expliquer pourquoi les expressions

(=0 (2)
wiro(L).

sont bien définies dans D'(R) et les calculer. Conclure quant & la possibilité de définir le produit
de deux distributions arbitraires.

et

> 7.10.

1. Soit f,(x) = e™*. Etudier la convergence presque partout et la convergence dans D’. Réponse
frn me converge pas presque partout mais converge vers 0 dans D'(R).

n
1
2. Soit f,, = Z X1/n2(z — E) (o x désigne une approximation de 'identité). Etudier la conver-
k=1
gence presque partout et la convergence dans D’. Réponse : f,, — 0 presque partout mais f,,
ne converge pas dans D'(R).

3. Soit fn(z) = Gn\l/%e*ﬁ/%i avec o, — 0. Etudier la convergence presque partout et la

convergence dans D’. Réponse : f,, — 0 presque partout et f,, — § dans D'(R).

> 7.11. Montrer que
Z 8, converge dans D'(R).
nez

> 7.12. La série

+oo

> 8um

n=1
converge-t-elle dans D'(R) ? Méme question avec D’(]0, +o00]).

> 7.13. Pour tout ¢ € D(R), on pose

1 1
(——, ¢) = lim ) 4y e (——, ¢) = lim @) e
=0 [p x4 € z —10 =0 fpx — i€
€e>0 e>0

1

Montrer que —— et définissent des distributions d’ordre 1 et les exprimer en fonction de

x+10 x—1i0
vp(%). Vérifier en particulier que

1 1
rz+1:10 x—10

= 2470.

> 7.14. Résoudre dans D’'(R) ’équation différentielle 7" + T = 0. (Considérer S = aT).

> 7.15.
1. Soit f € L}, et F(z) = fox f- Montrer que la dérivée de F' au sens des distributions est égale
af.

2. Soit f(z) = Log(|z|). Vérifier que f définit une distribution et calculer sa dérivée.



7.9. FEzercices 107

3. Soit —1 < a < 0. Montrer que la dérivée au sens des distributions de la fonction H (z)z® est
égale & oPf(H (z)z®~1).

> 7.16. Ecrire la dérivée seconde d’une fonction C? par morceaux.
N

_reg+z (ai +0) = f'(ai = 0)] 60, + > _[f(ai +0) — f(a; — 0)] &,

i=1

> 7.17. Soit p une densité de charge dans R? réguliére et finie (par exemple C' 4 support compact).
Le potentiel électrostatique V' engendré par p est donné par la formule

Viz) = /Rs 47re§|(:gc/) Y| dy

ol € désigne la permitivité diélectrique du vide et vérifie au sens usuel ’équation de Poisson

—AV = p/ep.
Pour une charge ponctuelle ¢ située en Z, on a
q
Vi) = ———.
() dmeg|lx — T

Le but de cet exercice est de montrer que
AV =215, dans D' (R?).
€0

1. Montrer que —A =0 (au sens classique) dans R?\ {0};

1
47|z|
2. Montrer que si §) est un ouvert borné régulier de R? et si f et g sont dans C?(f2), alors

of
Ag—gAf) = 99 _9f >
/sz(f 9-948]) /6(2 <f a”g

3. Ecrire cette formule pour Q = By(R) \ Bo(r) avec 0 < r < R < 400, f = ¢ € D(R3) et
_ 1 .
9= 4r|z| ?

4. Passer a la limite dans cette derniére expression en faisant tendre r vers 0 et R vers -+oo.

Conclure.

> 7.18. L’objet de cet exercice est de démontrer la relation de Rankhine-Hugoniot en dimension 1
d’espace (cf. cours de calcul scientifique). On se place dans le demi-plan Q = {(z,¢) € R x Rt*}
(cf. figure ci-dessous) et on se donne une fonction u(z,t) de classe C! dans Q \ T, telle que u soit
prolongeable par continuité de part et d’autre de I'. On suppose que I' est une courbe qui peut
étre paramétrée par

L= {(¢(t),t), teR™}

avec ¢ de classe C! sur R1*.

On suppose enfin que u vérifie au sens des distributions ’équation hyperbolique
Ju 0
4 = =0 7.6
) (76)
sur , ol f est une fonction de classe C! de R dans R.
1. Veérifier que I’équation (7.6) a bien un sens dans D'(Q).
2. Soit (x4, t.) un point de la courbe de choc I'. On note u, et uq les prolongements par continuité
d
de u & gauche et droite (respectivement) du point (z.,t.). Soit enfin s = d—(f(t*) Etablir une

relation entre ug, uq; f(ug), f(uq) et s.
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Chapitre 8

Espaces de Sobolev

Les espaces de Sobolev jouent un role central dans la théorie des EDP. Ce sont des sous-espaces
de ’espace vectoriel des distributions qui possédent une structure hilbertienne leur conférant des
propriétés supplémentaires issues des théorémes fondamentaux de l’analyse hilbertienne (inéga-
lité de Cauchy-Schwarz, théoréme de projection, théoréme de Riesz). Ces propriétés permettront
d’obtenir trés simplement des résultats puissants sur les EDP. Signalons également que certains
espaces de Sobolev s’introduisent de fagcon naturelle en considérant le modéle physique sous-jacent
a une EDP : dans nombre de cas, le plus gros espace fonctionnel permettant de donner un sens
mathématique a I’énergie d’un systéme est précisément un espace de Sobolev.

8.1 Espaces H(Q)

Définition 8.1. Soit Q un ouvert de R et soit k un entier positif. On note H*(Q) ’ensemble des
fonctions de L?(Y) dont toutes les dérivées (au sens des distributions) jusqu’a Uordre k sont dans
12(0)

HAQ) ={feL*(Q), Va,l|a|<k, 0OufelLl?(Q)}.

Théoréme 8.2. H(Q) est un espace vectoriel. Muni du produit scalaire

(Fome = 3 [ 1@ 0g(a)da,

la|<k

H*(Q) est un espace de Hilbert. Sa norme est notée || - || x -

Preuve. 11 est clair que H*(Q) est un espace vectoriel et que (-,-)y, est un produit scalaire sur
H%(Q). 1l reste & vérifier que H*(Q) est complet pour la norme || - || gx. Soit (fn)nen une suite de
Cauchy de H*(Q). Comme

||f;u - quL2 < ||f;u - quHk‘a

on voit que (f,) est de Cauchy dans L?, donc converge dans L? vers f € L2 De méme pour tout
laf <,

||aafp - aafq”L? < ||fp - quHk‘-
Donc (9°f,) converge dans L? vers une fonction g,. Par ailleurs, la convergence dans L? implique

la convergence dans D’. Donc
fo— f dans D’
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et
0% frn — ga dans D'.

De la premiére assertion, on tire
o%f, — 0°f dans D'.

Par unicité de la limite dans D’(Q2), on trouve 9°f = g, € L?. Donc f € H* et comme 9°f, —
0°f dans L2, il s’en suit que f,, — f dans HF. O

8.2 Espace H}(Q)

Proposition 8.3.
1. 8iQ =R D(RY) est dense dans H'(R?).
2. SiQ CRY, Q#RY D(Q) nest pas dense dans H' ().

Preuve.
1. La premiére assertion, assez technique, se montre par troncature et régularisation.

2. On se contente de prouver ce résultat en dimension 1 dans le cas ou  =|0,1[. Soit ¢ €
D(]0,1]). On a

va €0, 1] (b(:z:):/ozqﬁ’(t)dt.

Donc

z x 1/2 z 1/2
vz €0, 1], < (t)| dt < ’t2dt) < 12dt) < ||| 2.
vl fo@l< [ 1) </ 16/(4) / 1611z
Il en résulte que

1 1/2
l6lls = ( / |¢<t>|2dt) < 16/l

V¢ € D0, 1)),  [4llz2 < [1¢']lz2-

Si D(]0, 1]) était dense dans H'(]0, 1[), cette inégalité resterait vraie pour tout ¢ € H(]0, 1]).
Or en prenant par exemple f =1 sur |0, 1], on voit que cette inégalité est violée.

On a donc finalement

O
Définition 8.4. On note H(Q2) la fermeture de D(Q2) dans H ().

Remarque 8.5. En vertu de la proposition ci-dessus, Hg (R%) = H'(R?), mais H{ () n’est qu’un
sous-espace vectoriel de H'(2) (strictement inclus dans H'(£2)) si Q C R? avec Q # R,

Proposition 8.6. L’espace HJ(S) est un espace vectoriel. C’est un espace de Hilbert pour le
produit scalaire (-, ) g1 .

Preuve. 1l est clair que HJ(f2) est un espace vectoriel (c’est la fermeture d’un espace vectoriel
pour une certaine norme). Le produit scalaire de H'({2) restreint & H}(Q) définit évidemment un
produit scalaire sur H}(Q). Comme H}(Q) est fermé dans un espace complet, il est complet. O
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Enoncons maintenant un résultat important d’analyse fonctionnelle dont nous aurons besoin par
la suite (cf. section 9.3) :

Théoréme 8.7. (Inégalité de Poincaré). Soit Q un ouvert borné de R, Il existe une constante
Cq telle que
Yu€ Hy(Q),  ullz. < Ca [Vullp: .

Dans le langage de Panalyse fonctionnelle, on dit que la norme L? d’une fonction de H}(Q) (Q
borné) est contrélée par la norme L? de son gradient.

Preuve du théoréme 8.7. L’ouvert  étant borné, on peut trouver L > 0 tel que Q C [—L, L]™. Soit
# € D(Q) et 9 le prolongement de ¢ par 0 & tout RZ. Tl est clair que ¢ € C>°(R?) et que

Vo e [-L, 1", 1/1(30):/_; g—i(t,m,--- o) dt.

Il en résulte que

T 2
W@ = ( a—w(t,xm“',xn)dt)

L 81'1
2 z1
dt) (/ 12dt>
—L

IN IN
=
~ t~

En intégrant l'inégalité obtenue sur [—L, L|™ , on obtient

2
/ |w|2§4L2/ % §4L2/ V2
[-L,L]"™ [-L,L]" 0z [-L,L]"

Comme Supp(¢)) = Supp(¢) C 2, Supp(V) = Supp(Ve) C Q, et comme ¢ = 1) et Vo = Vi) sur
Q, il en résulte que

Vo € D(Q),  9ll2 <2L V|- (8.1)
Il est clair par ailleurs que les applications
Hl(Q) — R ot Hl(Q) — R
u =l u = |[Vul .

sont continues. Comme D()) est dense dans H{ () pour la norme H!, il en résulte que 'inéga-
lité (8.1) reste valable pour tous les éléments de H} (). O

Terminons cette section par quelques remarques sur la définition de H{ (€2) via la notion de trace :
on dit parfois que Hg(Q) est P’espace des fonctions H' “nulles au bord”. Ceci appelle quelques
commentaires. Introduisons pour commencer la notion de trace. Pour une fonction u € C°(Q), la
trace de u sur 92 est définie par
y(u): 00 — R
x —  u(x).

En d’autres termes, vy(u) = ulsq. Notons que application trace
v C%Q) — C°00)
u = y(u)

est linéaire et continue. La question qui se pose maintenant est la suivante : peut-on étendre la
notion de trace a des fonctions moins réguliéres ? Voici quelques éléments de réponse :
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. On ne peut pas définir la trace d’une fonction de L?(€2).

Considérons en effet, a titre d’exemple, la fonction u : z — sin(1/x) sur Q =0, 1[. L’ensemble
0N est alors composé des deux points 0 et 1. La fonction u est continue en 1 et on peut donc
deéfinir sa trace en 1 (c’est le réel sin 1) ; en revanche, 'ensemble des valeurs d’adhérence de
wen 0 est Uintervalle [—1,1]; il n’y a donc pas de fagon naturelle de définir la trace de u (la
valeur de u) en 0 ;

En dimension 1, une fonction qui est dans H'(]a, b]) est dans C°([a, b]). La démonstration de
cette assertion fait ’objet de I’exercice 8.6. On peut donc définir la trace en a et en b d’une
fonction de H!(]a,b[) ;

En dimension > 2, une fonction qui est dans H!(Q) n’est pas nécessairement continue (cf.
exercice 8.2). On peut cependant définir la trace sur 9Q dune fonction de H'(f2). Plus
précisément, il existe une application linéaire et continue

v HY(Q) — L%09)
u = (u)
vérifiant Yu € H'(Q)NC%(Q), v(u) = u|aq- En fait, application v prend ses valeurs dans un

sous-espace de L?(9Q) noté H'/?(982). Cette notation, qui se base sur la théorie des espaces
de Sobolev & exposant fractionnaire, sera éclairée dans la section 10.4.2.

Ce troisiéme point permet d’énoncer le résultat suivant :

Proposition 8.8. On a la caractérisation suivante :

Hy(Q) = {uec H(Q), ~(u)=0}.

8.3 Espace H1(Q)

Définition 8.9. Soit Q un ouvert de R?. On note H=(Q) l'espace vectoriel des distributions
T € D'(Q) telles qu’il existe une constante C' pour laquelle

Vo e D),  [T,9)| <Cldlla-

Remarque 8.10. Il est clair que L?(Q) C HY(Q). En effet, si f € L?(Q), on a

Vo eD(Q),  [(f.o)l= ’/Qﬂb‘ < fllzzll@lze < [[fllcelldllz -

Théoréme 8.11. On peut identifier H=1(Q) au dual topologique de H}(Q).

Preuve. Soit T € H~'(Q2). L’application linéaire

¢ (T, 9)

est continue sur D(Q) muni de la norme H'. Par conséquent, cette application se prolonge en une
forme linéaire continue sur H} () (cf. théoréme 1.24) notée

¢ = <T7 ¢>H*1,H&a

qui vérifie en particulier

Vd) € D(Q)v <Ta ¢>H*1,Hé = <T7 ¢>
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De plus, ce prolongement est unique car D(Q) est dense dans H}(Q) pour la norme de H'. On
peut donc associer & tout T' € H~(Q) un élément du dual topologique de Hg(Q) (i.e. de I'espace
vectoriel des formes linéaires continues sur H}(Q)). On définit ainsi

a: HHQ) — (Hy(Q)
T = (T )1 m-
Réciproquement, soit L € (HZ(Q2)). Tl existe une constante C' telle que
Vo € Hy(Q),  |L()| < Cllglln-

En notant Ljp(q) la restriction de L & D(Q) C Hy(Q2), on définit une forme linéaire sur D(£2) qui
vérifie

Vo eD(Q),  |Lipw)(9)| < Cldllm
Il reste & vérifier que Ljp(q) est une distribution (c’est-a-dire qu’elle est continue sur D(€2) pour la
topologie de D(Q)). Soit donc K compact inclus dans Q et ¢ € D (2). Il vient

Lin@(@)] < Clléllm < C (19l + 1V8]22) ">

Or [|¢]r2 < V/IK| supk [¢] et [[V@[|2 < /|K] supg [V|. Donc
|Lipoy (@) < Cl| sup K|3a¢|-

o<1, ze
Donc Ljp(q) définit une distribution (d’ordre < 1). On définit ainsi
B (Ha(Q) — HY(Q)
L +— Lipag-
On vérifie sans difficulté que a o 8 = I(51(q)) et que foa = Ig-1(q). (]

Proposition 8.12. (Caractérisation des éléments de H—1). Soit Q un ouvert de R?. Une distribu-
tion T appartient a H~1(Q) si et seulement si il existe, pour tout |a| < 1 une fonction g, € L*()

telle que
T= Z 0%gq-

laf<1

Preuve. 1l est clair que si T est de la forme
=Y .
la|<1

avec g, € L?(2), on a

Vo eD(Q),  [T.9) = (Y 9°9a,0)l

la<1

< Y0 (=) ga, 0%9)|
laf<1

< > lgallz10%6] 2
la|<1

< D2 lgalles | 6]
la|<1

Donc T' € H1(). La réciproque est plus délicate (voir [Bony 01]). O
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Conséquences : on a les inclusions
D(Q) C Hy(Q) C L*(Q) = (L*(Q)) c H Q) c D'(Q)

et on a par ailleurs pour T' € L*(Q2) et ¢ € D(1),
(T, 8) = (T, )1 gy = (T, B) 1oy = (T, )12 = /Q T,

L? est «l’espace pivot» de ces dualités.

8.4 Exercices

> 8.1.

1. Pour quels k les fonctions suivantes appartiennent-elles & I'espace H*(] — 1,1[) : = + sin,
x+— |z|, x — sgn(z)?

2. Pour quels %, quels « et quels d la fonction % appartient-elle & I’espace H"*(By(1)) dans

x
R??

3. Pour quels k, quels a et quels d la fonction % appartient-elle & I'espace H*(R?\ By(1))?

|z

> 8.2. Soit Q le disque centré en 0 et de rayon 1/e dans R?. Soit la fonction

u(z,y) = Log (—Log (\/gc2 + y2)) .

Montrer que u € H}(Q2) mais que u n’est pas continue en 0.

> 8.3. On considére ’espace vectoriel
V={veL*Q); Ave L*Q)}
équipé du produit scalaire (v,w)y = (v,w)r2 + (Av,Aw)r2. Montrer que V est un espace de
Hilbert.
> 8.4. Soit p un réel tel que 1 < p < +00. Soit un entier k positif. On pose
WhEP(Q) = {u e LP(Q), Va, |a] <k, 0.uc LP(Q)},

les dérivées étant prises au sens des distributions. On équipe cet espace de la norme

lullwss = > 1107l 2o

|| <k

— Justifier le fait que ’on puisse considérer les dérivées de u au sens des distributions.
— Montrer que W*P?(Q) équipé de la norme ci-dessus est un espace de Banach.

> 8.5. Soit u € H!(R). Montrer que

1 1
lulloe < flullzllw] Z2-

Indication : utiliser la densité de D(R) dans H'(R).
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> 8.6. Soit a et b deux réels tels que a < b. Montrer que toute fonction de H'(Ja,b[) admet un
représentant continu.

> 8.7. Soit a et b deux réels tels que a < b. Soit f € H!'(Ja,b[) Montrer que |f| € H'(]a,b]).
Indication : on montrera en particulier que

dif] ,y _ {(f(x)/wxm%(z) si (@) # 0,

dz 0 sinon.
En déduire que si f et g sont deux fonctions de H*(]a, b]), les fonctions max(f, g) et min(f, g) sont

dans H'(]a, b|).

> 8.8. Soit I un intervalle ouvert de R. On désigne par x;(s) la fonction caractéristique de I et
on pose my(s) = fjoo x1(t)dt. Soit Q un ouvert de R%, Montrer que pour f,g € H (),

/Q 9(2)x1 (f(2))V £ (z) di = / Vo(a)m(f(2)) de.

Indication : construire une suite de fonctions (xn)nen continues, ¢ valeurs dans [0, 1] et convergeant
simplement vers xr sur R.

> 8.9. Soit u € H(Q) et ¢ € C*°(22). On suppose que 9 et ses dérviées premiéres sont bornées
sur 2. Montrer que le produit ¢u défini pour presque tout x € Q par (Yu)(x) = ¥ (x)u(x) est dans
HY(Q).

> 8.10. Soit u € H'(R?). On désigne par (e1,...,eq) la base cartésienne de R?. Montrer que pour

tout 1 <i <d,
I3

> 8.11. Soit u € H'(R) et soit ® : R — R de classe C* et telle que ®(0) = 0. Montrer que la
fonction ® o u, définie pour presque tout z € R par (® o u)(z) = ®(u(x)), est dans H(R).

ou |?

8:01-

1
= lim / lu(z + te;) — u(z)|? dr.
Rd

_tHOt

> 8.12. (Inégalité de Hardy sur ]0, 1[). Soit Q = ]0, 1] et u € H{(2). Montrer que la fonction zz‘l(fl)
est dans L?(2) et que

u(z)

N < /
pripem] A1

L2

ol ¢ est une constante indépendante de w.



116 Chapitre 8 : Espaces de Sobolev




Chapitre 9

Problémes aux limites elliptiques
linéaires

Ce chapitre est axé sur I’analyse mathématique de problémes aux limites elliptiques linéaires. Le
terme probléme aux limites désigne un probléme mathématique composé

— d’une (ou plusieurs) équation(s) aux dérivées partielles (EDP),

— de conditions aux bords (ou de conditions asymptotiques & 'infini).
Pour les problémes dépendant du temps (dont nous ne parlerons pas ici) s’ajoutent des conditions
initiales. Le terme elliptique désigne une certaine classe d’équations aux dérivées partielles dont
I’archétype est I'équation de Poisson —Au = f. Enfin le qualificatif linéaire signifie que la ou les
EDP ainsi que les conditions aux bords sont linéaires ou affines.

Dans ce chapitre, nous démontrerons notamment que le probléme aux limites!

{ “Au=f dans D'(12), (9.1)

u=20 sur 012,

admet, pour f donnée dans H~1(£2), une solution u et une seule dans H' (), et que cette solution
dépend contintiment, du second membre f. Ce résultat sera obtenu en deux étapes :

1. on associera au probléme (9.1) une formulation faible (ou variationnelle) qui lui est équiva-
lente

9.2)

Chercher u € V tel que
Yo eV, alu,v) =bv),

avec V = H}(Q), a(u,v) = /Vu -V et b(v) = / fv. Les problémes (9.1) et (9.2) sont
Q Q

équivalents en ce sens que toute solution dans H' du probléme (9.1) est solution du pro-
bléme (9.2), et vice versa;

2. on montrera a ’aide du théoréme de Laz-Milgram que le probléme variationnel (9.2) admet
une solution et une seule.

D’autres cas plus compliqués faisant intervenir des opérateurs non symétriques seront également,
étudiés dans ce chapitre.

Ldont la résolution numérique par la méthode des éléments finis constitue I'un des thémes majeurs du cours de
Calcul Scientifique
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9.1 Version “symétrique” du théoréme de Lax-Milgram

Définition 9.1. Soit H un espace de Hilbert et a une forme bilinéaire sur H. On dit que a est
coercive s’il existe un réel a > 0 tel que

Yu € H, a(u,u) > o ||lul?.

Théoréme 9.2. (Version “symétrique” du théoréme de Lax-Milgram). Soit H un espace de Hilbert,
a une forme bilinéaire sur H, symétrique, continue et coercive et b une forme linéaire continue sur
H. Alors le probléeme

{ Chercher u € H tel que 9.3)

Vv € H, a(u,v) = b(v),

admet une solution et une seule. En outre 'unique solution u de (9.3) est également l'unique
solution du probleme de minimisation

Chercher v € H tel que
J(u) = inf J(v) (9.4)
veEH ’
ot la fonctionnelle J(v) (dite fonctionnelle d’énergie) est définie par
1
J(v) = §a(v,v) —b(v).
Preuve. Posons
(u,v)q = a(u,v).
Il est clair que (+,), est un produit scalaire sur H. Par ailleurs, les normes || - ||z et || - ||o sont

équivalentes ; en effet, de la coercivité et de la continuité de la forme bilinéaire a, nous déduisons
que
voe H,  alvl’ <|v]} = a(v,v) < Mol

L’espace H, qui est complet pour la norme || - ||, I'est donc aussi pour la norme || - ||,. Donc H muni
du produit scalaire (-,-), est un espace de Hilbert. La forme linéaire b est continue pour la norme
| - || donc aussi pour la norme || - || qui lui est équivalente. D’aprés le théoréme de Riesz 3.11, il
existe donc un unique élément u € H vérifiant

Vv e H, a(u,v) = (u,v), = b(v).
Ceci montre I’existence et I'unicité de la solution de (9.3).
Soit maintenant u solution de (9.3) et v € H. Posons h = v — u. On a
Jw) = J(u+h)
= %a(u—l—h,u—i—h) —b(u+h)

() + a(u, h) — b(h) + %a(h, h)

Ju) + 5a(h,h)
J(u).

Y

Donc u est solution de (9.4).
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Réciproquement, si u est solution de (9.4), on a alors pour tout v € H et pour tout A € R

J(u) < J(u+ \v) = J(u) + Ma(u,v) — b(v)) + %)\Qa(v, v).

Donc pour tout A € R,
1
Aa(u,v) — b(v)) + 5)\2a(v,v) > 0.

Ceci n’est possible que si a(u,v) = b(v) pour tout v € H. Donc u est solution de (9.3). O

9.2 Résolution d’un probléme aux limites elliptique symé-
trique

Commencons, pour fixer les idées, par nous intéresser au probléme modéle qui consiste &

Chercher v : Q — R vérifiant
—Au+du=f dansQ, (9.5)
u=0 sur 0f,

otl  est un ouvert de R?, )\ un réel strictement positif et f est une fonction donnée. Le premier
travail & faire est de construire un cadre fonctionnel adapté a ’étude du probléme (9.5), c’est-a-dire
de préciser un espace fonctionnel F' dans lequel on s’autorise & choisir la donnée f et un espace
fonctionnel V' dans lequel on va chercher la solution .

Bien souvent, la physique fournit des modéles sans les espaces fonctionnels qui vont avec! C’est
au mathématicien de trouver les bons espaces, c’est-a-dire ceux pour lesquels on saura dire des
choses sur les solutions du probléme (existence, unicité, régularité, ...), pour des données f aussi
générales que possible. Un bon cadre fonctionnel doit en principe assurer l'existence et l'unicité
d’une solution dans V pour tout f € F.

Nous allons dans cette section construire un cadre fonctionnel naturel, celui des espaces d’énergie
(la raison pour laquelle on parle d’espace d’énergie apparaitra clairement plus loin). Commengons
par un raisonnement formel. Multiplions les deux membres de ’équation —Au + \u = f par u
(sans se préoccuper pour l'instant de rigueur mathématique) et intégrons sur €2, ce qui donne

/Q (= A+ M) u = / fu. (9.6)

En utilisant la formule de Green (7.5) et en tenant compte de la nullité de u sur le bord 99, on

obtient
/ |Vl 4+ M’ /fu

Pour une donnée f trés réguliére, par exemple f € D(Q), les deux termes de ’égalité ont un
sens si et seulement si u € H!(Q2). Comme en outre u = 0 sur 92, un bon choix consiste &
prendre V = H{ (). On voit alors qu’'on peut donner un sens formel au membre de droite de
I’équation ci-dessus dés que f est dans le dual de Hg(Q), c’est-a-dire dans H~1(2). On choisira
donc F = H~(Q). On aboutit donc & la formulation mathématique suivante du probléme (9.5)

(9.7)

Chercher u € Hi () vérifiant
—Au+ A u=f dans D'(Q),

olt f est donnée dans H~1(f2). Le probléme de Poisson (qui correspond au cas oit A = 0) sera
examiné ultérieurement.

Formulation faible du probléme 9.7.

Posons
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1. H=H}(Q)

2. a(u,v):/Vu~Vv+/\/uv
Q Q
3. b(v) = (f, U>H*1,H§
et considérons le probléme

Chercher u € H tel que
{ “ a (9.8)

Yv e H, a(u,v) = b(v).
Proposition 9.3. Les problémes (9.7) et (9.8) sont équivalents.

Preuve. Montrons d’abord que (9.8) = (9.7). Soit u solution de (9.8). On a déja u € H(Q), donc
d’une part u € H'(Q) et d’autre part u = 0 sur 9. Soit maintenant ¢ € D(Q2). On a ¢ € H}(Q)
et

(fa ¢> = <fa ¢>H*1,H&
= ()
= a(u,9)

= /QVu-V(b—i-)\/Qud)

= (Vu, Vo) + Au, ¢)

= (—Au+ I, ).
Donc —Au + Au = f dans D'(£2). Donc u est solution de (9.7).
Réciproquement, soit u solution de (9.7). On a d’abord u € HY(Q) et u = 0 sur 9. Donc
u € H} (). Soit ¢ € D(Q). On a

b(g) = fa¢>H*1,H&
;o

)

—Au+ Au, @)
Vu, Vo) + Au, ¢)
a(u, ).

)

(
(
(
(

Donc
Vo € D(Q),  a(u,d) =b(e).

Vérifions maintenant que a est continue sur H x H et que b est continue sur H :

Vo e H=Hy(Q),  [b@)]=(f,v) g1 m| < I flm- vl

/Vu~Vv+)\/uv
Q Q

V(u,v) € H, la(u,v)] =

< /Vu~Vv + A /uv
Q Q
1/2 1/2 1/2 1/2
< ( |Vu|2> (/ |Vv|2> +)\</ u2) (/ 1)2)
Q Q Q Q
< @+ Mlulla lo)lm

A fortiori, a(u, -) et b sont continues sur H = H}(Q2). Comme en outre D({2) est dense dans H (),
on a
Yv e H, a(u,v) = b(v).

Donc u est solution de (9.8). O
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Vérification des hypothéses du théoréme de Lax-Milgram version symétrique.
— H = H}(Q) est un espace de Hilbert ;

b est continue sur H ;

— a est bilinéaire symétrique et continue sur H x H ;

— a est en outre coercive sur H. En effet, pour tout u € H

a(uu) = / IVl + A / 2

min(1, \) </Q |Vu|? + /Q |u|2>

min (1, A) fuf 3.

Y

Conclusion. Le probléme (9.8) a une solution et une seule de par le théoréme de Lax-Milgram
version symétrique. Les problémes (9.7) et (9.8) sont équivalents. Le probléme (9.7) a donc une
solution et une seule. Remarquons que la fonctionnelle d’énergie associée au probléme (9.7) est
donnée par

1 A
I0) =5 [ 190+ 5 [ 0B = (o)

9.3 Résolution de I’équation de Poisson sur un ouvert borné

Soit  un ouvert borné de R% et f € H~1(2). On cherche u € H'(f2) solution de

—Au = dans D' (),
f (€2) 9.9)
u=0 sur 0.
Formulation faible du probléme (9.9).
Posons
1. H=H}(Q)
2. a(u,v) = / Vu - Vo
Q
3. b(v) = (faU>H*1,Hé
et considérons le probléme
Chercher u € H tel que
{ Yv e H, a(u,v) = b(v). (9-10)
Proposition 9.4. Les problémes (9.9) et (9.10) sont équivalents.
Preuve. Transcription directe de la preuve de la proposition 9.3. O

Vérification des hypothéses du théoréme de Lax-Milgram version symétrique.
~ H = H}(Q) est un espace de Hilbert ;
— b est continue sur H ;
— a est bilinéaire symétrique et continue sur H x H ;
— il reste & prouver que a est coercive sur H. En utilisant l'inégalité de Poincaré 8.7, on voit
que pour tout u € HE (),

lullZ = llullfe + 1 Vulz: < 1+ CO)IVulZ. = 1+ Cd)alu, u).

Donc

1 2
a(u,u) > TC&”UHHI
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Conclusion. Le probléme (9.10) a une solution et une seule de par le théoréme de Lax-Milgram
version symétrique. Les problémes (9.9) et (9.10) sont équivalents. Le probléme (9.9) a donc une
solution et une seule. Remarquons que la fonctionnelle d’énergie associée au probléme (9.9) est

donnée par
1
I = [ V0P = (Fovhr .
Q

9.4 Théoréme de Lax-Milgram

L’hypothése de symétrie de a est contraignante car de nombreux problémes aux limites, en parti-
culier ceux dans lesquels figurent des termes d’advection (cf. cours de calcul scientifique) sont non
symétriques. Heureusement, on peut s’en affranchir.

Théoréme 9.5. (Théoréme de Laz-Milgram). Soit H un espace de Hilbert, a une forme bilinéaire
sur H continue et coercive et b une forme linéaire continue sur H. Alors le probléme

Chercher u € H tel que
(9.11)

Vv € H, a(u,v) = b(v),

admet une solution et une seule.

Remarque 9.6. Le théoréme de Lax-Milgram “contient” le théoréme de Lax-Milgram version
symétrique.

Preuve. On considére ’application linéaire continue

®: H — H
u —  O(u) =a(u,).

Tl est clair que u est solution de (9.11) si et seulement si ®(u) = b. Montrer ’existence et I'unicité
de la solution de (9.11) équivaut donc & montrer que ® est bijective.

1. Injectivité (unicité de la solution de (P)).

Soit u € H tel que ®(u) = 0. On a pour tout v € H, a(u,v) = 0, donc en particulier
a(u,u) = 0. Or en utilisant la coerciviteé,

0 = a(u,u) > aljul®
Donc u = 0.
2. Surjectivité (existence de la solution de (P)).

Soit V' = Im(®) C H’. On va montrer que V est a la fois dense et fermé (ce qui implique
V =H).

(a) Montrons que V = Im(®) est fermé. Soit w # 0. On a

la(w,v)| _ a(w, w)

[®(w)|[s = sup > > allw].
veEH, v#£0 HUH lel

Donc
[®(w)l[ar > aflw|
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et cette inégalité reste vraie pour w = 0. Soit maintenant (b, )nen une suite d’éléments
de V qui converge dans H' vers b € H’. 1l faut montrer que b € V. Soit w,, tel que
D (wy,) = by. Comme (by,)nen est de Cauchy, (wy,)nen V'est aussi. En effet,

1bp = bgll 7 = [[@(wp) — (wy)|[ 7 = [|(wp — wg)l| = ljwy —wql.

Donc (wy, )nen converge dans H vers un certain w € H. Comme en outre ® est continue,
by = ®(wy,) — P(w) dans H'.

Donc b = ®(w) € V (unicité de la limite).

(b) Montrons que V = Im(®) est dense dans H'. Notons
Vi={ucH, VYfecV, f(w) = 0}.

Soit w € V°. On a alors

Yo e H, a(v,w)=2(@w)(w)=0.

En particulier pour v = w, il vient a(w,w) = 0. Donc w = 0 par I’hypothése de
coercivité. Donc V° = {0}, ce qui implique que V est dense dans H.

O

9.5 Résolution d’un probléme aux limites non symétrique

Soit Q un ouvert borné de R%, ¢ : Q — R? un champ de vecteurs de classe C'(Q) & divergence
nulle (div ¢ = 0 dans Q) et f € H~1(Q). On cherche u € H'(f2) solution de

(9.12)

—Au+c-Vu=f dans D'(2),
u=20 sur 0f).

Remarquons que le produit ¢ - Vu est bien défini dans D'(2) ; ceci provient du fait que Vu est en
fait une fonction de L2(£2), donc de L'(Q2) puisque © est borné, et que c est une fonction bornée
(c’est une fonction continue sur un compact). Le produit ¢ - Vu est donc dans L'(f2), donc dans
D'(Q).

Formulation faible du probléme (P).
Posons
1. H=H)Q);
2. a(u,v) :/ Vu~Vv+/(c~Vu)v;
Q Q
3. b(v) = (f, U>H*1,Hé ;
et considérons le probléme

Chercher v € H tel que
(9.13)

Yv e H, a(u,v) = b(v).

Proposition 9.7. Les problémes (9.12) et (9.13) sont équivalents.
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Preuve. On a déja montré la continuité de b. Pour tout (u,v) € H,

la(u,v)] = /Vu-Vv+/(c-Vu)v
Q Q
< /Vu~Vv+/(c~Vu)v
Q Q
< VullL2[[Vol| L2 + sup e[| Vul| 2 [[v]] 2
Q
< (L4 sup fe])[full g [|v]| -

Q
Donc a est continue sur H x H.

Le reste de la preuve est une simple transcription de la démonstration de la proposition 9.3. [

Montrons qu’on peut appliquer le théoréme de Lax-Milgram.
— H = H}(Q) est un espace de Hilbert ;
— b est continue sur H ;
— a est bilinéaire et continue sur H x H ;
— montrons que a est coercive sur H. On remarque que pour tout ¢ € D(Q),

¢2 ) ¢2 / ) (¢2 ) ¢2
c-V + | —dive= [ div | =¢ | = —(c-n)=0.
/Q ( 2 Q 2 Q 2 aa 2 (
En conséquence,

a@d) = [ VoP+ [ (e Voo

[ o+ [evS

2
= |V¢|2—/ d)—divc
Q Q 2

A
Q
> e loln.

Conclusion. Le probléme (9.13) a une solution et une seule de par le théoréme de Lax-Milgram.
Les problémes (9.12) et (9.13) sont équivalents. Le probléme (9.12) a donc une solution et une
seule.

9.6 Exercices

> 9.1. Soit Q un ouvert borné de R%. On se donne ,
— un champ de matrices A : Q — M(d,d) de (L>(Q))*,
— deux champs de vecteurs sur b et ¢ de (L())%,
— un champ scalaire d € L>=().
Ecrire une formulation faible du probléme aux limites : chercher u € Hg () vérifiant

—div (A(x)Vu(z)) +div (bu) + ¢-Vu+du= f  dans D'(Q).

On suppose que le champ de matrices A est uniformément coercif sur Q, c’est-a-dire qu’il existe
une constante a > 0 telle que

VzeQ, VyeRY  (A()yy) > oyl
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A quelles conditions sur A, b, ¢ et d le probléme aux limites ci-dessus a-t-il une solution et une
seule dans H}(Q)?

> 9.2. Soit up € L2(RY) et 7 un réel strictement positif. On considére la suite (u,),en- de fonctions
de H'(R?) définie a partir de ug par la relation de récurrence

Un+1 — U

Vn €N, " = Mg, (9.14)

1. Montrer que la suite (u,)nen+ est bien définie de maniére unique par la relation de récurrence
(9.14).

2. On se place dans le cas ou d = 1 et on considére la fonction u définie sur R par

cos(wx) siz < —27/w
u(z) =11 si—27/w <z <27/w
cos(wx) six > 2m/w

ot w = 7-1/2, Calculer u” (dérivée seconde de u au sens des distributions).
3. En utilisant la question précédente, construire une fonction ug € L?(R) telle que le probléme

ul—uoi 7

Chercher u; € H*(R) tel que

T

n’ait pas de solution.

4. Selon vous, dans quel contexte est utilisée la relation de récurrence (9.14) ? Que suggere le
résultat de la question 37

> 9.3. Pour tout « réel strictement positif, on note a, la forme bilinéaire sur Hg (] — 1, 1[) définie
par

0 1
Y(u,v) € Hy (] —1,1]) x Hy(] — 1,1]), aq(u,v) = a/ u'v' +/O u'v'.

-1

On note b la forme lindaire sur Hg (] — 1, 1[) définie par

Yo e Hy(] — 1,1]), b(v):/ v.

1. Montrer que pour tout o > 0, le probléme

Chercher u € H(] — 1,1]) tel que
Vo€ Hi(]—1,1]), aa(u,v) =b(v)

admet une solution et une seule, que ’on notera wu,,.

2. En introduisant la fonction

a size]—1,0]
1 si z €]0,1]

ecrire une EDP dans D'(] — 1, 1[) dont u,, est solution.
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3. Expliciter u,. On vérifiera que pour a = 1, la solution est (1 + z)(1 — x)/2.
Indication : on cherchera u,, sous la forme

(@) = ar(x+1)2+b(z+1) six€]—1,0]

az(z —1)2 +ba(x — 1) si z €0, 1],
ol ay, by, as et by sont des coefficients réels.

> 9.4. Ecrire une formulation faible de la forme

Chercher u € V tel que
YoeV, alu,v)=>b)

pour chacun des problémes aux limites suivants. On vérifiera dans chaque cas qu’il y a bien équi-
valence entre le probléme aux limites et la formulation faible et que les hypothéses du théoréme de
Lax-Milgram sont satisfaites.

— Soit a € C°([0, 1], R) telle que [igllf]a =a>0et feL?0,1).
Chercher u € Hi(]0, 1[) vérifiant

(1) _% (a(x)j_z(x)) =f(z) sur]o,1]

— Soit f € L?(0,1).
(10 Chercher u € Hi(0,1) vérifiant
—u" +u' +u= f(x) sur 10, 1]

1
> 9.5. On considére un réel o €] — 1, —5[ et le domaine ) défini en coordonnées polaires par
T
Q={(r0), 0<r<1, = <6<0}.
Q

Soit I'y = {(T, 0), r=1, Tco< 0} et I'y = 90\ T’y (voir figure ci-dessous).
o

On considére le probléme aux limites

Chercher u vérifiant
—Au =0 dans (),
u=sin(af) sur I'y,
u=0 surls.

(9.15)



9.6. FExercices 127

1. Soit @1 = r*sin(af) et o = r~*sin(af). Montrer que ¢; et @2 sont solutions de (9.15).
Indication : on rappelle qu’en coordonnées polaires

10 dp 18290
A= r@r<0r>+ 2962

2. Montrer que ¢; et o sont dans L?(€2).
3. Considérons maintenant le probléme

Chercher v € H(Q) vérifiant
—Au=0 dans D'(Q),

u = sin(af) sur I'y,

u=0 surls.

(9.16)

Montrer que s est solution du probléme (9.16). Qu’en est-il de la fonction 1 ?

> 9.6. Soit Q un domaine borné de R%. Soit wy, ws et f trois fonctions données de L%(Q). Soit A
et u deux réels positifs ou nuls. Soit a la forme bilinéaire définie formellement par

awm)tLVuWM+AA¥wu<Awm)<wa>,

et b la forme linéaire définie formellement par

o=/ r.

1. Montrer que a et b sont définies et continues sur Hi(Q).
2. On note Cq la constante de Poincaré de €2, c’est-a-dire la plus petite constante réelle vérifiant

Vae H(Q),  [ullz> < Col|Val| 2.

Montrer que si u||wy]|2 ||wallrz < A+ le probléme

1
Cg’
e

qu
b(v)

Chercher u € H(9) tel
{ Vo € Hi(Q), a(u,v) = (9-17)

admet une solution et une seule.

1
3. Montrer que si p ||wi]|p2 ||w2]l L2 < A+ —=5

ok l’'unique solution u du probléme (9.17) est solution
Q
d’une EDP de la forme

—Au+ L(u) = f dans D'(Q)

o L € £ (L*(2)) (i.e. oit L est une application linéaire continue de L?(2) dans lui-méme).
et donner un majorant de la norme de L.

> 9.7. Principe du maximum

Soit 2 un ouvert borné régulier de R?. On considére 'opérateur linéaire L défini pour une fonction
u € C%(Q) par

(L)) = 3 ale) 52t (o) Zbaﬁ+w>w

i,j=1 i=1

ot les champs scalaires a;;, b; et ¢ sont dans C° (Q) et veérifient les deux propriétés suivantes :
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— il existe un réel a > 0 tel que pour tout = € Q et tout & € R,

d

> aij(@) &g > algf

i,j=1
— le champ c est négatif ou nul sur 2.

Soit u une fonction de C2(Q) N C°(Q) telle que

Lu < 0 dans
u > 0 sur 0f).

Montrer que v > 0 dans € (par approximation, on peut montrer que ce résultat reste vrai lorsqu’on
a seulement Lu < 0). Indication : supposer que min u(x) < 0 et considérer un xo € S en lequel le
zeQ)

minimum est atteint.

> 9.8. Soit 1 un réel et 3 un champ de vecteurs de classe C* sur R? (autrement dit une application
de R? & valeurs dans R? de classe C) tel que |3 L~ < +oo et ||div 8]~ < +o0.

1. Soit u € L?(R%). Montrer que les expressions
Tu=pu+p0-Vu

et
T*u = pu — div (uf)

ont un sens dans D’ (R).

2. Soit
D={ueL*R% telque Tue L*R%)}.

Montrer que D, muni de la norme || - ||, définie par

1/2
Vue D, |ulr = (lullfe + [ Tullz:) ",

est un espace de Hilbert.

3. Soit
D* ={ue L*R? telque T*ue L*(R%)}.

Vérifier que D(R?) C D, que D(RY) C D* et que
Y(u,v) € DRY) x DRY),  (Tu,v)r> = (u, T*v) 2,

ot (+,-)z2 désigne le produit scalaire usuel sur L2(R?).

4. On admet que D(R?) est dense dans D pour la norme || - ||r et que D(R?) est dense dans D*
pour la norme || - ||p~ définie par

X . 1/2
Vue D", ullr- = ([Jull 2z + T ull72)

Déduire de la question précédente que
V(u,v) € D x D*, (Tu,v)p2 = (u, T"0) 2.

5. Montrer que D = D*.
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Commentaire : les opérateurs T est T sont des opérateurs linéaires non-bornés sur L?(R9)
(un opérateur linéaire non-borné sur L?(R9) est un application linéaire définie sur un sous-espace
vectoriel de L2(R?) - le domaine de 'opérateur - & valeurs dans L?(R%)). L’opérateur 7% (défini
sur le domaine D*) est appelé ’adjoint de 'opérateur T' (défini sur le domaine D).

> 9.9. Régularité elliptique

On considére le probléme

(9.18)

Chercher u € H'(R?) tel que
—Au+u=f

ot f est une fonction donnée de L?(R%).

1. Montrer ’existence et 'unicité de la solution de (9.18).
2. Soit ¢ € C°(R4). Montrer que pour tout 1 < 1,5 < d,

9¢

1/2

= (Ill7= + A¢ll72)

et

82
H O < (1612 + 1a0]22) 2.

al'ial'j

L2

On pourra utiliser la transformée de Fourier de ¢ définie par ¢(&) = [ ¢(z) e ™€ d.
Rd

3. En admettant que C2°(RY) est dense dans
H={ve L*RY), Ave LQ(Rd)}
muni de la norme définie par

1/2
lvl = (lolZ> + l|Av]|Z2)
montrer que H = H2(R?) et que la norme || - || est une norme sur H?(R?) équivalente & la
norme usuelle définie par

1/2
a /

lollzz = { lolZ= + 1VollZ +

ij=1

0%v
axiaxj

LZ

4. Montrer que la solution u de (9.18) est dans H?(R?) et que 'application linéaire qui a f
associe I'unique solution u de (9.18) est continue de L?(R¢) dans H?(R?).

5. On suppose maintenant que f € H™(R?) pour un certain m > 1. Montrer que la solution u

de (9.18) est dans H™+2(R%). Indication : on pourra écrire une équation vérifiée par %.

6. Soit Q2 un ouvert borné de R%, une fonction u € H™(Q) avec m € N* telle que Au € H™(Q).
Montrer que pour tout ouvert w tel que @ C €, on a u € H™2(Q).



130 Chapitre 9 : probléemes aux limites elliptiques linéaires

> 9.10. On considére le probléme consistant &

Chercher u € V tel que
Vo eV, ax(u,v)=>b)

avec V = H?(R?)

ax(u,v) = Au Av+ A Vu-Vv—i—/ U et
R? R? R?

1. Montrer que pour u et v dans H?(R?),

Au Av = Z v
R2 8%8:0] 8%8%

2. Montrer que si A > 0, le probléme (9.19) est bien posé.

3. Montrer que pour tout ¢ € C°(R?),

[ vor =] oae

et de 14 que pour tout u € H?(R?),

1
/ |Vul> < = (/ u? —|—/ |Au|2) :
R2 2 R2 R2

En déduire que si A > —2, le probléme (9.19) est bien posé.

(9.19)

4. Montrer que les solutions de A(Au) 4+ 2 Au + u = f dans H?(R?) sont reliées aux solutions
dans L?(R?) de Aw + w = f. Exhiber une fonction f € L?*(R?) pour laquelle cette derniére
équation n’a pas de solution dans L?(R?). Indication : on pourra utiliser la transformation

de Fourier.



Chapitre 10

Transformation de Fourier

La transformation de Fourier est un outil incontournable de I’analyse des phénoménes linéaires,
constamment utilisé dans de nombreuses applications comme le traitement du signal, I’électronique
ou ’acoustique mais aussi la mécanique des fluides (théorie de la turbulence de Kolmogorov) ou la
physique statistique.

Nous commencons par définir la transformée de Fourier d’une fonction de L'(R?) (section 10.1),
puis nous étendons cette définition aux éléments de Iespace S’(RY) des distributions tempérées
(sections 10.2 et 10.3). Cette extension est réalisée par dualité, a partir d’un espace de fonctions “de
petite taille”, Pespace de Schwartz S(R?), qui posséde la propriété d’étre stable par transformation
de Fourier.

Nous montrons ensuite (section 10.4) que la transformation de Fourier ainsi définie est une isométrie
de L?(R?) et nous utilisons cette propriété pour construire de nouveaux espaces fonctionnels,
les espaces de Sobolev fractionnaires H*(R%), s € R. Ces espaces nous permettrons de mettre
en évidence le lien entre la régularité locale d’une fonction et le comportement a l'infini de sa
transformée de Fourier, et de fonder rigoureusement la notion de trace définie formellement & la
section 8.2.

La section 10.5 traite des distributions périodiques. Nous revisitons la théorie des séries de Fourier
dans L? & I’aide du concept de base hilbertienne introduit & la section 3.4, puis nous relions le
développement en série de Fourier d’une distribution périodique a sa transformée de Fourier. Enfin,
nous utilisons ces résultats théoriques pour établir un résultat trés utile dans les applications, le
théoréme d’échantillonage de Shannon.

Dans ce dernier chapitre, nous manipulerons des fonctions & valeurs complexes. Le produit scalaire
sur L2(R?) que nous utiliserons sera celui défini par

(fi9)r2 = /Rd?g-

10.1 Transformation de Fourier dans L!

10.1.1 Définition
Si f est une fonction de L'(RY), 'intégrale

(z) e %% dx
Rd

est définie pour tout ¢ € R?. Cette observation permet d’énoncer la
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Définition 10.1. Soit f € L'(R%). On appelle transformée de Fourier de f la fonction notée Ff
ou f définie en tout point & € R? par

(FNO =€) = | fla)e ' da. (10.1)

Proposition 10.2. Soit f € L'(R?). La transformée de Fourier de f vérifie les propriétés suivantes
1. fe L*RY) et || fllze < Il
2. f € COR?) et f tend vers 0 a l'infini.

Avant de donner la preuve de cette proposition, tirons-en un corollaire (presque) immeédiat :

Corollaire 10.3. L’application F est une application linéaire continue de L*(RY) sur L>°(R?) et

| FNl2ezrmay,Loe(ray) = 1.

Prewve de la proposition 10.2. Pour tout £ € R?,

ol =|[ e eras

Ceci prouve la premiére assertion.

< [ lr@lde < 7)o

La continuité de la fonction & — f (&) résulte du théoréme 4.45. Enfin, la limite de f a Pinfini peut
s’obtenir par exemple de la fagon suivante :
— Si ¢ € D(RY), on montre par intégration par parties que

56 = [ s de =5 [ Ap(a)e= S de.
Rd

€1 Jra

Il s’en suit que

56 < 120l
be) < SEE =

~ Comme D(R?) est dense dans L!'(R?) (théoréme 6.15), on peut trouver, pour tout f €
Ll(Rd), une suite (¢n)nen de fonctions de D(R?) qui converge vers f dans L'. Comme

f—on= f ¢n, il résulte de la premiere assertion que
1F = ulloe = 17 = Gulle < If = Gulles — 0.
n—-+o0o

Cela 51gn1ﬁe donc que la suite de fonctions (qﬁn)neN converge uniformément sur R? vers la

fonction f. Comme chaque ¢, tend vers 0 & Pinfini, il en est de méme pour f.
O

Preuwve du corollaire 10.8. Tl est clair que I’application F est linéaire. On déduit en outre de I’asser-
tion 1 de la proposition 10.2 que F envoie L'(R%) dans L>(R%) et qu’on a pour tout f € L*(R9),

IFfllpe < ([ fllzr

Ceci prouve que F est continue de L'(RY) dans L>(R?) et de norme inférieure ou égale a 1. Pour
voir que la norme de F est exactement égale & 1, il suffit de remarquer que pour tout f € L'(R%)
positive sur R,

£l = [ f@)do = FR)O) < |7
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10.1.2 Transformée de Fourier des gaussiennes

Pour des raisons profondes liées & 'universalité du théoréme de la limite centrale, les gaussiennes
jouent un role fondamental en mathématiques. Ces fonctions ont un comportement remarquable
vis-a-vis de la transformation de Fourier qui sera exploité par la suite.

Proposition 10.4. Soit a > 0. On a la relation

() 0 ()" e

On déduit de la proposition précédente que la transformée de Fourier de la gaussienne g(x) =

2

™\ /2 €1? : 5
est la gaussienne §(§) = (—) C exp(—2/ 5) de variance 1/0°.
a ag

La transformée de Fourier d’une gaussienne trés piquée sera donc une gaussienne trés étalée et
réciproquement.

C exp(——) de variance o

Preuve de la proposition 10.4. Commencons par prouver ce résultat en dimension 1. Par intégra-
tion par parties, on montre que la transformée de Fourier

oy

est de classe C! (et méme C'°) et est solution sur R de 1’équation différentielle du premier ordre

fe)+ = () =

En intégrant cette équation, on en déduit que

fl&)=Ce /e

ou C est une constante & déterminer, dont on obtient la valeur en écrivant :

O)ZC:/e’”Zd:U:\/E.
R [0

Pour étendre ce résultat en dimension n > 2, il suffit de remarquer que pour une gaussienne (comme
d’ailleurs pour toute fonction de n variables qui s’écrit comme le produit de fonctions d’une seule
variable), on peut séparer les variables dans la définition de la transformée de Fourier :

(j_—(e—a\z\2))(§> _ /e—alwlze—iéwdx
Rd
P , )

H(/Re Fe igf””dacj)

=1

f[ <\/§e|51| /4a)

_ (g)d” — 6%/

.

<
—
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10.1.3 Propriétés élémentaires

Un des intéréts majeurs de la transformation de Fourier est que celle-ci permet de transformer
certaines opérations linéaires fondamentales (dérivation, convolution, translation) en des opérations
plus simples. Les trois théorémes suivants synthétisent les principaux résultats & connaitre :

Théoréme 10.5. Soit f € L'(R?).
- Si o € LY(RY), alors
G:I:j

of e
(}-a—x]) (&) = & (F)(E)
- Sizjf € L'(RY), alors

i) (O = 175

(&)-

Théoréme 10.6. Si f € LY(R?) et g € LY (RY), alors f x g € L*(R?) et

F(fxg)=F(f)F(9)

Théoréme 10.7. Soit f € L'(R?) et a € R, Soit 7, f la translatée de f selon a définie pour tout
r €RY par 7,f(z) = f(x —a). On a

F(raf) = e CUFS).

Les preuves des théorémes 10.5 et 10.7 sont élémentaires ; la premiére s’appuie sur le théoréme 4.46
et la seconde s’obtient par le changement de variable z — = — a. Détaillons la

Preuve du théoréeme 10.6. Posons h = f xg. On a

h(z) = y f(y) g(z —y)dy.

L’expression ci-dessus est définie presque partout et la fonction h est de classe L (cela résulte du
théoréme 4.50 de Fubini). On a donc, toujours en utilisant le théoréme 4.50 et le changement de
variable z = x — y,

e = [ ([ ss-nar) e
= /Rd ( Wl —y) dy) e e T gy

- (L) (o)
f

(£) 9(8)-
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10.1.4 Formule d’inversion de Fourier

Définition 10.8. Soit f € L*(R?). On note (F~1f) la fonction définie en tout ¢ € R? par

-1 1 z) e dr
FDO = g [, @) e (10.2)

Nous allons maintenant énonger le théoréme d’inversion de Fourier dans L!. Nous admettrons
provisoirement ce résultat, qui apparaitra par la suite comme un simple corollaire du théoréme 10.26
d’inversion de Fourier dans I’espace des distributions tempérées.

Théoréme 10.9. Soit f dans L'(R?) telle que f soit aussi dans L'(RY). Alors
f=F1Ff (10.3)

et
f=FF1f. (10.4)

L’espace des fonctions L' dont la transformée de Fourier est aussi dans L' est donc stable par
transformation de Fourier et la transformation F~! est l'inverse de la transformation de Fourier
F sur cet espace. Notons que la formule (10.3) s’écrit aussi

_ L £ ei§~m
@) = gz || fle) e e

10.2 L’espace & de Schwartz

Notre objectif, que nous atteindrons & la section 10.3, est d’étendre la transformation de Fourier &
des objets plus généraux que les fonctions L'. Le procédé va étre similaire & celui que nous avons
utilisé & la section 6.4 pour définir la dérivation dans ’espace des distributions. Nous allons en
effet construire dans cette section un “petit” espace de fonctions tests stable par transformation
de Fourier ('espace de Schwartz) qui nous permettra de définir par dualité la transformation de
Fourier sur un “grand” espace (’espace des distributions tempérées).

10.2.1 Définition de ’espace S

Définition 10.10. On dit qu’une fonction ¢ : R — R de classe C™ est & décroissance rapide
st pour tout p > 0,
Ny(6) = sup sup [|a°0° ()|~ < +oo.
la|<p|B|<p

On note S(RY) I’espace vectoriel des fonctions C™  décroissance rapide.

Définition 10.11. On dit qu’une suite (¢p)nen de fonctions de S converge dans S vers ¢ € S si
et seulement si
VpeN, Ny(pn—0¢) — 0.

n—-+o0o
On a évidemment D(R?) C S(R?). Mais on a en fait un résultat plus fort :
Proposition 10.12. D(RY) est dense dans S(R?).

Comme exemple de fonctions de S(R?) qui ne sont pas dans D(R?), citons en particulier les
gaussiennes.
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Preuve. Soit ¢ € S(R?) et x € D(R?) telle que x = 1 sur la boule unité. On considére la suite
(¢n)nen~ définie par

On(x) = p(x)x (/).

1l est clair que pour tout n € N*, ¢,, € D(R?). On a donc pour tout 3 > 0,

0%(¢ — ¢u) (@) = 9¢(x)(1 = x(z/n)) = D ( " > L0 (2) (/).

WEwOPANIVALL
D’ou,
Coz a -
[2°0°(6 = 0 (@) o < sup [2°0°0(@)| + =22 37 (407 9(@)]|
|z|>n [v|>1,v<pB

Pour « et § fixés, chacun des deux termes tend vers 0 lorsque n tend vers +o0o0. On a donc pour
tout a > 0et 3 >0,

[2207(¢ — dn) (@) poo 0.

n—-+4+oo

La suite (¢, ),>1 converge donc vers ¢ dans S(R?). O

Proposition 10.13. L’espace S(R?) est stable par dérivation et par multiplication par des poly-
nomes. De plus, il existe une constante C € Ry telle que pour tout p € N

Vo € S(Rd), sup sup ||x°‘8ﬁ¢(z)||L1 < CNptat1(9). (10.5)
lal|<p [B|<p

Preuve. Les premiéres affirmations sont des conséquences directes de la définition 10.10. Pour
montrer 'inégalité (10.5), commengons par remarquer que

dr < 4o00.

1
1:/
RE14 Y fay |

1<5<d

On en déduit que pour p > 0, || < pet |5 < p,

1
220 p(z) | = [[A+ D |ay|*T)z*0%(x) e
1<5<d 1+ > |y
1<j<d o
N 1

< [+ DD faylttha0 ¢ (x) e

1<5<d s >yl

1<j<d I

< CNp+d+1(¢)-
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10.2.2 Transformation de Fourier dans S

Toute fonction de S(RY) étant intégrable, on peut définir la transformation de Fourier sur S(R?)
en restreignant la définition 10.1 & I’espace S(R?). Le point remarquable est que la transformée de
Fourier d'une fonction de S(R?) est elle-aussi dans S(R?).

Théoréme 10.14. L’espace S(R?) est stable par transformée de Fourier et pour tout p € N il
eziste une constante CI’, telle que

Vo € S(RY), Np(9) < Ch)Npsar1(9).

De plus la transformée de Fourier définit un isomorphisme séquentiellement bicontinu de S(R?)
dans lui-méme d’inverse application F~1 définie par (10.2).

Preuve. Soit p > 0. Pour tout |a| < p et |G| < p,

‘ A(‘E)HLDo = H]: ¢ HL°°
< H@C‘ﬂC ) P
< 5'p sup sup xo‘,aﬁlqﬁ(x)‘
la’|<p|8'|<p Lt
< C;Np-i-d-i-l(qﬁ)-

On en déduit que la transformation de Fourier est un endomorphisme séquentiellement continu sur
S(R9). I reste a4 montrer que pour tout f € S(R%),

FEH=f et FFEH=S

On voit déja qu'il suffit de montrer I'une des deux égalités, par exemple la premiére (l’autre s’en
déduit en remplacant f par son complexe conjugué). Cela se fait en deux étapes :

1. Soit g et h dans S(R?). Comme la fonction

(z,y) — g(z) h(y) e Y

(/ g(z)eim'ydz> h(y) dy
( (/ h(y) e “ydy> da
o) ([ ey

/(fg)(y)mdy:(%)d/ g9(x) (F~1h)(z) da.
R4 Rd

est dans L'(R? x R?), on a

| Fowitia -

|
\\\

ce qui s’écrit aussi

A partir de cette relation, on obtient facilement

/(ffl(fg))(z)ﬁdﬂf:/ g9(x) (F~1(Fh)) (z) da. (10.6)
R4 Rd
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€—|z—z0|2/26
ed/2

(on pourra vérifier en exercice que I’espace S(RY) contient bien les fonctions gaussiennes).

En utilisant la proposition 10.4 et le théoréme 10.7, on établit facilement que

2. Soit xgp € R Appliquons la relation (10.6) avec g = f et h = x. ol xc(x) =

vz eRY, (FH(Fxe)) (x) = xe(2).

Il en résulte que

€7|I7I0‘2/26 . ef\zfzo|2/2e
/Rdf(x)de:/ (F (ff))(x)de.
En faisant tendre € vers 0, on obtient

(F~1F (o) = f(0),

ce qui permet de conclure la preuve.

10.3 L’espace S’ des distributions tempérées

10.3.1 Définition de I’espace S’

Définition 10.15. On note S'(R?) I’espace vectoriel des formes linéaires sur S(R?) qui vérifient
la propriété de continuité suivante : il existe un entier p et une constante C tels que

¥ € SRY), (T, 9)s.s| < CNp(9). (10.7)
Théoréme 10.16. La restriction @ D(R?) d’un élément de S'(R?) définit une distribution.

Preuve. Soit T € S'(R%), p € N et C' > 0 tels que
Vo e SR, [T, ¢)s.s| < ON(9).

D(R?) étant un sous-ensemble de S(R?), il est clair que la restriction de 7' & D(R?) est une forme
lindaire sur D(RY). Soit K un compact de R? et R > 1 tel que K C Bg(0). On a pour tout
¢ € D(R?) a support dans K,

(T, ¢)s 5| < CN(¢) = C sup sup [|[2*0°¢(x)||L~ < CRP sup [|0°¢(x)| Lo
la|<p [BI<p 1BI<p

La restriction de T & D(R?) définit donc une distribution sur R? d’ordre inférieur ou égal a p. [

Définition 10.17. Les éléments de S’'(RY) sont appelés les distributions tempérées, ou parfois les
distributions & croissance lente.

Remarque 10.18. Le théoréme 10.16 montre qu’il existe une application naturelle de ’espace
S'(R%) des distributions tempérées dans I’espace D’(R) des distributions. Le fait que cette appli-
cation soit une injection résulte de ce qu’une distribution tempérée T € S'(R?) est complétement ca-
ractérisée par sa restriction & D(R?) du fait de la densité de D(R?) dans S(R?) (proposition 10.12).
Réciproquement, si 7" est une distribution telle qu’il existe p € N et C' € R, tel que

Vo € D(Q), [T, ¢)| < CNp(9),
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alors il existe une unique distribution tempérée qui prolonge T'. Par abus de notation, on notera
par la méme lettre une distribution tempérée et sa restriction a4 D(R?). Cela permet notamment
d’écrire

Vo € D(RY) C SR), (T, ¢)s1.s = (T, ). (10.8)
Si en particulier, f est une fonction de LP(R%) avec 1 < p < +o0, et si ¢ € S(R?), on écrira
Fdss=[ 1o (10.9)
R

(nous établirons en effet & la section suivante que toute fonction de LP(R?) définit au travers
de (10.9) une distribution tempérée sur R%).

10.3.2 Convergence et dérivation dans &’

Définition 10.19. On dit que la suite (u,)nen d’éléments de S'(R?) converge dans S'(R?) vers
U St On a

Vo € SRY),  (un,d)s'.s n:’(ﬁ(% b)s,s-

Théoréme 10.20. Soit (T),)nen une suite de distributions tempérées qui converge dans S'(R?)
vers la distribution tempérée T. Alors (T, )nen converge aussi dans D'(R?) vers la distribution T.

Preuve. Résulte immeédiatement de la relation (10.8) et des définitions 7.14 et 10.19.

Définition - Théoréme 10.21. Soit T € S'(R?). La dérivée de T par rapport & la variable z;
T
est Uélément de S'(RY) noté or défini par
89@
oT 0¢

v$ € S(RY), <a—scj,¢>s',s = (T, 87j)s',s- (10.10)

oT
La distribution définie par e est la dérivée (au sens des distributions) de la distribution définie
Ly
par T.

T
Preuve. 11 est clair que 8_ définit une forme linéaire sur S(R?). Comme

O0x;
or 0o
e 4 = T e 4
|<8zj’¢>s 5| ( ,8zj>s 5|
9¢
< CNp(—
S CNp-‘rl((b)a
. aT / d . . . < d . . . P aT .
on voit que T € §'(RY). Le fait que la restriction & D(R®) de la distribution tempérée Er soit
J J
la dérivée au sens des distributions de la restriction de 7' & D(R?), résulte de la relation (10.8) et
des définitions 6.8 et 10.21. O

Théoréme 10.22. Siu, — u dans S'(RY), alors 0%u, — 0%u dans S'(R?).

n—-+o0o n—-+4oo

Preuve. Soit ¢ € S(RY). On a
(0t B)5.5 = ()M 0°0)5rs — (-1, 07). = (0w, 8} .
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10.3.3 Distributions tempérées particuliéres

Théoréme 10.23. L’espace S'(R?) contient
1. les polynomes sur R® ;

2. les fonctions LP pour tout 1 < p < +oo et linjection
L*(R?) — S'(RY)

est séquentiellement continue ;

3. espace &' (RY) des distributions & support compact.

Preuve.
1. Soit p(x) = Z aqx® un polynome sur R? de degré total inférieur ou égal & N. On a,
€N, [a|<N
au vu de l'inégalité (10.5),

voeSE)., [[ )< X laal 0l < CpNivaan (o)

a€N?, |a|<N

ou (), est une constante qui ne dépend que de p. Ceci prouve la premiére assertion.
2. Soit f € LP(RY). Comme S(R?) C LY(RY) N L>(R4), f définit une forme linéaire sur S(R%)
(ceci découle de l'inégalité de Holder (5.4). Vérifions la propriété de continuité.
(a) Si f € LY(R?) on a

(7005l = | [ 56| < 171 N6l = 15112 Moo
Rd
(b) Si f € L*(R?%) on a
(1.1 = | [ 0| < 1l Nl = Col e N

(¢) Si f e LP(RY) avec 1 < p < +00, on peut écrire
f:fX\f|<1+fX\f|21:foo+f1 avec  foo € L™ et f16L1
On a donc

I(f, ®)s.s] = [{foor ®)s7.5+(f1,D)s7. 5] < || fill o No(@)+Co | fl| Lo Nay1(d) < C Nay1(9).

Soit maintenant une suite (f,,)nen qui converge vers f dans LP. On a pour tout ¢ € S(R?)
[(fn,d)s1.s = (fn,d)s.s] < ‘/Rd(fn - f)¢‘ <|fn = fllee 19l o el

3. Soit enfin u € £'(R?). Soit p son ordre, K un voisinage compact de Supp u et y € D(R?)
valant 1 sur K. Posons pour tout ¢ € C*(R?),

<’U,, ¢>5/,C°° = <’U,, X¢>

Cette définition est indépendante de x : soit en effet x1 et x2 dans D(R?) valant 1 sur K ;
on a

<U7X1¢> - <U,X2¢> = <U, (Xl - X2)¢>-
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La fonction 25 = (x1 — X2)¢ étant nulle sur K voisinage de Supp u, on a

<ua (Xl - X2)¢> =0.

On a ainsi associé & une distribution & support compact une forme linéaire sur C*°. Comme
S(RY) c C>*(R?), on peut définir (voir remarque 7.11)

(u, P)sr.s = (u, P)er co=.

On a
[(u, d)sr.s| = [(u, xp)| < C sup [0%(x@)l|L= < C" sup [|0%¢|| L=,

la|<p lal<p

ot C et C’ désignent deux réels positifs ne dépendant pas de ¢.

Remarque 10.24. On peut donc écrire
D(R?) — S(R?) — L*(RY) — S'(RY) — D'(RY)
ou la notation A — B signifie que A s’injecte dans B et que l'injection de A dans B est séquen-
tiellement continue. La encore, 'espace L? joue un role d’espace pivot.
10.3.4 Transformation de Fourier dans S’

Définition - Théoréme 10.25. Soit u € S'(R?). La transformée de Fourier de u est la distribution
tempérée notée u ou Fu définie par

Vo € S(RY), (U, ¢)sr.s = (u, d)s -

La transformation de Fourier ainsi définie est une extension de la définition classique de la trans-
formation de Fourier sur L'(R?).

Preuve. Vérifions d’abord que @ est bien une distribution tempérée. Il est clair que @ est une forme
linéaire sur S(R?). Il reste & s’assurer que @ vérifie la propriété de continuité (10.7). Soit ¢ € S(R?).

On a
|(u, §)|

CNy(9)
C/NerdJrl (¢)

On a donc bien 4 € S’(R%). Soit maintenant u € L'(R?). On a pour tout ¢ € S(R?),

(i,¢)s1s = (u,d)s.s

_ /Rdug)

- /Rdu(a:)( g B(y)e Y dy) dz.

Comme u(x)¢(y)e™ ¥ € LY(R? x RY), on obtient en appliquant le théoréme 4.50 de Fubini

ows = [ ([ uwerac) s i

([ e do o) s

(@, §)|

<
<
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Il en résulte que

O

Les propriétés de la transformée de Fourier énoncées dans les sections 10.1.3 et 10.1.4, valables
dans L', donc dans S, peuvent ainsi se transporter sur S’. Nous avons notamment les résultats
suivants :

Théoréme 10.26. La transformée de Fourier est un isomorphisme séquentiellement bicontinu de
S’'(RY) sur lui-méme, d’inverse F~' défini par

Vo € SRY), (Fl'u,¢)s'.s = (u,F '¢)s.s.

Preuve. La continuité séquentielle de F se vérifie sans difficultés : soit (u, )nen une suite de S’ (R9)
et » € S(R?), on a

(Fun, d)s1.s = (tn, d)s1.s — (u,9)s1.s = (Fu,d)s.s-

n—-+4oo

On vérifie de méme que F~! est un endormorphisme séquentiellement continu sur S’(R%). Soit
maintenant u € S'(R?). On a pour tout ¢ € S(RY)

(F'Fu,d)srs = (Fu, F ' ¢)sr.s = (u, FF ' d)sr.s = (u, 9)s.s.

Donc F~1Fu = u et de méme FF 1y = w. O

Théoréme 10.27. Soit u € S'(R?). Alors aa—u € S'(RY) et xju € S'(RY) et
Ty

F (%) = i&; F(u),

J

Preuve. Soit ¢ € S(RY). On a

=~ (Folss

J
= —(u,(F(~i&o)))s s
= —<.7:u,—i£j¢>3’,8
= (i§;Fu,d)ss.
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De méme,

(F(zju),d)ss = (zju,Fo)s.s
= (w,z;Fd)s.s
ol

= (u, (f(—ia—gj)»s',s

= (fu, —ig—g;)S/,s

- o,

10.4 Transformation de Fourier dans L?
Nous venons de définir la transformée de Fourier sur ’espace S’ qui contient (largement !) L2. Nous

allons maintenant étudier des propriétés spécifiques & la transformée de Fourier dans L2, qui ont
de nombreuses applications en analyse.

10.4.1 Propriété d’isométrie

1
Théoréme 10.28. Les transformations @ )d/2.7: et (2m)Y2F~1 sont des isométries de L?(R%)
inverses l'une de l’autre. On a donc
2 d 2(d 1
Vf € IARY), FfeIPRY) e ool Pl = Iflue (10.11)

vfe L*RY), Flfe LXRY) et @m)*?|F e =1 flze.

Preuve. Soit ¢ € S(R?) et 1 € S(R?Y). La fonction e~ ¢¢(z)(¢) étant dans L'(R? x R?), on
obtient en appliquant le théoréme 4.50 de Fubini

e = o | TR0

- L0 (g pioecac) o

- /¢>< T (F 1)) da
= (6 F )

%

Appliquons cette formule avec ¢ = F¢; il vient

v )dn Follts = oy 1) (Fo.Fb)12 = (b, F F )12 = (6.6)12 = |6]%.

1
Il en résulte que ———=F est une isométrie sur S.
a (27)d/2
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Soit maintenant f € L?(R¢). L’espace S(R?), qui contient D(R?), est dense dans L?(R?). Consi-
dérons donc une suite (¢, )nen d’éléments de S(RY) qui converge vers f dans L2. La suite (¢, )nen
converge, donc est de Cauchy dans L2(R%). La suite des transformées de Fourier (¢, )nen est alors
elle-aussi une suite de Cauchy puisque

V0 <m < n, Hém - QEnHL2 = ||]:(¢m - ¢n)||L2 = (27T)d/2||¢m - ¢n||L2-

De ce fait, la suite (¢ )nen converge dans L2(R?) vers une certaine fonction g € L2(R%). Or on sait
par le théoréme 10.23 que la convergence dans L? entraine la convergence dans &’. Donc (¢, )nen
converge dans S’(R9) vers g. Mais d’autre part, ((bn)neN converge vers f dans L2, donc dans S’ il
résulte du théoréme 10.26 que (gbn)neN converge vers f dans &'. 1l s’en suit que f = g et donc que
f e LA(RY) et que (¢n)nen converge vers f dans L2(RY). En passant a la limite dans la relation

1
VneN, < llFnlli> = [Foulis,

@)
on obtient ’égalité
Sl F 11 = 11
L’application W}‘ est donc une isométrie sur L?. En remplacant ¢ par F !¢, on montre qu’il
en est de méme de (27)4/2F 1. O

Remarque 10.29. L’égalité (10.11) s’écrit aussi pour f € L2(R?)

(%) /d () d¢ = / (z)|? d. (10.12)

Il arrive souvent en physique ou en mécanique que ’énergie d’un champ sur R? s’exprime préci-
sément sous la forme d’une intégrale sur I'espace du carré du champ (penser & I’énergie cinétique
d’un écoulement, & I’énergie d’un champ électromagnétique, a ’énergie de déformation élastique
linéaire d’'un matériau homogene isotrope). L’égalité (10.12) signifie que ’énergie du champ peut
alors étre calculée indifféremment dans 1’espace réel ou dans I’espace réciproque.

La proposition suivante fournit une méthode de calcul de la transformée de Fourier des fonctions
de classe L? qui ne sont pas dans L'.

Proposition 10.30. Soit f € L?(R%). Si
gr(§) = / f(x)e ™Sde — g(€) presque partout,
|z| <R R—otoo

alors g € L?(RY) et Ff = g.

Preuve. Soit fr = f X{jz|<r}- I est clair que famille de fonctions (fr)r>o tend vers f dans L2(R%).
Il en résulte que fR = gR converge vers f dans L2(R%) lorsque R tend vers I'infini. Il existe donc une

suite extraite (fgr, )nen avec khm R, = +00 qui converge presque partout vers f . On en déduit
— 400

quef:g. O
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10.4.2 Espaces de Sobolev fractionnaires

La tranformation de Fourier permet de définir sur R? des espaces de Sobolev d’exposant réel qui
coincident avec ceux construits au chapitre précédent lorsque ’exposant est un entier naturel.
Grace a cette nouvelle définition, nous allons pouvoir relier les propriétés de régularité locale d’une
fonction L? (son caractére continu, C!, C?, ...) au comportement de sa transformée de Fourier &
linfini (i.e. dans le domaine des hautes fréquences).

Définition - Théoréme 10.31. Pour tout s € R, on pose
Ho@Y = {ue S®). Ll @, [ (4R aOPd < o). (1013
R4

Muni du produit scalaire noté (-,-)ps et défini par

Y(u,v) € H*(RY) x H*(RY), (u,v)ps = /Rda + [€12)* a(€) 0(¢) de, (10.14)

l'espace H*(RY) est un espace de Hilbert.

Preuve. 11 est clair que (-, )= est un produit scalaire. Pour montrer la complétude, il suffit de
remarquer que pour toute suite (un)nen de H*(R?), la suite (v,)nen définie par v, (&) = (1 +
1€]2)%/211,,(€) est une suite de L?(R?) veérifiant

V0 <k <lI, ||uk—ul||Hs=||Uk—Ul||L2.

Si la suite (u,)nen est de Cauchy dans H®(R?), la suite (v,)nen est de Cauchy dans L2 cette

derniére converge donc dans l'espace L?(R%) vers v € L?(R?). Posons u = F ! W) 1l

est clair que u € H*(R?) et que (uy,)nen tend vers u dans H*(R?). O

Comme annoncé, cette définition des espaces de Sobolev H*(R?) coincide, lorsque s est un entier
naturel, avec la définition 8.1 donnée au chapitre précédent :

Proposition 10.32. Soit s € N. On a
={ueL*R?), 0*uwel*R?), VYaeN! |ao|<s}, (10.15)

et la norme définie sur H® par le produit (10.14) est équivalente a celle définie par le produit
scalaire

(u,0) = /aa ) 0%(z) da

a<N’i || <s

Preuve. Nous montrons le résultat pour H!(R?) et laissons le cas général en exercice au lecteur.

Soit u appartenant & l’espace H' défini par (10.15). On a u € L?(R%) et — - € L*(RY) pour tout

a
1 <7 < n. Il en résulte que

— u € 8§ (R?) (puisque L*(R?) C §'(RY)),

- 4 € L*(RY) c L}, (RY) (puisque u € L*(R?)),

~ &a € L*(R?) pour tout 1 < j < n (puisque &4 = — f<aaf >)
Ly
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La fonction u appartient donc a lespace H! défini par (10.13). La réciproque se démontre en
utilisant les mémes arguments. O

La transformation de Fourier permet de montrer trés facilement le résultat suivant qui relie la “dé-
croissance” ou plus exactement 1™intégrabilité” de la transformée de Fourier & U'infini & la régularité
locale de la fonction d’origine :

Théoréme 10.33. Soit d € N*, k € N et s € R vérifiant s > k + d/2. Si u € H*(R?), alors u est
de classe C* et toutes ses dérivées jusqu’a l'ordre k tendent vers zéro a linfini.

Preuve. Nous donnons la preuve de ce résultat pour k = 0 et laissons le lecteur compléter la preuve
(c’est immédiat). Soit donc s > d/2 et u € H*(R?). On a

Lo /2.1 1
Comme u € H*(R%), on a par hypothése
(1+[g[*)**a(6) € L2(R)

et d’autre part
1

— e L*Rr?

arieme <L)
puisque s > d/2. On a donc @ € L'(R9), d’ot1 il découle que u = F~ 14 est continue et tend vers
zéro a linfini (il est clair que la proposition 10.2 fonctionne aussi pour F~1). O

Pour le moment, nous n’avons traité que de fonctions définies sur R%. Comme la régularité d’une
fonction est une propriété locale, on s’attend & ce que le théoréme précédent s’adapte au cas d’un
ouvert quelconque et, en effet, c’est bien le cas.

Définition 10.34. Soit Q un ouvert de R? et s un réel. On note

Hi (Q) ={ueD(Q), VYeDQ), ¢uecHRH}.

Cette définition appelle plusieurs commentaires. Tout d’abord, précisons que la distribution ¢u
apparaissant dans l’expression ¢u € H*(R?) est définie par

vip € D(RY), (Pu, V) pr ey DR = (U, ® V]g) Dr(0),D(0)-

En second lieu, on voit sans difficulté que pour s = 0, la définition 10.34 est consistante avec la

définition de Pespace LZ () donnée dans la section 5.5.1. Enfin, on pourra vérifier que pour s

entier naturel, la définition 10.34 est équivalente a la définition

Hipo(Q) = {u € Li,o(2), VYae N, ol <s, 9% € L (Q)}.

Théoréme 10.35. Soit Q un ouvert de RY et u € HE () pour un certain s € R. Alors si
s> k+d/2 pour un certain k € N, u est de classe C* dans Q.

Preuve. Laissée en exercice. O
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Notons bien que le théoréme 10.35 ne dit rien sur la régularité de v au bord de €.

Remarque 10.36. Pour tout réel 0 < s < 1, il est possible de définir l'espace H*(R?) par

2
H* (R = L*(R%), / / [uz) — u(y)I” dz d 10.16
®) {UE Rd JRA |x_y|25+d vay s teeq ( )

cette définition étant équivalente  la définition (10.18). On peut alors définir I’espace H*(R?) pour
tout réel positif s par (10.15) si s € N et par

H*®?) = {ue L*R?), VaeN, |o| <[s], 0°u € LARY), VaeN, |a] =[s], 0°u e H* (R}
(10.17)
si s € [1,+00[\N, [s] désignant la partie entiére de s. La encore, la définition (10.17) coincide avec
la définition (10.13). L’intérét des définitions (10.16) et (10.17) est qu’elles s’étendent
— auz ouverts Q C RY, ainsi qu’aur sous-variétés différentielles de RY (en particulier aux bords
des domaines réguliers) ;
— auz espaces LP avec p # 2.

10.4.3 Retour sur la notion de trace

A la section 8.2, nous avions énoncé sans démonstration le résultat suivant : si £ est un ouvert
régulier, on peut construire une application “trace” linéaire et continue

v HY(Q) — L%09)
uw o = y(w)
vérifiant Yu € HY(Q) N C°(Q), v(u) = u|sq. Ceci nous avait permis d’interpréter les fonctions
de HJ(Q2) comme les fonctions de H'(Q2) “nulles au bord”. Nous allons esquisser la preuve de ce

résultat (et en fait d’un résultat beaucoup plus fort) dans le cas particulier ou €2 est le demi-espace
10, +00[xR4~1, Pour cela, commencons par établir le théoréme suivant, :

Théoréme 10.37. Soit s > 1/2. L'opérateur linéaire qui a une fonction ¢ € S(RY) associe la
fonction $(0,-) € S(RY™1) se prolonge de maniére unique en un opérateur linéaire continu de
H*(R?) dans H*~Y/2(R?~1), qu’on notera 5. De plus, 5 est surjectif.

Preuve. Soit ¢ € S(R?)9. De par la formule d’inversion de Fourier,

1 A .
V($1,.T2,"',$d)€Rd, qb(:m,xz,"',ﬂﬁd)zw/dqﬁ(&,--- ,fd) exp ’Lij.Tj dl‘l---dl‘d.
R i

Donc pour tout (zg,--- ,z4) € R471,
[?((b)] (1'2"" 7:Cd) = ¢(0,1'2,"' ,SCd)

d
&) exp [ )&y | dér - d
-

1 d
= W/}Rd ) <27T/¢€1,. -, 6a) d§1) exp Zgﬂjj ds - - dég.
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D’ou
—_—

v R FOIE) = 5 [ d6.¢)dsn

ce qui conduit apreés calcul & l'inégalité

/Rd,la e [Fole)| o) o

/ CS 2\s
a' < o5 [ a+iep)

dt
avec Cy = / ————dt. Tl s’en suit que
r (1+t2)s

VCs

V6 € S®Y), [ are-12 < 5 lI6]la-

Comme S(R?) est dense dans H*(R?) (le montrer en exercice), il en résulte que 7 est définie de
maniére unique sur H*(R?) et que

VCs

™

Vue H'RY),  [3(w)llgs-1r2 < [l s

Soit enfin v € H*~1/2(R4~1). On pourra vérifier en exercice que la fonction

Com (AR
Eond ( T+ P ”(“>'

(ot par convention de notation & = (&,¢'), avec & € R, ¢ € R¥71) est dans H*(RY) et vérifie
F(u) = v dés que z > s/2 + 1/4. Cela prouve la surjectivité de 7. O

Ce théoréme a deux conséquences importantes :
— si on dispose dune fonction de H*(R?) avec s > 1/2, on peut considérer sa trace sur 1’hy-
perplan x; = 0, et par suite, sur n’importe quel hyperplan affine de R¢;
— si on dispose d’une fonction v de H5~1/2(R%4~1) avec s > 1/2, on peut construire une fonction
u de H*(R%) dont la trace sur I’hyperplan #; = 0 (et par suite sur un hyperplan affine donné
de R?) est égale & v. On appelle une telle fonction v un relévement de v dans H*(R?).

A partir du théoréme 10.37, on établir le résultat suivant :

Théoréme 10.38. Soit Q =]0, +0co[xRI~L. L’ opérateur linéaire qui d une fonction de C*=(Q) a
support compact fait correspondre sa restriction a Uhyperplan 0Q = {0} x R~ se prolonge de

maniére unique en un opérateur linéaire vy, continu et surjectif de H'(QY) dans HY/?(9S). De plus
HY(Q) = Ker(y).

Remarque 10.39. En utilisant des outils de géométrie différentielle, il est possible de définir les
espaces H*(Q) et H*(90) pour un ouvert régulier et de montrer que le théoréme 10.38 s’étend en
fait & tout ouvert Q de classe C' de R? de bord 99 borné. L’argument heuristique est que le bord
d’un ouvert régulier ressemble localement & un hyperplan. Pour faire les choses proprement, il faut
travailler dans des cartes locales dans lesquelles le bord 9 est effectivement représenté par un
hyperplan, et montrer que les résultats obtenus ne dépendent pas du jeu de cartes locales choisi.
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10.5 Distributions périodiques et séries de Fourier

10.5.1 Séries de Fourier

Nous proposons dans cette section une lecture “géométrique” de la théorie des séries de Fourier :
I’ensemble

L?)er(]O’T[) = {f € LIQOC(R’(C)’ f( + T) = f() p-p-} ,

des fonctions de R dans C, L? _ et T-périodiques, forme un espace vectoriel possédant une structure

d’espace de Hilbert complexe pour le produit scalaire

T
(f.9)2 = / 7@ g(x) de,

et la famille de fonctions

1 .
€n((E) — _€2zvrnm/T)
( \/T neL

constitue une base hilbertienne de cet espace. La décomposition d’une fonction de L2, (]0, T[) dans
cette base n’est autre que la décomposition de Fourier de cette fonction.

Définition 10.40. Pour f € L?_.(]0,T[), on appelle coefficients de Fourier de f les nombres

per

1 7 _
en(f) = (en, fr2 = ﬁ/o flx) e 2me/T qq. (10.18)

Théoréme 10.41. (Théoréme de décomposition de Fourier). La famille B = (ey)necz est une
base hilbertienne de H = L2, (]0,TY).

per

De ce théoréme et des résultats établis & la section 3.4 découle immédiatement le corollaire suivant :

Corollaire 10.42.

1. Pour f € L?..(]0,T]), on a au sens de la convergence L?

per loc
—+o00
f=Y calf)en
2. Pour f € L7,.(]0,T(), on al'égalité de Parseval
+oo T
> leulhF = [ I an

Remarque 10.43. Soit f € L2, (]0,T]) et g € L?,.(]0,T|). En appliquant P’égalité de Parseval a

per per

f+ g puis aif + g, on obtient
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Preuve du théoréme 10.41. On voit facilement que (ey,)nez est une famille orthonormée. En effet
1t : IR
(epv €q>L2 = ? / 6_2MPI/T€2MW/T dr = ? / eQW(q_p)m/T dr = 5pq-
0 0

Soit V' = Vect((en)nen) (la barre horizontale désigne I’adhérence dans L2, (]0,T[) et non la
conjugaison complexe). V est un sous-espace fermé de L2_.(]0, T[). Soit maintenant f € C?*(R) N

Lger(]oa TD La série per
Z Cn (f) €n

nez

converge dans L? (R) vers la projection orthogonale de f sur V. Pour évaluer sa somme, on part

de la relation
i J2imnsy7 _ SI(2N + Drz/T)

sin(mwz/T)

n=—N

qui, intégrée sur |0, T'[, conduit a I’égalité

T N T .
1= l/ Z 2imnz/T g, _ L s1n((2.N + 1)mz/T) &
TJo ~—\ 2w Jo sin(wz/T)

On en déduit

N

_ 1 T al 2i7rn(z—y)/Td 1 al T —2imny /T d 2imnx/T
f@)= 3 alet = 7 [ 3 v)i0-1 2 | swe y)e

n=—N

1 g i 2imtn(z—y)/T
-7 /0 (H_Ne e ) (f(2) = Fw)) dy
R E (CO L (1) B
- T/O (e = o)1) SMEN + Uz —y)/T) dy.

Comme la fonction
flx) = fy)
sin(n(z —y)/T)
est de classe C!, I'intégrale ci-dessus tend vers 0 lorsque N tend vers +oco (on le voit en intégrant
par parties), ce qui implique que pour tout x €]0, T,

f(:C) = ch(f) en(x)

nez
Donc f € V. Il en résulte que C*(R) N L2,.(]0,T[) C V. Comme C*(R) N L2_,(]0,T[) est dense
dans L2,.(]0,T[) (d’aprés une adaptation du corollaire 6.17), il vient V' = L?per(]0, T'). O

10.5.2 Représentation des distributions périodiques

Rappelons que pour T € R, la translation 7 opére sur une distribution U € D’(R) de la fagon
suivante :

Vo € DR),  (mrU,¢) = (U,¢(-+T)) = (U, 7-1¢).

Définition 10.44. Soit U € D'(R). On dit que U est T-périodique si 77U = U. On note Din(R)
l’espace vectoriel des distributions T -périodique.
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Définition 10.45. On dit qu’une suite (yn)necz est G croissance lente s’il existe p € N et C > 0
tels que
Yn€Z, |yl <C(14+|n|)P.

Théoréme 10.46. Soit T > 0 et (yn)nez une suite réelle a croissance lente. La série

—+oo
§ Y eQiﬂ'n t/T

n=—oo

définit une distribution T -périodique.

Preuve. Soit p € Net C >0 tel que
Vn€Z, |wml<C(1+]n])".

La série de fonction

Z Tn p2imnt/T
= (2imn/T)P+2

est normalement donc uniformément convergente sur R, et converge donc uniformément vers une
fonction continue f. Cette série converge donc aussi vers f dans D’(R). Dérivons p + 2 fois dans

D’ la relation . _
f= Z : n — e2imn t/T.
= (2imn/T)P

Z 5 eQiﬂ'nt/T
n

nez*

On obtient ainsi que la série

converge dans D’ (accessoirement vers f(*+2)). Il en va donc de méme pour la série
2imnt/T
>y e T
nez

Comme les sommes partielles

N
2imnt/T
> e

n=—N

sont toutes des distributions T-périodiques, il en est de méme pour la série. O

Théoréme 10.47. Soit U une distribution T-périodique. Il existe une unique suite réelle a crois-
sance lente (v )nez telle que

—+o0
U= Z ,yne2i7rnt/T.

n=—oo

Les (yn)nez sont appelés coefficients de Fourier de la distribution U.
Pour faciliter la lecture, nous avons découpé la preuve de ce théoréme en une collection de lemmes.

Lemme 10.48. (Théoréme de Fejer-Dirichlet). Soit f € C* une fonction T-périodique. On note

T
) = [ feETa
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1. La série de Fourier
—+o0

Z Cn(f) e2immn t)T

n=—oo
converge uniformément vers f.
2. Pour tout p > 0, la série de Fourier
+oo

Z cn(f) (2imm /TP p2imnt/T

n=—oo

converge uniformément vers ),

3. La suite (cn(f))nez est a décroissance rapide : pour tout N, il existe une constante Cy telle
que
Cn

len(f)] < W

Preuve. Laissée en exercice. O

Lemme 10.49. I existe x € D(R) telle que

ZTkTX =1

keZ

Preuve. Soit ¢ € D(R) positive, égale a 1 sur lintervalle [0,T]. La fonction

ZTkT¢

keZ

est de classe C°, T-périodique et strictement positive sur R. On vérifie facilement que la fonction

¢

Y hen TRTO

répond aux critéres. O

X

Lemme 10.50. Soit ¢ € D(R) et (E = Z Ter®- La fonction q~5 est C, T-périodique et
keZ

- 1 [To° )
cn(0) = = ¢(t) e T dt.

— 00
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Preuve. 1l est clair que 5 est C* et T-périodique. De plus

cn(g) = %/0 <ZTkT¢> (t)e_Qiﬂ'nt/Tdt

kez
1 T .
_ ? Z/ d)(t _ kT) e—sznt/T dt
kez
1 (k+1)T .
- Z/ d)(t) e~ 2imn (t+kT)/T dt
ez —kT
1 Z/(k+1)T 2inn t/T
= = o(t) e~ = dt
Tkez —kT
o[t ;
_ ?/ ¢(t) e—sznt/T dt.
O
Lemme 10.51. Soit (v,)nez une suite réelle a croissance lente et ¢ € D(RY). On a
(Z ,yn€2i7rn t/T’ ¢> =T Z 'Ync—n((g)'
nez neZ
Preuve. On a pour tout N € N
N _ N _ N B
< Z ’Ynemﬂ—nt/TaQw = Z 7n<62“rnt/Ta¢> =T Z ’)’nC,n(QZ/))-
n=—N n=—N n=—N
O

Lemme 10.52. L’application
SCL — D/T(R)

(7n>n€Z = Z ’Ynemﬂ—n t/T
nez

est injective.

Preuve. Supposons qu’il existe deux suites a croissance lente (v, )nez €t (7, )nez telles que
U = Z,yneﬁﬂ'n t/T _ Z,Y;Leinnt/T-
keZ kEZ
Pour tout ¢ € D(R),
D (i = v)e—n() = 0.

keZ

Appliquons cette égalité avec ¢(t) = x(t) e*™ /T ou x est la fonction construite au lemme 2 et
po € Z. Comme

¢(t) _ ZTkT (X e?iwpg t/T) = ZTkTX *TkT (€2i7rpo t/T) — ZTkTX . e?iﬂ'po t/T — €2i7rp0 t/T,
kEZ keZ keZ
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il vient
- 1 [T .
@) = 3 [ ST
0
1 /T 2in(po—n) t/T
= = e dt
T Jo
= 5}’071
On en déduit v,, = 7,,. Cela est vrai pour tout po. Donc les suites (Vn)nez et (7;,)nez sont
identiques. O

Lemme 10.53. Soit U € D[.(R). Il existe u € E'(R) telle que

U = Z TnTU.

neZ

Soit
e—2imn t/T>

<ua ErCo-

Nl =

Tn =

Alors (yn)nez est & croissance lente et

(U,9) =T Z 'Yncfn(ﬁg)-

n€e”Z

Preuve. On note x la fonction construite au lemme 10.49. On a
U=1-U= (me> U= (mrx)-U.
ke kezZ
Posons u = x - U. On a bien u € £&'(R). De plus
Teru = 17 (X - U) = (TerX) - (e7U) = (T0erX) - U
puisque U est périodique. Il en résulte que
U = Z TeTU.
kezZ

Soit p 'ordre de u et K un voisinage compact de Supp w. Pour tout n € Z,

1 .
|7nl ‘f (u, e T ) oo
< C sup sup d_kkef2i7rn t/T
o<k<ptek |dt
< C(1+|n|)P.
Enfin pour tout ¢ € D(R),
<Ua ¢> = (Z TnTU, ¢>
nez
= Z(TNTUa ¢>
nez
= Z<ua TfnT¢>
nez
= <ua Z TfnT¢>
nez

= (w9).
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D’autre part, d’aprés le lemme 10.48,
30 = Y (@2,
neZ
D’ou,

U,8) = (.Y con(@e Ty = 3w, e e (3) = TS Aue-n(d).

nez neZ nez

Preuve du théoréme 10.47. Soit ¢ € D(R). On a

(U,¢) = Z'Yncfn(‘% = <Z 'Ynemﬂnt/Tv@-

nez nez

Donc

U= Z ,yne%ﬂ'nt/T.
neZ

La suite (7, )nez est unique d’aprés le lemme 10.52 et donc indépendante du choix de la distribution
U. o

10.5.3 Transformée de Fourier des distributions périodiques
Proposition 10.54. Soita € R. On a
F(e') = 276, F(6,) = e,

f_l((sa) _ 2ieiat7 f—l(e—iat> — 5(1.
™

Preuve. Laissée en exercice. O

Théoréme 10.55. Soit U une distribution T-périodique. U est une distribution tempérée et sa
tranformée de Fourier est donnée par

FU = QWZ'Yk(Skw
kEZ

0w les i, sont les coefficients de Fourier de U et ot w = 27/T.

Preuve. On sait que la suite (yx)rez des coefficients de Fourier de U (U = kae%”kt/T) est &
kEZ
croissance lente. On en déduit que

u = QWZ%&W

kEZ

est dans &’. Soit en effet p € N et C' > 0 tels que

Vk€Z, |ve| <C(1+[k[)P.
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Soit ¢ € S. On a pour tout k € Z*

(V0w D) = |&| [@(hw)]
< C(1+ k)P |p(kw)]
< C'(1+ [kw])P |p(kw)|
S s
C//
< pr+2(¢>~

On a donc

1O Whher )] < 10l No(8) + C"" Nypya(¢) < CNpya(9).

kEZ
Soit maintenant

n
Up = 27 Z ’yk(skw-

k=—n

On a
F N up) =27 Z Y F  (pe) = Z ypethwt = Z ,YkeQiﬂ-kt/T.

k=—n k=—n k=—n

Comme u, tend vers u dans &', il en résulte que F(u,) tend vers F(u) dans S’, donc dans D'.
Mais on a par ailleurs

FYu,) — U  dans D'(R?).

On en déduit que U € S'(R?) et que
F(u)=U.

En appliquant F aux deux membres, on aboutit finalement &

FU) =u.

Remarque 10.56. Le théoréme ci-dessus met en évidence le lien entre la théorie des séries de
Fourier et celle de la transformée de Fourier : les coefficients de la série de Fourier d’une distribution
périodique sont les poids des dents du peigne de Dirac correspondant & la transformée de Fourier
de cette distribution.

10.5.4 Application : théoréme d’échantillonage de Shannon

On considére un signal & une dimension (le temps), ¢’est-a-dire une fonction

s : R— R
qu’on suppose ici de classe H'. On aura donc en particulier
- € C'(R)
— s —0en —oo et 400.

On a
1 [t :
s(t) = —/ 3(w) ™! dw.
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Mais s étant réel, § vérifie

S(—w) = / ) et = / T sty et dt = 5@,

— 00 — 00

En écrivant §(w) sous la forme _
$(w) = WA(W)S“MW)

il en résulte

1 [t ; ;
s(t) = o ), (3(w) et + §(—w) e ™) dw
1 [T ot | T
= 5 ; (é(w) et 4+ 5(w) eﬂ“’t) dw
1

—+oo
_ I / Aw) (ez‘<wt+¢<w>>+e—i<wt+¢<w>>) do
2 0

+oo
/0 A(w) cos(wt + ¢(w)) dw.

On a ainsi décomposé le signal s en une superposition de signaux harmoniques d’amplitude A(w),
de pulsation w présentant un déphasage relatif ¢(w).

La bonne représentation mathématique de I’échantillonage du signal s & la pulsation w, = =& (i.e.
a la fréquence v, = %) est le peigne de Dirac

Sy = Z 7 $(kT) Ok -
keZ

On a ainsi la

Proposition 10.57. s, — s dans S’ quand 7 — 0.

Preuve. Soit ¢ € S(R).
+oo
(srvdlsrs = Y rskr)othr) — [ so(t)dt = (s.0)ss.
keZ -

O

Définition 10.58. On dit qu’un signal s(t) € S'(R) est & bande limitée si sa transformée de
Fourier est a support compact.

Théoréme 10.59. Soit s(t) @ bande limitée. La transformée de Fourier du signal échantilloné
Sy = ZTS(kT) Okr
keZ
est reliée 4 la transformée de Fourier du signal d’origine par la relation
_ 2w

§, = ZTkwT(é) ol W,

kEZ

T
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wr>2Q

wi<2Q

Représentation graphique.

On voit que si w; < 2w, il y a “repliement” de spectre (phénomeéne d’aliasing).

Exemple. On considére le signal & valeurs complexes s(t) = e®°t. On a
§ = 2710y,

d’ott 'on déduit
§7- =27 Z 5wg+kw7 .
keZ

Théoréme 10.60. (de Shannon). Soit s(t) un signal de classe H' a bande limitée [—2,€)]. Soit
s; Uéchantillonage de s a la pulsation w,. Si w,; > 2Q, §; = § dans la bande [—Q, Q). De plus, on
a la formule de reconstruction du signal

s(t) =Y s(kr) he(t — k)

kEZ
ot la fonction h, est définie par

sin(mt/T) .

VEER, () == T

Preuve. La premiére assertion est une conséquence directe du théoréeme 10.59. Elle entraine en
particulier que

§=5; X]—m/7,m)7]
Ol X]—r/7,x/r[ désigne la fonction caractéristique de l'intervalle | — /7, 7/7[. On vérifie par un
calcul direct que F~! (X)—r/r,x/7]) = hr, €t on en déduit que

§=5:hs,
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ce qui s’écrit aussi (on vérifiera que le membre de droite a bien un sens)
s=58;xh,.

Ceci prouve la deuxiéme assertion. O

Application a la numérisation du son. Les fréquences entendues par les humains s’étallent
entre 16 Hz et 20 000 Hz. Echantilloner & 40 000 Hz est donc suffisant en théorie. En pratique, on
échantillonne a 48 000 Hz (sur CD) pour plusieurs raisons, notamment parce que
— il faut filtrer le signal avant d’échantilloner
— un signal numérique suréchantilloné est plus facile & convertir en signal analogique qu’un
signal échantilloné & la fréquence minimale.

La preuve du théoréme 10.59 repose sur le résultat suivant, qui est intéressant en lui-méme.

Lemme 10.61. (formule de Poisson). Soit f € S(R). On a l’égalité

S 7(k) = Y f(2km)

kEZ keZ

Preuve. Comme f € S, la série de fonctions

> nf

kEZ

est normalement convergente sur tout compact et converge vers une fonction U continue et 1-
périodique. Calculons les coefficients de Fourier de U :

1
Ve = / Ul(t) e 2+t dt
01
= / ZTlf(t) e—Qlkﬂ't dt
0 ez
1 .
— Z/ f(t _ l) e*szwt dt
1ez 0
—I+1 .
— Z/ f(t) e—21k7rt dt
ez~
—+oo
— / f(t) e—2ik7rt dt
= f(2kn).

On a donc

> flk) = <Z ka> (0)=U(0) = = f(2kn).

kEZ keZ keZ keZ
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Preuve du théoréme 10.59. Supposons d’abord que s € S(R) (i.e. que § € S(R)). On a

5-(y) F <Z 75(k7)5k7> ()

keZ

= Z 75(kT)e " *TY

kEZ

keZ

ou l'on a posé '
fy(x) = Ts(xT)e” 7Y,

En utilisant la formule de Poisson, on obtient

kEZ
Mais
~ +OO .
fy(2km) = / fy(:c)e_%k” dx
+OO . .
= / 75(xT)e TV e 2T gy
+oo ) )
_ / S(t)e—ztye—szﬂ't/‘r dt
—+oo
_ / S(t)efit(erkar/'r) dt
= S(y+2kn/7) = 3(y + kwr) = ke, ().
D’ou

$() =D Thu, 8(y)-

kEZ

Par densité, la formule ci-dessus reste vraie pour tout signal & bande limitée (la série est finie). O

10.5.5 Transformée de Fourier discréte

Considérons un signal échantillonné de longueur N représenté par une suite (zx)ie|o,n—1]|- Sa
tranformée de Fourier discréte est par définition la suite (X)re|jo,y—17) définie par

N-1

X, = 2: e~ 2mkUN
1=0

La transformée de Fourier discréte est reliée a la transformée de Fourier dans S'(R) de la fagon
suivante : on considére le signal échantilloné

N-1
Sr = E T g Okr s
k=0

et on le T-périodise avec T = N7. On obtient ainsi un peigne de Dirac périodique U, dont la
transformée de Fourier est aussi un peigne de Dirac d’espacement 27/T, et périodique de période
27 /7. Il en résulte que

U =27 Wlomk/-
ke
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ou les coefficients ~; sont tels que
Vk €Z, Yk+N = Yk,

etonapourtout 0 <k< N -1

1 Y
e = _<ST) e 2171'1€1§/T>€,7COc
T
| N1
_ = —2iwklT /T
= 7 Z TIE
1=0
| Nl
_ —2inkl/N
= — Te
N l
1=0
- 5
On obtient ainsi la formule d’inversion
| Nl
_ 2imkl/N
Tk = N Z Xle .

=0

En traitement du signal numérique, la transformée de Fourier discréte est 'opération de base qui
permet de passer de la représentation en temps a la représentation en fréquences.

A priori, AN(N — 1) multiplications complexes et 4N (N — 1) additions complexes sont nécessaires
pour calculer la transformée de Fourier discréte d'une suite (z)re|jo,n—1)|- Si N est une puissance
de 2 (ex. N = 210 =1024), le calcul de la transformée de Fourier discréte peut en fait étre effectué
en 2N log, N multiplications réelles et 3N log, N additions réelles par un algorithme FFT (Fast
Fourier Transform,).

10.6 Exercices

> 10.1. Montrer que si f et g sont dans L?(R%),

en)! [ 1@ de= [ fa)3 de

Rd

est une suite d’éléments de S’(R) qui converge dans D’'(R) mais pas dans S’ (R).

> 10.3. Soit (ay)nen une suite réelle. Montrer que la suite a,d,, converge dans D’(R). A quelle
condition converge-t-elle dans S'(R) ?

> 10.4. Soit 7> 0 et f : R — C une fonction continue telle que xf(z) soit dans L'(R) et telle
que le support de f soit inclus dans [—7/T, 7/T].
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1. Montrer que f est de classe C', et en déduire que f et f sont dans L?(R). En utilisant le

théoréme de Shannon, montrer que

= > F(kT)he(t — kT)
kEZ

avec hr(t) = Sing/%T)
2. On suppose que le signal f ne peut étre mesuré qu’a e prés de sorte que la fonction reconstruite

est de la forme

fi(t) = Z(f(kT) + k) hr(t — kT)
kEZ

avec |ex| < e. Montrer que sous cette seule hypothése, on ne peut pas borner lerreur de

reconstruction || f1 — f| L.
3. Soit

Fat) = D (F(T) + ex) hr(t = KT).
|k|<T
On suppose que f(t) est telle qu'’il existe K et Cx satisfaisant
> fRD)hr(t — kT)| < Cre.
[t—kT|>K
En déduire une majoration de ’erreur de reconstruction || fo — f| L. Indication : commencer
par montrer que
1
———— < Clog(K/T).
> e < Clos(K/T)
T<|t—kT|<K,|t—kT|

4. Pour diminuer I'erreur de reconstruction, on peut suréchantilloner le signal. Soit § une fonc-

tion de classe C* égale a 1 sur [—n/T,7/T] et a support dans [—7/Ts, 7/Ts] avec Ty < T.

Montrer que g = F~1(g) est bien définie et est dans S.
5. En adaptant la démonstration du théoréme de Shannon, montrer que

t) =Y f(kT.)g(t — kTy).

kEZ

6. Expliquer le processus par lequel le filtre g permet de diminuer I’erreur de reconstruction.

7. On pose
Fa(8) = D (F(RTL) + ex)g(t — kT).
kEZ
Montrer que
If = fallo < T —(lgll +Tullg’lh)-

Pour cela, on utilisera en la justifiant 1’égalité

th—kT Z/t

et la dérivabilité de g.

t—(k— 1/2)T t—(k—1/2)Ts

g(t — kTy) — g(u))du + Z/t g(u)du

(k+1/2)T, St (k+1/2)T,

> 10.5. On pose f(z) =In|z|.
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1. Montrer que la fonction f définit une distribution sur R.

2. Montrer qu’au sens des distributions, on a pour toute fonction test ¢ € D(R),

(f'yp) = lim (= In|z|¢'(x)) dx
6—=0F JR\[-4,8]

On introduit pour § > 0 la notation

1 si |z[<§
li_s8)(2) =

0 si |z|>0

3. En déduire que pour tout £ > 0, on a

(f/,(P> _ /]R @(‘r) - 90(0) 1[*6,8] (x) da

€T

On note vp (1) = f/.

4. Soit 1) € D(R) fixée vérifiant )(—z) = (x) et ¥(xz) = 1 si z € [-1,1]. On admet que f’ et
¥ f’ sont dans S’(R). Montrer que pour ¢ € S(R), et ¢ €]0,1], on a

(F@Wf) ., 6) = A<¢( =90 Leqle )> (@) da

ou F(g) et g désignent indifféremment la transformée de Fourier de la distribution tempérée g.

FWf), /</¢> leé)d§>

avec pour une fonction I(z) :

e~ €T
Mia,€) = ( Lzl )> ()

5. En déduire que

X

6. En déduire que

ol

7. On admet qu’en prenant ¥» = 1 on a encore

o) = / o(€) ma (€) de

m1(§) = lim My (z, &) dx

R—=+%0 JI_R,R]

#(w(3))©=-icsmie

avec

Montrer qu’on a,
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ou
1 si £€>0

sgn(§) = ‘
-1 si <0

g
c:/ Y gy
R Y

> 10.6. L’objet de ce probléme est ’étude de 1’équation de Poisson

et

—Au=f (10.19)

posée dans D’(R3). Dans ce qui suit, on note |y| la norme euclidienne du vecteur y € R3.
Les parties A et B sont indépendantes (a I’exception de la question 5d).

Partie A : résolution par transformation de Fourier

Question 1. Soit v € §'(R?). Montrer que Av € S'(R3) et que

F(Av)(€) = € 0(€)-

Question 2. On suppose dans cette question que f € S'(R3) et que fe L (R3).
2a On note Yy, la fonction définie sur R? par

|1 silEl<m

Montrer que la fonction g,(§) = €17 2x, (€) F(€) est dans L'(R3) et que la fonction h,(€) =
[€172(1 = x5 (&) £ (€) est dans L*(R?).

2b En déduire que la fonction v(€) = [€|~2f(€) définit une distribution tempérée et que u = F~1(v)
est solution de I'équation (10.19) dans S’(R3).

2c Montrer que
lim g, = 0.

2d Dans cette question, ainsi que dans la question 2e, u désigne la solution de I’équation (10.19)
construite a la question 2b. En utilisant les résultats des questions 2a, 2b et 2c¢, montrer que
pour tout € > 0, il existe une fonction up € L(R?) et une fonction us, € L>®(R3) telles que

U= U2 + Uoso avec luoollLe <.

2e Montrer que tout v € S'(R3) vérifiant —Av = f est tel que v = u + w avec Aw = 0 et
Supp(w) C {0}. Déduire de la Proposition 7.13 du cours que w est un polyndome vérifiant
Aw = 0 (un tel polynome est appelé un polyndéme harmonique). Donner un exemple de
polyndéme harmonique de degré 2.
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2f Les distributions f suivantes vérifient-elles les hypothéses en vigueur dans la question 2 (f €
S'(R3) et f e L>®(R3))?

e f=0do
o fla)= el
o flx)=1

O

Partie B : résolution dans ’espace de Sobolev & poids

WHR?) = {u € L3 (R, u(z) € L*(R%), Vuc (LQ(R3))3}.

loc |:C|

On rappelle que L2 (R3) désigne I'espace vectoriel des fonctions u : R® — R mesurables pour la

tribu borélienne et telles que [, [u[* < oo pour tout compact K C R?. Comme L (R%) C L{ (R?),
Vu est bien défini, au sens des distributions.

Pour (u,v) € W(R3) x W1(R?), on pose

[ @@, L [ oo
(u, V) _/]R3 FE dx + R3V V. (10.20)

Question 3. Montrer que pour (u,v) € WHR3) x WL(R3), le terme de droite de I’expression
(10.20) est bien défini, puis que (-, )1 définit un produit scalaire sur W*(R3).

Question 4. Montrer que, muni du produit scalaire (-,-)y1, WL(R3) est un espace de Hilbert.
Indication : on pourra s’inspirer que la preuve du Théoréme 8.2 du cours.

Question 5. On suppose dans cette question que f est une fonction de R3 & valeurs dans R
(mesurable pour la tribu borélienne) telle que

/ |:E|2|f(:c)|2 dx < +o0.
R3

On admet que D(R?) est dense dans W (R?) (lorsqu’on munit W*!(R3) de la norme || - ||y associée
au produit scalaire (-, -)y1). On considére les problémes consistant a

chercher u € W1(R3) tel que
{ ~Au=f dans D'(R?) (10-21)

et &

chercher u € W(R3) tel que (10.22)

Vo e WHR?), a(u,v) =b(v) ‘
ou

a(u,v) = Vu - Vo, b(v) = fo.
RS RS

5a Montrer que a définit une forme bilinéaire continue sur W1 (R3) (pour la norme || - ||yy1) et que

b définit une forme linéaire continue sur W!(R?) (pour la norme || - [|yy1).
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5b Montrer que les problémes (10.21) et (10.22) sont équivalents.

5¢ On peut montrer (voir la question 6) que pour tout u € W1(R3),

|u(2)|? 2
/RS P dz<4/ |Vul?. (10.23)

En déduire que la forme bilinéaire a est coercive sur W1 (R3), et de la que le probléme (10.21)
admet une unique solution u.

5d Montrer que la solution « de (10.21) est dans &'(R3). On suppose que f € L>(R3). Montrer
que la solution de (10.21) coincide avec la solution construite & la question 2b.

Question 6. Preuve de l'inégalité de Hardy (10.23).

6a Soit f € C*°([0, +o00[) & support compact. Montrer que

/Om Fr)2dr = —2/;00 r F(r) F(r) dr

et en déduire que

+oo +oo
/ f(r)?dr <4 / r2 f'(r)? dr.
0 0

6b En déduire que pour tout 1 € D(R3),

@) d <4/ |V|2.

re [z[?

Indication : remarquer qu’en coordonnées sphériques

27 “+o0o
. |z|2 / / ( P(r, 0 qﬁ) ) sin 0 df do,

et utiliser la question 6a. On rappelle qu’en coordonnées sphériques

o0 10w 1 0y
VU= 5t L% T Tamd 90

et que la base (e, eq,eq) est orthonormée.

6¢c Montrer par densité que pour tout u € W1(R?),

u

|z] L

< 2||Vul|ge.
2
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