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Introdu
tionDe la mé
anique à la �nan
e, en passant par l'environnement et les transports, les domainess
ienti�ques et te
hniques 
ouverts par la formation dispensée dans les E
oles d'ingénieurs fontintervenir massivement des modèles reposant sur des équations aux dérivées partielles (EDP).L'obje
tif de 
e 
ours est de présenter 
ertains outils mathématiques de base permettant d'ap-préhender 
e type d'équations. Il ne s'agit pas de réaliser une étude exhaustive des prin
ipaleste
hniques d'analyse des EDP (
e qui serait impossible dans un 
ours introdu
tif), mais de traiter
omplètement un 
as important, 
elui du problème de Poisson sur un ouvert borné ave
 
onditionsaux bords de Diri
hlet, dont l'énon
é formel s'é
rit
(I)





Cher
her une fon
tion u : Ω −→ R véri�ant
−∆u = f dans Ω
u = 0 sur ∂Ωoù Ω désigne un ouvert de Rd, ∂Ω le bord de Ω et f une fon
tion donnée dé�nie sur Ω et à valeursdans R. Les questions auxquelles nous allons tenter de répondre sont les suivantes :� Ce problème a-t-il une solution (dans une 
lasse à pré
iser) ?� Si oui est-elle unique ?� Dans 
e 
as, l'appli
ation f 7→ u est-elle 
ontinue (là en
ore, en un sens à pré
iser) ?Le problème (I) est un problème aux limites en 
e sens qu'il fait intervenir une EDP et une
ondition au bord (u = 0 sur ∂Ω). Pour d = 2, on pourra se représenter la solution de (I) 
ommela déformation verti
ale sous le 
hargement f d'une membrane élastique à réponse linéaire tendueet dont le bord est maintenu �xe (
f. �gure 1).
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Fig. 1 � Déformation sous un 
hargement d'une membrane élastiqueLe problème (I) présente le triple avantage d'être1. un problème standard en analyse des EDP,



viii Introdu
tion2. un problème générique en s
ien
es de l'ingénieur (on le retrouve en mé
anique, en thermique,en éle
tromagnétisme, en biologie, en �nan
e, ...),3. le problème aux limites pris 
omme exemple dans le 
ours de Cal
ul S
ienti�que de l'E
oledes Ponts pour mettre en ÷uvre la méthode des éléments �nis.L'étude du problème (I) permet également d'illustrer très 
lairement l'une des idées phares del'analyse moderne : l'utilisation d'outils de géométrie dans des espa
es ve
toriels de dimensionin�nie permet d'obtenir simplement et élégamment des résultats d'analyse.Pour mener à bien 
e programme, nous devrons tout d'abord nous familiariser ave
 les espa
es ve
-toriels normés de dimension in�nie (
hapitre 1) et étudier de plus près les propriétés géométriques� des espa
es de Bana
h, qui sont les espa
es ve
toriels normés 
omplets pour la topologiedé�nie par la norme (
hapitre 2) ;� des espa
es de Hilbert qui sont les espa
es de Bana
h dont la norme est dé�nie par un produits
alaire (
hapitre 3).A�n d'utiliser les résultats de géométrie démontrés aux 
hapitres 2 et 3 pour résoudre des problèmesd'analyse, et en parti
ulier le problème (I), il nous faudra 
onstruire des espa
es ve
toriels defon
tions (on parle d'espa
es fon
tionnels) ayant une stru
ture d'espa
e de Bana
h ou d'espa
e deHilbert. Pour 
ela, nous introduirons dans un premier temps l'intégrale de Lebesgue (
hapitre 4)qui, 
ontrairement à l'intégrale de Riemann, permet de 
onstruire des espa
es fon
tionnels 
omplets.Le 
hapitre 5 porte sur la 
onstru
tion et les propriétés des espa
es Lp, qui jouent un r�le 
entralen analyse fon
tionnelle. Les 
hapitres 6 et 7 sont 
onsa
rés à la théorie des distributions, qui estun outil fondamental de l'analyse moderne ; nous l'utiliserons notamment pour établir le 
adrefon
tionnel adapté à l'analyse du problème (I) (et plus généralement d'une très large 
lasse deproblèmes aux limites), 
elui des espa
es de Sobolev (
hapitre 8).Nous nous baserons ensuite sur les résultats �abstraits� de géométrie en dimension in�nie établisdans les 
hapitres 2 et 3 ainsi que sur les espa
es fon
tionnels 
onstruits aux 
hapitres 5 et 8 pourrésoudre le problème aux limites (I) et plusieurs variantes de 
e problème ; nous introduirons à
ette o

asion la notion de formulation variationnelle (ou formulation faible) d'un problème aulimites, et nous démontrerons (et appliquerons) le théorème de Lax-Milgram.En�n, nous présenterons la transformation de Fourier, qui est un outil in
ontournable de l'analysedes phénomènes linéaires, 
onstamment utilisé dans de nombreuses appli
ations, et qui sera mis enpratique dans les 
ours de Traitement du Signal et d'Analyse en Fréquen
es de l'E
ole des Ponts.



Chapitre 1Espa
es ve
toriels normésCe 
hapitre 
ontient essentiellement des rappels sur les normes, les appli
ations linéaires 
onti-nues et la dualité. À travers l'étude des exemples présentés dans 
e 
hapitre, on retiendra avanttout le fait que 
ertains résultats bien 
onnus en dimension �nie ne sont plus valable en dimensionin�nie, 
e qui justi�e l'emploi de nouveaux 
on
epts. Dans un premier temps, nous ne 
onsidére-rons que deux exemples d'espa
es ve
toriels de dimension in�nie : les espa
es Ck dont les élémentssont des fon
tions su�samment régulières et les espa
es lp dont les éléments sont des suites. Notre�
olle
tion� d'espa
es ve
toriels normés de dimension in�nie s'enri
hira au �l de la le
ture de 
etouvrage, notamment après avoir introduit les notions d'intégrale de Lebesgue (
hapitres 4 et 5) etde distribution (
hapitres 6 à 8).1.1 NormesSoit K un 
orps qu'on prendra égal à R ou C. Pour x ∈ K, on notera |x| sa valeur absolue si
x ∈ R et son module si x ∈ C. Par ailleurs, on utilisera l'abréviation K-ev pour désigner un espa
eve
toriel sur K.Dé�nition 1.1. Soit V un K-ev. Une norme est une appli
ation dé�nie sur V à valeurs dans R+,notée ‖ · ‖V , et satisfaisant les trois propriétés suivantes :(i) ‖v‖V = 0 ⇐⇒ v = 0,(ii) ∀λ ∈ K, ∀v ∈ V , ‖λv‖V = |λ| ‖v‖V ,(iii) inégalité triangulaire : ∀(v, w) ∈ V × V , ‖v + w‖V ≤ ‖v‖V + ‖w‖V .Exemples en dimension �nie. Soit un entier d ≥ 1 et 
onsidérons le K-ev Kd de dimension�nie d. On pose pour tout réel p ave
 1 ≤ p <∞

∀v = (v1, . . . , vd) ∈ Kd, ‖x‖p =

(
d∑

i=1

|vi|p
)1/p

, (1.1)et pour p = ∞,
∀v = (v1, . . . , vd) ∈ Kd, ‖v‖∞ = max

1≤i≤d
|vi|. (1.2)On véri�e fa
ilement que ‖ · ‖p, 1 ≤ p ≤ ∞, dé�nit une norme sur Kd. Le seul point te
hnique
onsiste à montrer l'inégalité triangulaire, qui résulte de l'inégalité de Minkowski (voir exer
i
e 1.1)

∀u, v ∈ Rd+, 1 ≤ p <∞,

(
d∑

i=1

(ui + vi)
p

)1/p

≤
(

d∑

i=1

upi

)1/p

+

(
d∑

i=1

vpi

)1/p

. (1.3)



2 Chapitre 1 : Espa
es ve
toriels normésLes exemples présentés 
i-dessus s'étendent de façon naturelle pour 
onstruire des normes surdes produits d'espa
es ve
toriels normés. En e�et, nous avons laProposition 1.2. Soit un entier d ≥ 1. Considérons la famille de K-ev (Vi)1≤i≤d, 
ha
un des
Vi étant équipé d'une norme notée ‖ · ‖Vi . Soit un réel p ∈ [1,+∞]. Alors, l'appli
ation de V =
V1 × . . .× Vd dans R+ dé�nie pour tout v = (v1, . . . , vd) ∈ V par

‖v‖p =

(
d∑

i=1

‖vi‖pVi

) 1
p

, si p ∈ [1,+∞[,

‖v‖∞ = max
1≤i≤d

‖vi‖Vi , si p = +∞,est une norme sur V .Preuve. Laissée en exer
i
e.Exemples en dimension in�nie.� Soit [a, b] un intervalle de R et C0([a, b]) l'espa
e ve
toriel 
onstitué des fon
tions 
ontinuessur [a, b] à valeurs dans K. L'appli
ation ‖ · ‖C0([a,b]) qui à f ∈ C0([a, b]) asso
ie
‖f‖C0([a,b]) = sup

t∈[a,b]

|f(t)|,dé�nit une norme sur C0([a, b]). Plus généralement, pour un entier k ≥ 0, on note Ck([a, b])l'espa
e ve
toriel 
onstitué des fon
tions k fois 
ontinûment dérivables sur [a, b] à valeursdans K. L'appli
ation ‖ · ‖Ck([a,b]) qui à f ∈ Ck([a, b]) asso
ie
‖f‖Ck([a,b]) = max

0≤l≤k
sup
t∈[a,b]

|f (l)(t)|,dé�nit une norme sur Ck([a, b]) (le véri�er en exer
i
e) ;� Un deuxième exemple d'espa
e ve
toriel normé de dimension in�nie est un espa
e dont leséléments sont des suites de K. Soit u = (ui)i≥0 ∈ KN une suite à valeurs dans K. Pour
1 ≤ p ≤ ∞, on 
onsidère l'ensemble

lp =
{
u ∈ KN, ‖u‖lp < +∞

}
,où on a posé

‖u‖lp =




∑

i≥0

|ui|p



1/p

, 1 ≤ p <∞et
‖u‖l∞ = max

i≥0
|ui|.On véri�e que lp est un K-ev et que ‖ · ‖lp dé�nit bien une norme sur lp (voir exer
i
e 1.3) ;� Nous introduirons d'autres espa
es ve
toriels normés de dimension in�nie, plus intéressantspour l'analyse des problèmes posés en s
ien
es de l'ingénieur (EDP, analyse harmonique,...) lorsque nous disposerons des notions d'intégrale de Lebesgue (
hapitres 4 et 5) et dedistribution (
hapitres 6 à 8).



1.2. Topologie des espa
es ve
toriels normés 31.2 Topologie des espa
es ve
toriels normésCette se
tion rappelle brièvement diverses notions d'analyse vues en premier 
y
le universitaire.Le le
teur désireux d'approfondir 
es notions pourra 
onsulter [AF 88, 
hapitres X et XI℄.1.2.1 Ouverts et fermésDé�nition 1.3. Soit V un K-ev normé équipé d'une norme ‖ · ‖V .� On dit qu'un ensemble O ⊂ V est ouvert dans V si
∀x ∈ O, ∃r > 0 tel que Bx(r) ⊂ O,où Bx(r) = {y ∈ V, ‖y − x‖V < r} est la boule ouverte de 
entre x et de rayon r ;� On dit qu'un ensemble F ⊂ V est fermé dans V si l'ensemble V \ F est ouvert dans V .L'ensemble des ouverts de V selon la dé�nition 
i-dessus est appelé la topologie de V induite parla norme ‖ · ‖V .Remarque 1.4. Lorsqu'il n'y a pas d'ambiguïté, on dira simplement qu'un ensemble est ouvertou fermé, sans pré
iser �dans V �.Proposition 1.5. Soit V un K-ev normé équipé d'une norme ‖ · ‖V . Soit F un fermé dans V etsoit (un)n≥0 une suite d'éléments de F . Alors, si (un)n≥0 
onverge dans V , sa limite est dans F .Preuve. Le 
omplémentaire de F étant ouvert, la limite de la suite (un)n≥0 ne peut s'y trouver.Dé�nition 1.6. Soit V un K-ev normé équipé d'une norme ‖ · ‖V et A un ensemble in
lus dans

V . On dé�nit l'adhéren
e de l'ensemble A dans V et on note AV l'ensemble des points de V quisont limites de points de A.Proposition 1.7. F est fermé dans V si et seulement si F = F
V .Preuve. Laissée en exer
i
e.Dé�nition 1.8. On dit qu'un ensemble A ⊂ V est dense dans V si AV = V .1.2.2 Équivalen
e de normesSur un espa
e ve
toriel, on peut 
onsidérer plusieurs normes et il est légitime de se demandersi les topologies induites sont les mêmes. Pour 
ela, nous introduisons la notion d'équivalen
e denormes.Dé�nition 1.9. Soit V un K-ev. On dit que deux normes ‖ · ‖V,1 et ‖ · ‖V,2 sont équivalentes sur

V s'il existe deux 
onstantes c1 et c2 stri
tement positives telles que
∀v ∈ V, c1 ‖v‖V,2 ≤ ‖v‖V,1 ≤ c2 ‖v‖V,2. (1.4)



4 Chapitre 1 : Espa
es ve
toriels normésL'importan
e de la dé�nition 1.9 provient du fait que si deux normes sont équivalentes, ellesinduisent la même topologie.Proposition 1.10. Soit V un K-ev équipé de deux normes équivalentes ‖ · ‖V,1 et ‖ · ‖V,2. Soit
O ⊂ V . Alors, O est ouvert pour ‖ · ‖V,1 si et seulement si O est ouvert pour ‖ · ‖V,2.Preuve. Laissée en exer
i
e.Proposition 1.11. Si V est un K-ev de dimension �nie, toutes les normes sont équivalentes.Preuve. Voir exer
i
e 1.4.Contre-exemples en dimension in�nie. La proposition 1.11 ne s'étend pas aux espa
es ve
to-riels normés de dimension in�nie. Donnons quelques 
ontre-exemples.� Sur C0([0, 1]), l'appli
ation f 7→ ‖f‖L1 =

∫ 1

0 |f(s)| ds dé�nit bien une norme, mais 
elle-
in'est pas équivalente à la norme ‖ · ‖C0([0,1]). Plus pré
isément, on a 
lairement la majoration
‖f‖L1 ≤ ‖f‖C0([0,1]) pour tout f ∈ C0([0, 1]). En revan
he, il n'existe pas de 
onstante c telleque ‖f‖C0([0,1]) ≤ c ‖f‖L1 (on pourra 
onsidérer pour tout ε > 0, les fon
tions fε dé�niespar fε(t) = 1 − t/ε pour t ∈ [0, ε] et fε(t) = 0 sinon (voir �gure 1.1) ; 
es fon
tions satisfont
‖fε‖C0([0,1]) = 1 et ‖fε‖L1 = ε/2) ;

0 1

1

ε

fε

Fig. 1.1 � Contre-exemple pour l'équivalen
e des normes en dimension in�nie.� ‖ · ‖C0([a,b]) dé�nit bien une norme sur C1([a, b]) mais elle n'est pas équivalente à la norme
‖ · ‖C1([a,b]). La 
onstru
tion d'un 
ontre-exemple est laissée en exer
i
e ;� Sur l1, l'appli
ation

‖ · ‖h : u 7→ ‖u‖h =
∑

i≥0

1
i+1 |ui|,dé�nit une norme et on a 
lairement ‖u‖h ≤ ‖u‖l1 , ∀u ∈ l1. En revan
he, il n'existe pas de
onstante c telle que pour tout u ∈ l1, on ait ‖u‖l1 ≤ c ‖u‖h. En e�et, en 
onsidérant pourtout entier N > 0, la suite uN ∈ l1 telle que uNi = 1 si i ≤ N et 0 sinon, on aurait uneinégalité de la forme N ≤ c logN ave
 c indépendant de N , 
e qui est absurde.Remarque 1.12. Si V est un K-ev normé et F un sous-espa
e de dimension �nie, alors F estné
essairement fermé. Ce n'est plus le 
as si F est de dimension in�nie. À titre de 
ontre-exemple,on pourra 
onsidérer C1([−1, 1]) 
omme sous-espa
e de C0([−1, 1]) équipé de la norme ‖·‖C0([−1,1])et la famille de fon
tions fε ∈ C1([−1, 1]) dé�nies par fε(t) = |t| si |t| ≥ ε et fε(t) = ε

2 (1 + ( tε )
2)sinon (voir �gure 1.2).



1.3. Appli
ations linéaires 
ontinues 5
1

εf

1ε0−ε−1Fig. 1.2 � Illustration de la remarque 1.12.1.2.3 Compa
itéDé�nition 1.13. Soit V un K-ev normé. Un ensemble A ⊂ V est 
ompa
t si de toute suited'éléments de A on peut extraire une sous-suite 
onvergente.Proposition 1.14. Si A est 
ompa
t, alors A est fermé et borné.Preuve. Véri�
ation immédiate.Proposition 1.15. Si V est de dimension �nie, alors A est 
ompa
t si et seulement si A est ferméet borné.Preuve. Voir exer
i
e 1.5.On peut en fait énon
er un résultat plus général qui souligne bien la di�éren
e entre la dimension�nie et la dimension in�nie (voir par exemple [AF 88, p. 582℄ ou [Brézis 83, p. 92℄).Théorème 1.16. Soit V un K-ev. La boule unité (fermée) de V est 
ompa
te si et seulement si
V est de dimension �nie.1.3 Appli
ations linéaires 
ontinues1.3.1 Dé�nition et premières propriétésDans 
ette se
tion, V et W désignent deux K-ev normés équipés respe
tivement des normes ‖ · ‖Vet ‖ · ‖W .Proposition 1.17. Soit A une appli
ation linéaire de V dans W . Les propositions suivantes sontéquivalentes :(1) A est 
ontinue.(2) A est 
ontinue en 0.(3) Il existe une 
onstante c ∈ R+ telle que

∀u ∈ V, ‖Au‖W ≤ c ‖u‖V .



6 Chapitre 1 : Espa
es ve
toriels normésPreuve. Les impli
ations (1) =⇒ (2) et (3) =⇒ (1) sont évidentes. Il nous reste don
 à prouverl'impli
ation (2) =⇒ (3). Soit A une appli
ation linéaire 
ontinue en 0. Il existe η > 0 tel que pourtout u ∈ B(0, η), la boule fermée de 
entre 0 et de rayon η, on ait
‖Au− A0︸︷︷︸

=0

‖W ≤ 1.Soit maintenant u ∈ V ave
 u 6= 0. Le ve
teur v = η
‖u‖V

u appartient àB0(η) si bien que ‖Av‖W ≤ 1,
e qui, par linéarité, implique (3) ave
 c = 1
η . En�n, l'inégalité dans (3) est trivialement satisfaitesi u = 0.Proposition 1.18. Soit A une appli
ation linéaire de V dans W . Supposons V de dimension �nie.Alors, A est né
essairement 
ontinue.Preuve. Soit (e1, . . . , ed) une base de V . Pour tout u =

∑d
i=1 uiei ∈ V , on a

‖Au‖W ≤
d∑

i=1

|ui| ‖Aei‖W ≤
(

d∑

i=1

‖Aei‖W
)

‖u‖∞,et on 
on
lut en utilisant l'équivalen
e des normes sur V .Exemples et 
ontre-exemples en dimension in�nie.� L'appli
ation qui à f ∈ C1([a, b]) asso
ie f ′ ∈ C0([a, b]) est linéaire 
ontinue lorsque 
esespa
es sont équipés des normes ‖ · ‖C1([a,b]) et ‖ · ‖C0([a,b]).� Cette appli
ation n'est pas 
ontinue si C1([a, b]) est équipé de la norme |f(a)|+
∫ b
a |f ′(s)| ds(voir exer
i
e 1.7).� Plus généralement, d'autres 
ontre-exemples peuvent être 
onstruits en 
onsidérant deuxnormes ‖ · ‖V,1 et ‖ · ‖V,2 qui ne sont pas équivalentes. En e�et, la 
ontinuité de l'inje
tion de

V équipé de ‖ · ‖V,1 dans V équipé de ‖ · ‖V,2 équivaut à l'existen
e d'une 
onstante c > 0telle que ∀u ∈ V , ‖u‖V,2 ≤ c‖u‖V,1.Dé�nition 1.19. L'espa
e ve
toriel des appli
ations linéaires 
ontinues de V dans W est noté
L(V,W ).Proposition 1.20. L'appli
ation

‖ · ‖L(V,W ) : L(V,W ) −→ R+

A 7−→ ‖A‖L(V,W ) = supu∈V
u6=0

‖Au‖W

‖u‖Vest une norme sur L(V,W ).Preuve. (i) ‖A‖L(V,W ) = 0 implique Au = 0 pour tout u ∈ V ave
 u 6= 0. Par ailleurs, Au = 0pour u = 0. D'où A = 0.(ii) Soit λ ∈ K. On a
‖(λA)u‖W = |λ| ‖Au‖W ≤ |λ| ‖A‖L(V,W ) ‖u‖V ,d'où on déduit que ‖λA‖L(V,W ) ≤ |λ| ‖A‖L(V,W ). Pour λ 6= 0, on a don

‖A‖L(V,W ) = ‖ 1

λλA‖L(V,W ) ≤ 1
|λ|‖λA‖L(V,W )



1.3. Appli
ations linéaires 
ontinues 7si bien que ‖λA‖L(V,W ) = |λ| ‖A‖L(V,W ) et l'égalité est trivialement satisfaite si λ = 0.(iii) Pour A et B ∈ L(V,W ), on a
‖(A+B)u‖W ≤ ‖Au‖W + ‖Bu‖W ≤ (‖A‖L(V,W ) + ‖B‖L(V,W ))‖u‖V ,si bien que ‖A+B‖L(V,W ) ≤ ‖A‖L(V,W ) + ‖B‖L(V,W ).1.3.2 DualitéUn 
as parti
ulier important d'appli
ations linéaires 
ontinues entre K-ev normés est 
elui oùl'espa
e d'arrivée est W = K.Dé�nition 1.21. Soit V un K-ev normé. L(V,K) est appelé l'espa
e dual de V et est noté V ′.Un élément A ∈ V ′ est appelé une forme linéaire 
ontinue et son a
tion sur un élément v ∈ V estnotée à l'aide du 
ro
het de dualité 〈· , ·〉V ′,V . V ′ est équipé de la norme 
anonique

‖A‖V ′ = sup
u∈V
u6=0

|〈A, u〉V ′,V |
‖u‖V

.Remarque 1.22. La notion introduite dans la dé�nition 1.21 est 
elle de dual topologique que l'ondistingue du dual algébrique dans lequel la propriété de 
ontinuité n'est pas requise. En dimension�nie, le dual topologique 
oïn
ide ave
 le dual algébrique mais en dimension in�nie, 
es deuxnotions sont di�érentes. Dans 
e 
ours, seule la notion de dual topologique sera utilisée.Exemples.� Soit [a, b] ⊂ R et c ∈ [a, b]. L'appli
ation qui à f ∈ C0([a, b]) asso
ie f(c) est une formelinéaire 
ontinue sur C0([a, b]) de norme 1 ;� L'appli
ation qui à u ∈ lp, 1 ≤ p ≤ ∞, asso
ie u0 est une forme linéaire 
ontinue sur lp denorme 1 ;� Soit 1 ≤ p < ∞ et p′ tel que 1
p + 1

p′ = 1 (p′ = ∞ si p = 1). Soit v ∈ lp
′ . Alors, en posantpour tout u ∈ lp, 〈ṽ, u〉(lp)′,lp =

∑
i≥0 uivi, on dé�nit une forme linéaire 
ontinue sur lp, i.e.

ṽ ∈ (lp)′. De plus, l'appli
ation
v ∈ lp

′ 7→ ṽ ∈ (lp)′,est linéaire, bije
tive et isométrique. Ce résultat, dont la preuve fait l'objet de l'exer
i
e 1.8,permet de faire l'identi�
ation (lp)′ = lp
′ pour 1 ≤ p < ∞. En revan
he, le dual de l∞ ne
oïn
ide pas ave
 l1 mais est stri
tement plus grand que l1. En fait, on peut identi�er l1 audual topologique du K-ev des suites de K à support �ni, 
et espa
e étant stri
tement in
lusdans l∞.Proposition 1.23. Soit Z et V deux K-ev équipés respe
tivement des normes ‖ · ‖Z et ‖ · ‖V .Supposons que Z ⊂ V ave
 inje
tion 
ontinue, i.e., qu'il existe ci ∈ R+ telle que ∀z ∈ Z, ‖z‖V ≤

ci ‖z‖Z. Alors, V ′ ⊂ Z ′ ave
 inje
tion 
ontinue.Preuve. Soit f ∈ V ′. Considérons l'appli
ation Tf : Z → R qui à z ∈ Z asso
ie Tf(z) = 〈f, z〉V ′,V .Il est 
lair que Tf est linéaire. De plus, Tf est 
ontinue sur Z puisque
∀z ∈ Z, Tf(z) = 〈f, z〉V ′,V ≤ ‖f‖V ′ ‖z‖V ≤ ci ‖f‖V ′ ‖z‖Z.Par 
onséquent, Tf ∈ Z ′ et ‖Tf‖Z′ ≤ ci‖f‖V ′ , 
e qui 
omplète la preuve.



8 Chapitre 1 : Espa
es ve
toriels normésNous 
on
luons 
ette se
tion ave
 deux résultats qui nous serviront par la suite : le théorèmede prolongement d'une forme linéaire et une 
ara
térisation des sous-espa
es denses. Ces résultats,dont la preuve repose sur un théorème profond d'analyse, le théorème de Hahn-Bana
h, sont admis(on pourra 
onsulter [Brézis 83, p. 3 et 7℄).Théorème 1.24. Soit V un K-ev normé et Z un sous-espa
e ve
toriel de V . Soit z ∈ Z ′ uneforme linéaire 
ontinue de norme ‖z‖Z′. Alors, il existe A ∈ V ′ qui prolonge z, i.e.
∀u ∈ Z, 〈z, u〉Z′,Z = 〈A, u〉V ′,V ,et telle que ‖A‖V ′ = ‖z‖Z′.Théorème 1.25. Soit V unK-ev normé et Z un sous-espa
e ve
toriel de V . Si toute forme linéaire
ontinue f ∈ V ′ qui s'annule sur Z est identiquement nulle sur V , alors Z est dense dans V .1.3.3 Formes bilinéaires 
ontinuesDé�nition 1.26. Soit V et W deux K-ev. Une forme bilinéaire sur V ×W est une appli
ation

a : V ×W → K telle que� ∀v ∈ V , l'appli
ation a(v, ·) : W → K est linéaire ;� ∀w ∈ W , l'appli
ation a(·, w) : V → K est linéaire.Dé�nition 1.27. Soit V et W deux K-ev. On dit qu'une forme bilinéaire a : V ×W → K est
ontinue sur V ×W s'il existe une 
onstante c ∈ R+ telle que
∀(v, w) ∈ V ×W, |a(v, w)| ≤ c ‖v‖V ‖w‖W .On note

‖a‖ = sup
(v,w)∈V ×W

v 6=0,w 6=0

a(v, w)

‖v‖V ‖w‖W
.L'intérêt des formes bilinéaires 
ontinues est qu'elles interviennent fréquemment dans la formulationfaible des EDP (
f. 
hapitre 9). Dans 
e 
adre, il est intéressant de garder à l'esprit qu'une formebilinéaire 
ontinue de V ×W à valeurs dans K peut s'interpréter 
omme un élément A de L(V,W ′)en posant

∀w ∈W, 〈Av,w〉W ′ ,W = a(v, w).On véri�e aisément que Av ∈ W ′ et que
‖A‖L(V,W ′) = ‖a‖.1.4 Exer
i
es

⊲ 1.1. Montrer l'inégalité de Minkowski (1.3). Pour 
ela, on utilisera la 
on
avité de la fon
tion
f : R+ → R, t 7→ (1 + t1/p)p qui implique que pour des λi ≥ 0 tels que ∑d

i=1 λi = 1 et des ti ≥ 0,on a
f

(
d∑

i=1

λiti

)
≥

d∑

i=1

λif(ti).
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es 9
⊲ 1.2. Véri�er que l'appli
ation ‖ · ‖Ck([a,b]) dé�nit une norme sur Ck([a, b]).
⊲ 1.3. L'objet de 
et exer
i
e est de montrer que les lp sont bien des espa
es ve
toriels normés.1. Véri�er que lp est un espa
e ve
toriel ;2. Soient 1 ≤ p, p′ ≤ ∞ ave
 1

p + 1
p′ = 1 et N un entier positif. Montrer l'inégalité de Hölder

∀u, v ∈ RN+ ,

N∑

i=1

uivi ≤
(

N∑

i=1

upi

)1/p( N∑

i=1

vp
′

i

)1/p′

. (1.5)Indi
ation : en utilisant la 
on
avité de la fon
tion f : R+ → R, t 7→ log t, on montrerad'abord que pour u et v réels positifs, on a l'inégalité de Young (sur R)
uv ≤ up

p
+
vp

′

p′
. (1.6)Puis, 
onsidérant x et y ∈ RN , on appliquera l'inégalité 
i-dessus à u = xi/‖x‖p et v =

yi/‖y‖p′ ;3. Déduire de (1.5) que pour u ∈ lp et v ∈ lp
′ , la suite produit uv dé�nie par uv = (uivi)i≥0 estdans l1 et que l'on a

‖uv‖l1 ≤ ‖u‖lp ‖v‖lp′ ; (1.7)4. Montrer que ‖·‖ satisfait bien l'inégalité triangulaire. Indi
ation : on pourra utiliser l'inégalitéde Hölder (1.7) en remarquant que pour u, v ∈ lp, |u + v|p−1 ∈ lp
′ ;5. Déduire l'inégalité de Minkowski (1.3) de l'inégalité de Hölder (1.5).

⊲ 1.4. L'obje
tif de 
et exer
i
e est de montrer que si V est un K-ev de dimension �nie, alorstoutes les normes sur V sont équivalentes. Soit (e1, . . . , ed) une base de V . Pour v ∈ V , on note
(v1, . . . , vd) les 
oordonnées de v dans 
ette base.1. Véri�er qu'il su�t de montrer que toutes les normes de V sont équivalentes à la norme ‖ ·‖∞donnée par (1.2) ;2. Soit ‖ · ‖V une norme de V . De l'inégalité triangulaire, déduire qu'il existe une 
onstante

c2 > 0 telle que ∀v ∈ V , ‖v‖V ≤ c2 ‖v‖∞ ;3. Soit B∞ la boule unité (fermée) de V pour la norme ‖·‖∞. Déduire de la question pré
édenteque l'appli
ation
id : (B∞, ‖ · ‖∞) → (B∞, ‖ · ‖V )

v 7→ v,est 
ontinue ;4. En utilisant un argument de 
ompa
ité, montrer qu'il existe une 
onstante c1 > 0 telle que
∀v ∈ V , ‖v‖∞ ≤ c1 ‖v‖V .

⊲ 1.5. L'objet de 
et exer
i
e est de montrer qu'en dimension �nie, tout fermé borné est 
ompa
t.1. La première étape fait appel à la notion de 
omplétude qui est introduite dans le 
hapitre 2.En admettant que R est 
omplet, montrer que sur R, tout fermé borné est 
ompa
t ;2. En déduire que sur Rd équipé de la norme ‖ · ‖∞, tout fermé borné est 
ompa
t ;3. Con
lure en utilisant l'équivalen
e des normes en dimension �nie.
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toriels normés
⊲ 1.6. Construire un 
ontre-exemple montrant que les normes ‖ · ‖C0([a,b]) et ‖ · ‖C1([a,b]) ne sontpas équivalentes sur C1([a, b]).
⊲ 1.7. Véri�er que l'appli
ation f 7→ |f(0)| +

∫ b
a |f ′(s)| ds dé�nit une norme sur C1([a, b]). Ens'inspirant de la �gure 1.1, 
onstruire un 
ontre-exemple montrant que l'appli
ation qui à f ∈

C1([a, b]) asso
ie f ′ ∈ C0([a, b]) n'est pas 
ontinue si C1([a, b]) est équipé de la norme 
i-dessus et
C0([a, b]) de la norme 
anonique ‖ · ‖C0([a,b]).
⊲ 1.8. L'objet de 
et exer
i
e est de montrer que pour 1 ≤ p < ∞, on peut faire l'identi�
ation
(lp)′ = lp

′ où 1
p + 1

p′ = 1 (on pose p′ = ∞ si p = 1). L'identi�
ation se fait par le biais del'appli
ation
T : lp

′ → (lp)′

v 7→ ṽ ave
 ∀u ∈ lp, 〈ṽ, u〉(lp)′,lp =
∑

i≥0 uivi.1. On 
ommen
e par traiter le 
as 1 < p < ∞. Montrer que l'appli
ation T est bien dé�nie.Indi
ation : en utilisant l'inégalité de Hölder (1.7), montrer que si u ∈ lp et v ∈ lp
′ , la série∑

i≥0 uivi est absolument 
onvergente. En déduire que T (v) ∈ (lp)′ ave
 ‖T (v)‖(lp)′ ≤ ‖v‖lp′ ;2. Montrer que l'appli
ation T est linéaire et inje
tive.3. Montrer que l'appli
ation T est surje
tive. Indi
ation : soit ϕ ∈ (lp)′ donné. Pour tout entier
i ≥ 0, poser ei = (δij)j≥0 où δij est le symbole de Krone
ker et introduire la suite v de termegénéral vi = ϕ(ei). Montrer que v ∈ lp

′ et que T (v) = ϕ ;4. Montrer que T est une isométrie. Indi
ation : il su�t de montrer que ‖v‖lp′ ≤ ‖T (v)‖(lp)′ .Pour 
ela, se donner une suite v ∈ lp
′ et 
onsidérer la suite u de terme général ui =

|vi|p
′−1sgn(vi) ;5. Reprendre les étapes pré
édentes dans le 
as où p = 1 et p′ = ∞.

⊲ 1.9. Soit u ∈ RN. On note A l'opérateur qui à u asso
ie la suite v de terme général vi = (−1)iui.Montrer que pour 1 ≤ p ≤ ∞, A ∈ L(lp, lp) et que A est de norme 1. Reprendre l'exer
i
e ave
l'opérateur qui à u asso
ie la suite v de terme général vi = ui+1.
⊲ 1.10. Soit γ un réel non nul. On 
onsidère l'opérateur A qui à f ∈ C0(R) asso
ie g = Af ∈ C0(R)dé�nie par g(t) = f(γt) pour t ∈ R. Montrer que A ∈ L(C0(R), C0(R)) et que A est de norme 1.



Chapitre 2Espa
es de Bana
hCe 
hapitre introduit la notion de 
omplétude : un espa
e ve
toriel normé est dit 
omplet sitoute suite de Cau
hy y est 
onvergente. De tels espa
es, appelés espa
es de Bana
h, interviendrontfréquemment dans la suite de 
e 
ours 
ar ils jouissent de plusieurs propriétés remarquables. Nousdémontrerons notamment le théorème du point �xe de Pi
ard (qui ne s'applique que dans lesespa
es de Bana
h) et nous donnerons un premier exemple d'appli
ation de 
e théorème en prouvantl'existen
e et l'uni
ité de la solution pour une 
ertaine 
lasse d'équations di�érentielles ordinaires.2.1 Dé�nitions et premiers exemplesDans 
ette se
tion, nous introduisons les notions de suite de Cau
hy, d'espa
e 
omplet et d'es-pa
e de Bana
h.2.1.1 Suites de Cau
hyDé�nition 2.1. Soit V un K-ev normé. On dit qu'une suite (un)n≥0 d'éléments de V est deCau
hy si on a la propriété suivante
∀ε > 0, ∃N ≥ 0, ∀n ≥ N, ∀p ≥ 0, ‖un+p − un‖V ≤ ε. (2.1)Proposition 2.2. Toute suite 
onvergente est de Cau
hy.Preuve. Conséquen
e immédiate de (2.1).Proposition 2.3. Toute suite de Cau
hy est bornée.Preuve. Immédiate.Proposition 2.4. Soit V1 et V2 deux K-ev normés et (un)n≥0 une suite de Cau
hy dans V1. Soit

f : V1 → V2 une appli
ation uniformément 
ontinue. Alors, la suite (f(un))n≥0 est de Cau
hy dans
V2.Preuve. Laissée en exer
i
e.
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es de Bana
h2.1.2 Espa
es 
ompletsLa ré
iproque de la proposition 2.2 n'étant pas vraie d'une façon générale, 
ela motive ladé�nition suivante.Dé�nition 2.5. Un K-ev V est dit 
omplet pour la norme ‖ · ‖V si toute suite de Cau
hy est
onvergente. Un K-ev 
omplet pour sa norme est appelé un espa
e de Bana
h.Proposition 2.6. Soit V un K-ev équipé de deux normes équivalentes ‖ · ‖V,1 et ‖ · ‖V,2. Alors, Vest 
omplet pour la norme ‖ · ‖V,1 si et seulement si il est 
omplet pour la norme ‖ · ‖V,2.Preuve. Supposons V 
omplet pour la norme ‖ · ‖V,1. Soit (un)n≥0 une suite de Cau
hy dans
V pour la norme ‖ · ‖V,2. De l'inégalité ‖v‖V,1 ≤ c2 ‖v‖V,2, nous déduisons que (un)n≥0 est unesuite de Cau
hy pour la norme ‖ · ‖V,1. Elle est don
 
onvergente par hypothèse. De l'inégalité
‖v‖V,2 ≤ c1 ‖v‖V,1, nous déduisons qu'elle 
onverge également pour la norme ‖ · ‖V,2.L'étude des espa
es 
omplets est très simple en dimension �nie, puisque nous avons le résultatsuivant.Proposition 2.7. Tout espa
e ve
toriel normé de dimension �nie est 
omplet.Preuve. (i) Nous admettons que R est 
omplet, propriété qui résulte de la 
onstru
tion de R (voirpar exemple [AF 88, 
hapitre I℄).(ii) Considérons maintenant un R-ev de dimension �nie d. Soit (un)n≥0 une suite de Cau
hy dans
et espa
e. Notons (un,1, . . . , un,d) les 
omposantes de un dans une base donnée. Toutes les normesétant équivalentes en dimension �nie d'après la proposition 1.11, nous pouvons utiliser la norme
‖ · ‖∞ et en déduire que pour tout i, 1 ≤ i ≤ d, les (un,i)n≥0 sont des suites de Cau
hy dans R.Ces suites sont don
 
onvergentes vers une limite li, 1 ≤ i ≤ d, et il est immédiat de prouver que
(un)n≥0 
onverge vers (l1, . . . , ld).(iii) Le 
as d'un C-ev se traite de manière identique grâ
e au fait que C est un R-ev de dimensiondeux.Remarque 2.8. Du fait du résultat pré
édent, l'expression �espa
e de Bana
h� ne s'emploie guèreen dimension �nie. Elle est plut�t réservée à la dimension in�nie où la notion de 
omplétude estplus ri
he.Donnons deux exemples puis un 
ontre-exemple d'espa
es de Bana
h.Proposition 2.9. Pour 1 ≤ p ≤ ∞, lp équipé de la norme ‖ · ‖lp est un espa
e de Bana
h.Preuve. Voir exer
i
e 2.1.Proposition 2.10. C0([a, b]) équipé de la norme ‖ · ‖C0([a,b]) est un espa
e de Bana
h.



2.1. Dé�nitions et premiers exemples 13Preuve. Soit (un)n≥0 une suite de Cau
hy dans C0([a, b]), i.e.,
∀ε > 0, ∃N ≥ 0, ∀n ≥ N, ∀p ≥ 0, ‖un+p − un‖C0([a,b]) = sup

x∈[a,b]

|un+p(x) − un(x)| ≤ ε.Pour tout x ∈ [a, b], (un(x))n≥0 est de Cau
hy dans R et 
onverge don
 vers une limite notée u(x).En faisant tendre p vers l'in�ni, on obtient
∀ε > 0, ∃N ≥ 0, ∀n ≥ N, sup

x∈[a,b]

|u(x) − un(x)| ≤ ε. (2.2)Montrons que u est une fon
tion 
ontinue sur [a, b]. Soit x ∈ [a, b] et ε > 0. On sait qu'il existe
N ∈ N tel que

sup
z∈[a,b]

|u(z) − uN(z)| ≤ ε/3.Par ailleurs, uN étant 
ontinue, il existe Vx, voisinage de x dans [a, b] tel que |uN (y)−uN(x)| ≤ ε/3pour y ∈ Vx. L'inégalité triangulaire permet de 
on
lure : pour tout y ∈ Vx, on a
|u(y) − u(x)| ≤ |u(y) − uN(y)| + |uN (y) − uN (x)| + |u(x) − uN(x)| ≤ ε.Cela signi�e que u ∈ C0([a, b]). On 
on
lut en remarquant que (2.2) signi�e que (un)n≥0 
onvergevers u dans C0([a, b]).Contre-exemple. C0([0, 1]) équipé de la norme ‖f‖L1 =

∫ 1

0
|f(s)| ds n'est pas un espa
e deBana
h. En e�et, 
onsidérons la suite de fon
tions (fn)n≥1 dé�nie par (voir �gure 2.1)

fn(t) =





0 0 ≤ t ≤ 1
2 − 1

n
n
2 (t− 1

2 + 1
n ) 1

2 − 1
n ≤ t ≤ 1

2 + 1
n

1 1
2 + 1

n ≤ t ≤ 1La suite (fn)n≥1 
onverge en norme ‖ · ‖L1 vers la fon
tion f∗ qui vaut 0 si 0 ≤ t ≤ 1
2 et 1 sinon.Elle est don
 de Cau
hy pour 
ette norme. Cependant, la fon
tion f∗ n'appartient pas à C0([0, 1]).

1

f n

1/2−1/n

1/2+1/n

1Fig. 2.1 � Graphe de la fon
tion fn.Proposition 2.11. Soit V un espa
e de Bana
h et F un sous-espa
e fermé de V . Alors, F équipéde la norme induite par V est un espa
e de Bana
h.Preuve. Toute suite de Cau
hy dans F est de Cau
hy dans V don
 
onvergente dans V . Comme
F est fermé, la limite est dans F .
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es de Bana
hProposition 2.12. Soit un entier d ≥ 1. Considérons une famille d'espa
es de Bana
h (Vi)1≤i≤d,
ha
un des Vi étant équipé d'une norme notée ‖ · ‖Vi . Soit V le K-ev V = V1 × . . .× Vd équipé dela norme ‖ · ‖p dé�nie dans la proposition 1.2. Alors, V est un espa
e de Bana
h.Preuve. Laissée en exer
i
e.2.2 Appli
ations linéaires 
ontinues dans les espa
es de Ba-na
hThéorème 2.13. Soit V un espa
e ve
toriel normé et W un espa
e de Bana
h. Alors, L(V,W )équipé de la norme ‖ · ‖L(V,W ) est un espa
e de Bana
h.Preuve. Soit (An)n≥0 une suite de Cau
hy dans L(V,W ), i.e.,
∀ε > 0, ∃N ≥ 0, ∀n ≥ N, ∀p ≥ 0, ‖An+p −An‖L(V,W ) = sup

u∈V
u6=0

‖An+pu−Anu‖W
‖u‖V

≤ ε.Pour tout u ∈ V , u 6= 0, (Anu)n≥0 est don
 une suite de Cau
hy dans W . En notant l ∈ W salimite, nous dé�nissons une appli
ation A de V dans W qui à u ∈ V asso
ie Au = l ∈ W . Il est
lair que A est linéaire. En faisant tendre p→ ∞, on obtient
∀ε > 0, ∃N ≥ 0, ∀n ≥ N, ∀u ∈ V, ‖Au−Anu‖W ≤ ε ‖u‖V . (2.3)Pour ε = 1, on en déduit en parti
ulier que

∀u ∈ V, ‖Au‖W ≤ ‖Au−ANu‖W + ‖ANu‖W ≤ (1 + ‖AN‖L(V,W )) ‖u‖V ,
e qui montre que A est 
ontinue. En�n, (2.3) exprime le fait que An tend vers A dans L(V,W ).Corollaire 2.14. Soit V un espa
e ve
toriel normé. Alors, son espa
e dual V ′ est un espa
e deBana
h.Preuve. Conséquen
e dire
te du théorème 2.13 puisque K, de dimension �nie, est 
omplet.2.3 Séries normalement 
onvergentesUn des intérêts des espa
es de Bana
h est que l'étude de la 
onvergen
e des séries peut se fairede façon parti
ulièrement simple en étudiant leur 
onvergen
e normale.Dé�nition 2.15. Soit V un espa
e ve
toriel normé. Soit (un)n≥0 une suite d'éléments de V .On dit que la série de terme général un est normalement 
onvergente si la série ∑n≥0 ‖un‖V est
onvergente.Théorème 2.16. Soit V un espa
e ve
toriel normé. V est un espa
e de Bana
h si et seulementsi toute série normalement 
onvergente est 
onvergente.



2.4. Théorème du point �xe de Pi
ard 15Preuve. (i) Supposons que V soit un espa
e de Bana
h. Soit Sn =
∑n
m=0 um une série normalement
onvergente de terme général un. On 
onstate que Sn est une suite de Cau
hy puisque

‖Sn+p − Sn‖V ≤ ‖un+1‖V + . . .+ ‖un+p‖V ≤
∞∑

m≥n+1

‖um‖V −→
n→∞

0.

V étant 
omplet, Sn est 
onvergente.(ii) Ré
iproquement, supposons que toute série normalement 
onvergente soit 
onvergente. Soit
(un)n≥0 une suite de Cau
hy. Nous pouvons extraire une sous-suite vn = uϕ(n) de sorte que

‖vn+1 − vn‖V ≤ 1

2n
.La série de terme général vn+1 − vn est don
 normalement 
onvergente. Comme

Sn =

n∑

m=0

vm+1 − vm = vn+1 − v0,nous en déduisons que la suite extraite (vn)n≥0 est 
onvergente. Comme (un)n≥0 est une suite deCau
hy, il résulte de (2.1) que toute la suite (un)n≥0 est 
onvergente.2.4 Théorème du point �xe de Pi
ardDé�nition 2.17. Soit V un espa
e ve
toriel normé et A une appli
ation de V dans V . On dit que
A est 
ontra
tante s'il existe un réel α < 1 tel que

∀u, v ∈ V, ‖Au−Av‖V ≤ α ‖u− v‖V . (2.4)Remarque 2.18. Une appli
ation 
ontra
tante est 
ontinue.Théorème 2.19. Soit V un espa
e de Bana
h et A une appli
ation 
ontra
tante de V dans V .Alors, l'équation
Au = u,admet une solution unique u∗ ∈ V . Cette solution est appelée le point �xe de A.Preuve. (i) Existen
e : soit u0 ∈ V quel
onque et (un)n≥0 la suite dé�nie par un+1 = Aun. On
onstate que

‖un+1 − un‖V = ‖Aun −Aun−1‖V ≤ α ‖un − un−1‖V ≤ αn ‖u1 − u0‖V ,d'où on déduit que la série de terme général un+1 − un est normalement 
onvergente. L'espa
e
V étant 
omplet, nous déduisons du théorème 2.16 que la série de terme général un+1 − un est
onvergente, i.e., que la suite (un)n≥0 est 
onvergente. En notant u∗ sa limite et en passant à lalimite dans la relation un+1 = Aun, il vient Au∗ = u∗ puisque (2.4) implique la 
ontinuité de A.(ii) L'uni
ité se montre par l'absurde : si on a 2 solutions u1 et u2 ave
 u1 6= u2, on obtient

‖u1 − u2‖V = ‖Au1 −Au2‖V ≤ α ‖u1 − u2‖V < ‖u1 − u2‖V ,
e qui est absurde.
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es de Bana
h2.5 Appli
ation aux équations di�érentielles ordinairesLe théorème du point �xe de Pi
ard sert par exemple à montrer l'existen
e et uni
ité globalede la solution pour une 
ertaine 
lasse d'équations di�érentielles ordinaires. Nous 
onsidérons leproblème suivant.Dé�nition 2.20. (Problème de Cau
hy). Soit d ≥ 1 un entier, u0 ∈ Rd et f une fon
tion dé�niesur Rd à valeurs dans Rd. On appelle problème de Cau
hy le problème suivant : trouver u ∈
C1([0,+∞); Rd) telle que { du

dt (t) = f(u(t)), t ≥ 0,

u(0) = u0.
(2.5)Théorème 2.21. (Théorème de Cau
hy-Lips
hitz). On suppose que f est lips
hitzienne sur Rd,i.e., qu'il existe une 
onstante L ∈ R+ telle que

∀u1, u2 ∈ Rd, ‖f(u1) − f(u2)‖ ≤ L ‖u1 − u2‖,où ‖ · ‖ désigne une norme quel
onque sur Rd. Alors, le problème (2.5) admet une solution u etune seule dans C1([0,+∞[; Rd).Remarque 2.22. En 
hangeant t en −t, il est 
lair que dans le 
adre des hypothèses du théo-rème 2.21, le problème (2.5) admet une solution unique u ∈ C1(] −∞, ,+∞); Rd[.Preuve du théorème 2.21. (i) Nous allons démontrer d'abord l'existen
e et l'uni
ité lo
ale en tempsen utilisant le théorème du point �xe. Posons T = 1/(2L) et notons E = C0([0, T ]; Rd) l'espa
edes fon
tions 
ontinues sur [0, T ] à valeurs dans Rd équipé de la norme
∀u ∈ E, ‖u‖E = sup

t∈[0,T ]

‖u(t)‖.On véri�e fa
ilement que E muni de 
ette norme est un espa
e de Bana
h. Il est 
lair par ailleursque la fon
tion
t 7→ u0 +

∫ t

0

f(u(s)) ds,est de 
lasse C1, sa dérivée valant f(u(t)). On peut don
 dé�nir l'appli
ation
A : E → E

u 7→ Au ave
 Au(t) = u0 +
∫ t
0
f(u(s)) ds,qui véri�e la propriété suivante : u ∈ E est solution de (2.5) sur [0, T ] si et seulement si Au = u.Or, A est 
ontra
tante puisque pour u1 et u2 ∈ E, on a

‖Au2 −Au1‖E = sup
t∈[0,T ]

∥∥∥∥
∫ t

0

(f(u2(s)) − f(u1(s))) ds

∥∥∥∥ ≤ TL‖u2 − u1‖E,et TL = 1
2 . Nous déduisons du théorème du point �xe que le système (2.5) admet une solutionunique sur [0, T ].(ii) En appliquant le résultat d'existen
e et uni
ité lo
ale au problème de Cau
hy

{ d
dtv(t) = f(v),

v(0) = u(T ),et en posant pour t ∈ [T, 2T ], u(t) = v(t − T ), on obtient l'existen
e et uni
ité de la solutiondu système (2.5) sur [0, 2T ]. On re
ouvre ainsi de pro
he en pro
he l'intervalle [0,∞[. En�n, en
hangeant t en −t et f en −f , on obtient l'existen
e et l'uni
ité de la solution du système (2.5)sur ]−∞,+∞[.



2.6. Exer
i
es 17Remarque 2.23. Le 
ara
tère lips
hitzien de f est essentiel pour assurer l'uni
ité de la solution.Ainsi, pour d = 1 et f(u) =
√
u, (2.5) ave
 u0 = 0 admet la famille de solutions

uc(t) =

{
0 t ≤ c
1
4 (t− c)2 t ≥ cpour tout réel c > 0.Remarque 2.24. On peut 
ependant a�aiblir les hypothèses du théorème 2.21. Soit Ω un ouvertnon vide de R × Rd, (t0, u0) ∈ Ω et f une appli
ation de Ω dans Rd 
ontinue sur Ω et lo
alementlips
hitzienne en la deuxième variable, i.e. tout point (t, u) ∈ Ω admet un voisinage V(t,u) ⊂ Ω telque pour un réel L (pouvant dépendre de V(t,u)), on ait

∀(t, u1), (t, u2) ∈ V(t,u), ‖f(t, u1) − f(t, u2)‖ ≤ L ‖u1 − u2‖.Dans 
es 
onditions, le problème de Cau
hy
{ d

dtu(t) = f(t, u),

u(t0) = u0,admet une unique solution maximale (i.e. une solution qu'on ne peut prolonger ni à droite ni àgau
he). Celle-
i est dé�nie sur un intervalle ouvert de R. Par exemple, f(t, u) = 1+u2 est 
ontinueet lo
alement lips
hitzienne en u ; le problème de Cau
hy ave
 la 
ondition initiale u(0) = 0 admetpour unique solution maximale la fon
tion u(t) = tan t dé�nie sur l'intervalle ouvert ]−π/2,+π/2[.2.6 Exer
i
es
⊲ 2.1. L'objet de 
et exer
i
e est de montrer que pour 1 ≤ p ≤ ∞, lp équipé de la norme ‖ · ‖lpest un espa
e de Bana
h.1. On traitera d'abord le 
as 1 ≤ p < ∞. Soit (un)n≥0 une suite de Cau
hy dans lp. On note

un,m le m-ième terme de la suite un. Montrer que pour tout m ≥ 0, la suite (un,m)n≥0 estde Cau
hy dans K. On notera lm sa limite et l la suite de terme général lm ;2. Montrer que l ∈ lp. Indi
ation : montrer qu'il existe une 
onstante C telle que pour tout
n ≥ 0 et pour tout I ≥ 0, (

I∑

i=0

|un,i|p
)1/p

≤ ‖un‖lp ≤ C ;3. Montrer que (un)n≥0 
onverge vers l dans lp. Indi
ation : en se donnant ε > 0, montrer qu'ilexiste N ≥ 0 tel que pour n ≥ N et q ≥ 0 et pour tout I ≥ 0, on ait
(

I∑

i=0

|un+q,i − un,i|p
)1/p

≤ ‖un+q − un‖lp ≤ ε ;4. Reprendre les étapes 
i-dessus dans le 
as p = ∞.
⊲ 2.2. Soit E un espa
e de Bana
h. On note F = C0([a, b];E) l'espa
e ve
toriel des fon
tionsdé�nies et 
ontinues sur [a, b] à valeurs dans E. On 
onsidère sur F l'appli
ation ‖ · ‖F : F → Rqui à f ∈ F asso
ie ‖f‖F = maxt∈[a,b] ‖f(t)‖E.� Véri�er que ‖ · ‖F dé�nit bien une norme sur F .
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es de Bana
h� En reprenant la preuve de la proposition 2.10, montrer que F équipé de la norme ‖ · ‖F estun espa
e de Bana
h.
⊲ 2.3. Soit un réel p ave
 1 < p < ∞. Montrer par un 
ontre-exemple que C0([0, 1]) équipé de lanorme ‖f‖Lp = (

∫ 1

0
|f(s)|p ds)1/p n'est pas un espa
e de Bana
h.

⊲ 2.4. Soit V un espa
e de Bana
h et A une appli
ation de V dans V . Pour un entier p > 0, onnote A(p) l'appli
ation A ◦ . . . ◦A obtenue en 
omposant l'appli
ation A p fois ave
 elle-même. Onsuppose trouvé un entier p > 0 tel que A(p) soit 
ontra
tante. Montrer que A admet un point �xeunique.
⊲ 2.5. On note E l'espa
e de Bana
h C0([a, b]) équipé de la norme ‖ · ‖C0([a,b]). Soit k : [a, b]2 → Rune fon
tion 
ontinue sur [a, b]2 et ρ = max(x,y)∈[a,b]2 |k(x, y)|. Pour f ∈ E, on note Af l'appli
ationde [a, b] dans R dé�nie par Af(x) =

∫ b
a k(x, y)f(y) dy.1. Montrer que A est une appli
ation linéaire 
ontinue de E dans E.2. Montrer que si ρ|b− a| < 1, A est 
ontra
tante. On 
onservera 
ette hypothèse pour la suitede l'exer
i
e.3. Soit g donnée dans E. Montrer que l'équation intégrale

h(x) −
∫ b

a

k(x, y)h(y) dy = g(x), x ∈ [a, b],admet une solution unique h dans E.4. Montrer que la série de terme général A(n)g est 
onvergente puis que h =
∑
n≥0A

(n)g.
⊲ 2.6. On note c0 l'espa
e ve
toriel formé par les suites de nombres (réels ou 
omplexes) quitendent vers 0. On munit c0 de la norme dé�nie par

∀u = (un)n≥0 ∈ c0, ‖u‖c0 = max
n∈N

|un|.Pour tout k ∈ N, on note ek la suite (ekn)n≥0 ∈ c0 dé�nie par ekn = δkn pour tout n ∈ N.1. Soit a = (an)n≥0 ∈ l1. Véri�er que l'appli
ation linéaire
La(u) =

∑

n∈N

an undé�nit une forme linéaire 
ontinue sur c0, puis montrer que
‖La‖c′0 = ‖a‖l1 .2. Soit Λ ∈ c′0, λk = Λ(ek) et

ul =
∑

0≤k≤l, λk 6=0

|λk|
λk

ek.Montrer que pour tout l ∈ N, ul ∈ c0, ‖ul‖c0 = 1 et
Λ(ul) =

l∑

k=1

|λk|.En déduire que λ = (λk)k≥0 ∈ l1.3. Montrer que Λ = Lλ.4. En déduire que l1 s'identi�e au dual topologique de c0.



Chapitre 3Espa
es de HilbertLes espa
es de Hilbert jouent un r�le fondamental en analyse 
ar ils fournissent un 
adre ma-thématique général pour �faire de la géométrie en dimension in�nie�. Dans 
e 
hapitre, 
es 
onsidé-rations seront illustrées par plusieurs résultats importants, notamment le théorème de proje
tionorthogonale, le théorème de Riesz et la notion de base hilbertienne. Nous évoquerons aussi le 
al
uldi�érentiel et les problèmes d'optimisation (ave
 ou sans 
ontrainte) dans les espa
es de Hilbert.3.1 Dé�nitionsDans 
ette se
tion, nous introduisons la notion de produit s
alaire et 
elle d'espa
e de Hilbert.Pour plus de 
larté, nous distinguons les espa
es ve
toriels réels et 
omplexes.3.1.1 Espa
es eu
lidiensDé�nition 3.1. Soit V un R-ev. Un produit s
alaire sur V est une appli
ation bilinéaire sur V ,notée (·, ·)V : V × V → R, satisfaisant les propriétés suivantes :(i) symétrie : ∀(v, w) ∈ V × V , (v, w)V = (w, v)V ;(ii) positivité : ∀v ∈ V , (v, v)V ≥ 0 ;(iii) (v, v)V = 0 ⇐⇒ v = 0.Un R-ev équipé d'un produit s
alaire est appelé un espa
e eu
lidien.3.1.2 Espa
es hermitiensDé�nition 3.2. Soit V un C-ev. Un produit s
alaire sur V est une appli
ation sesquilinéaire àgau
he sur V , notée (·, ·)V : V × V → C, possédant les propriétés suivantes :(i) hermiti
ité : ∀v, w ∈ V , (v, w)V = (w, v)V ;(ii) positivité : ∀v ∈ V , (v, v)V ≥ 0 ;(iii) (v, v)V = 0 ⇐⇒ v = 0.On rappelle que la sesquilinéarité à gau
he signi�e que
∀(λ1, λ2) ∈ C × C, ∀(v1, v2, w) ∈ V × V × V,

{
(λ1v1 + λ2v2, w)V = λ1(v1, w)V + λ2(v2, w)V ,

(w, λ1v1 + λ2v2)V = λ1(w, v1)V + λ2(w, v2)V .Un C-ev équipé d'un produit s
alaire est appelé un espa
e hermitien.Remarque 3.3. On peut dé�nir de façon analogue les formes sesquilinéaires à droite et 
onvenirde 
onsidérer les formes sesquilinéaires à droite pour dé�nir les produits s
alaires.



20 Chapitre 3 : Espa
es de Hilbert3.1.3 Inégalité de Cau
hy-S
hwarzProposition 3.4. Soit V un K-ev et (·, ·)V un produit s
alaire sur V . L'appli
ation ‖·‖V : V → Rdé�nie par
∀v ∈ V, ‖v‖V = (v, v)

1/2
V , (3.1)est une norme sur V appelée norme induite par le produit s
alaire. De plus, on a l'inégalité deCau
hy-S
hwarz

∀v, w ∈ V, |(v, w)V | ≤ ‖v‖V ‖w‖V . (3.2)Preuve. Prouvons le théorème 
i-dessus pour K = R (le 
as K = C se traite de façon analogue).Commençons par établir l'inégalité de Cau
hy�S
hwarz (3.2). Soit (v, w) ∈ V × V . Supposons
w 6= 0 (sinon, l'inégalité (3.2) devient une égalité triviale). En développant le membre de droite,on 
onstate que

‖v‖2
V − |(v, w)V |2

‖w‖2
V

=

∥∥∥∥v −
(v, w)V
‖w‖2

V

w

∥∥∥∥
2

V

≥ 0.Ce
i montre l'inégalité (3.2). De plus, il est 
lair qu'il y a égalité si et seulement si le membre dedroite est nul, i.e. si et seulement si v et w sont 
olinéaires.Véri�ons maintenant que l'appli
ation ‖ · ‖V dé�nie par (3.1) est bien une norme. Les assertions(i) et (ii) de la dé�nition 1.1 résultent, respe
tivement, de l'assertion (iii) de la dé�nition 3.1 etde la bilinéarité (ou sesquilinéarité) du produit s
alaire. En�n, l'inégalité triangulaire se déduit del'inégalité de Cau
hy�S
hwarz : pour tout (v, w) ∈ V × V ,
‖v + w‖2

V = ‖v‖2
V + 2(v, w)V + ‖w‖2

V

≤ ‖v‖2
V + 2|(v, w)V | + ‖w‖2

V

≤ ‖v‖2
V + 2‖v‖V ‖w‖V + ‖w‖2

V

= (‖v‖V + ‖w‖V )2,
e qui 
omplète la preuve.Remarque 3.5. L'inégalité de Cau
hy-S
hwarz (3.2) exprime la 
ontinuité du produit s
alairedans la topologie induite.3.1.4 Espa
es de HilbertDé�nition 3.6. Un espa
e de Hilbert est un espa
e eu
lidien ou hermitien 
omplet pour la normeinduite par le produit s
alaire.Exemples en dimension �nie. Soit un entier d ≥ 1.� on munit Rd d'une stru
ture hilbertienne en 
onsidérant le produit s
alaire eu
lidien
∀x, y ∈ Rd, (x, y)Rd =

d∑

i=1

xi yi.� De façon analogue, Cd est muni de la stru
ture hilbertienne dé�nie par le produit s
alaire
anonique
∀x, y ∈ Cd, (x, y)Cd =

d∑

i=1

xi yi.



3.2. Théorème de proje
tion orthogonale 21Exemples en dimension in�nie. On munit l'espa
e de Bana
h l2 des suites réelles de 
arrésommable d'une stru
ture hilbertienne en 
onsidérant le produit s
alaire
∀u, v ∈ l2, (u, v)l2 =

∑

i≥0

ui vi.Lorsque les suites 
onsidérées sont 
omplexes, le produit s
alaire est
∀u, v ∈ l2, (u, v)l2 =

∑

i≥0

ui vi.Proposition 3.7. Soit V un espa
e de Hilbert et F un sous-espa
e fermé de V . Alors, F équipédu produit s
alaire induit par V est un espa
e de Hilbert.Preuve. Laissée en exer
i
e3.2 Théorème de proje
tion orthogonaleThéorème 3.8. Soit V un espa
e de Hilbert et K un sous-espa
e ve
toriel fermé de V . Pourtout u ∈ V , il existe un unique v = PKu ∈ K, appelé proje
tion orthogonale de u sur K (voir�gure 3.1), tel que
‖PKu− u‖V = inf

w∈K
‖w − u‖V . (3.3)

PKu est 
ara
térisé par
PKu ∈ K et (PKu− u,w)V = 0, ∀w ∈ K. (3.4)

PK u

u

KFig. 3.1 � Illustration du théorème de proje
tion orthogonale.Preuve. (i) On 
ommen
e par prouver la formule de la médiane
∀s, t ∈ V, 1

2‖s+ t‖2
V + 1

2‖s− t‖2
V = ‖s‖2

V + ‖t‖2
V ,qui résulte simplement de l'identité ‖s± t‖2

V = ‖s‖2
V ± 2(s, t)V + ‖t‖2

V .(ii) Soit (vn)n≥0 une suite minimisante, i.e., une suite d'éléments vn ∈ K telle que
lim
n→∞

‖vn − u‖V = inf
w∈K

‖w − u‖V .



22 Chapitre 3 : Espa
es de HilbertMontrons que (vn)n≥0 est de Cau
hy. En appliquant la formule de la médiane à s = vn − u et
t = vn+p − u, on obtient

‖vn+p − vn‖2
V = 2

(
‖vn+p − u‖2

V + ‖vn − u‖2
V − 2‖ 1

2 (vn+p + vn) − u‖2
V

)

≤ 2
(
‖vn+p − u‖2

V + ‖vn − u‖2
V − 2(infw∈K ‖w − u‖V )2

)
,d'où on déduit aisément que limn→∞,p>0 ‖vn+p−vn‖V = 0. L'espa
e V étant 
omplet, limn→∞ vn =

v et 
omme K est fermé, v ∈ K. De plus, ‖v− u‖V = infw∈K ‖w−u‖V par 
ontinuité de la normesur V . Ce
i montre l'existen
e d'une solution pour (3.3).(iii) L'uni
ité de la solution de (3.3) dé
oule dire
tement de la formule de la médiane : si v1 et v2sont deux solutions de (3.3), en appliquant la formule de la médiane ave
 s = u− v1 et t = u− v2,on obtient ‖v1 − v2‖2
V ≤ 0, i.e., v1 = v2.(iv) Il nous reste à prouver l'équivalen
e entre (3.3) et (3.4). Soit PKu la solution du problème deminimisation (3.3). Soit w ∈ K. Pour t ∈ R, la fon
tion

ϕ(t) = ‖PKu+ tw − u‖2
V = ‖PKu− u‖2

V + 2t(PKu− u,w)V + t2‖w‖2
V ,est un polyn�me de degré 2 en t. De plus, ϕ est minimale en t = 0 puisque PKu + tw ∈ K pourtout t ∈ R. Par 
onséquent, on a ϕ′(0) = 0, i.e., (PKu− u,w)V = 0. w étant arbitraire, nous avonsprouvé que PKu satisfaisait la 
ara
térisation (3.4). Ré
iproquement, si PKu est solution de (3.4),pour tout w ∈ K, on a

‖u− w‖2
V = ‖(u− PKu) + (PKu− w)‖2

V

= ‖u− PKu‖2
V + 2(u− PKu, PKu− w)V + ‖PKu− w‖2

V

= ‖u− PKu‖2
V + ‖PKu− w‖2

V

≥ ‖u− PKu‖2
V ,puisque PKu−w ∈ K si bien que (u−PKu, PKu−w)V = 0 par hypothèse. On a don
 bien montréque PKu était solution de (3.3).Corollaire 3.9. PK ∈ L(V,K) et ‖PK‖L(V,K) = 1 si K 6= { 0 }.Preuve. La linéarité de PK résulte de la 
ara
térisation (3.4). En e�et, pour tout α, β ∈ R et

u1, u2 ∈ V , on a
(αu1 + βu2 − (αPKu1 + βPKu2), w)V = 0, ∀w ∈ K,par dé�nition de PKu1 et PKu2 et par linéarité du produit s
alaire. Ce
i montre que

PK(αu1 + βu2) = αPKu1 + βPKu2.Par ailleurs, 
omme PKu ∈ K, nous déduisons de la 
ara
térisation (3.4) que (u−PKu, PKu)V = 0si bien que
‖PKu‖2

V = ‖u− PKu‖2
V + ‖u‖2

V ≤ ‖u‖2
V ,
e qui prouve la 
ontinuité de PK ave
 ‖PK‖L(V,K) ≤ 1. En�n, si K 6= { 0 }, on a pour tout

w ∈ K \{ 0 }, PKw = w 
e qui implique que ‖PK‖L(V,K) ≥ 1. D'où �nalement ‖PK‖L(V,K) = 1.Proposition 3.10. Pour tout u1, u2 ∈ V , on a
‖PKu1 − PKu2‖V ≤ ‖u1 − u2‖V .Preuve. Laissée en exer
i
e.



3.3. Théorème de Riesz 23Exemple (simple). Soit K le sous-espa
e ve
toriel fermé de l2 engendré par toutes les suites dontle premier terme est nul et on note PK la proje
tion orthogonale de l2 sur K. On véri�e fa
ilementque pour u ∈ l2, PKu = v ave
 v0 = 0 et vi = ui pour i ≥ 1. Un exemple plus sophistiqué deproje
tion orthogonale, mais qui anti
ipe sur des notions introduites au 
hapitre 5, est proposédans l'exer
i
e 3.4.3.3 Théorème de RieszThéorème 3.11. Soit V un espa
e de Hilbert. Étant donné ϕ ∈ V ′, il existe u ∈ V unique tel que
∀w ∈ V, 〈ϕ,w〉V ′,V = (u,w)V .De plus, on a ‖u‖V = ‖ϕ‖V ′ . En d'autres termes, l'appli
ation de V ′ dans V qui à ϕ asso
ie u estun isomorphisme isométrique permettant d'identi�er l'espa
e de Hilbert V et son dual.Preuve. Soit ϕ ∈ V ′ et K = ϕ−1(0) = {w ∈ V, 〈ϕ,w〉V ′,V = 0 }. K est par 
onstru
tion unsous-espa
e fermé de V . Si K = V , alors ϕ = 0 et il est 
lair que ϕ = 0 peut être trivialementreprésentée par u = 0. Si K 6= V , on peut trouver v0 ∈ V ave
 v0 6∈ K. Posons
v1 = PKv0 et v =

v1 − v0
‖v1 − v0‖V

.On a ‖v‖V = 1, 〈ϕ, v〉V ′,V 6= 0 et (v, w)V = 0 pour tout w ∈ K. Posons
u = (〈ϕ, v〉V ′,V ) v.Montrons que u est un représentant de ϕ. Pour tout w ∈ V , on peut é
rire w = λv + z ave


λ = 〈ϕ,w〉V ′,V /〈ϕ, v〉V ′,V et z ∈ K. On obtient don

(u,w)V = λ(u, v)V + (u, z)V =

〈ϕ,w〉V ′,V

〈ϕ,v〉V ′,V
〈ϕ, v〉V ′,V (v, v)V + 0 = ϕ(w).L'uni
ité du représentant est immédiate : si u1 et u2 ∈ V sont des représentants de ϕ, on a

(u2 − u1, w)V = 0 pour tout w ∈ V si bien que u1 = u2. Il nous reste à montrer l'égalité desnormes. On a
‖u‖V = |〈ϕ, v〉V ′,V | ≤ ‖ϕ‖V ′,V ,puisque ‖v‖V = 1. Par ailleurs, pour tout w ∈ V , on a

|〈ϕ,w〉V ′,V | = |(u,w)V | ≤ ‖u‖V ‖w‖V ,si bien que ‖ϕ‖V ′,V ≤ ‖u‖V .Exemple. La forme linéaire 
ontinue sur l2 qui à v ∈ l2 asso
ie v0 est représentée par u ∈ l donnépar u0 = 1 et ui = 0 pour i ≥ 1.Remarque 3.12. Lorsque plusieurs espa
es de Hilbert sont en jeu, on ne peut pas faire plusieursidenti�
ations en même temps. Considérons par exemple une situation où interviennent deux es-pa
es de Hilbert, V et W , 
ha
un équipé de son propre produit s
alaire notés (·, ·)V et (·, ·)Wrespe
tivement. Supposons que W ⊂ V ave
 inje
tion 
ontinue et dense.
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es de Hilbert
• Identi�ons V et V ′. On peut alors inje
ter V dansW ′ en 
onsidérant l'appli
ation T : V →W ′qui à v ∈ V asso
ie Tv ∈ W ′ dé�ni par

∀w ∈ W, 〈Tv,w〉W ′,W = (v, w)V .On véri�e aisément (voir exer
i
e 3.5) que T est linéaire, 
ontinue, inje
tive et que T (V ) estdense dans W ′ (mais en général, T n'est pas surje
tive). On a don
 le s
héma
W ⊂ V ≡ V ′ ⊂W ′,ave
 inje
tions denses 
ontinues. On dit que V joue le r�le d'espa
e pivot.

• On peut aussi 
hoisir d'identi�erW et W ′ à l'aide du produit s
alaire (·, ·)W . Dans 
e 
as, lesinje
tions 
i-dessus deviennent absurdes 
e qui montre qu'on ne peut pas faire simultanémentles deux identi�
ations. Dans 
e deuxième 
as, on a le s
héma
V ′ ⊂W ′ ≡W ⊂ V,ave
 inje
tions denses 
ontinues.Un exemple utilisant l'espa
e l2 est proposé dans l'exer
i
e 3.6.3.4 Bases hilbertiennesDé�nition 3.13. Soit V un espa
e de Hilbert. On appelle base hilbertienne de V une suite (en)n≥0d'éléments de V tels que� ∀n, ‖en‖V = 1 et ∀m,n, m 6= n, (em, en)V = 0 ;� l'espa
e ve
toriel engendré par la famille (en)n≥0 est dense dans V .Remarque 3.14. La notion de base hilbertienne généralise la notion de base orthonormée endimension �nie.Remarque 3.15. En dimension in�nie, un espa
e de Hilbert n'admet pas né
essairement de basehilbertienne. Une 
ondition su�sante pour qu'un espa
e de Hilbert admette une base hilbertienneest que 
elui-
i soit séparable, i.e. qu'il existe un sous-ensemble D ⊂ V dénombrable et densedans V . Tous les espa
es de Hilbert ren
ontrés dans le 
adre de 
e 
ours seront séparables, don
admettront une base hilbertienne.Exemple. Une base hilbertienne de l2 est donnée par la famille des suites (en)n≥0 telles que

∀m ≥ 0, en,m = δnm, le symbole de Krone
ker.Proposition 3.16. Soit V un espa
e de Hilbert admettant une base hilbertienne (en)n≥0. Soit
u ∈ V . Posons un = (u, en)V pour tout n ≥ 0. Alors, les séries ∑n≥0 un en et ∑n≥0 |un|2 sont
onvergentes dans V et R respe
tivement et on a

u =
∑

n≥0

un en et ‖u‖2
V =

∑

n≥0

|un|2, (3.5)la deuxième égalité portant le nom d'égalité de Bessel-Parseval.



3.5. Cal
ul di�érentiel 25Preuve. Pour tout entier n ≥ 0, on note Vn l'espa
e ve
toriel engendré par (e0, . . . , en). Soit Pn laproje
tion orthogonale de V sur Vn. Il résulte de la 
ara
térisation (3.4) que pour tout u ∈ V on a
Pnu =

n∑

m=0

um em,si bien que
‖Pnu‖2

V =

n∑

m=0

|um|2. (3.6)Du 
orollaire 3.9, nous déduisons que ‖Pnu‖V ≤ ‖u‖V si bien que la série∑m≥0 |um|2 est 
onver-gente. De la majoration
‖Pn+pu− Pnu‖2

V ≤
n+p∑

m=n+1

|um|2,nous déduisons alors que la suite (Pnu)n≥0 est de Cau
hy dans V et don
 
onvergente vers unelimite v ∈ V . Comme nous avons (u− v, em)V = 0 pour tout m ≥ 0 et que la famille (em)m≥0 estdense dans V , il en résulte que u = v, i.e. u =
∑

n≥0 un en. Finalement, l'égalité de Bessel-Parsevalrésulte de (3.6) en faisant tendre n vers l'in�ni.3.5 Cal
ul di�érentielNous montrons dans 
ette se
tion 
omment les notions de di�érentielle et de gradient (supposées
onnues du le
teur lorsqu'on travaille dans Rd) s'étendent au 
adre des espa
es de Hilbert.Dé�nition 3.17. Soit U un ouvert d'un espa
e de Hilbert V et J : U → R une fon
tionnelledé�nie sur U . On dit que J est di�érentiable en v ∈ U , s'il existe une forme linéaire 
ontinue
L ∈ V ′ telle qu'au voisinage de v,

J(v + h) = J(v) + 〈L, h〉V ′,V + o(h),
e qui signi�e
∀ǫ > 0, ∃η > 0 t.q. ∀h ∈ V t.q. ‖h‖V ≤ η, on a v+h ∈ U et |J(v+h)−J(v)−〈L, h〉V ′,V | ≤ ǫ‖h‖V .Si une telle forme linéaire L existe, elle est unique ; 
'est par dé�nition la di�érentielle de J aupoint v. Elle est notée J ′(v).Si J est di�érentiable au point v, on a don


J(v + h) = J(v) + 〈J ′(v), h〉V ′,V + o(h).Pour montrer en pratique qu'une fon
tionnelle J est di�érentiable en v ∈ V , on se donne h ∈ V eton développe J(v + h) sous la forme
J(v + h) = J(v) + Lv(h) +R(v, h),où Lv(h) regroupe les termes d'ordre 1 en h et où R(v, h) regroupe les termes d'ordre supérieur ouégal à 2 en h. On véri�e ensuite que (i) h 7→ Lv(h) est une forme linéaire 
ontinue (la 
ontinuitésigni�ant qu'il existe C ∈ R+ tel que pour tout h ∈ V , |Lv(h)| ≤ C‖h‖V , la 
onstante C pouvantdépendre de v) et (ii) lim

h→0
|R(v, h)|/‖h‖V = 0.
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es de HilbertDé�nition 3.18. On dit que J est di�érentiable sur U si J est di�érentiable en tout point de U .L'appli
ation
J ′ : U −→ V ′

v 7→ J ′(v)est alors appelée la di�érentielle de J . On dit que J est de 
lasse C1 sur U si J ′ est 
ontinue.Dé�nition 3.19. Soit V un espa
e de Hilbert (muni d'un produit s
alaire noté (·, ·)V ), U un ouvertde V et J : U → R une fon
tionnelle di�érentiable en v ∈ U . L'unique élément de V noté ∇J(v)et dé�ni par
∀h ∈ V, 〈J ′(v), h〉V ′,V = (∇J(v), h)V (3.7)est appelé le gradient de J au point v.Notons que l'existen
e et l'uni
ité du gradient dé
oulent du théorème de Riesz.Remarque 3.20. Si on rempla
e le produit s
alaire (·, ·)V de V , par un produit s
alaire 〈·, ·〉Vdé�nissant une norme équivalente à la norme dé�nie par (·, ·)V , une fon
tionelle J di�érentiable enun point v ∈ U reste di�érentiable en v, et la di�érentielle J ′(v) demeure in
hangée. En revan
he,le gradient de J au point v, qui est dé�ni par (3.7), dépend bien évidemment du 
hoix du produits
alaire.Considérons le 
as où V = Rd. Soit U ⊂ Rd, x ∈ U et J : U → R une fon
tionnelle di�érentiableen x. La di�érentielle J ′(x) de J au point x est une forme linéaire sur Rd. Si on note dxi la i-ièmeforme 
oordonnée, dé�nie par

∀h =




h1

·
·
·
hd




∈ Rd, dxi(h) = hi,on peut développer J ′(x) dans la base (dx1, · · · , dxd) de V ′. On véri�e fa
ilement que les 
oordon-nées de J ′(x) dans 
ette base ne sont autres que les dérivées partielles de J au point x :
J ′(x) =

d∑

i=1

∂J

∂xi
(x) dxi,soit en
ore

∀h ∈ Rd, 〈J ′(x), h〉 =

d∑

i=1

∂J

∂xi
(x)hi.Si on munit Rd du produit s
alaire eu
lidien (
e qu'on fait presque toujours impli
itement), onretrouve le fait bien 
onnu que le gradient de J au point x est le ve
teur formé par les dérivéespartielles de J au point x :

∇J(x) =




∂J

∂x1
(x)

·
·
·

∂J

∂xd
(x)






3.6. Optimisation 273.6 OptimisationLes problèmes d'optimisation sont légion en s
ien
es de l'ingénieur. Nous nous intéressons i
i à desproblèmes d'optimisation 
ontinue1� sans 
ontrainte, du type
inf
v∈V

J(v), (3.8)� ave
 
ontraintes égalités, du type
inf

v∈V | F (v)=0
J(v), (3.9)� ave
 
ontraintes inégalités, du type

inf
v∈V | F (v)≤0

J(v). (3.10)Dans les problèmes 
i-dessus, V est un espa
e de Hilbert (de dimension �nie ou in�nie), J : V → Rest une fon
tionnelle dé�nie sur V à valeurs dans R, et F : V → Rm est une fon
tionnelle dé�niesur V à valeurs dans Rm. Dans le langage de l'optimisation, la fon
tionnelle J à minimiser estappelée 
ritère ou fon
tion 
oût. On note F1, · · · , Fm les 
oordonnées de F :
∀v ∈ V, F (v) =




F1(v)
·
·
·

Fm(v)




∈ Rm.Les fon
tions Fi sont appelées 
ontraintes (s
alaires). La notation F (v) ≤ 0 signi�e Fi(v) ≤ 0 pourtout 1 ≤ i ≤ m.En introduisant les ensembles
K = V pour (3.8),

K = {v ∈ V | F (v) = 0} pour (3.9),et
K = {v ∈ V | F (v) ≤ 0} pour (3.10),les problèmes (3.8), (3.9) et (3.10) s'é
rivent sous la forme

inf
v∈K

J(v). (3.11)Le nombre réel infv∈K J(v) est appelé l'in�mum de J sur K. On dit que u est un minimiseur globaldu problème (3.11) si
u ∈ K et J(u) = inf

v∈K
J(v).On dit que u est un minimiseur lo
al du problème (3.11) s'il existe ǫ > 0 tel que

u ∈ K et J(u) = inf
v∈K | ‖v−u‖V ≤ǫ

J(v).Les questions que nous allons aborder dans 
ette introdu
tion à l'optimisation 
on
ernent� l'existen
e et l'uni
ité de minimiseurs globaux pour les problèmes (3.8), (3.9) et (3.10) ;1On parle de problèmes d'optimisation 
ontinue par opposition aux problèmes d'optimisation dis
rète danslesquels l'ensemble sur lequel on optimise est un ensemble dis
ret.
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es de Hilbert� la dérivation de 
onditions d'optimalité du premier ordre pour les minimiseurs lo
aux, dé-bou
hant, dans le 
adre des problèmes (3.9) et (3.10), sur la notion de multipli
ateur deLagrange.Dans les appli
ations de l'optimisation, on 
her
he soit à minimiser le 
ritère (lorsque 
elui-
i est un
oût, un temps de trajet, ...) soit à le maximiser (lorsqu'il s'agit d'une rentabilité, d'une utilité, ...).Bien évidemment, nous ne restreignons pas le 
hamp d'appli
ation de la théorie en ne 
onsidérantque des problèmes de minimisation, puisque maximiser la fon
tion J revient à minimiser la fon
tion
−J .Certains des résultats que nous allons établir ne sont valables que pour des fon
tionnelles 
onvexes.Rappelons quelques dé�nitions de base.Dé�nition 3.21. Soit V un R-ev et K ⊂ V . On dit que l'ensemble K est 
onvexe si

∀(v, w) ∈ K ×K, ∀θ ∈ [0, 1], θv + (1 − θ)w ∈ K.Dé�nition 3.22. Soit V un R-ev, K ⊂ V un sous-ensemble 
onvexe de V et J : K → R.� On dit que J est 
onvexe si
∀(v, w) ∈ K ×K, ∀θ ∈ [0, 1], J(θv + (1 − θ)w) ≤ θJ(v) + (1 − θ)J(w).� On dit que J est stri
tement 
onvexe si l'inégalité 
i-dessus est stri
te lorsque θ ∈ ]0, 1[ et

v 6= w.Nous aurons besoin dans 
ertains 
as d'une notion plus forte que la stri
te 
onvexité.Dé�nition 3.23. Soit V un R-ev normé, K ⊂ V un sous-ensemble 
onvexe de V et J : K → R.On dit que J est fortement 
onvexe de paramètre α > 0 (on dit également que J est α-
onvexe) si
∀(v, w) ∈ K ×K, ∀θ ∈ [0, 1], J(θv + (1 − θ)w) ≤ θJ(v) + (1 − θ)J(w) − α

θ(1 − θ)

2
‖v − w‖2

V .Si V est un espa
e de Hilbert et si J : V → R est di�érentiable, on dispose des 
ara
térisationssuivantes (les preuves, élémentaires, sont laissées en exer
i
e).Proposition 3.24. Soit V un espa
e de Hilbert et J : V → R une fon
tionnelle di�érentiable sur
V . Les assertions suivantes sont équivalentes :(i) J est 
onvexe sur V ;(ii) pour tout (v, w) ∈ V × V , J(w) ≥ J(v) + (∇J(v), w − v)V ;(iii) pour tout (v, w) ∈ V × V , (∇J(w) −∇J(v), w − v)V ≥ 0.La 
ondition (ii) signi�e que le graphe de J est au-dessus de ses hyperplans tangents en tout point
v. De même, la 
ondition (iii) a une interprétation simple en dimension 1 : elle est équivalente aufait que la dérivé de J est 
roissante.Proposition 3.25. Soit J : V → R une fon
tionnelle di�érentiable sur V . Les assertions suivantessont équivalentes :(i) J est fortement 
onvexe sur V (de paramètre α) ;(ii) pour tout (v, w) ∈ V × V , J(w) ≥ J(v) + (∇J(v), w − v)V + α

2 ‖w − v‖2
V ;(iii) pour tout (v, w) ∈ V × V , (∇J(w) −∇J(v), w − v)V ≥ α‖w − v‖2

V .
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ontrainteCommençons par un résultat élémentaire.Théorème 3.26. On suppose que l'espa
e ve
toriel V est de dimension �nie. On suppose en outreque J est 
ontinue sur V et in�nie à l'in�nie au sens où
lim

‖v‖V →+∞
J(v) = +∞. (3.12)Alors, J admet au moins un minimiseur global sur V .Preuve. Il résulte de la propriété (3.12) que

∀M ∈ R, ∃R ∈ R+ tel que (‖v‖V ≥ R) ⇒ (J(v) ≥M).En 
onsidérant 
ette propriété pour M = J(0), il vient
∃R ∈ R+ tel que (‖v‖V ≥ R) ⇒ (J(v) ≥ J(0)).Par suite,

inf
v∈V

J(v) = inf
v∈BR(0)

J(v),où BR(0) = {v ∈ V ; ‖v‖V ≤ R}. Or, en dimension �nie, la boule BR(0) est 
ompa
te. Lafon
tionnelle J étant 
ontinue, elle y atteint son in�mum.La situation est plus 
omplexe dans un espa
e de Hilbert de dimension in�nie. Ainsi par exemple,le problème
inf
v∈V

J(v) où V = l2 et J(v) =
(
‖v‖2

l2 − 1
)2

+
∑

i∈N

v2
i

i+ 1
,n'a pas de minimiseur global. En e�et, pour tout v ∈ V , J(v) > 0, tandis que inf
v∈V

J(v) = 0 (onpourra le véri�er en exer
i
e).En revan
he, l'existen
e (et l'uni
ité) d'un minimum global pour (3.8) est assurée dans le 
assuivant.Théorème 3.27. Soient V un espa
e de Hilbert et J une fon
tionnelle fortement 
onvexe et
ontinue sur V . Alors, J admet un et un seul minimiseur global sur V .Preuve. Soit (vn)n∈N une suite minimisante de J sur V , 
'est-à-dire une suite (vn)n∈N d'élémentsde V telle que
J(vn) −→

n→∞
I = inf

v∈V
J(v).Notons que I > −∞ puisque J est fortement 
onvexe. Soit α le paramètre de forte 
onvexité de Jsur V . Il vient pour tout m,n ≥ 0,

α

8
‖vn − vm‖2

V + J

(
vn + vm

2

)
− inf
v∈V

J(v)

︸ ︷︷ ︸
≥0

≤ 1

2

(
J(vn) − inf

v∈V
J(v)

)
+

1

2

(
J(vm) − inf

v∈V
J(v)

)
,
e qui montre que la suite (vn)n∈N est Cau
hy dans V , don
 
onverge vers une limite u ∈ V . Lafon
tionnelle J étant 
ontinue, J(u) = infv∈V J(v). D'où l'existen
e du minimiseur global de J sur

V . Comme par ailleurs J est fortement, don
 stri
tement 
onvexe sur V , le minimiseur global de
J sur V est unique.
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es de HilbertEn fait, on peut montrer l'existen
e d'un minimiseur sous des hypothèses moins 
ontraignantes.Théorème 3.28. Soit V un espa
e de Hilbert. On suppose que J : V → R est 
onvexe et 
ontinuesur V et in�nie à l'in�ni au sens où
lim

‖v‖V →+∞
J(v) = +∞. (3.13)Alors, J admet au moins un minimiseur global sur V . De plus, tout minimiseur lo
al de J est unminimiseur global et l'ensemble des minimiseurs globaux de J forme un ensemble 
onvexe.Preuve. La preuve de l'existen
e d'un minimiseur global fait appel à la notion de 
onvergen
efaible ; elle fait l'objet de l'exer
i
e 3.7.Montrons que tout minimiseur lo
al est un minimiseur global. Soit I = inf

v∈V
J(v), u un minimiseurlo
al de J sur V et ǫ > 0 tel que

∀h ∈ V tel que ‖h‖V ≤ ǫ, J(u+ h) ≥ J(u). (3.14)Supposons que u ne soit pas un minimiseur global de J . Il existerait alors w ∈ V tel que J(w) <
J(u). La fon
tionnelle J étant 
onvexe, on aurait

∀θ ∈]0, 1[, J(u + θ(w − u)) = J(θw + (1 − θ)u) ≤ θJ(w) + (1 − θ)J(u) < J(u),
e qui 
ontredit (3.14) pour θ petit. Le point u est don
 un minimiseur global de J .En�n, soit C l'ensemble des minimiseurs lo
aux (don
 globaux d'après 
e qui pré
ède) de J . Soit
u1 et u2 deux ve
teurs de C. On a J(u1) = J(u2) = I et don
, pour tout θ ∈ [0, 1],

J(θu1 + (1 − θ)u2) ≤ θJ(u1) + (1 − θ)J(u2) = I.Le ve
teur θu1+(1−θ)u2 est don
 dans C pour tout θ ∈ [0, 1], 
e qui prouve que C est 
onvexe.Il est bien 
onnu qu'une 
ondition né
essaire pour qu'un point x0 ∈ R soit un minimiseur lo
ald'une fon
tion dérivable f : R → R est que la dérivée f ′ s'annule en x0. Ce 
ritère peut se généraliseraux fon
tionnelles di�érentiables de V dans R.Théorème 3.29. Soient V un espa
e de Hilbert et J une fon
tionnelle de V dans R. On supposeque la fon
tionnelle J admet un minimum lo
al en u ∈ V et que J est di�érentiable en u. Alors,
J ′(u) = 0 (dans V ′) ou de façon équivalente ∇J(u) = 0 (dans V ). (3.15)Un ve
teur u ∈ V véri�ant (3.15) est appelé un point 
ritique de J .Preuve. Soit v ∈ V . Pour tout t ∈ R su�samment petit,

J(u) ≤ J(u+ tv) = J(u) + t(∇J(u), v)V + o(t).En faisant tendre t vers 0 d'abord par valeurs supérieures, puis par valeurs inférieures, on obtient
(∇J(u), v)V = 0 et 
omme v est arbitraire dans V , il vient ∇J(u) = 0.



3.6. Optimisation 313.6.2 Optimisation ave
 
ontraintes égalitésHormis en dimension �nie, il n'existe pas de résultats très généraux similaires au théorème 3.28assurant l'existen
e (et a fortiori l'uni
ité) d'un minimiseur pour un problème d'optimisation sous
ontraintes égalités. Ce
i vient notamment du fait que, sauf 
as ex
eptionnel, l'ensembleK n'est pas
onvexe même si les 
ontraintes Fi sont 
onvexes. En dimension in�nie, l'existen
e d'un minimiseurpour le problème (3.9) don
 être établie au 
as par 
as.On 
onnaît en revan
he une 
ondition né
essaire véri�é par les minimiseurs lo
aux du problème
inf
v∈K

J(v) ave
 K = {v ∈ V | F (v) = 0} . (3.16)Dé�nition 3.30. On dit que les 
ontraintes égalités F (v) = 0 sont quali�ées en un point u ∈ Ken lequel F est di�érentiable si la famille {∇Fi(u)}1≤i≤m est libre (dans V ).Théorème 3.31. Soit u ∈ K un minimum lo
al de J sur
K = {v ∈ V | F (v) = 0} .On suppose que J est di�érentiable en u, que F est de 
lasse C1 au voisinage de u, et que les
ontraintes égalités F (v) = 0 sont quali�ées en u. Si u est un minimiseur lo
al de J sur K, ilexiste un unique m-uplet de réels (p1, . . . , pm), appelés multipli
ateurs de Lagrange, tel que

J ′(u) +

m∑

j=1

pjF
′
j(u) = 0 ou de manière équivalente ∇J(u) +

m∑

i=1

pi∇Fi(u) = 0. (3.17)Notons que dans le 
as où V est un espa
e de dimension �nie d, le système de d équations s
alaires(3.17) 
omporte d + m in
onnues (le ve
teur u et les m multipli
ateurs de Lagrange pi). Pourobtenir un système 
omportant autant d'équations que d'in
onnues, il faut 
ompléter (3.17) parla 
ontrainte F (u) = 0 (qui 
omporte m équations s
alaires). Il est don
 préférable d'é
rire leséquations d'optimalité du premier ordre asso
iées au problème (3.16) sous la forme
{
J ′(u) + p · F ′(u) = 0
F (u) = 0

ou de manière équivalente {
∇J(u) + p · ∇F (u) = 0
F (u) = 0,

(3.18)où · désigne le produit s
alaire eu
lidien de Rm.Il est d'usage en mé
anique, en physique, ou en é
onomie d'introduire le Lagrangien L(v, q) asso
iéau problème (3.16), dé�ni sur l'espa
e V × Rm par
∀(v, q) ∈ V × Rm, L(v, q) = J(v) + q · F (v),et de remarquer que les équations (3.18) s'é
rivent aussi

{
L′
v(u, p) = 0

L′
q(u, p) = 0

ou de manière équivalente {
∇vL(u, p) = 0
∇qL(u, p) = 0,où L′

v(u, p) = J ′(u) + p · F ′(u) et L′
q(u, p) = (·, F (u))Rm représentent respe
tivement les di�éren-tielles des fon
tions V ∋ v 7→ L(v, q) ∈ R et Rm ∋ q 7→ L(v, q) ∈ R au point (u, p), et ∇vL(u, p)et ∇qL(u, p) les gradients asso
iés. Nous entreverrons dans la se
tion suivante, 
onsa
rée aux pro-blèmes d'optimisation sous 
ontraintes inégaliés, 
ertaines des propriétés qui font l'intérêt de 
eformalisme.
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es de HilbertPreuve du théorème 3.31. On se limite pour simpli�er au 
as où m = 1 (une seule 
ontraintes
alaire). Dans 
e 
as, F est une fon
tionnelle de V dans R et la 
ondition de quali�
ation s'é
rit
F ′(u) 6= 0 (soit en
ore ∇F (u) = 0).� Commençons par prouver le résultat pour un espa
e V de dimension �nie égale à 2, en nousplaçant dans un repère orthonormé de V . Le problème (3.16) s'é
rit alors

inf
(v1,v2)∈R2 |F (v1,v2)=0

J(v1, v2),et l'hypothèse de quali�
ation des 
ontraintes (∂F/∂v1(u), ∂F/∂v2(u)) 6= (0, 0). Supposonspar exemple que ∂F/∂v1(u) 6= 0 (le 
as où ∂F/∂v2(u) 6= 0 se traite de manière similaire).D'après le théorème des fon
tions impli
ites, il existe un voisinage de U =]u1 − ǫ, u1 +
ǫ[×]u2− η, u2 + η[ (ǫ > 0, η > 0) de u = (u1, u2) dans R2 et une fon
tion φ : ]u1− ǫ, u1 + ǫ[→
]u2 − η, u2 + η[ tel que

{v ∈ U | F (v) = 0} = {v = (v1, φ(v1)), v1 ∈]u1 − ǫ, u1 + ǫ[} .De plus φ est dérivable en u1 et
φ′(u1) = −

∂F

∂v2
(u)

∂F

∂v1
(u)

. (3.19)Or u étant un minimum lo
al du problème (3.16), on a (quitte à diminuer la valeur du réelstri
tement positif ǫ)
J(u1, u2) = inf

v1∈]u1−ǫ,u1+ǫ[, v2=φ(v1)
J(v1, v2) = inf

x1∈]u1−ǫ,u1+ǫ[
J(v1, φ(v1)).On en déduit

∂J

∂v1
(u1, u2) +

∂J

∂v2
(u1, u2)φ

′(u1) = 0.En utilisant (3.19) et en multipliant par ∂F/∂v1(u1, u2) l'équation 
i-dessus, on obtient
∂J

∂v1
(u1, u2)

∂F

∂v2
(u1, u2) −

∂J

∂v2
(u1, u2)

∂F

∂v1
(u1, u2) = 0.Ce
i prouve que les ve
teurs∇J(u) et∇F (u) sont 
olinéaires, autrement dit, 
omme∇F (u) 6=

0, qu'il existe p ∈ R tel que
∇J(u) + p∇F (u) = 0.� Prouvons maintenant le 
as général (V de dimension quel
onque, �nie ou in�nie). Par hy-pothèse, F ′(u) 6= 0. Don
 Ker(F ′(u)) est un hyperplan fermé de V . Soit v0 ∈ V tel que

〈F ′(u), v0〉V ′,V = 1 et p := −〈J ′(u), v0〉V ′,V . Soit maintenant h ∈ V . Posons
J̃(x1, x2) = J(u+ x1v0 + x2h) et F̃ (x1, x2) = F (u+ x1v0 + x2h).Comme u est un minimiseur lo
al de J sur K, il existe ǫ > 0 tel que

J̃(0, 0) = J(u) = inf
v∈V | F (v)=0, ‖v−u‖V ≤ǫ

J(v) ≤ inf
(x1,x2)∈R2 | ‖x1v0+x2h‖V ≤ǫ, eF (x1,x2)=0

J̃(x1, x2) ≤ J̃(0, 0).Ce
i montre que (0, 0) est un minimiseur lo
al du problème
inf

(x1,x2)∈R2 | eF (x1,x2)=0
J̃(x1, x2). (3.20)
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al
ul simple montre que J̃ est di�érentiable en (0, 0), que F̃ est de 
lasse C1 auvoisinage de 
e point, et que
〈F̃ ′(0, 0), (1, 0)〉R2 = 〈F ′(u), v0〉V ′,V = 1, 〈F̃ ′(0, 0), (0, 1)〉R2 = 〈F ′(u), h〉V ′,V ,et
〈J̃ ′(0, 0), (1, 0)〉R2 = 〈J ′(u), v0〉V ′,V = −p, 〈J̃ ′(0, 0), (0, 1)〉R2 = 〈J ′(u), h〉V ′,V .En appliquant au problème d'optimisation (3.20), posé en dimension 2, le résultat établi dansla première partie de la preuve, on obtient qu'il existe q ∈ R tel que

J̃ ′(0, 0) + q F̃ ′(0, 0) = 0.Il en résulte que
0 = 〈J̃ ′(0, 0) + q F̃ ′(0, 0), (1, 0)〉R2 = −p+ q,
e qui montre que q = p, et par suite que

0 = 〈J̃ ′(0, 0) + q F̃ ′(0, 0), (0, 1)〉R2

= 〈J ′(u), h〉V ′,V + q〈F ′(u), h〉V ′,V

= 〈J ′(u), h〉V ′,V + p〈F ′(u), h〉V ′,V

= 〈J ′(u) + pF ′(u), h〉V ′,V .Cette relation étant vraie pour tout h ∈ V , et p = 〈J ′(u), v0〉V ′,V étant indépendant de h, ilen résulte que
J ′(u) + pF ′(u) = 0.On obtient ainsi le résultat es
ompté.Remarque 3.32. Interprétation géométrique du théorème 3.31 (pour m = 1). Si ∇J(u) = 0,l'équation d'Euler-Lagrange est véri�ée ave
 p = 0. Il su�t don
 de 
onsidérer le 
as où ∇J(u) 6= 0.Pour que u soit un point de minimum lo
al de J sur K, il faut que la surfa
e de niveau S :=

J−1(J(u)) soit tangente à K au point u. Sinon, on pourrait faire dé
roître J en restant surK. Or Kest la surfa
e de niveau 0 de la fon
tion F . Par ailleurs, par dé�nition du gradient, le gradient d'unefon
tion en un point est toujours orthogonal à la ligne de niveau de 
ette fon
tion 
ontenant 
e point.Comme les surfa
es de niveau S et K sont tangentes au point u, les gradients ∇J(u) et ∇F (u),qui sont respe
tivement orthogonaux aux surfa
es de niveau S et K, sont 
olinéaires. Le ve
teur
∇F (u) étant non nul par hypothèse, il existe don
 un 
ertain p ∈ R tel que ∇J(u) + p∇F (u) = 0.

J(u)K

u
F(u)
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es de HilbertRemarque 3.33. Interprétation de la valeur du multipli
ateur de Lagrange (pour m = 1). Onsuppose toujours que m = 1 et on s'intéresse maintenant à la famille de problèmes d'optimisation
I(α) = inf

v∈V |F (v)=α
J(v).On suppose qu'il existe ǫ > 0 tel que pour tout α ∈] − ǫ, ǫ[, le problème d'optimisation 
i-dessusadmette un unique minimiseur global u(α) et que la fon
tion α 7→ u(α) soit dérivable sur ]−ǫ, ǫ[. Onsuppose également que la 
ontraite F (v) = 0 est quali�ée en u := u(0). Il résulte du Théorème 3.31qu'il existe p ∈ R tel que

J ′(u) + pF ′(u) = 0.Par ailleurs, on a pour tout α ∈] − ǫ, ǫ[,
I(α) = J(u(α)) = J(u(0) + αu′(0) + o(α))

= J(u) + α(∇J(u), u′(0))V + o(α)

= I(0) − αp(∇F (u), u′(0))V + o(α),et
α = F (u(α)) = F (u(0) + αu′(0) + o(α))

= F (u) + α(∇F (u), u′(0))V + o(α)

= α(∇F (u), u′(0))V + o(α).On déduit de la première égalité que I est dérivable en 0 et que I ′(0) = −p(∇F (u), u′(0))V . Ladeuxième inégalité montre que (∇F (u), u′(0))V = 1. Il en résulte que
I ′(0) = −p.En é
onomie, le multipli
ateur de Lagrange p est souvent appelé l'élasti
ité de la fon
tion J parrapport à la 
ontrainte F (v) = 0. En thermodynamique, les variables intensives (température,pression, potentiels 
himiques, ...) sont des multipli
ateurs de Lagrange (ou pour 
ertaines desfon
tions des multipli
ateurs de Lagrange) qui interviennent lors de la maximisation de l'entropie.3.6.3 Optimisation ave
 
ontraintes inégalitésConsidérons pour �nir le problème d'optimisation sous 
ontraintes inégalités

inf
v∈K

J(v) ave
 K = {v ∈ V | F (v) ≤ 0} . (3.21)Dans le 
as de 
ontraintes inégalités, la notion de quali�
ation des 
ontraintes est plus déli
ate.A�n d'éviter d'entrer dans des détails trop te
hniques, nous allons nous restreindre à des situationsrelativement simples.Dé�nition 3.34. On dit que la 
ontrainte Fi est a
tive (ou saturée) en un point u ∈ K si
Fi(u) = 0. On note

A(u) = {i ∈ {1, . . . ,m} |Fi(u) = 0}.Dé�nition 3.35. On suppose que les fon
tions Fi sont di�érentiables. On dit que les 
ontraintesinégalités Fi ≤ 0 sont quali�ées en un point u ∈ K si l'une des deux 
onditions suivantes estvéri�ée :1. toutes les 
ontraintes a
tives en u sont a�nes ;
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ontraintes a
tives en u, {∇Fi(u)}i∈A(u), est libre.Théorème 3.36. Soit u ∈ K. On suppose que les fon
tions J et Fi (1 ≤ i ≤ m) sont di�érentiablesen u et que les 
ontraintes inégalité sont quali�ées en u. Alors, une 
ondition né
essaire pour que
u soit un minimiseur lo
al de J sur K est qu'il existe un ve
teur p ∈ Rm+ de 
omposantes positives
(p1, . . . , pm) appelées multipli
ateurs de Lagrange, tel que

∇J(u) +

m∑

j=1

pj∇Fj(u) = 0 (3.22)
p · F (u) = 0. (3.23)On rappelle que le symbole · fait i
i référen
e au produit s
alaire eu
lidien de Rm.La 
ondition (3.23) est appelée 
ondition des é
arts 
omplémentaires (on parle aussi de relationsd'ex
lusion). Puisque toutes les 
omposantes pi sont positives (p ∈ Rm+ ) et que tous les réels Fi(u)sont négatifs (u ∈ K), on observe que tous les termes dans le produit s
alaire p ·F (u) ont le mêmesigne. Cha
un de 
es termes doit don
 être nul d'après (3.23). Cette 
ondition s'é
rit don
 de façonplus expli
ite sous la forme
∀1 ≤ i ≤ m, piFi(u) = 0.Elle implique que� si pi > 0, la i-ème 
ontrainte est a
tive en u ;� si la i-ème 
ontrainte n'est pas a
tive en u, pi = 0.Preuve du théorème 3.36. On se limite pour simpli�er au 
as où m = 1 (une seule 
ontraintes
alaire). Deux 
as peuvent se présenter : soit la 
ontrainte est a
tive (F (u) = 0), soit elle ne l'estpas (F (u) < 0).Si la 
ontrainte n'est pas a
tive (F (u) < 0), il résulte de la 
ontinuité de F qu'il existe ǫ > 0 telque la boule fermée de 
entre u et de rayon ǫ soit in
luse dans K. Le point u est don
 un minimumglobal (sans 
ontrainte !) de J sur 
ette boule. En 
onséquen
e, J ′(u) = 0 et p = 0, 
e qui fait queles équations (3.22) et (3.22) sont bien satisfaites.Si la 
ontrainte est a
tive (F (u) = 0), alors u est aussi un minimiseur lo
al du problème sous
ontrainte égalité

inf
v∈V |F (v)=0

J(v).Si F ′(u) 6= 0, on déduit du théorème 3.31 qu'il existe p ∈ R tel que J ′(u) + pF ′(u) = 0. Soit
φ(t) = u− t∇F (u). La fon
tion F étant di�¯entiable en u, il vient

F (φ(t)) = F (u − t∇F (u)) = F (u) − t|∇F (u)|2 + o(t).Comme ∇F (u) 6= 0, il existe η > 0 tel que pour tout t ∈ [0, η], φ(t) ∈ K. On a don
 pour t ≥ 0assez petit,
J(u) ≤ J(φ(t)) = J(u − t∇F (u)) = J(u) − t∇J(u) · ∇F (u) + o(t) = J(u) + tp|∇F (u)|2 + o(t).Il en résulte que le réel p est positif ou nul. En�n, si F est a�ne, ou bien F ′(u) 6= 0, 
e qui nousramène au 
as pré
édent, ou bien F est 
onstante, auquel 
as ou bien K = ∅, 
e qui est absurdepuisque u ∈ K, ou bien K = V , 
e qui nous ramène au 
adre de l'optimisation sans 
ontrainte.Une façon élégante et utile en pratique de reformuler le problème d'optimisation sous 
ontraintes(3.21) 
onsiste à introduire le Lagrangien L dé�ni 
omme suit :

L : V × Rm+ ∋ (v, q) 7−→ J(v) + q · F (v) ∈ R. (3.24)
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es de HilbertDé�nition 3.37. Soit U une partie de V 
ontenant K. On dit que le 
ouple (u, p) est un pointselle du Lagrangien L sur U × Rm+ si on a
∀(v, q) ∈ U × Rm+ , L(u, q) ≤ L(u, p) ≤ L(v, p). (3.25)En d'autres termes,

sup
q∈Rm

+

L(u, q) = L(u, p) = inf
v∈U

L(v, p). (3.26)

Fig. 3.2 � Graphe d'un Lagrangien présentant un point selle.La �gure 3.2 illustre la notion de point selle. Un point selle satisfait une 
ondition d'optimalitéplus générale que (3.26). Celle-
i est pré
isée dans la proposition suivante.Proposition 3.38. Soit (u, p) un point selle du Lagrangien L sur U × Rm+ . On a
sup
q∈Rm

+

inf
v∈U

L(v, q) = L(u, p) = inf
v∈U

sup
q∈Rm

+

L(v, q). (3.27)Preuve. Montrons la première égalité. On introduit la fon
tionnelle
G : Rm+ ∋ q 7−→ G(q) := inf

v∈U
L(v, q) ∈ R ∪ {−∞}. (3.28)Puisque (u, p) est point selle de L, on a pour tout q ∈ Rm+ ,

G(q) = inf
v∈U

L(v, q) ≤ L(u, q) ≤ L(u, p).De plus, G(p) = L(u, p) toujours par la propriété du point selle. D'où
sup
q∈Rm

+

G(q) = G(p) = L(u, p).La preuve de la deuxième inégalité est analogue. On introduit la fon
tionnelle
H : U ∋ v 7−→ H(v) := sup

q∈Rm
+

L(v, q) ∈ R ∪ {+∞}, (3.29)et on véri�e que
H(v) ≥ L(v, p) ≥ L(u, p) = H(u),si bien que infv∈U H(v) = H(u) = L(u, p).
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her
he d'un minimiseur du problème d'opti-misation sous 
ontraintes et la re
her
he d'un point selle du Lagrangien.Proposition 3.39. Si le 
ouple (u, p) ∈ U × Rm+ est un point selle du Lagrangien L sur U × Rm+où U est une partie de V 
ontenant K, alors u ∈ K, u est un minimiseur global de J sur K et le
ouple (u, p) véri�e la 
ondition des é
arts 
omplémentaires p · F (u) = 0.Preuve. Considérons tout d'abord le fait que L(u, p) = supq∈Rm
+
L(u, q) si bien que

∀q ∈ Rm+ , q · F (u) ≤ p · F (u).S'il existait i ∈ {1, . . . ,m} tel que Fi(u) > 0, on pourrait faire exploser le minorant en faisanttendre qi vers +∞, 
e qui est absurde. On a don
 F (u) ≤ 0, 
'est-à-dire u ∈ K. De plus, pour tout
i 6∈ A(u), on a Fi(u) < 0 et dans 
e 
as, né
essairement pi = 0 
ar si pi était stri
tement positif,on pourrait augmenter stri
tement la quantité p · F (u) en diminuant la 
omposante pi. Par suite,la 
ondition des é
arts 
omplémentaires p ·F (u) = 0 est satisfaite. En�n, en 
onsidérant le fait que
L(u, p) = infv∈U L(v, p) et le fait que K ⊂ U par hypothèse, il vient pour tout v ∈ K,

J(u) = L(u, p) ≤ L(v, p) = J(v) + p · F (v) ≤ J(v),puisque p · F (u) = 0 et p · F (v) ≤ 0. En 
onséquen
e, u est un minimiseur global de J sur K.Lorsque les fon
tionnelles J et Fi sont 
onvexes et di�érentiables, nous disposons d'un résultatd'équivalen
e entre la résolution du problème d'optimisation sous 
ontraintes et la re
her
he d'unpoint selle pour le Lagrangien (on rappelle que dans 
ette se
tion, nous avons supposé que lesappli
ations 
omposantes Fi, 1 ≤ i ≤ m, sont 
onvexes). Le résultat 
i-dessous est 
onnu sous lenom de théorème de Kuhn et Tu
ker.Théorème 3.40. On suppose que les fon
tionnelles J et Fi (1 ≤ i ≤ m) sont 
onvexe et di�éren-tiables en u ∈ K. On suppose en outre que les 
ontraintes inégalités Fi ≤ 0 sont quali�ées en u.Alors, les assertions suivantes sont équivalentes :(i) u est un minimiseur global de J sur K ;(ii) il existe p ∈ Rm+ tel que le 
ouple (u, p) est un point selle du Lagrangien L sur V × Rm+ ;(iii) il existe p ∈ Rm+ tel que les relations (3.22) et (3.23) sont satisfaites.Preuve. L'impli
ation (i) ⇒ (iii) est l'assertion du théorème 3.36. L'impli
ation (ii) ⇒ (i) résultede la proposition 3.39. Il reste don
 à prouver l'impli
ation (iii) ⇒ (ii). Pour tout q ∈ Rm+ , il est
lair que q · F (u) ≤ 0 = p · F (u) de par la relation des é
arts 
omplémentaires (3.23). D'où
L(u, p) = sup

q∈Rm
+

L(u, q).Par ailleurs, à p �xé, la fon
tionnelle Jp : V ∋ v 7→ J(v) + p ·F (v) étant 
onvexe par hypothèse, larelation (3.22) implique que le point u est un point 
ritique, et don
 un minimiseur global de Jp.Il en résulte que pour tout v ∈ V , Jp(u) ≤ Jp(v), ou en
ore
L(u, p) = inf

v∈U
L(v, p),
e qui 
omplète la preuve.Remarque 3.41. Attention ! Le théorème 3.36 ne dit rien sur l'uni
ité des multipli
ateurs deLagrange. De même, le théorème 3.40 ne dit rien sur l'uni
ité du ve
teur p ∈ Rm+ intervenant dansle point selle. Bien sûr, si la famille {∇Fi(u)}1≤i≤m est libre (dans V ), 
es multipli
ateurs sontuniques.
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es de HilbertRemarque 3.42. On véri�e fa
ilement en 
onsidérant la fon
tionnelle H dé�nie par (3.29) que
H(v) = sup

q∈Rm
+

L(v, q) =

{
J(v) si v ∈ K,

+∞ sinon.Ainsi, minimiser la fon
tionnelle H sur l'ensemble U (qui 
ontient K) revient à 
her
her le mi-nimiseur u de J sur K. Par ailleurs, maximiser la fon
tionnelle G dé�nie par (3.28) fournit unmultipli
ateur de Lagrange p ∈ Rm+ . L'équivalen
e entre les deux appro
hes est exprimée par le biaisde la proposition 3.38. Lorsque des méthodes d'optimisation numérique sont 
onçues à partir de
ette équivalen
e, on parle de méthodes de dualité.3.7 Exer
i
es
⊲ 3.1. Soit m et n deux entiers positifs et A une matri
e de taille m× n. Soit b ∈ Rm. On appellesolution du système linéaire Ax = b au sens des moindres 
arrés tout point x ∈ Rn minimum de
‖Ax−b‖2

m. En utilisant la proje
tion orthogonale de Rm sur l'image de A, montrer que le problème
inf
x∈Rn

‖Ax− b‖2
m,admet au moins une solution et que toute solution est 
ara
térisée par les équations normales

AtAx = Atb.
⊲ 3.2. Soit V un espa
e de Hilbert, K un sous-espa
e fermé de V et u0 6∈ K. Montrer qu'il existeun hyperplan fermé de V qui sépare u0 de K, i.e., qu'il existe une forme linéaire 
ontinue f ∈ V ′et un réel α tels que

∀v ∈ K, 〈f, v〉V ′,V > α > 〈f, u0〉V ′,V .On 
onsidérera la forme linéaire 〈f, v〉V ′,V = (PKu0 − u0, v)V .
⊲ 3.3. Soit V un espa
e de Hilbert, α et δ deux réels ave
 α > 0 et v ∈ V . On 
onsidère lafon
tionnelle (quadratique) de V dans R donnée par

J(u) = δ + (v, u)V + α‖u‖2
V .Montrer que J est minorée sur V puis qu'il existe un unique minimum de J sur V .

⊲ 3.4. Cet exer
i
e né
essite la 
onnaissan
e des espa
es L2 introduits au 
hapitre 5. Soit I = ]a, b[un intervalle borné de R. On se donne un entier N ≥ 2 et on 
onstruit un maillage uniforme de Ien posant xi = a+ ih, 0 ≤ i ≤ N , h = b−a
N . On note K l'espa
e des fon
tions 
ontinues sur [0, 1]et a�nes par mor
eaux sur 
haque maille ]xi, xi+1[.� Pour 0 ≤ i ≤ N , on dé�nit la fon
tion ϕi ∈ K par les relations ϕi(xj) = δij où δij est lesymbole de Krone
ker. Représenter graphiquement les fon
tions ϕi, 0 ≤ i ≤ N , et montrerque (ϕ0, . . . , ϕN ) forme une base de K.� Soit u ∈ L2(I) et (U0, . . . , UN) les 
omposantes de PKu dans la base (ϕ0, . . . , ϕN ). Pré
iserle système linéaire satisfait par les Ui.

⊲ 3.5. Soit V et W deux espa
es de Hilbert équipés respe
tivement des produits s
alaires (·, ·)Vet (·, ·)W . Supposons que W ⊂ V ave
 inje
tion 
ontinue et dense. Soit T : V → W ′ l'appli
ationqui à v ∈ V asso
ie Tv ∈W ′ dé�ni par
∀w ∈ W, 〈Tv,w〉W ′,W = (v, w)V .
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i
es 39� Montrer que T est linéaire, 
ontinue et inje
tive.� Montrer que T (V ) est dense dans W ′ (on utilisera le théorème 1.25).
⊲ 3.6. On pose V = l2 et on introduit

W = { u = (un)n≥0,
∑

n≥0

n2u2
n < +∞}.On équipe W du produit s
alaire (u, v)W =

∑
n≥0 n

2unvn.� Montrer que W ⊂ V ave
 inje
tion 
ontinue et dense.� On utilise le produit s
alaire de V pour identi�er V et V ′. On note l = (1)n≥0 la suite
onstante égale à un. Montrer que l ∈ W ′ mais que l 6∈ V ′ (et a fortiori l 6∈ W ).� On utilise le produit s
alaire de W pour identi�er W et W ′. On note h = (1/n)n≥0 la suiteharmonique. Montrer que h ∈ V mais que h 6∈ V ′.
⊲ 3.7. Convergen
e faible (exer
i
e di�
ile)Soit V un espa
e de Hilbert de dimension in�nie. On note (·, ·) le produit s
alaire de V et ‖ · ‖ lanorme asso
iée.1. On dit qu'une suite (un)n∈N d'éléments de V 
onverge faiblement vers un élément u de V ,
e qu'on note un ⇀ u si pour tout v ∈ V , (un, v) → (u, v). On dit alors que u est la limitefaible de la suite (un)n∈N.(a) Montrer que si une suite (un)n∈N admet une limite faible, 
elle-
i est unique.(b) Montrer que si la suite (un)n∈N 
onverge fortement (
e qui signi�e �pour la topologie dela norme�) vers u, alors (un)n∈N 
onverge faiblement vers u.(
) Montrer que si (un)n∈N 
onverge faiblement vers u et si ‖un‖ → ‖u‖, alors (un)n∈N
onverge fortement vers u.(d) Montrer que si (un)n∈N 
onverge faiblement vers u, alors

‖u‖ ≤ lim inf
n→+∞

‖un‖.2. On suppose dans 
ette question (et dans 
ette question seulement) que V séparable.(a) Soit (en)n∈N une base hilbertienne de V . Montrer que la suite (en)n∈N n'admet au
unesous-suite fortement 
onvergente, puis que la suite (en)n∈N 
onverge faiblement vers 0dans V .(b) Montrer, en utilisant un pro
édé diagonal, que toute suite bornée (un)n∈N de V admetune sous-suite faiblement 
onvergente (
e résultat signi�e que la boule unité, qui n'estpas 
ompa
te pour la topologie forte - la topologie de la norme -, est 
ompa
te pour latopologie faible).3. Montrer que même si V n'est pas séparable, toute suite bornée (un)n∈N de V admet unesous-suite faiblement 
onvergente. Indi
ation : on pourra 
onsidérer l'espa
e de Hilbert V =
Vect(un).
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es de Hilbert4. Soit J : V → R une fon
tionnelle 
onvexe et 
ontinue sur V et (un)n∈N une suite d'élementsde V qui 
onverge faiblement vers un 
ertain u ∈ V . En supposant que J est di�érentiableen u, montrer que
J(u) ≤ lim inf

n→∞
J(un).En fait la propriété 
i-dessus reste vraie même si J n'est pas di�érentiable en u.5. Utiliser résultats établis dans les questions pré
édentes pour prouver le Théorème 3.28.

⊲ 3.8. L'obje
tif de 
et exer
i
e est de montrer que si V est un espa
e de Hilbert de dimensionin�nie, alors la boule unité de V n'est pas 
ompa
te. Soit (x1, x2, x3, · · · ) une suite de ve
teursde V linéairement indépendants (i.e. telle que pour tout N ∈ N∗, dim (Ve
t(x1, x2, · · · , xN )) =
N). Le pro
édé d'orthogonalisation de Gram�S
hmidt 
onsiste à 
onstruire à partir de la suite
(x1, x2, x3, · · · ) la suite (e1, e2, e3, · · · ) dé�nie par

e1 =
x1

‖x1‖Vet par ré
urren
e,
yk = xk −

k−1∑

j=1

(ej , yk)V ej , ek =
yk

‖yk‖V
.� Montrer que la suite (e1, e2, e3, · · · ) est orthonormée (i.e. que (ek, el)V = δkl).� Montrer qu'on ne peut pas extraire de la suite (ek)k∈N∗ une sous-suite 
onvergente.

⊲ 3.9. Prolongement des formes linéaires.Soit V un espa
e de Hilbert et Y un sous-espa
e ve
toriel de V . Soit A une forme linéaire 
ontinuesur Y de norme ‖A‖Y ′ . Montrer qu'il existe une forme linéaire Ǎ ∈ V ′ qui prolonge A au sens où
〈Ǎ, y〉V ′,V = 〈A, y〉Y ′,Y pour tout y ∈ Y et ‖Ǎ‖V ′ = ‖A‖Y ′ . Indi
ation : prolonger A à Y V par
ontinuité puis utiliser le théorème de proje
tion orthogonale.
⊲ 3.10. Soit V un espa
e ve
toriel normé dont la norme véri�e la formule de la médiane

∀(v, w) ∈ V × V, ‖v‖2
V + ‖w‖2

V =
1

2
‖v + w‖2

V +
1

2
‖v − w‖2

V .Montrer que 
ette norme dérive d'un produit s
alaire. Indi
ation : pour (x, y) ∈ V × V , on posera
(x, y)V =

1

4

(
‖x+ y‖2

V − ‖x− y‖2
V

)
,en on montrera que (·, ·)V véri�e toutes les propriétés requises pour être un produit s
alaire sur V .

⊲ 3.11. Optimisation dans des espa
es de Bana
h uniformément 
onvexes (exer
i
e di�
ile)On appelle module de 
onvexité d'un espa
e de Bana
h X la fon
tion δ : [0, 2] → R+ dé�nie par
δ(ǫ) = inf

{
1 −

∥∥∥∥
v + w

2

∥∥∥∥ , (v, w) ∈ X ×X, ‖v‖ ≤ 1, ‖w‖ ≤ 1, ‖v − w‖ ≥ ǫ

}
.On dit qu'un espa
e de Bana
h est uniformément 
onvexe si δ(ǫ) > 0 pour tout 0 < ǫ ≤ 2.
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i
es 41On dit par ailleurs qu'une fon
tion J : X → R est semi-
ontinue inférieurement (s.
.i.) si, pourtout v ∈ X et toute suite (vn)n∈N d'éléments de X qui 
onverge vers v dans X , on a
J(v) ≤ lim inf

n→+∞
J(vn).Le but de 
et exer
i
e est de montrer le résultat suivant, qui généralise le Théorème 3.28 (nousverrons en e�et que tout espa
e de Hilbert est un espa
e de Bana
h uniformément 
onvexe).Théorème 3.28 bis. Soit X un espa
e de Bana
h uniformément 
onvexe, K un sous-ensemblede X 
onvexe, fermé, non vide, et J une fon
tion 
onvexe et s.
.i. sur K, in�nie à l'in�ni. Alorsle problème

inf
v∈K

J(v) (3.30)admet un minimiseur.1. Montrer que pour tout r ≥ 0, 0 ≤ ǫ ≤ 2r et (u, v, w) ∈ X ×X ×X ,
(‖u− v‖ ≤ r, ‖u− w‖ ≤ r, ‖v − w‖ ≥ ǫ) ⇒

∥∥∥∥u− v + w

2

∥∥∥∥ ≤ (1 − δ(ǫ)) r.2. Montrer que si X est un espa
e de Hilbert,
∀ǫ ∈ [0, 2], δ(ǫ) = 1 −

(
1 − ǫ2

4

)1/2

,et en déduire que tout espa
e de Hilbert est un espa
e de Bana
h uniformément 
onvexe.3. Soit X un espa
e de Bana
h uniformément 
onvexe et (Cn)n∈N une suite de sous-ensemble
onvexes, fermés, bornés, non vides de X dé
roissante pour l'in
lusion. Soit (vn)n∈N une suited'éléments de V telle que
∀n ∈ N, vn ∈ Cn et ‖vn‖ ≤ inf

wn∈Cn

‖wn‖ +
1

1 + n
.Montrer que la suite (vn)n∈N est de Cau
hy. En déduire que

⋂

n∈N

Cn 6= ∅.4. Soit X un espa
e de Bana
h, K un sous-ensemble 
onvexe, fermé, non vide de X et J :
K → R. Pour tout λ ∈ R, on note

Sλ = J−1(] −∞, λ]) ⊂ K ⊂ X,l'ensemble de sous-niveau λ de J .(a) Montrer que si J est 
onvexe, alors Sλ est 
onvexe.(b) Montrer que si J est s.
.i., alors Sλ est fermé.(
) Montrer que si J est in�nie à l'in�ni, alors Sλ est borné.5. Prouver le Théorème 3.28 bis. Indi
ation : on montrera d'abord que I = inf
v∈K

J(v) > −∞en appliquant le résultat de la question 3 aux ensembles Cn = J−1(] − ∞,−n]), puis onprouvera que I est atteint en appliquant 
e même résultat aux ensembles Cn = SI+1/(n+1) =
J−1 (] −∞, I + 1/(n+ 1)]).6. Appli
ation : soit V un espa
e de Bana
h uniformément 
onvexe, K un sous-ensemble
onvexe, fermé et non vide de V et u un élément de V . Montrer qu'il existe un unique
w ∈ K tel que

‖u− w‖V = d(u,K) = inf
v∈K

‖u− v‖V .Le point v est appelé le projeté de u sur C.



42 Chapitre 3 : Espa
es de Hilbert



Chapitre 4Théorie de la mesure et del'intégrationCe 
hapitre présente les bases de la théorie de la mesure et de l'intégration. Partant du 
onstat quela notion d'intégrale de Riemann sou�re de plusieurs insu�san
es, et notamment 
elle de réquerirdes hypothèses très fortes pour permettre le passage à la limite sous le signe somme, l'obje
tif de
e 
hapitre est d'introduire le 
on
ept de mesure positive puis de poser les bases de la 
onstru
tionde l'intégrale de Lebesgue. Le point d'orgue de 
e 
hapitre est la se
tion 4.4 qui passe en revueles prin
ipaux théorèmes de 
onvergen
e valables pour l'intégrale de Lebesgue, et notamment lethéorème 4.42, dit de �
onvergen
e dominée�, dont nous ferons un usage fréquent dans la suite de
et ouvrage. Un autre fruit de la notion d'intégrale de Lebesgue, que nous ré
olterons au 
hapitresuivant, est 
elui de la 
onstru
tion des espa
es fon
tionnels Lp qui jouent un r�le fondamentaldans de nombreux domaines de l'analyse dont la théorie des EDP et les probabilités.4.1 Pourquoi aller au-delà de l'intégrale de Riemann ?Rappelons qu'une fon
tion f : [a, b] −→ R est dite intégrable au sens de Riemann si les sommesde Riemann
N−1∑

i=0

f(ξi) (xi+1 − xi), a = x0 ≤ x1 ≤ x2 ≤ · · · ≤ xN = b, ξi ∈ [xi, xi+1]
onvergent lorsque le pas de dis
rétisation h = sup
0≤i≤N−1

|xi+1 − xi| tend vers 0 ; si tel est le 
as,l'intégrale de Riemann de f sur [a, b] est par dé�nition la limite des sommes de Riemann.Graphiquement, l'intégrale d'une fon
tion positive sur l'intervalle [a, b] représente l'aire de la surfa
e
S située entre l'axe des abs
isses et la 
ourbe y = f(x) ; les sommes de Riemann appro
hent don

ette grandeur selon une méthode de dé
oupage de l'axe des abs
isses représentée sur la �gure 4.1.Quoique su�samment ri
he pour permettre d'intégrer beau
oup de fon
tions usuelles, notammentles fon
tions 
ontinues par mor
eaux, l'intégrale de Riemann sou�re de plusieurs insu�san
es,dont la prin
ipale est de réquerir des hypothèses très fortes (du type 
onvergen
e uniforme) pourpermettre des passages à la limite sous le signe somme

∫
lim

n→+∞
fn

?
= lim
n→+∞

∫
fn.Cette di�
ulté te
hnique n'est pas anodine : elle révèle un manque de 
omplétude de l'ensembledes fon
tions Riemann intégrables.
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Fig. 4.1 � Approximation d'une intégrale par une somme de RiemannLa méthode de Lebesgue 
onsiste à appro
her par valeurs inférieures l'aire de la surfa
e S (pourune fon
tion f supposée i
i positive bornée) à l'aide d'un dé
oupage de l'axe des ordonnées :aire(S) ≃
N−1∑

i=0

yimes (Ai) ,où mes (Ai) désigne la mesure de l'ensemble
Ai = f−1 (]yi, yi+1]) = {x ∈ [a, b], yi < f(x) ≤ yi+1}et où 0 = y0 < y1 < · · · < yN = max

[a,b]
f .
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Fig. 4.2 � Approximation d'une intégrale par la méthode de LebesgueRemarquons que l'erreur 
ommise en remplaçant f(x) par yi sur Ai est 
ontr�lée par |yi+1 − yi|(alors qu'il n'y a au
un 
ontr�le de 
e type sur les sommes de Riemann). L'intégrale de Lebesgues'avère en fait bien plus puissante que l'intégrale de Riemann. On verra en e�et
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onvergen
e dont on dispose (notamment le théorème de 
onvergen
edominée) sont bien plus souples que 
eux auxquels on aboutit ave
 l'intégrale de Riemann(
f. se
tion 4.4) ;� que les espa
es fon
tionnels qui dé
oulent de 
ette 
onstru
tion ont une stru
ture d'espa
e deBana
h voire d'espa
e de Hilbert (
f. 
hapitre 5), 
e qui permettra par la suite de mettre en÷uvre les théorèmes de géométrie établis dans les deux 
hapitres pré
édents pour résoudredes problèmes d'analyse (
f. 
hapitre 8).Mais auparavant, il nous faut 
onstruire rigoureusement l'intégrale de Lebesgue (
'est l'objet dela se
tion 4.3) et pour 
ela dé�nir pré
isément 
e que re
ouvre le 
on
ept de mesure (
e point estexaminé à la se
tion 4.2).Remarque 4.1. Dans 
e 
hapitre on va être amené à manipuler des fon
tions à valeurs dans R =
R ∪ {−∞,+∞}. On étend les opérations algébriques sur R par les 
onventions� ∀α ∈ R, α±∞ = ±∞ ;� ∀α > 0, α× (±∞) = ±∞ ;� 0 × (±∞) = 0.On s'abstient en revan
he, sous peine d'aboutir à une impasse, de dé�nir les opérations +∞+(−∞)et +∞− (+∞). Remarquons que R n'est pas un espa
e ve
toriel puisque les deux opérations 
i-dessus sont interdites. En 
onséquen
e, on ne peut pas dé�nir la somme de deux fon
tions valant
+∞ et −∞ respe
tivement en un même point.4.2 Eléments de théorie de la mesureQuelle est la mesure de l'intervalle [a, b] ? Spontanément, on a envie de répondre que 
'est b − a,
e qui est à la fois� une bonne réponse en 
e sens que le réel positif b − a représente 
e qu'on appelle la mesurede Lebesgue de l'intervalle [a, b] ;� une mauvaise réponse 
ar il y a d'autres façons de mesurer l'intervalle [a, b].Il ne faut pas penser qu'une mesure qui n'asso
ierait pas au segment [a, b] le nombre b − a seraitune 
uriosité mathématique sans intérêt pratique ; 
'est notamment dans le domaine des probabi-lités qu'on est amené à manipuler 
onstamment 
e genre d'objets. La mesure de Lebesgue étant
ependant la mesure sur R la plus naturelle (nous verrons plus loin 
e que 
ela signi�e pré
isément)et la plus utile en analyse des EDP, 
e sera sur elle que nous mettrons l'a

ent dans 
e 
ours ; 
'estégalement à elle qu'on se référera dans la suite lorsqu'on parlera de la mesure (sans autre pré
ision)d'un intervalle ou d'un ensemble plus 
omplexe de R.4.2.1 Tribus et mesuresSoit X un ensemble et P(X) l'ensemble des parties de X (autrement dit l'ensemble des sous-ensembles de X). Une mesure positive sur X est une appli
ation µ d'un sous-ensemble S de
P(X) dans R+ ; un élément de S est appelé un ensemble mesurable. Commençons par re
enserles propriétés qu'il est raisonnable d'imposer à une appli
ation µ pour qu'elle mérite le label demesure :� l'ensemble vide doit être mesurable (i.e. appartenir à S) et sa mesure doit être nulle ; l'en-semble X doit aussi être mesurable mais sa mesure peut être �nie ou in�nie ;� si A et B sont mesurables et disjoints alors A ∪B doit être mesurable et on doit avoir

µ(A ∪B) = µ(A) + µ(B).� si A et B sont mesurables et tels que A ⊂ B, B \A doit être mesurable et on doit avoir
µ(B \A) = µ(B) − µ(A)si µ(B) < +∞ ;



46 Chapitre 4 : Théorie de la mesure et de l'intégrationOn véri�e fa
ilement que pour satisfaire 
es 
onditions, l'ensemble S des ensembles mesurables doitêtre une algèbre, au sens suivant :Dé�nition 4.2. Soit X un ensemble. Une algèbre est une famille A de parties de X (A ⊂ P(X))véri�ant les propriétés suivantes :1. ∅ et X sont dans A ;2. si A ∈ A, alors X \A ∈ A ;3. si A1 et A2 sont dans A, alors A1 ∪A2 est aussi dans A.À titre d'exemple, l'ensemble des réunions �nies d'intervalles de R 
onstitue une algèbre (le véri�eren exer
i
e).Proposition 4.3. Soit X un ensemble et A une algèbre sur X.1. Si A1, A2, ..., AN sont dans A alors ⋃

1≤k≤N
Ak et ⋂

1≤k≤N
Ak sont aussi dans A.2. Si A et B sont dans A et tels que A ⊂ B, alors B \A est aussi dans A.Preuve. Laissée en exer
i
e.Sur une algèbre, on peut donner la dé�nition suivante d'une mesure :Dé�nition 4.4. Soit A une algèbre sur X. Une mesure (positive) sur A est une appli
ation

µ : A −→ R+ possédant les propriétés suivantes :1. µ(∅) = 0 ;2. Si (An)n∈N est une suite d'ensembles de A deux à deux disjoints telle que ⋃
n∈N

An ∈ A, alors
µ

(
⋃

n∈N

An

)
=
∑

n∈N

µ(An).On véri�e fa
ilement qu'une mesure sur une algèbre véri�e bien les propriétés suivantes :Proposition 4.5. Soit A une algèbre sur X et µ une mesure sur A. Soit A et B deux ensemblesappartenant à l'algèbre A. Les ensembles A ∪B et A ∩B sont dans A et on a
µ(A ∪B) + µ(A ∩B) = µ(A) + µ(B).Si A ⊂ B, l'ensemble B \A est aussi dans A et

µ(B \A) = µ(B) − µ(A).Preuve. Laissée en exer
i
e.Le point faible de la stru
ture d'algèbre réside dans le fait qu'une union dénombrable d'ensemblesappartenant tous à l'algèbre n'est pas né
essairement dans l'algèbre (
'est 
lair si on 
onsidère ànouveau l'exemble de l'algèbre des réunions �nies d'intervalles de R). Ce manque de �
omplétude�rend di�
ile beau
oup de manipulations d'analyse (notamment le passage à la limite dans lessuites). Pour 
ette raison, on va introduire une nouvelle stru
ture, dite de tribu, qui remédie à 
eproblème :



4.2. Eléments de théorie de la mesure 47Dé�nition 4.6. Soit X un ensemble et P(X) l'ensemble des parties de X. Une tribu est unefamille T de parties de X (T ⊂ P(X)) véri�ant les propriétés suivantes :1. ∅ et X sont dans T ;2. si A ∈ T , alors X \A ∈ T ;3. si (An)n∈N est une suite de parties de X qui appartiennent toutes à T , alors ⋃
n∈N

An est aussidans T .Un élément de T est appelé un ensemble mesurable.Remarque 4.7. À un ensemble X quel
onque, on peut toujours asso
ier les deux tribus suivantes :� la tribu grossière T0 = {∅, X},� la tribu dis
rète T∞ = P(X).Malheureusement, la tribu T0 ne présente au
un intérêt, et la tribu T∞ (qui est très utilisée pourles ensembles �nis) est trop grosse pour qu'on puisse l'employer pour dé�nir la mesure de Lebesguesur R (sauf à renon
er à l'axiome du 
hoix, 
f. remarque 4.21 et exer
i
e 4.5). C'est 
ela qui justi�el'introdu
tion du 
on
ept de tribu.Dé�nition 4.8. Soit T une tribu sur X. Une mesure (positive) sur T est une appli
ation µ :
T −→ R+ possédant les propriétés suivantes :1. µ(∅) = 0 ;2. Si (An)n∈N est une suite d'ensembles de T deux à deux disjoints, alors

µ

(
⋃

n∈N

An

)
=
∑

n∈N

µ(An).Dé�nition 4.9.� Un espa
e X muni d'une tribu T s'appelle un espa
e mesurable.� Un espa
e X muni d'une tribu T et d'une mesure µ sur 
ette tribu s'appelle un espa
e mesuré.Remarque 4.10. Il est évident que toute tribu est une algèbre ; les propriétés énon
ées dans laproposition 4.5 restent don
 valables pour une mesure dé�nie sur une tribu.Enonçons maintenant une proposition dont on fera usage ultérieurement, qui dé
oule dire
tementde la propriété de σ-additivité.Proposition 4.11. Soit (X, T , µ) un espa
e mesuré et (An)n∈N une suite d'éléments de T 
rois-sante pour l'in
lusion (i.e. A0 ⊂ A1 ⊂ A2 ⊂ · · · ). Soit B =
⋃

n∈N

An. Alors B ∈ T et
µ(B) = lim

n→+∞
µ(An).



48 Chapitre 4 : Théorie de la mesure et de l'intégrationPreuve. En utilisant la 
onvention A−1 = ∅, on peut é
rire
B =

⋃

n∈N

(An \An−1),la réunion 
i-dessus étant 
ette fois-
i formée d'ensemble deux à deux disjoints. Il dé
oule alors dela propriété de σ-additivité que
µ(B) =

∑

n∈N

µ(An \An−1).Ce
i implique que
µ(AN ) = µ

(
N⋃

n=0

(An \An−1)

)
=

N∑

n=0

µ(An \An−1) −→
N→+∞

∑

n∈N

µ(An \An−1) = µ(B).Nous verrons par la suite sur l'exemple de la mesure de Lebesgue qu'il est fa
ile de 
onstruire desmesures sur des algèbres. Il en en revan
he beau
oup plus di�
ile de 
onstruire �à la main� desmesures (utiles en pratique) sur des tribus ; on utilise pour 
ela un théorème puissant, le théorèmede Carathéodory, qui permet de prolonger une mesure dé�nie sur une algèbre à la tribu engendréepar 
ette algèbre, le prolongement étant unique sous 
ertaines hypothèses :Dé�nition 4.12. Soit S ⊂ P(X). On appelle tribu engendrée par S la plus petite tribu 
ontenant S(i.e. l'interse
tion de toutes les tribus 
ontenant S qui, on le véri�era en exer
i
e, est une tribu
ontenant S).Théorème 4.13. (Théorème de Carathéodory). Soit X un ensemble, A une algèbre sur X et µune mesure sur A. On suppose qu'il existe une suite (An)n∈N d'éléments de A telle que
X =

⋃

n∈N

An et µ(An) < +∞, ∀n ∈ N(on dit alors que µ est σ-�nie). Alors il existe une unique mesure, en
ore notée µ, qui prolonge µà la tribu engendrée par A.Une preuve du théorème de Carathéodory peut être lue dans la référen
e [Revuz 94℄, pages 54 et154.Con
luons 
ette se
tion en remarquant qu'on peut asso
ier à un espa
e ve
toriel normé (et plusgénéralement à un espa
e topologique, voir [AF 88℄ page 529), une tribu �naturelle� qui jouera unr�le essentiel dans la suite :Dé�nition 4.14. Soit X un espa
e topologique. La tribu borélienne sur X est la tribu B(X)engendrée par l'ensemble O des ouverts de X. Un élément B de la tribu borélienne B(X) est appeléun borélien de X.4.2.2 Ensembles négligeablesLes ensembles de mesure nulle jouent un r�le important dans la théorie de la mesure et de l'inté-gration. Nous donnons i
i deux dé�nitions à retenir.Dé�nition 4.15. Soit (X, T , µ) un espa
e mesuré. Un ensemble A ∈ T est dit négligeable si
µ(A) = 0.Dé�nition 4.16. On dit qu'une propriété est vraie presque partout si elle est vraie en dehors d'unensemble in
lus dans un ensemble négligeable.



4.2. Eléments de théorie de la mesure 494.2.3 Mesure de Lebesgue sur RdNous détaillons dans 
ette se
tion la 
onstru
tion de la mesure de Lebesgue1 sur (la tribu boréliennede) R ; nous indiquons ensuite 
omment pro
éder pour 
onstruire la mesure de Lebesgue sur (latribu borélienne de) Rd.Soit a et b deux réels tels que a ≤ b. Dans 
ette se
tion, la notation (a, b) désignera l'un quel
onquedes quatre intervalles ]a, b[, ]a, b], [a, b[ ou [a, b].Proposition 4.17. L'ensemble A des réunions �nies d'intervalles forme une algèbre sur R et lafon
tion µ dé�nie sur A par
∀A =

N⋃

i=1

(ai, bi) ∈ A, ave
 a1 ≤ b1 ≤ a2 ≤ b2 ≤ · · · ≤ aN ≤ bN ,

µ(A) =

N∑

i=1

(bi − ai),est une mesure sur A.Preuve. Laissée en exer
i
e.Dé�nition - Théorème 4.18. La mesure µ dé�nie dans la proposition 4.17 se prolonge de ma-nière unique en une mesure sur la tribu borélienne de R, appelée mesure de Lebesgue.Preuve. Le 
ara
tère σ-�ni de la mesure sur l'algèbre des réunions �nies d'intervalles dé�nie parla proposition 4.17 se démontre en remarquant que
R =

⋃

N∈N

[−N,N ] et µ([−N,N ]) = 2N < +∞, ∀N ∈ N.La tribu borélienne étant engendrée par l'algèbre A (
f. exer
i
e 4.3), on peut don
 
on
lure enutilisant le théorème de Carathéodory.Remarque 4.19. Pour 
onstruire la mesure de Lebesgue sur Rd, on s'y prend de même :1. on 
ommen
e par dé�nir la mesure d'un pavé P =
∏n
i=1(ai, bi) par µ(P ) =

∏n
i=1(bi − ai)(par 
onvention, 
e produit vaut 0 si l'un des fa
teurs (bi − ai) est nul, même si d'autresfa
teurs valent +∞) ; 
ette mesure est la mesure �naturelle� des surfa
es dans R2, des volumesdans R3, ...2. on peut ainsi dé�nir une mesure sur l'algèbre A des réunions �nies de pavés ;3. 
ette mesure étant σ-�nie, on peut la prolonger en une mesure sur la tribu engendrée par A,qui est en fait la tribu borélienne de Rd (exer
i
e 4.4).La spé
i�
ité de la mesure de Lebesgue tient au fait que 
'est la seule (à une 
onstante multipli
ativeprès) qui soit invariante par translation :1Une remarque 
on
ernant la terminologie : il est souvent d'usage d'appeler mesure de Borel la mesure sur latribu borélienne que nous allons 
onstruire, de réserver le terme mesure de Lebesgue à la mesure qui prolonge lamesure de Borel à la tribu de Lebesgue (voir remarque 4.19). Comme la distin
tion entre mesure de Borel et mesurede Lebesgue n'est pas fondamentale pour notre propos, nous parlerons de mesure de Lebesgue dans les deux 
as.



50 Chapitre 4 : Théorie de la mesure et de l'intégrationProposition 4.20. La tribu borélienne B(Rd) et la mesure de Lebesgue λ sur Rd sont invariantespar translation : pour tout borélien B ∈ B(Rd), et pour tout a ∈ Rd, le translaté de B
τa(B) =

{
x ∈ Rd, x− a ∈ B

}est un borélien et λ(τa(B)) = λ(B).Preuve. L'algèbre A des réunions �nies de pavés de Rd ainsi que la mesure µ dé�nie dans laremarque 4.19 sont 
lairement invariants par translation. Il en résulte d'une part que la tribuengendrée par A est invariante par translation (A et τa(A) sont toutes deux la �plus petite tribu�
ontenant les réunions �nies de pavés et sont don
 égales), et d'autre part que λ est invariante partranslation (λ et τaλ dé�nie par τaλ(B) = λ(τa(B)) pour tout B ∈ B(Rd) prolongent toutes deux lamesure dé�nie dans la remarque 4.19, et sont don
 égales en vertu du théorème de Carathéodory).Remarque 4.21. La tribu borélienne de Rd n'est pas égale à la tribu dis
rète T∞ = P(Rd) ;elle est 
ependant su�samment grande pour 
ontenir les ensembles 
ommunément ren
ontrés enpratique (et parti
ulier les ouverts, les fermés et les réunions dénombrables d'ouverts et de fermés)si bien qu'il est rarissime qu'on ait à se demander si telle ou telle partie de Rd est mesurable ounon pour 
ette tribu. Il est 
ependant naturel de se demander si on peut étendre la mesure deLebesgue sur les boréliens à une tribu plus grande. La réponse à 
ette question est subtile :� on peut, de manière unique, étendre la mesure de Lebesgue à la plus petite tribu 
omplète
ontenant la tribu borélienne (on dit qu'une tribu est 
omplète si tout ensemble in
lus dansun ensemble négligeable est lui-même négligeable). La tribu en question, appelée tribu deLebesgue, est elle-aussi plus petite que la tribu dis
rète ;� si on veut 
onserver la possibilité d'avoir re
ours à l'axiome du 
hoix (voir [AF 87℄, page 21),on ne peut pas prolonger la mesure de Lebesgue en une mesure sur T∞ ; il faut alors a

epterqu'il y ait des ensembles non mesurables (l'exer
i
e 4.5 propose d'en 
onstruire un) ;� si on renon
e à l'axiome du 
hoix, il n'y a plus de 
ontradi
tion à supposer que tout ensembleest mesurable pour la mesure de Lebesgue.4.3 Constru
tion de l'intégrale4.3.1 Fon
tions mesurablesDé�nition 4.22. Soit (X, T ) un espa
e mesurable. Une fon
tion f : X −→ R est dite mesurablesi
∀α ∈ R, f−1(]α,+∞]) = {x ∈ X, f(x) > α} ∈ T .Remarque 4.23. Si f est à valeurs réelles, f est mesurable si et seulement si l'image ré
iproquede tout ensemble mesurable de la tribu borélienne de R est dans T .La notion de fon
tion mesurable est stable par les opérations élémentaires de l'analyse :Proposition 4.24. Soit (X, T ) un espa
e mesurable. Soit f et g deux fon
tions mesurables de

X à valeurs dans R, et α et β deux réels. Alors les fon
tions |f |, fg, max(f, g) et min(f, g) sontmesurables. Il en est de même pour les fon
tions αf + βg et f/g sous réserve que 
elles-
i soientbien dé�nies.



4.3. Constru
tion de l'intégrale 51Preuve. Laissée en exer
i
e (l'énon
é de l'exer
i
e 4.6 fournit des indi
ations).La notion de fon
tion mesurable a en outre le bon goût d'être stable par passage à la limitedénombrable :Proposition 4.25. Soit (X, T ) un espa
e mesurable. Soit (fn)n∈N une suite de fon
tions mesu-rables de X dans R. Alors1. les fon
tions f(x) = inf
n∈N

fn(x) et f(x) = sup
n∈N

fn(x) sont mesurables ;2. les fon
tions l(x) = lim inf
n∈N

fn(x) et l(x) = lim sup
n∈N

fn(x) sont mesurables ;3. si la suite de fon
tions (fn)n∈N 
onverge simplement vers une fon
tion f , alors f est mesu-rable.On rappelle qu'on dit que (fn)n∈N 
onverge simplement vers f si ∀x ∈ X , fn(x) −→
n→+∞

f(x).Preuve.1. Pour prouver la mesurabilité de f , il su�t de remarquer que
f
−1

(]α,+∞]) =
⋃

n∈N

f−1
n (]α,+∞]) ∈ T(une union dénombrable d'ensembles mesurables est mesurable). Ce résultat permet de
on
lure aussi à la mesurabilité de f puisque f = − sup

n∈N

(−fn(x)).2. Il résulte de 
e qui pré
ède que les fon
tions
l(x) = lim inf

n∈N
fn(x) = sup

N∈N

(
inf
n≥N

fn(x)

)et
l(x) = lim sup

n∈N

fn(x) = inf
N∈N

(
sup
n≥N

fn(x)

)sont aussi mesurables.3. Soit (fn)n∈N une suite de fon
tions qui 
onverge simplement vers une fon
tion f . On a alors
f(x) = lim inf

n∈N
fn(x) = lim sup

n∈N

fn(x) ;la fon
tion f est don
 mesurable de par le point 2.Comme exemples de fon
tions mesurables, on peut 
iter :1. les fon
tions 
ara
téristiques d'ensemble mesurables. Soit en e�et A ∈ T et χA sa fon
tion
ara
téristique (on dit en
ore indi
atri
e) dé�nie par
χA(x) =

∣∣∣∣
1 si x ∈ A,
0 si x /∈ A.On a

χ−1
A (]α,+∞]) =

∣∣∣∣∣∣

∅ si α ≥ 1,
A si 0 ≤ α < 1,
X si α < 0.Comme les ensembles ∅, A et X appartiennent à la tribu T , la fon
tion χA est mesurable ;



52 Chapitre 4 : Théorie de la mesure et de l'intégration2. les fon
tions étagées, qui sont par dé�nition les 
ombinaisons linéaires �nies de fon
tions
ara
téristiques d'ensembles mesurables ; une fon
tion étagée e peut don
 s'é
rire sous laforme
e(x) =

N∑

i=1

αi χAi(x)où les fon
tions χAi sont mesurables en vertu du point 1 
i-dessus ; il résulte de la proposi-tion 4.24 que la fon
tion étagée e est bien mesurable ;3. les limites simples de fon
tions étagées sont don
 aussi mesurables ; 
e
i dé
oule de la propo-sition 4.25.Nous venons en fait d'exhiber toutes les fon
tions mesurables, 
omme le prouve leThéorème 4.26. Toute fon
tion mesurable est limite simple d'une suite de fon
tions étagées. Enoutre1. si f est bornée, la 
onvergen
e est uniforme ;2. si f est positive, la suite en peut être 
hoisie 
roissante et 
omposée de fon
tions positives.Preuve. Supposons pour 
ommen
er f positive. Pour tout n ∈ N et tout entier 1 ≤ k ≤ 22n, onpose
Ank = f−1

([
k − 1

2n
,
k

2n

[)
.On pose également

An∞ = f−1 ([2n,+∞]) .Ces ensembles étant mesurables,
en(x) =

22n∑

k=1

k − 1

2n
χAn

k
(x) + 2n χAn

∞
(x)dé�nit une fon
tion étagée positive sur l'espa
e mesuré (X, T ). On véri�e fa
ilement que� la suite de fon
tions étagées positives (en)n∈N est 
roissante ;� pour tout x ∈ X , {

0 ≤ f(x) − en(x) ≤
1

2n
si f(x) < 2n,

en(x) = 2n si f(x) ≥ 2n.Il est don
 
lair que la suite (en)n∈N 
onverge simplement vers f , et uniformément sur X si f estbornée.Si f n'est pas positive, on 
onstruit 
omme pré
édemment deux suites 
roissantes (e+n )n∈N et
(e−n )n∈N de fon
tions étagées positives qui 
onvergent simplement vers f+ = max(f, 0) et f− =
−min(f, 0) respe
tivement. La suite de fon
tions étagées (en)n∈N dé�nie par ∀n ∈ N, en = e+n − e−n
onverge simplement vers f .Remarque 4.27. Nous avons vu pré
édemment (
f. remarque 4.21) que tous les ensembles que l'onren
ontre en pratique en analyse sont mesurables. De même, toutes les fon
tions qu'on manipuleusuellement sont mesurables. En parti
ulier, les fon
tions 
ontinues dé�nies sur un espa
e mesurableà valeurs dans R sont mesurables puisque l'image ré
iproque de l'ouvert ]α,+∞] de R par uneappli
ation 
ontinue est un ouvert, don
 un borélien.



4.3. Constru
tion de l'intégrale 534.3.2 Intégrale d'une fon
tion mesurableLa 
onstru
tion de l'intégrale se fait en trois étapes :1. on 
ommen
e par dé�nir l'intégrale des fon
tions étagées positives ;2. on 
onstruit ensuite l'intégrale d'une fon
tion mesurable positive ;3. on dé�nit ensuite l'intégrale (si elle existe) d'une fon
tion mesurable de signe quel
onque.Dé�nition 4.28. Soit (X, T , µ) un espa
e mesuré et e(x) =

N∑

i=1

αiχAi(x) une fon
tion étagéepositive (on peut toujours supposer les Ai deux à deux disjoints, 
e qui implique alors que tous les
αi sont positifs). On appelle intégrale de e sur X par rapport à la mesure µ et on note ∫

X

e dµl'élément de R+ ∪ {+∞} dé�ni par
∫

X

e dµ =

N∑

i=1

αi µ(Ai).On dit que la fon
tion e est intégrable si ∫
X

e dµ < +∞.On véri�era à titre d'exer
i
e que la valeur de l'intégrale ne dépend pas de la dé
omposition de lafon
tion e en 
ombinaison linéaire �nie de fon
tions 
ara
téristiques d'ensembles mesurables.Dé�nition 4.29. Soit (X, T , µ) un espa
e mesuré et f une fon
tion positive mesurable. On appelleintégrale de f sur X par rapport à la mesure µ et on note ∫
X

f dµ l'élément de R+ ∪ {+∞} dé�nipar ∫

X

f dµ = sup

{∫

X

e dµ, e étagée véri�ant 0 ≤ e ≤ f

}
.On dit que la fon
tion f est intégrable si ∫

X

f dµ < +∞.Dé�nition 4.30. Soit (X, T , µ) un espa
e mesuré et f une fon
tion mesurable. Soit f = f+−f− ladé
omposition de f en la di�éren
e de deux fon
tions positives (f+ = max(f, 0), f− = max(−f, 0)).On dit que f est intégrable si f+ et f− sont intégrables ; on appelle alors intégrale de f sur X parrapport à la mesure µ le réel
∫

X

f dµ =

∫

X

f+ dµ−
∫

X

f− dµ.On note L1(X, T , µ) l'ensemble des fon
tions intégrables.Dé�nition 4.31. Soit (X, T , µ) un espa
e mesuré, Y ⊂ X un ensemble mesurable et f unefon
tion mesurable. On dit que f est intégrable sur Y (par rapport à la mesure µ) si la fon
tion
fχY est intégrable sur X. L'intégrale de f sur Y (par rapport à la mesure µ) est alors le réel noté∫

Y

f dµ dé�ni par
∫

Y

f dµ =

∫

X

f χY dµ.



54 Chapitre 4 : Théorie de la mesure et de l'intégrationProposition 4.32. Si Y est un ensemble négligeable, alors toute fon
tion mesurable f est intégrablesur Y et ∫

Y

f dµ = 0.Preuve. Laissée en exer
i
e.Proposition 4.33. Soit f ∈ L1(X, T , µ) une fon
tion intégrable et A = {x ∈ X, f(x) = ±∞}.L'ensemble A est de mesure nulle.Preuve. Laissée en exer
i
e.4.3.3 Propriétés fondamentales de l'intégraleProposition 4.34. Soit (X, T , µ) un espa
e mesuré. L'intégrale possède les deux propriétés sui-vantes :1. Linéarité : soit f et g deux fon
tions intégrables, α et β deux réels. Si elle est dé�nie (
f.remarque 4.1), la fon
tion αf + βg est intégrable et
∫

X

(αf + βg) dµ = α

(∫

X

f dµ

)
+ β

(∫

X

g dµ

)
;2. Monotonie : soit f et g deux fon
tions intégrables telles que f ≤ g sur X. Alors

∫

X

f dµ ≤
∫

X

g dµ.Preuve.1. Si f , g, α et β sont positifs, il dé
oule dire
tement de la dé�nition 4.29 de l'intégrale desfon
tions positives que
∫

X

(αf + βg) dµ ≥ α

∫

X

f dµ+ β

∫

X

g dµ.Le fait que 
ette inégalité soit en fait une égalité résulte du théorème 4.39 (de 
onvergen
emonotone) qui sera énon
é plus loin. Pour des fon
tions et des 
oe�
ients de signe quel
onque,on démontre la linéarité de l'intégrale en dé
omposant les fon
tions f et g en la somme deleur partie positive et de leur partie négative.2. De par la linéarité de l'intégrale
∫

X

g dµ−
∫

X

f dµ =

∫

X

(f − g) dµ.La fon
tion f − g étant positive, son intégrale l'est aussi (
ela résulte de la dé�nition 4.29).D'où le résultat de monotonie annon
é.



4.3. Constru
tion de l'intégrale 554.3.4 Intégrale de Lebesgue sur RdL'intégrale de Lebesgue sur Rd (resp. sur un borélien B de Rd) est l'intégrale sur Rd (resp. sur B)par rapport à la mesure de Lebesgue 
onstruite dans la se
tion 4.2.3. On utilise généralement lesnotations abrégées L1(Rd) (resp. L1(B)) pour désigner l'ensemble des fon
tions intégrables sur Rd(resp. sur un borélien B de Rd) par rapport à la mesure de Lebesgue ; en outre, pour f ∈ L1(Rd)(resp. f ∈ L1(B)), on note souvent
∫

Rd

f (resp. ∫
B

f),sans pré
iser la mesure, ou en
ore
∫

Rd

f(x) dx (resp. ∫
B

f(x) dx),l'intégrale de f sur Rd (resp. sur B) par rapport à la mesure de Lebesgue.Enonçons tout de suite un résultat important garantissant que 
e nouveau 
on
ept d'intégrale 
olleave
 l'an
ien :Théorème 4.35. Soit [a, b] un intervalle borné de R et f : [a, b] −→ R une fon
tion bornée. Si fest Riemann intégrable, alors f est Lebesgue intégrable et les deux intégrales ont même valeur.Ce résultat (qui s'adapte aux dimensions supérieures) a une 
onséquen
e pratique importante : onpourra 
al
uler numériquement l'intégrale de Lebesgue d'une fon
tion 
ontinue par mor
eaux en
al
ulant son intégrale de Riemann. Les méthodes d'intégration numérique usuelles (formule dutrapèze, formule de Simpson, formules de Gauss, ...) sont en e�et basées sur le prin
ipe de dé
oupagede l'axe des abs
isses sur lequel repose l'intégrale de Riemann. Et bien sûr, on dispose don
 toujoursdu théorème suivant, qui est bien 
ommode pour 
al
uler analytiquement les intégrales des fon
tionsdont on 
onnaît une primitive.Théorème 4.36. Soit [a, b] un intervalle borné de R, f : [a, b] −→ R une fon
tion 
ontinue et Fune primitive de f . On a ∫ b

a

f = F (b) − F (a).Avant de donner la preuve du théorème 4.35, rappelons que la dé�nition de l'intégrale de Riemannest fondée sur la notion de fon
tion en es
alier (alors que l'intégrale de Lebesgue est fondée sur lanotion de fon
tion étagée). Une fon
tion en es
alier est une 
ombinaison linéaire �nie de fon
tions
ara
téristiques d'intervalles de R, et l'intégrale de Riemann sur [a, b] d'une fon
tion en es
alier e =
N−1∑

i=0

αiχ(xi,xi+1) ave
 a = x0 ≤ x1 ≤ · · · ≤ xN = b est dé�nie par ∫ b

a

e(x) dx =

N−1∑

i=0

αi (xi+1 − xi).Il est don
 
lair que toute fon
tion en es
alier sur [a, b] est une fon
tion étagée intégrable, et quesur l'ensemble Es
([a, b]) des fon
tions en es
alier sur [a, b], intégrales de Riemann et de Lebesgue
oïn
ident. Rappelons en�n que la fon
tion f est dite Riemann intégrable si les deux réels
sup

e∈Esc([a,b]), e≤f

∫ b

a

e(x) dx (4.1)et
inf

e∈Esc([a,b]), e≥f

∫ b

a

e(x) dx (4.2)sont égaux, l'intégrale de Riemann de f sur [a, b] étant alors la valeur 
ommune de 
es deux réels.



56 Chapitre 4 : Théorie de la mesure et de l'intégrationPreuve du théorème 4.35. Soit f une fon
tion bornée positive Riemann intégrable sur [a, b]. Notons
R la valeur de l'intégrale de Riemann de f et L 
elle de l'intégrale de Lebesgue de f . Commel'ensemble des fon
tions en es
alier sur [a, b] est in
lus dans l'ensemble des fon
tions étagées sur
[a, b], on véri�e sans peine en utilisant (4.2) et la dé�nition 4.29 que R ≤ L. Soit maintenant
ǫ > 0 et une fon
tion en es
alier e telle que e ≥ f et ∫ b

a

e(x) dx ≤ R − ǫ. De par la monotoniede l'intégrale de Lebesgue, L ≤
∫ b

a

e(x) dx (rappelons qu'intégrales de Riemann et de Lebesgue
oïn
ident sur l'ensemble des fon
tions en es
alier). Don
 L ≤ R− ǫ. Cette inégalité est vraie pourtout ǫ > 0. Don
 L ≤ R. Finalement L = R. Pour une fon
tion f de signe quel
onque, on prouve
ette égalité en dé
omposant f en ses parties positive et négative et en utilisant la linéarité del'intégrale.Remarque 4.37. La ré
iproque du théorème 4.35 est fausse : il existe des fon
tions bornéesLebesgue intégrables qui ne sont pas Riemann intégrables (
f. exer
i
e 4.7).La remarque 
i-dessus prouve la supériorité de l'intégrale de Lebesgue. Cette dernière se 
omporteégalement mieux que l'intégrale de Riemann vis-à-vis des singularités. En e�et, une fon
tion dé�niesur un intervalle borné [a, b] présentant une singularité en c ∈ ]a, b[, par exemple la fon
tion
f(x) =

1√
|x|

sur [−1, 1], n'est jamais Riemann intégrable au sens usuel (les séries de Riemann ne
onvergent pas) ; pour dé�nir son intégrale au sens de Riemann généralisé, il faut 
onsidérer lesquantités
Iǫ−,ǫ+ =

∫ c−ǫ−

a

f(x) dx +

∫ b

c+ǫ+

f(x) dxet étudier leur 
omportement lorsque ǫ− et ǫ+ tendent vers 0+. Si les Iǫ−,ǫ+ 
onvergent, on dé�nitl'intégrale de Riemann (généralisée) de f sur [a, b] par
∫ b

a

f(x) dx = lim
ǫ−→0+, ǫ+→0+

Iǫ−,ǫ+ .Dé�nir l'intégrale de Riemann (généralisée) d'une fon
tion non bornée requiert don
 un traitementspé
i�que des singularités, et 
e traitement n'est pas pratiquable si l'ensemble des singularités aun point d'a

umulation intérieur à [a, b]. À l'inverse, les dé�nitions 4.29-4.30 de l'intégrale deLebesgue sont valables pour toute fon
tion possédant ou non des singularités. Là en
ore, quandune fon
tion dé�nie sur un borné et présentant un nombre �ni de singularités est intégrable ausens de Riemann généralisé, elle est aussi intégrable au sens de Lebesgue et les valeurs des deuxintégrales 
oïn
ident.Remarque 4.38. Il arrive en revan
he que sur un intervalle non borné, une fon
tion intégrableau sens de Riemann généralisé ne soit pas intégrable au sens de Lebesgue ; 
e
i est dû au faitque la mesure de Lebesgue d'un intervalle non borné est in�nie. Ainsi, par exemple la fon
tion
f(x) =

sinx

1 + |x| est intégrable sur R au sens de Riemann généralisé, en 
e sens que
lim

R−→+∞, R+→+∞

∫ R+

−R−

f(x) dxexiste, mais n'est pas Lebesgue intégrable.



4.4. Théorèmes de 
onvergen
e 574.4 Théorèmes de 
onvergen
eLes théorèmes présentés 
i-dessous permettent de �passer à la limite sous le signe somme� sous deshypothèses bien moins restri
tives que 
elles imposées pour les fon
tions intégrables au sens deRiemann.4.4.1 Convergen
e monotoneLe théorème suivant, dit de 
onvergen
e monotone, s'utilise rarement tel quel en pratique ; il esten revan
he tout à fait fondamental d'un point de vue théorique 
ar 
'est sur lui que reposent lespreuves de plusieurs résultats 
entraux de la théorie de l'intégration.Théorème 4.39. (Théorème de 
onvergen
e monotone). Soit (X, T , µ) un espa
e mesuré et (fn)n∈Nune suite 
roissante de fon
tions positives mesurables. On note f la limite simple de la suite
(fn)n∈N. On a ∫

X

f dµ = lim
n→+∞

∫

X

fn dµ.Preuve. Comme pour tout n ∈ N, fn ≤ fn+1 (la suite (fn)n∈N est 
roissante), il dé
oule del'alinea 2 de la proposition 4.34 que ∫
X

fn dµ ≤
∫

X

fn+1 dµ, 
e qui montre que la suite réellepositive (∫
X

fn dµ

)

n∈N

est 
roissante, don
 
onverge vers un 
ertain α ∈ R+ ∪ {+∞}. Puisque lafon
tion f = lim
n→+∞

fn est mesurable (
f. proposition 4.25) et puisque pour tout n ∈ N, fn ≤ f , ona ∫
X

fn dµ ≤
∫

X

f dµ, et on obtient don
, en faisant tendre n vers l'in�ni,
α ≤

∫

X

f dµ. (4.3)Considérons maintenant une fon
tion étagée e véri�ant 0 ≤ e ≤ f et un réel 0 < c < 1. Posons
An = {x ∈ X, fn(x) ≥ ce(x)} .Il est 
lair que (An)n∈N est une suite d'éléments de T 
roissante pour l'in
lusion (i.e. A0 ⊂ A1 ⊂

A2 ⊂ · · · ) ; en outre, ⋃
n∈N

An = X . Pour voir 
ela, il su�t de remarquer que x ∈ A0 si f(x) = 0 etque ce(x) < f(x) dans le 
as 
ontraire, 
e qui implique que x ∈ An pour n assez grand puisque
(fn(x))n∈N tend vers f(x). De plus

c

∫

An

e dµ ≤
∫

An

fn dµ ≤
∫

X

fn dµ,et don

c

∫

An

e dµ ≤ α. (4.4)En dé
omposant e sous la forme e =
N∑

i=1

βiχBi ou les βi sont des réels positifs et les Bi desensembles mesurables, on peut é
rire
∫

An

e dµ =

∫

X

N∑

i=1

βiχBiχAn =

∫

X

N∑

i=1

βiχBi∩An =

N∑

i=1

βiµ(Bi ∩An).



58 Chapitre 4 : Théorie de la mesure et de l'intégrationLa suite (Bi∩An)n∈N étant une suite 
roissante d'ensembles mesurables telle que ⋃
n∈N

(Bi∩An) = Bi,on déduit de la proposition 4.11 que
lim

n→+∞
µ(Bi ∩An) = µ(Bi).En faisant tendre n vers +∞ dans (4.4), il vient don

c

∫

X

e dµ ≤ α.Cette égalité étant véri�ée pour tout 0 < c < 1, il s'en suit que
∫

X

e dµ ≤ α,et 
e
i pour toute fon
tion étagée e telle que 0 ≤ e ≤ f . En revenant à la dé�nition 4.29 del'intégrale des fon
tions positives, on voit que
∫

X

f dµ ≤ αet don
, en rappro
hant de (4.3), que
∫

X

f dµ = α = lim
n→+∞

∫

X

fn dµ.De 
e résultat dé
oule fa
ilement le résultat suivant :Théorème 4.40. (Théorème de Beppo-Levi). Soit (X, T , µ) un espa
e mesuré et (fn)n∈N une suitemonotone (
'est-à-dire soit 
roissante, soit dé
roissante) de fon
tions intégrables. Soit f la limitesimple de la suite (fn)n∈N. La fon
tion f est mesurable ; elle est intégrable si et seulement si lasuite réelle monotone ∫
X

fn dµ admet une limite �nie ; si 
'est le 
as, on a alors
∫

X

f dµ = lim
n→+∞

∫

X

fn dµ.Preuve. Laissée en exer
i
e.4.4.2 Lemme de FatouLemme 4.41. (Lemme de Fatou). Soit (X, T , µ) un espa
e mesuré. Soit (fn)n∈N une suite defon
tions mesurables positives. Alors
∫

X

lim inf
n→+∞

fn dµ ≤ lim inf
n→+∞

∫

X

fn dµ.



4.4. Théorèmes de 
onvergen
e 59Preuve. La suite de fon
tions (gn)n∈N dé�nie par gn = inf
k≥n

fk est une suite 
roissante de fon
tionspositives qui 
onverge simplement vers la fon
tion lim inf
n→+∞

f . Il dé
oule du théorème de 
onvergen
emonotone que ∫

X

lim inf
n→+∞

f dµ = lim
n→+∞

∫

X

gn dµ.Par ailleurs, on a pour tout n ∈ N et tout k ≥ n, gn ≤ fk, d'où il résulte ∫
X

gn dµ ≤
∫

X

fk dµ. Onen déduit que ∫

X

gn dµ ≤ inf
k≥n

∫

X

fk dµ.Finalement ∫

X

lim inf
n→+∞

f dµ = lim
n→+∞

gn dµ ≤ lim inf
n→+∞

∫

X

fk dµ.4.4.3 Convergen
e dominéeThéorème 4.42. (Théorème de 
onvergen
e dominée). Soit (X, T , µ) un espa
e mesuré. Soit
(fn)n∈N une suite de fon
tions mesurables et g une fon
tion intégrable. On suppose que

{
fn(x) −→

n→+∞
f(x) presque partout

∀n ∈ N, |fn(x)| ≤ g(x) presque partout,et que f est mesurable. Alors f est intégrable et
∫

X

fn dµ −→
n→+∞

∫

X

f dµ.Remarque 4.43. On peut éliminer l'hypothèse sur la mesurabilité de f à 
ondition que la tribu Tsoit 
omplète (
e qui signi�e que tout ensemble in
lus dans un ensemble négligeable est lui-mêmenégligeable). C'est le 
as de la tribu de Lebesgue sur Rd, qui est la 
omplétion de la tribu borélienne(
f. remarque 4.21).Preuve du théorème 4.42 . Commençons par supposer que la 
onvergen
e fn −→ f et la majora-tion |fn| ≤ g ont lieu en tout point de X . En passant à la limite simple dans l'inégalité |fn| ≤ g,on obtient |f | ≤ g. La fon
tion g étant intégrable par hypothèse, f l'est don
 aussi. En outre
∣∣∣∣
∫

X

fn dµ −
∫

X

f dµ

∣∣∣∣ ≤
∫

X

|fn − f | dµ.Posons hn = 2g − |fn − f |. La fon
tion hn est positive et la suite (hn)n∈N 
onverge simplementvers 2g. En appliquant le lemme de Fatou, il vient
∫

X

2g dµ ≤ lim inf
n→+∞

∫

X

(2g − |fn − f |) dµ,d'où l'on déduit
lim sup
n→+∞

∫

X

|fn − f | dµ ≤ 0.Ce
i montre que ∫

X

|fn − f | dµ −→ 0,
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e qui prouve le résultat es
ompté. Si maintenant les 
onvergen
es fn −→ f et |fn| ≤ g n'ont lieuque presque partout, introduisons A0 = {x ∈ X, (fn(x))n∈N ne 
onverge pas vers f(x)} et An =

{x ∈ X, |fn(x)| > g(x)}. L'ensemble A =
⋃

n∈N

An est négligeable (
'est une union dénombrabled'ensembles négligeables). Sur X \A on a par 
e qui pré
ède
∫

X\A
|fn − f | dµ −→ 0,On 
on
lut en utilisant la proposition 4.32 :

∫

X

|fn − f | dµ =

∫

X\A
|fn − f | dµ −→ 0.Remarque 4.44. Dans 
onvergen
e dominée, il y a dominée ; attention don
 à ne pas appliquer
e théorème sans avoir véri�é l'hypothèse de domination (|fn(x)| ≤ g(x) presque partout). Pouréviter 
ette erreur, il est utile de garder en tête les exemples 
i-dessous. Considérons les trois suitesde fon
tions positives (fn)n∈N∗ , (gn)n∈N∗ et (hn)n∈N∗ dé�nies respe
tivement pour tout n ∈ N∗ ettout x ∈ R par

fn(x) = nχ(nx), gn(x) = n−1 χ(x/n), hn(x) = χ(x− n),où χ ∈ C0(R) désigne une fon
tion positive, à support 
ompa
t, d'intégrale égale à 1. Cha
une de
es suites véri�e l'hypothèse de 
onvergen
e
fn(x) −→

n→+∞
f(x) = 0 pour tout x ∈ R \ {0} (don
 presque partout),

gn(x) −→
n→+∞

g(x) = 0 pour tout x ∈ R,

hn(x) −→
n→+∞

h(x) = 0 pour tout x ∈ R.Puisque 
es fon
tions sont positives, le lemme de Fatou assure que
∫

R

f ≤ lim inf
n→+∞

∫

R

fn,

∫

R

g ≤ lim inf
n→+∞

∫

R

gn,

∫

R

h ≤ lim inf
n→+∞

∫

R

hn.Si l'hypothèse de domination était véri�ée, 
es limites inf seraient en fait des limites et 
es inégalitésdes égalités. Mais 
e n'est pas le 
as puisque pour tout n ∈ N∗,
∫

R

fn(x) dx =

∫

R

gn(x) dx =

∫

R

hn(x) dx =

∫

R

χ(x) dx = 1,et que par ailleurs ∫

R

f(x) dx =

∫

R

g(x) dx =

∫

R

h(x) dx = 0.Les �pertes de masse� ou �pertes de 
ompa
ité� que l'on observe sur 
es exemples (l'intégrale de lalimite est stri
tement inférieure à la limite de l'intégrale), sont dues aux phénomènes suivants :� 
on
entration : lorsque n tend vers l'in�ni, la distribution de masse représentée par la fon
tion
fn se 
on
entre en {0}, qui est un ensemble de mesure nulle ;� évanes
en
e : le support de la fon
tion gn devient in�ni et dans le même temps (gn)n∈N
onverge uniformément vers 0 ;� fuite à l'in�ni : le support de la fon
tion hn reste borné mais part à l'in�ni.Notons que les deux derniers phénomènes ne peuvent se produire que par
e que l'on travaille surun domaine non borné.
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f n

χ

n

n

g

h

n

(a) (b)

(c)

Fig. 4.3 � Perte de 
ompa
ité par 
on
entration (a), évanes
en
e (b) et fuite à l'in�ni (
)4.5 Fon
tions dé�nies par une intégraleOn 
onsidère un espa
e mesuré (Y, T , µ), Ω un ouvert de Rd, et
f : Ω × Y −→ R

(x, y) 7→ f(x, y)une fon
tion intégrable par rapport à la variable y pour tout x ∈ Ω. On peut alors dé�nir sur Ω lafon
tion
F (x) =

∫

Y

f(x, y) dµ(y).Théorème 4.45. (Continuité de F ). Soit x0 ∈ Ω. Si pour presque tout y ∈ Y , f est 
ontinue en
x au voisinage de x0, i.e. si

f(x, y) −→
x→x0

f(x0, y) pour presque tout y ∈ Y ,et si il existe une fon
tion g : Y −→ R intégrable véri�ant
∀x ∈ Ω, |f(x, y)| ≤ g(y) pour presque tout y ∈ Y ,alors F est 
ontinue en x0.



62 Chapitre 4 : Théorie de la mesure et de l'intégrationThéorème 4.46. (Di�érentiabilité de F ). Si pour presque tout y ∈ Y , f est de 
lasse C1 en xsur Ω et si il existe une fon
tion g : Y −→ R intégrable véri�ant
∀x ∈ Ω, ∀1 ≤ i ≤ n,

∣∣∣∣
∂f

∂xi
(x, y)

∣∣∣∣ ≤ g(y) pour presque tout y ∈ Y ,alors F est de 
lasse C1 sur Ω et
∀x ∈ Ω, ∀1 ≤ i ≤ n,

∂F

∂xi
(x) =

∫

Y

∂f

∂xi
(x, y) dµ(y).Preuve des théorèmes 4.45 et 4.46. Ces deux résultats dé
oulent dire
tement du théorème de 
onver-gen
e dominée 4.42.4.6 Changement de variables dans les intégralesThéorème 4.47. Soit ω et Ω deux ouverts de Rd, f : Ω −→ R une fon
tion intégrable, Φ : ω −→

Ω un C1-di�éomorphisme, et J(y) le ja
obien de Φ en y ∈ ω. Alors la fon
tion (f ◦ Φ) |J | est unefon
tion intégrable sur ω et
∫

Ω

f(x) dx =

∫

ω

f(Φ(y)) |J(y)| dy.Par ailleurs, l'égalité 
i-dessus est toujours vraie si f est une fon
tion mesurable positive (dans 
e
as, les deux membres peuvent prendre la valeur +∞).Illustrons 
e théorème par quatre exemples à 
onnaître par 
÷ur.� Coordonnées polaires dans R2 : Ω = R2 \ {(x, 0), x ∈ R+}, ω = R∗
+×]0, 2π[ et

Φ : ω −→ Ω
(r, θ) 7→ (r cos θ, r sin θ) .Un 
al
ul simple montre que J(r, θ) = r. Comme la demi-droite {(x, 0), x ∈ R+} est demesure nulle dans R2, on obtient que pour toute fon
tion f : R2 −→ R intégrable,

∫

R2

f(x, y) dx dy =

∫ +∞

0

∫ 2π

0

f(r cos θ, r sin θ) r dr dθ.� Coordonnées 
ylindriques dans R3 : Ω = R3 \ {(x, 0, z), x ∈ R+, z ∈ R}, ω = R∗
+×]0, 2π[×Ret

Φ : ω −→ Ω
(r, θ, z) 7→ (r cos θ, r sin θ, z) .On véri�e fa
ilement que J(r, θ, r) = r. Comme le demi-plan {(x, 0, z), x ∈ R+, z ∈ R} estde mesure nulle dans R3, on obtient que pour toute fon
tion f : R3 −→ R intégrable,

∫

R3

f(x, y, z) dx dy =

∫ +∞

0

∫ 2π

0

∫ +∞

−∞
f(r cos θ, r sin θ, z) r dr dθ dz.



4.7. Mesures produits et théorème de Fubini 63� Coordonnées sphériques dans R3 : Ω = R3\{(x, 0, z), x ∈ R+, z ∈ R}, ω = R∗
+×]0, π[×]0, 2π[et

Φ : ω −→ Ω
(r, θ, φ) 7→ (r sin θ cosφ, r sin θ sinφ, r cos θ) .On véri�e fa
ilement que J(r, θ, φ) = r2 sin θ. Comme le demi-plan {(x, 0, z), x ∈ R+, z ∈ R}est de mesure nulle dans R3, on obtient que pour toute fon
tion f : R3 −→ R intégrable,

∫

R3

f(x, y, z) dx dy dz =

∫ +∞

0

∫ π

0

∫ 2π

0

f(r sin θ cosφ, r sin θ sinφ, r cos θ) r2 sin θ dr dθ dφ.� Changement d'é
helle dans Rd : Ω = Rd, ω = Rd, et
Φ : ω −→ Ω

x 7→ λx,où λ est un réel stri
tement positif �xé. Il vient J(x) = λd, et on obtient ainsi que pour toutefon
tion f : Rd −→ R intégrable,
∫

Rd

f(x) dx = λd
∫

Rd

f(λx) dx.4.7 Mesures produits et théorème de Fubini4.7.1 Mesures produitsConsidérons deux espa
es mesurés (X1, T1, µ1) et (X2, T2, µ2).On a envie de dé�nir une mesure sur l'ensemble X = X1 × X2 en prolongeant la mesure dé�niesur l'ensemble des pavés
{A = A1 ×A2, A1 ∈ A1, A2 ∈ A2}par
µ(A) = µ(A1 ×A2) = µ1(A1) · µ2(A2), (4.5)et étendue à l'ensemble des unions �nies de pavés

A =

{
N⋃

k=1

Ak1 ×Ak2 , Ak1 ∈ A1, A
k
2 ∈ A2

} (4.6)en utilisant la relation
µ(A ∪B) = µ(A) + µ(B) − µ(A ∩B) (4.7)(une interse
tion de pavés est un pavé). Ce
i est parfaitement li
ite :Théorème 4.48.1. L'ensemble A dé�ni par (4.6) est une algèbre sur X = X1 × X2 et la fon
tion µ dé�niepar (4.5)-(4.7) est une mesure sur A.2. Si µ1 et µ2 sont σ-�nies, µ se prolonge en une mesure, appelée mesure produit et notée

µ1 ⊗ µ2, sur la tribu engendrée par A. Cette tribu, appelée tribu produit, est notée T1 × T2 ;on a
T1 × T2 =

{
A =

⋃

n∈N

An1 ×An2 , An1 ∈ A1, A
n
2 ∈ A2

}
.
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i
e.Remarque 4.49. Considérons l'espa
e Rd, qu'on peut identi�er à l'espa
e produit Rp × Rq si
p+ q = d. La tribu borélienne de Rd 
oïn
ide bien ave
 la tribu produit des tribus boréliennes de
Rp et de Rq (exer
i
e 4.10).4.7.2 Théorème de FubiniLe théorème de Fubini donne le 
adre dans lequel on peut intervertir deux intégrales.Théorème 4.50. (Théorème de Fubini). Soit (X1, T1, µ1) et (X2, T2, µ2) deux espa
es mesurés
σ-�nis et f : X1 ×X2 −→ R mesurable par rapport à la tribu produit T1 × T2. Alors1. si f est positive, les fon
tions

x1 7→
∫

X2

f(x1, x2) dµ2 et x2 7→
∫

X1

f(x1, x2) dµ1sont mesurables et
∫

X1×X2

f(x1, x2) d(µ1⊗µ2) =

∫

X1

(∫

X2

f(x1, x2) dµ2

)
dµ1 =

∫

X2

(∫

X1

f(x1, x2) dµ1

)
dµ2 ;2. si f est intégrable sur X1 ×X2, les fon
tions

x1 7→
∫

X2

f(x1, x2) dµ2 et x2 7→
∫

X1

f(x1, x2) dµ1sont dé�nies presque partout et on a
∫

X1×X2

f(x1, x2) d(µ1 ⊗ µ2) =

∫

X1

(∫

X2

f(x1, x2) dµ2

)
dµ1 =

∫

X2

(∫

X1

f(x1, x2) dµ1

)
dµ2.Preuve. Pour prouver la première assertion, 
onsidérons l'appli
ation

ν : T1 × T2 −→ R+

A 7→
∫

X1

(∫

X2

χA(x1, x2) dµ2

)
dµ1.En s'appuyant sur le théorème de 
onvergen
e monotone 4.39, on montre que ν est une mesure sur

T1 × T2. Par ailleurs, si A = A1 ×A2 est un pavé, on a
ν(A) =

∫

X1

(∫

X2

χA(x1, x2) dµ2

)
dµ1

=

∫

X1

(∫

X2

χA1(x1)χA2(x2) dµ2

)
dµ1

=

(∫

X1

χA1(x1) dµ1

)(∫

X2

χA2(x2) dµ2

)

= µ1(A1)µ2(A2).La mesure ν 
oïn
ide don
 ave
 la mesure µ dé�nie par (4.5) sur l'ensemble des pavés, et don
par (4.7) sur l'algèbre A des réunions �nies de pavés. Par uni
ité du prolongement des mesures
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σ-�nies (
f. théorème 4.13), les mesures µ et ν sont égales. On a don
 pour toute fon
tion 
ara
-téristique d'ensemble T1 × T2-mesurable

∫

X1×X2

f(x1, x2) d(µ1 ⊗ µ2) =

∫

X1

(∫

X2

f(x1, x2) dµ2

)
dµ1Par linéarité, 
ette égalité reste vraie pour toute fon
tion étagée positive ; on l'étend à toutesles fon
tions positives mesurables en appliquant le théorème de 
onvergen
e monotone 4.39. Ladeuxième assertion se prouve en dé
omposant f en la somme de sa partie positive et de sa partienégative.4.8 Exer
i
es

⊲ 4.1. Prouver la proposition 4.5. En déduire que si (X, T , µ) est un espa
e mesuré et si A et Bsont deux ensembles mesurables,
A ⊂ B ⇒ µ(A) ≤ µ(B).

⊲ 4.2. Montrer que Q est un borélien de R. Quelle est sa mesure de Lebesgue ?
⊲ 4.3. Montrer que la tribu engendrée par les intervalles de R est la tribu borélienne de R.
⊲ 4.4. Montrer que la tribu engendrée par les pavés de Rd est la tribu borélienne de Rd.
⊲ 4.5. On 
her
her à 
onstruire un ensemble non mesurable pour la mesure de Lebesgue sur Rqu'on note i
i λ. On 
onsidère l'intervalle I = [0, 1[ (de mesure de Lebesgue égale à 1) et on note
∼ la relation d'équivalen
e sur I dé�nie par x ∼ y ⇔ x − y ∈ Q. Soit maintenant A un sous-ensemble de I 
onstruit en prenant un point et un seul dans 
haque 
lasse d'équivalen
e de larelation d'équivalen
e ∼ (
'est là qu'intervient l'axiome du 
hoix, 
f. remarque 4.21).1. Montrer que I =

⋃

r∈Q

Ar ave
 Ar = mod ({r +A} , 1) (la notation {r +A} désigne l'en-semble {r + α, α ∈ A} et mod (α, 1) le réel �α modulo 1�, qui est bien un élément de I).Supposons que les ensembles Ar soient mesurables.2. Montrer que si r 6= r′, Ar ∩Ar′ = ∅. En déduire que
∑

r∈Q

λ(Ar) = λ(I) = 1.3. En utilisant l'invarian
e par translation de la mesure de Lebesgue, montrer que λ(Ar) estune 
onstante indépendante de r.4. Con
lure.
⊲ 4.6. L'objet de 
et exer
i
e est de prouver la proposition 4.24. Soit don
 f et g deux fon
tionsmesurables d'un espa
e mesurable (X, T ) dans R.1. Montrer que

(max(f, g))−1(]α,+∞]) = f−1(]α,+∞]) ∪ g−1(]α,+∞]).En déduire que la fon
tion max(f, g) est mesurable. Montrer de même que min(f, g) estmesurable.
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(f + g)−1(]α,+∞]) =
⋃

q∈Q

(
f−1(]q,+∞]) ∩ g−1(]α − q,+∞])

)
.En déduire que la fon
tion f + g est mesurable.3. En utilisant le résultat du point 1, montrer que f+ = max(f, 0) et f− = −min(f, 0) sontmesurables ; en déduire que |f | est une fon
tion mesurable.4. Montrer que pour tout α ∈ R, αf est mesurable. En déduire que la fon
tion αf + βg pour αet β réels est mesurable si elle est bien dé�nie (
'est-à-dire si pour tout x ∈ X , on n'a jamais

(αf, βg) = (+∞,−∞) ou (αf, βg) = (−∞,+∞)).5. Montrer que la fon
tion fg est mesurable.6. Montrer que si f ne s'annule jamais, la fon
tion 1/f est mesurable ; en déduire que sous 
ette
ondition, f/g l'est aussi.
⊲ 4.7. Soit [a, b] un intervalle borné de R et χQ∩[a,b] la fon
tion 
ara
téristique de l'ensemble desnombres rationnels in
lus dans [a, b]. Montrer que χQ∩[a,b] est Lebesgue intégrable, mais n'est pasRiemann intégrable.
⊲ 4.8. Montrer que la fon
tion

f(x) =
sinx

1 + |x|est intégrable sur R au sens de Riemann (généralisé). Est-elle intégrable sur R au sens de Lebesgue ?
⊲ 4.9. Montrer que ∫ 1

0

(∫ 1

0

x2 − y2

(x2 + y2)2
dy

)
dx =

π

4
.En déduire que la fon
tion f(x, y) =

x2 − y2

(x2 + y2)2
n'est pas intégrable dans [0, 1] × [0, 1].

⊲ 4.10. Considérons l'espa
e Rd, qu'on peut identi�er à l'espa
e produit Rp × Rq si p + q = d.Véri�er que la tribu borélienne de Rd 
oïn
ide bien ave
 la tribu produit des tribus boréliennes de
Rp et de Rq.



Chapitre 5Espa
es Lp

Ce 
hapitre présente la 
onstru
tion et 
ertaines propriétés des espa
es fon
tionnels Lp qui jouentun r�le fondamental en analyse et dans les appli
ations. Nous 
onstruisons i
i les espa
es Lp(Ω)où Ω est un ouvert (ou plus généralement un borélien) de Rd mais la même démar
he permet dedé�nir les espa
es Lp(X, T , µ) où (X, T , µ) un espa
e mesuré quel
onque. Par la suite, on note λla mesure de Lebesgue.5.1 Fon
tions égales presque partoutProposition 5.1. Soit Ω un ouvert (ou plus généralement un borélien) de Rd. La relation �f = gpresque partout�, qui se traduit par �l'ensemble {x ∈ Ω, f(x) 6= g(x)} est négligeable (pour la mesurede Lebesgue)�, est une relation d'équivalen
e sur l'ensemble des fon
tions mesurables.Preuve. Notons ∼ la relation d'�égalité presque partout�. Montrons d'abord que ∼ est une relationd'équivalen
e. Considérons pour 
ela trois fon
tions mesurables f , g et h.� Il est 
lair que f ∼ f (la relation est ré�exive) ;� il est également évident que si f ∼ g alors g ∼ f (la relation est symétrique) ;� supposons maintenant que f ∼ g et g ∼ h. Soit A et B deux ensembles négligeables tels que
{x ∈ Ω, f(x) 6= g(x)} ⊂ A et {x ∈ Ω, g(x) 6= h(x)} ⊂ B. On voit tout de suite que

{x ∈ Ω, f(x) 6= h(x)} ⊂ {x ∈ Ω, f(x) 6= g(x)} ∪ {x ∈ Ω, g(x) 6= h(x)} ⊂ A ∪B.Pour montrer la transitivité de la relation ∼, il su�t de montrer que A ∪ B est négligeable.Cela dé
oule de l'inégalité
λ(A ∪B) ≤ λ(A) + λ(B) = 0.La relation d'équivalen
e d'�égalité presque partout� est 
ompatible ave
 l'intégration :Proposition 5.2. Soit Ω un ouvert (ou plus généralement un borélien) de Rd. Soit f et g deuxfon
tions intégrables égales presque partout. Alors ∫

Ω

f =

∫

Ω

g.Preuve. Soit A négligeable tel que {x ∈ Ω, f(x) 6= g(x)} ⊂ A. On a
∣∣∣∣
∫

Ω

f −
∫

Ω

g

∣∣∣∣ ≤
∫

Ω

|f − g| =

∫

A

|f − g| = 0,
ette dernière égalité étant une 
onséquen
e de la proposition 4.32.
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es Lp5.2 Espa
e L1Notons L1(Ω) le quotient (l'ensemble des 
lasses d'équivalen
e) de l'ensemble L1(Ω) par la relationd'équivalen
e d'�égalité presque partout�. Soulignons deux points importants :1. Si α ∈ R et si f1 et f2 sont deux fon
tions de L1(Ω) égales presque partout, alors αf1 et αf2sont aussi égales presque partout ; si f ∈ L1(Ω) et α ∈ R, on peut don
 dé�nir le produit
αf ∈ L1(Ω) : 
e sera la 
lasse d'équivalen
e du produit de α par n'importe quel représentantde f .2. Soit maintenant f1, f2, g1, g2 dans L1(Ω) telles que f1 = f2 et g1 = g2 presque partout. Onsait (
f. remarque 4.1) qu'on n'a pas le droit a priori de dé�nir f1 + g1 ou f2 + g2. Mais onpeut en revan
he dé�nir la somme f+g où f désigne la 
lasse de f1 (et de f2) et où g désignela 
lasse de g1 (et de g2). En e�et, 
omme f1 (resp. g1) est intégrable, on sait que les pointsoù f1 (resp. g1) est in�nie est de mesure nulle ; notons-le A1 (resp. B1). Soit f̃1 (resp. g̃1) lafon
tion égale à f1 (resp. à g1) en tout point de Ω \ A1 (resp. Ω \ B1) et égale à 0 sur A1(resp. sur B1). Comme les fon
tions f̃1 et g̃1 sont �nies sur tout Ω, il n'y a pas d'obsta
leà dé�nir leur somme. On peut véri�er que si l'on fait de même ave
 f2 et g2, on obtiendra
f̃1 + g̃1 = f̃2 + g̃2 presque partout. La 
lasse de fon
tions 
orrespondante sera par dé�nitionla somme f + g dans L1(Ω).On véri�e fa
ilement que les opérations de multipli
ation par un s
alaire et d'addition dé�nies
i-dessus 
onfèrent à L1(Ω) une stru
ture d'espa
e ve
toriel.Dé�nition 5.3. On note L1(Ω) l'espa
e ve
toriel obtenu en quotientant l'ensemble L1(Ω) parla relation d'équivalen
e d'�égalité presque partout�. Pour f ∈ L1(Ω), la notation ∫

Ω

f désignel'intégrale de l'une quel
onque des fon
tions appartenant à la 
lasse de f .C'est la proposition 5.2 qui garantit que pour f ∈ L1(Ω), ∫
Ω

f est dé�ni de manière unique. Danstoute la suite, on désignera par la même notation (f , g, ...) une fon
tion et la 
lasse d'équivalen
eà laquelle 
ette fon
tion appartient, et on parlera (par abus de langage) de fon
tions pour désignerles éléments de L1(Ω).La plus-value fondamentale qu'il y a à quotienter l'ensemble L1 par la relation d'équivalen
ed'�égalité presque partout� est que l'espa
e quotient L1 que l'on obtient ainsi est un espa
e deBana
h ; on dispose don
 pour travailler dans L1 des outils �géométriques� établis au 
hapitre 2.Théorème 5.4. Muni de la norme dé�nie par
‖f‖L1 =

∫

Ω

|f |,l'espa
e ve
toriel L1(Ω) est un espa
e de Bana
h.Preuve. Véri�ons d'abord que ‖f‖L1 est e�e
tivement une norme sur L1. Les points (ii) et (iii)de la dé�nition 1.1 sont fa
iles à véri�er. Reste le point (i). Pour le montrer, 
onsidérons unreprésentant de f , en
ore noté f , et dé�nissons pour tout k ∈ N∗ l'ensemble mesurable Ak =
{x ∈ Ω, |f(x)| ≥ 1/k} ; la fon
tion étagée ek = 1/k × χAk

véri�e 0 ≤ ek ≤ |f |. On a don

0 ≤ λ(Ak)

k
=

∫

Ω

ek ≤
∫

Ω

|f | = 0.Don
 λ(Ak) = 0. Il en résulte que l'ensemble
{x ∈ Ω, f(x) 6= 0} =

⋃

k∈N∗

Ak
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e L1 69est un ensemble négligeable (
'est une union dénombrable d'ensembles négligeables). D'où f = 0dans L1.Pour montrer la 
omplétude de L1, on va utiliser la 
ara
térisation des espa
es de Bana
h fourniepar le théorème 2.16. Soit un le terme général d'une série normalement 
onvergente (∑n∈N ‖un‖L1 <

+∞) ; montrons que la série ∑n∈N un 
onverge dans L1. Posons UN =
∑N

n=0 |un| et U∞ =∑+∞
n=0 |un|. La suite (UN )N∈N est une suite 
roissante de fon
tions positives. Il en résulte (
f.théorème 4.39) que

∫

Ω

U∞ =

∫

Ω

lim
N→+∞

UN = lim
N→+∞

∫

Ω

UN = lim
N→+∞

N∑

n=0

‖un‖L1 =

+∞∑

n=0

‖un‖L1 < +∞.La fon
tion U∞ est don
 intégrable ; on en déduit qu'elle est �nie presque partout (
f. théo-rème 4.33). Presque partout, la série de terme général un(x) est don
 absolument 
onvergentedon
 
onvergente ; notons alors v(x) sa limite et prolongeons la fon
tion v par 0 sur l'ensemblenégligeable sur lequel U∞ est in�nie. Posons en�n wN =
∣∣∣v −

∑N
n=0 un

∣∣∣. En réunissant les résultatsque l'on a établis, on voit que
{
wN (x) −→

N→+∞
0 presque partout,

∀N ∈ N, |wN (x)| ≤ 2U∞ sur Ω.En appliquant le théorème de 
onvergen
e dominée 4.42, on obtient v ∈ L1(Ω) et
∥∥∥∥∥v −

N∑

n=0

un

∥∥∥∥∥
L1

=

∫

Ω

∣∣∣∣∣v −
N∑

n=0

un

∣∣∣∣∣ −→
N→+∞

0,
e qui termine la preuve.Pour identi�er 
on
rètement la limite d'une suite de fon
tions (fn)n∈N dont on sait qu'elle 
onvergeen norme L1, on pourra utiliser le résultat suivant :Théorème 5.5. Soit (fn)n∈N une suite de fon
tions de L1(Ω) qui 
onverge dans L1(Ω) vers unefon
tion f . La suite (fn)n∈N admet alors une sous-suite (fnk
)k∈N qui 
onverge simplement vers fpresque partout dans Ω.Preuve. Construisons une sous-suite (fnk

)k∈N de la suite (fn)n∈N telle que
∀k ∈ N,

∥∥fnk+1
− fnk

∥∥
L1 ≤ 1

2k
,et posons

gk(x) =
k∑

j=1

∣∣fnj+1(x) − fnj (x)
∣∣ .On voit que la suite (gk)k∈N est mesurable, positive et 
roissante et qu'il dé
oule don
 du théo-rème 4.39 que sa limite simple g(x) =

+∞∑

j=1

∣∣fnj+1(x) − fnj (x)
∣∣ véri�e

∫

Ω

g = lim
k→+∞

∫

Ω

gk =

+∞∑

j=1

∥∥fnk+1
− fnk

∥∥
L1 ≤

+∞∑

j=1

1

2j
= 1.
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es LpOn déduit don
 de la proposition 4.33 que la fon
tion g est �nie sur un ensemble A ⊂ Ω de
omplémentaire négligeable. On a alors
∀x ∈ A, ∀0 ≤ k ≤ l, |fnl

(x) − fnk
(x)| ≤ g(x) − gk(x),
e qui implique1. que pour tout x ∈ A la suite (fnk

(x))k∈N, qui est de Cau
hy, 
onverge vers h(x) dans R,2. que h, prolongée par 0 dans Ω \A, est mesurable (
'est une limite simple de fon
tions mesu-rables),3. que pour tout x ∈ A, |h(x) − fnk
(x)| ≤ g(x).Il résulte don
 du théorème de 
onvergen
e dominée que la sous-suite (fnk

)k∈N 
onverge en norme
L1 vers h, et don
 que h = f . Finalement, la sous-suite (fnk

)k∈N 
onverge don
 presque partoutvers f .5.3 Espa
e L2En réalisant 
ette même opération de �quotientage� non plus sur l'ensemble des fon
tions intégrablesmais sur l'ensemble des fon
tions de 
arré intégrable, on obtient un espa
e ve
toriel qu'on peutmunir d'une stru
ture hilbertienne.Considérons l'ensemble
L2(Ω) =

{
f mesurable, ∫

Ω

|f |2 < +∞
}
,des fon
tions de 
arré intégrable.Dé�nition 5.6. On note L2(Ω) l'espa
e ve
toriel obtenu en quotientant l'ensemble L2(Ω) par larelation d'équivalen
e d'�égalité presque partout�.En utilisant l'inégalité

|fg| ≤ 1

2

(
|f |2 + |g|2

)on voit que si f et g sont dans L2, alors le produit fg est dans L1 ; 
e
i permet de dé�nir sur L2(Ω)le produit s
alaire
(f, g)L2 =

∫

Ω

fg(la bilinéarité, la symétrie et la positivité sont 
laires ; en�n, (f, f)L2 = 0 si et seulement si |f |2 = 0presque partout et don
 si et seulement si f = 0 dans L2). Qui plus est,Théorème 5.7. Muni du produit s
alaire dé�ni par
(f, g)L2 =

∫

Ω

fgl'espa
e L2(Ω) est un espa
e de Hilbert.Preuve. La démonstation de la 
omplétude de l'espa
e L2 s'apparente à 
elle de la 
omplétude del'espa
e L1.Terminons 
ette se
tion en remarquant que l'inégalité de Cau
hy-S
hwarz (3.2) prend dans l'espa
e
L2 la forme suivante : pour tout f et g dans L2(Ω)

∣∣∣∣
∫

Ω

fg

∣∣∣∣ ≤
(∫

Ω

|f |2
)1/2 (∫

Ω

|g|2
)1/2

. (5.1)



5.4. Espa
e L∞ 715.4 Espa
e L∞Dé�nition 5.8. On dit qu'une fon
tion mesurable f est essentiellement bornée s'il existe un réelpositif M tel que
λ ({x ∈ Ω, |f(x)| ≥M}) = 0.On note L∞(Ω) l'ensemble des fon
tions essentiellement bornées.Dé�nition 5.9. On note L∞(Ω) l'espa
e ve
toriel obtenu en quotientant l'ensemble L∞(Ω) par larelation d'équivalen
e d'�égalité presque partout�. On désigne par ‖ · ‖L∞ : L∞(Ω) → R+ l'appli
a-tion dé�nie par

‖f‖L∞ = inf {M ≥ 0, λ ({x ∈ Ω, |f(x)| ≥M}) = 0} . (5.2)Nous allons maintenant véri�er que l'appli
ation ‖·‖L∞ dé�nie 
i-dessus dé�nit bien une norme surl'espa
e ve
toriel L∞(Ω). Mieux, 
ette norme 
onfère à L∞(Ω) une stru
ture d'espa
e de Bana
h.Pour 
ela, 
ommençons par le lemme suivant.Lemme 5.10. Pour tout f ∈ L∞(Ω), on a
|f(x)| ≤ ‖f‖L∞ presque partout dans Ω.Preuve. Voir exer
i
e 5.1.Une 
onséquen
e immédiate du lemme 5.10 est le fait que l'appli
ation ‖ · ‖L∞ dé�nit bien unenorme sur L∞(Ω). Passons maintenant à la 
omplétude de L∞(Ω).Théorème 5.11. Muni de la norme ‖ · ‖L∞ dé�nie par (5.2), l'espa
e ve
toriel L∞(Ω) est unespa
e de Bana
h.Preuve. Voir exer
i
e 5.2.5.5 Autres espa
es LpSoit un réel p tel que 1 ≤ p < +∞. On dé�nit l'ensemble Lp(Ω) par

Lp(Ω) =

{
f mesurables, ∫

Ω

|f |p < +∞
}
.Dé�nition 5.12. On note Lp(Ω) l'espa
e ve
toriel obtenu en quotientant Lp(Ω) par la relationd'équivalen
e d'�égalité presque partout�. On désigne par ‖ · ‖Lp : Lp(Ω) → R+ l'appli
ation dé�niepar

‖f‖Lp =

(∫

Ω

|f |p
) 1

p

. (5.3)Remarque 5.13. Le fait que Lp(Ω) est un espa
e ve
toriel se prouve en observant que
|f(x) + g(x)|p ≤ 2pmax{|f(x)|p, |g(x)|p} ≤ 2p(|f(x)|p + |g(x)|p)si bien que f ∈ Lp(Ω) et g ∈ Lp(Ω) implique que f + g ∈ Lp(Ω).



72 Chapitre 5 : Espa
es LpDé�nition 5.14. Soit un réel p ave
 1 ≤ p ≤ +∞. On appelle réel 
onjugué de p le réel p′ dé�nipar la relation
1

p
+

1

p′
= 1.En parti
ulier, on a 1 ≤ p′ ≤ +∞, p′ = +∞ si p = 1, p′ = 1 si p = +∞ si p′ = 1 et p′ = 2 si

p = 2. De plus, on a (p′)′ = p.Théorème 5.15. (Inégalité de Hölder). Si f ∈ Lp(Ω) et g ∈ Lp
′

(Ω), alors le produit fg est dans
L1(Ω) et

‖fg‖L1 ≤ ‖f‖Lp ‖g‖Lp′ . (5.4)Preuve. Pour p = 1 et pour p = +∞, l'inégalité (5.4) prend la forme suivante : pour f ∈ L1(Ω) et
g ∈ L∞(Ω),

‖fg‖L1 ≤ ‖f‖L1‖g‖L∞,
e qui est une 
onséquen
e immédiate du lemme 5.10. Considérons maintenant le 
as 1 < p < +∞,et soit p′ le réel 
onjugué de p. Soit f ∈ Lp(Ω) et g ∈ Lp
′

(Ω). Si f = 0 ou g = 0, l'inégalité deHölder est évidemment véri�ée. Dans le 
as 
ontraire, on utilise l'inégalité de Young (1.6) ave

u =

|f(x)|
‖f‖Lp

et u =
|g(x)|
‖g‖Lp′

pour établir que
|f(x)|
‖f‖Lp

|g(x)|
‖g‖Lp′

≤ 1

p

( |f(x)|
‖f‖Lp

)p
+

1

p′

( |g(x)|
‖g‖Lp′

)p′ presque partout.En intégrant sur Ω, on obtient
1

‖f‖Lp ‖g‖Lp′

∫

Ω

|f | |g| ≤ 1

p
+

1

p′
= 1.D'où l'inégalité (5.4).Notons que l'inégalité de Cau
hy-S
hwarz (5.1) est un 
as parti
ulier de l'inégalité de Hölder(
orrespondant à p = p′ = 2). Une 
onséquen
e importante de l'inégalité de Hölder est l'inégalitéde Minkowski dont dé
oule le fait que l'appli
ation ‖·‖Lp dé�nie par (5.3) est une norme sur Lp(Ω).Proposition 5.16. Soit f et g dans Lp(Ω). Alors, on a

‖f + g‖Lp ≤ ‖f‖Lp + ‖g‖Lp .Preuve. Voir exer
i
e 5.3.Théorème 5.17. Equipé de la norme ‖ · ‖Lp, Lp(Ω) est un espa
e de Bana
h.Preuve. Pro
éder 
omme dans la preuve de la 
omplétude de L1(Ω).L'inégalité de Hölder a également plusieurs 
onséquen
es importantes sur les relations d'in
lusionentre les divers espa
es Lp. En voi
i deux.



5.5. Autres espa
es Lp 73Proposition 5.18. Soit Ω ⊂ Rd tel que λ(Ω) < +∞ et 1 ≤ p < q ≤ +∞, alors
Lq(Ω) ⊂ Lp(Ω).Preuve. On applique l'inégalité de Hölder ave
 l'exposant α = q

p (qui est bien 
ompris entre 1 et
+∞). Le réel 
onjugué α′ vaut q

q−p . Il vient
‖f‖pLp =

∫

Ω

|f |p ≤
(∫

Ω

|f |pα
) 1

α
(∫

Ω

1α
′

) 1
α′

= ‖f‖pLqλ(Ω)
q−p

q .D'où
‖f‖Lp ≤ ‖f‖Lqλ(Ω)

q−p
pq .Proposition 5.19. (Interpolation entre espa
es Lp). Si f ∈ Lp(Ω)∩Lq(Ω) pour 1 ≤ p ≤ q ≤ +∞,alors f ∈ Lr(Ω) pour tout p ≤ r ≤ q et on a l'inégalité d'interpolation

‖f‖Lr ≤ ‖f‖αLp ‖f‖1−α
Lq , (5.5)où α ∈ ]0, 1[ est le réel tel que 1

r = α
p + 1−α

q .Preuve. Voir exer
i
e 5.4.La proposition suivante a�ne l'inégalité triangulaire pour la norme ‖ · ‖Lp .Proposition 5.20. (Inégalité de Hanner). Soit 1 ≤ p ≤ +∞ et soit deux fon
tions f et g dans
Lp(Ω). Si 1 ≤ p ≤ 2, on a

‖f + g‖pLp + ‖f − g‖pLp ≥ (‖f‖Lp + ‖g‖Lp)p +
∣∣‖f‖Lp − ‖g‖Lp

∣∣p, (5.6)alors que 
ette inégalité est renversée pour 2 ≤ p < +∞.Preuve. Voir exer
i
e 5.11.Lorsque p = 2, l'inégalité (5.6) est en fait une égalité qui porte le nom d'identité du parallélo-gramme ; elle s'é
rit sous la forme
‖f‖2

L2 + ‖g‖2
L2 =

1

2
‖f + g‖2

L2 +
1

2
‖f − g‖2

L2, (5.7)
e qui se démontre simplement en développant le membre de droite. Par ailleurs, en remplaçant fpar f + g et g par f − g dans (5.6), il vient
(‖f + g‖Lp + ‖f − g‖Lp)p +

∣∣‖f + g‖Lp − ‖f − g‖Lp

∣∣p ≤ 2p(‖f‖pLp + ‖g‖pLp) (5.8)pour p < 2, l'inégalité étant renversée pour p > 2.Nous admettrons le résultat suivant (voir référen
e [Brézis 83℄, pages 57 et 61) :
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es LpThéorème 5.21. Soit 1 < p < +∞ et p′ le réel 
onjugué de p. L'espa
e ve
toriel Lp′(Ω) s'identi�eau dual topologique de l'espa
e Lp(Ω). Plus pré
isément, pour toute forme linéaire 
ontinue ϕ sur
Lp(Ω), il existe un unique u ∈ Lp

′

(Ω) tel que
∀v ∈ Lp(Ω), 〈ϕ, v〉(Lp)′,Lp =

∫

Ω

u v.De plus, ‖u‖Lp′ = ‖ϕ‖(Lp)′ .Remarque 5.22. On peut également montrer que L∞(Ω) s'identi�e au dual topologique de L1(Ω).En revan
he, L1(Ω) ne s'identi�e pas au dual topologique de L∞(Ω).5.5.1 Espa
es L
p

locDé�nition 5.23.1. On dit qu'une fon
tion mesurable f est lo
alement intégrable sur Ω si fχK ∈ L1(Ω) pourtout 
ompa
t K in
lus dans Ω. On note L1
loc(Ω) l'espa
e ve
toriel des fon
tions lo
alementintégrables.2. On note Lploc(Ω) l'espa
e ve
toriel des fon
tions mesurables f telles que fχK ∈ Lp(Ω) pourtout 
ompa
t K in
lus dans Ω.3. Soit (fn)n∈N une suite de Lploc(Ω) et f ∈ Lploc(Ω). On dit que (fn) 
onverge vers f dans

Lploc(Ω) si pour tout 
ompa
t K in
lus dans Ω, la suite (fn|K) 
onverge vers f |K dans Lp(K).Proposition 5.24. Si 1 ≤ p < q ≤ +∞, alors
Lqloc(Ω) ⊂ Lploc(Ω).Preuve. Conséquen
e de la proposition 5.18.5.6 Convolution dans L1(Rd)Dé�nition - Théorème 5.25. Soit f et g dans L1(Rd). La fon
tion notée f ⋆ g dé�nie prequepartout sur Rd par

(f ⋆ g)(x) =

∫

Rd

f(x− y)g(y) dyest appelée la 
onvolée ou en
ore le produit de 
onvolution de f et g. La fon
tion f ⋆ g est dans
L1(Rd) et on a

‖f ⋆ g‖L1 ≤ ‖f‖L1 ‖g‖L1. (5.9)Preuve. Laissée en exer
i
e (des indi
ations sont fournies dans l'énon
é de l'exer
i
e 5.14).Proposition 5.26. Soit f , g et h dans L1(Rd) ; soit α dans R. On a les propriétés suivantes
f ⋆ g = g ⋆ f, f ⋆ (g + h) = (f ⋆ g) + (f ⋆ h) , f ⋆ (αg) = α (f ⋆ g) , (f ⋆ g) ⋆ h = f ⋆ (g ⋆ h).Muni du produit de 
onvolution, l'espa
e L1(Rd) est don
 une algèbre 
ommutative.



5.7. Exer
i
es 75Preuve. La 
ommutativité résulte de l'invarian
e par translation de la mesure de Lebesgue ; lesdeux points suivants dé
oulent de la linéarité de l'intégrale ; l'asso
iativité se montre en utilisantle théorème de Fubini et l'invarian
e par translation de la mesure de Lebesgue.L'opération de 
onvolution, qui peut s'étendre à une 
ertaine 
lasse de distributions, intervientnaturellement dans les phénomènes qui présentent une invarian
e par translation (dans le tempsou dans l'espa
e par exemple) ; elle joue un r�le très important en analyse et dans les appli
ations,notamment en traitement du signal.Par ailleurs, un des intérêts pratiques de la 
onvolution est qu'elle permet de �régulariser� unefon
tion ou une distribution peu régulière. Ainsi le théorème 6.15 (de densité des fon
tions C∞à support 
ompa
t dans l'espa
e Lp pour tout 1 ≤ p < +∞) qui joue un r�le important dans lathéorie des distributions (
f. 
hapitre 6 et suivants) se prouve par une te
hnique de régularisationpar 
onvolution. On montre ainsi par exemple (mais 
'est un peu te
hnique) que si f ∈ L1(Rd) etsi χ ∈ C∞(Rd) ∩ L1(Rd) est une fon
tion dont l'intégrale sur Rd vaut 1, la suite (fk)k∈N∗ dé�niepar fk = f ⋆ χk où
∀k ∈ N∗, ∀x ∈ Rd, χk(x) = kdχ(kx).est dans C∞(Rd)∩L1(Rd) et tend vers f en norme L1 (
e qui montre la densité de C∞(Rd)∩L1(Rd)dans L1(Rd) et fournit un pro
édé de 
onstru
tion d'une suite de C∞(Rd) ∩ L1(Rd) qui 
onvergeen norme L1 vers une fon
tion donnée de L1(Rd)).5.7 Exer
i
es

⊲ 5.1. Prouver le lemme 5.10. Indi
ation : introduire une suiteMn qui tend vers ‖f‖L∞ par valeurssupérieures et 
onsidérer l'ensemble de mesure nulle An sur lequel |f(x)| > Mn.
⊲ 5.2. Prouver le théorème 5.11. Indi
ation : 
onsidérer une suite de Cau
hy (fn)n∈N dans L∞(Ω)et pour tout entier k ≥ 1, 
onsidérer l'entier nk et l'ensemble de mesure nulle Ak tels que

∀x ∈ Ω \Ak, ∀m,n ≥ nk, |fm(x) − fn(x)| ≤
1

k
.

⊲ 5.3. Prouver la proposition 5.16. Indi
ation : observer que
|f(x) + g(x)|p ≤ |f(x)| |f(x) + g(x)|p−1 + |g(x)| |f(x) + g(x)|p−1et que |f + g|p−1 ∈ Lp

′

(Ω) où p′ est le réel 
onjugué de p, puis utiliser l'inégalité de Hölder.
⊲ 5.4. Prouver la proposition 5.19. Indi
ation : appliquer l'inégalité de Hölder aux fon
tions |f |rαet |f |r(1−α) ave
 l'exposant γ = p

rα .
⊲ 5.5. Pourquoi ne 
onsidère-t-on pas des espa
es Lp(Ω) pour p < 1 ? Indi
ation : penser àl'inégalité triangulaire.
⊲ 5.6. Soit k réels (p1, . . . , pk) tous 
ompris entre 1 et +∞. On pose p = (

∑k
i=1

1
pi

)−1 et on supposeque p ≥ 1. Soit k fon
tions (f1, . . . , fk) telles que pour tout 1 ≤ i ≤ k, fi ∈ Lpi(Ω). Montrer que leproduit f = f1 . . . fk est dans Lp(Ω) et que
‖f‖Lp ≤ ‖f1‖Lp1 . . . ‖fk‖Lpk .Indi
ation : utiliser l'inégalité de Hölder.
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⊲ 5.7. Montrer que pour tout 1 ≤ p < q ≤ +∞,

L∞(Ω) ∩ Lp(Ω) ⊂ L∞(Ω) ∩ Lq(Ω).Plus généralement, montrer que pour tout 1 ≤ p < q < r ≤ +∞,
Lr(Ω) ∩ Lp(Ω) ⊂ Lr(Ω) ∩ Lq(Ω).

⊲ 5.8. Soit f ∈ L∞(Ω). On suppose qu'il existe un réel 1 ≤ q ≤ +∞ tel que f ∈ Lq(Ω). Montrerque
lim

p→+∞,p≥q
‖f‖Lp = ‖f‖L∞.Note : 
ette propriété justi�e la notation ‖f‖L∞.

⊲ 5.9. On 
onsidère la fon
tion f(x) = (x log2(1/x))−1 sur Ω = ]0, 1
2 [. Véri�er que f ∈ L1(Ω) maisque f n'est pas dans ⋃p>1 L

p(Ω).
⊲ 5.10. Soit f et g dans Lp(Ω) ave
 1 < p < +∞. L'objet de 
ette exer
i
e est d'étudier ladi�erentiabilité de la fon
tion

N : R ∋ t 7−→ N(t) = ‖f + tg‖pLp ∈ R.� Soit deux réels a et b. Montrer que
lim
t→0

1

t
(|a+ tb|p − |a|p) = p|a|p−2ab.(Noter que pour p > 1, |a|p−2a peut être prolongé par 
ontinuité en 0 pour a = 0.)� Montrer que
d

dt
N |t=0 =

∫

Ω

p|f |p−2fg.Indi
ation : utiliser le théorème de 
onvergen
e dominée pour justi�er la dérivation sous lesigne somme. On montrera au préalable que pour des réels a et b,
|a|p − |a− b|p ≤ 1

t
(|a+ tb|p − |a|p) ≤ |a+ b|p − |a|p,
e qui se prouve en utilisant la 
onvexité de la fon
tion s 7→ |s|p sur R+.

⊲ 5.11. L'objet de 
et exer
i
e est de prouver la proposition 5.20. On suit i
i la preuve proposéepar Ball, Carlen et Lieb. Sans perte de généralité, on peut supposer que ‖f‖Lp = 1 et ‖g‖Lp ≤ 1.� Pour r ∈ ]0, 1[, on pose
α(r) = (1 + r)p−1 + (1 − r)p−1,

β(r) = [(1 + r)p−1 − (1 − r)p−1]r1−p.Soit R ∈ ]0, 1[. Montrer que la fon
tion ΦR(r) = α(r)+β(r)Rp est maximale (resp., minimale)en r = R pour p < 2 (resp., pour p > 2).� En déduire que pour deux réels positifs a et b,
α(r)|a|p + β(r)|b|p ≤ |a+ b|p + |a− b|ppour p < 2, l'inégalité étant renversée pour p > 2. Montrer que 
es ingéalités s'étendent au
as de réels a et b de signe quel
onque.
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es 77� Con
lure.
⊲ 5.12. (Inégalité de Clarkson et uniforme 
onvexité de la boule unité de Lp).� Soit 2 ≤ p < +∞. Montrer que pour tout f, g ∈ Lp(Ω),

‖ 1
2 (f + g)‖pLp + ‖ 1

2 (f − g)‖pLp ≤ 1

2
(‖f‖pLp + ‖g‖pLp).Indi
ation : utiliser la 
onvexité de la fon
tion (s2 + 1)p/2 − sp − 1 sur R+.� Soit ǫ > 0 �xé. Montrer que si f et g sont dans la boule unité de Lp et si ‖f − g‖Lp > ǫ, alors

‖ 1
2 (f + g)‖Lp < 1 − δ(ǫ) ave
 δ(ǫ) = 1 − (1 − (ǫ/2)p)1/p.� Interpréter géométriquement la propriété 
i-dessus. Peut-elle être étendue au 
as p = +∞ ?

⊲ 5.13. Soit 1 < p < +∞. L'objet de 
et exer
i
e est de prouver le résultat suivant : toute suite
(fn)n∈N de Lp(Ω) telle que pour tout u ∈ Lp

′

(Ω), la suite (
∫
Ω
ufn)n∈N est bornée, est elle-mêmebornée. On raisonne par l'absurde en supposant que la suite (fn)n∈N n'est pas bornée.� Expliquer pourquoi modulo l'extra
tion d'une sous-suite et une renormalisation, on peutsupposer que ‖fn‖Lp = 4n.� On pose un(x) = |fn(x)|p−2fn(x)/‖fn‖p−1

Lp . Véri�er que ‖un‖Lp′ = 1 pour tout n ∈ N.� On pose ǫ0 = 1, et pour n ≥ 1, on 
onstruit la suite (ǫn)n∈N par ré
urren
e en 
hoisissant
ǫn ∈ {−1,+1} de sorte que ǫn ∫Ω unfn ait le même signe que ∑n−1

k=0 3−kǫk
∫
Ω ukfn. Montrerque la série ∑n∈N 3−nǫnun 
onverge dans Lp′(Ω) et que pour tout n ∈ N,

∣∣∣∣∣

n∑

k=0

3−nǫn

∫

Ω

unfn

∣∣∣∣∣ ≥
(

4

3

)n
.� Montrer que |

∫
Ω
ufn| ≥ 1

2 (4
3 )n. Con
lure.

⊲ 5.14. Prouver le théorème 5.25. Indi
ation : montrer dans un premier temps que
∫

Rd

∫

Rd

|f(x− y)| |g(y)| dx dy = ‖f‖L1 ‖g‖L1.

⊲ 5.15. Soit f ∈ L1(Rd) et g ∈ Lp(Rd) ave
 1 ≤ p ≤ +∞.� Montrer que pour presque tout x ∈ Rd, la fon
tion y 7→ f(x− y)g(y) est intégrable sur Rd.� En notant f ⋆ g(x) la valeur de l'intégrale de la fon
tin 
i-dessus, montrer que f ⋆ g ∈ Lp(Rd)et que
‖f ⋆ g‖Lp ≤ ‖f‖L1 ‖g‖Lp.Indi
ation : utiliser l'inégalité de Hölder.
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Chapitre 6Notion de distributionLes espa
es fon
tionnels que nous avons 
onstruits jusqu'à présent, à savoir les espa
es Ck etles espa
es Lp, sont inadéquats pour analyser la plupart des problèmes mathématiques issus dess
ien
es de l'ingénieur, en parti
ulier 
eux relevant de la théorie des EDP.La théorie des distributions, introduite par Laurent S
hwartz en 1946, généralise la notion defon
tion et o�re un 
adre 
on
eptuel uni�é parti
ulièrement élégant permettant de 
onstruire desespa
es fon
tionnels adaptés à 
es problèmes. Qui plus est, les distributions se révèlent à l'usageplus souples à manipuler que les fon
tions : toute distribution est dérivable et sa dérivée est en
oreune distribution, les 
ritères de 
onvergen
e sont fa
iles à véri�er, la dérivée de la limite est toujourségale à la limite des dérivées, ...Dans tout 
e 
hapitre, Ω désigne un ouvert (borné ou non) de Rd ave
 d ≥ 1.6.1 Insu�san
es de la notion de fon
tionSoit freg : R → R une fon
tion régulière, disons de 
lasse C2. La fon
tion
ureg : R × R+ → R

(x, t) 7→ ureg(x, t) = freg(x− ct)représente d'un point de vue physique une onde qui se dépla
e sans déformation à la 
élérité c dansle sens des x 
roissants
c

et véri�e l'équation (dite des ondes)
1

c2
∂2u

∂t2
− ∂2u

∂x2
= 0. (6.1)Soit maintenant fsing : R → R une fon
tion plus singulière, par exemple le 
réneau fsing(x) =

H(x) −H(x− L) où H désigne la fon
tion de Heaviside dé�nie presque partout par
H(x) =

{
0 si x < 0,
1 si x > 0.
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using(x, t) = fsing(x− ct) = H(x− ct)−H(x− ct−L) représente toujours physiquement une ondede 
élérité c se déplaçant sans déformation dans le sens des x 
roissants. Pourtant on ne peut pasé
rire que using véri�e l'équation des ondes (6.1), tout au moins au sens usuel, par
e que 
ettefon
tion manque de régularité ; en e�et, si on s'en tient à la dé�nition usuelle de la dérivée, H estdérivable en tout point de R∗ (et H ′(x) = 0 pour tout x 6= 0) mais n'est pas dérivable en 0.

c

A�n d'e�e
tuer les premiers 
al
uls de mé
anique quantique, Dira
 a introduit en 1926 la �fon
tion�qui porte son nom et qu'on note usuellement δ ou δ0, �dé�nie� par
δ(x) =

{
0 si x 6= 0,
+∞ si x = 0,

et ∫

R

δ(x) dx = 1.Formellement, H ′ = δ puisque H(x) =
∫ x
−∞ δ(y) dy presque partout. Cette dé�nition manque
lairement de rigueur mathématique mais Dira
 est allé en
ore plus loin : il a utilisé dans ses
al
uls la dérivée de la �fon
tion� δ, qu'on notera δ′ sans essayer pour le moment de la dé�nir pluspré
isément.En appliquant 
e formalisme à notre exemple, on voit que

∂using
∂t

(x, t) = −c δ(x− ct) + cδ(x− ct− L),
∂using
∂x

(x, t) = δ(x − ct) − δ(x − ct− L)

∂2using
∂t2

(x, t) = c2 δ′(x− ct) − c2δ′(x− ct− L),
∂2using
∂x2

(x, t) = δ′(x− ct) − δ′(x− ct− L)d'où il résulte que
1

c2
∂2using
∂t2

− ∂2using
∂x2

= 0.Si don
 on relâ
he (provisoirement) l'exigen
e de rigueur mathématique, on peut �prouver� quel'onde using véri�e bien l'équation des ondes (6.1) : 
'est un bon point sur un plan théorique (à uneréalité physique donnée 
orrespond toujours la même équation) aussi bien que sur un plan pratique(il est bien utile de disposer d'équations pour faire de la physique ou de la mé
anique). C'est lathéorie des distributions qui permettra de donner un sens parfaitement rigoureux à la �fon
tion�de Dira
 (qui n'est pas une fon
tion au sens usuel mais un objet plus général : une distribution)et à ses dérivées, et de justi�er tous les 
al
uls 
i-dessus.Il a fallu vingt ans aux mathémati
iens pour justi�er les 
al
uls de Dira
, qui étaient tous justes !Fort heureusement pour le développement des s
ien
es, s
ienti�ques et ingénieurs n'attendent pasde disposer d'outils mathématiques parfaitement polis pour e�e
tuer leurs 
al
uls (
'est d'ailleurssouvent pour justi�er des 
al
uls non rigoureux que de nouveaux outils mathématiques sont déve-loppés). Cela dit, disposer du bon 
adre mathématique donne assurément une 
ompréhension plusprofonde des équations et fournit des gardes-fous au 
ommun des utilisateurs (tout le monde nes'appelle pas Dira
). En e�et, tant qu'on reste dans un 
adre mathématique bien dé�ni, on saitexa
tement quelles sont les opérations li
ites qu'on peut e�e
tuer ave
 les objets qu'on manipule.Dès qu'on sort d'un tel 
adre, il n'y a plus que l'intuition qui permet de savoir 
e qui est autoriséet 
e qui ne l'est pas ; il faut don
 redoubler de pruden
e 
ar on travaille sans �let. Pour illustrer
ela, e�e
tuons un petit 
al
ul sur la fon
tion de Heaviside et sa dérivée δ qui sonne juste mais quiest pourtant faux :
H2 = H ⇒ 2Hδ = δ ⇒ 2H2δ = Hδ ⇒ 2Hδ = Hδ ⇒ Hδ = 0.Don
 δ = 2Hδ = 0. Mais δ 6= 0 puisque ∫

R

δ(x) dx = 1.



6.2. Changeons de point de vue 816.2 Changeons de point de vueOn a vu 
i-dessus que si l'on tentait de dé�nir la �fon
tion� δ 
omme une fon
tion usuelle, 
'est-à-dire en donnant ses valeurs pon
tuelles, on aboutissait à une impasse. Cela né
essite de 
hangerde point de vue.Dorénavant, on ne va plus 
onsidérer les valeurs pon
tuelles d'une fon
tion f : Ω −→ R maisuniquement ses valeurs moyennes �
ontre� des fon
tions test φ, autrement dit les quantités
∫

Ω

f φ.Comme ensemble des fon
tions test, on prendra l'espa
e ve
toriel D(Ω) des fon
tions C∞ sur Ωà support 
ompa
t (la dé�nition pré
ise sera donnée dans la dé�nition 6.2). La suite justi�era 
e
hoix un peu surprenant au premier abord.On asso
ie ainsi à la fon
tion f la forme linéaire sur D(Ω) notée Tf et dé�nie par
Tf : D(Ω) → R

φ 7→ 〈Tf , φ〉 =
∫
Ω
f φ.Remarquons que Tf est dé�nie pour toute fon
tion f de L1

loc(Ω). Par ailleurs, si f et g sont deuxfon
tions de L1
loc(Ω),

Tf = Tg ⇔ ∀φ ∈ D(Ω),

∫

Ω

fφ =

∫

Ω

gφ ⇔ f = g presque partout.Cette dernière équivalen
e n'est pas triviale : elle fait l'objet du théorème 7.1, qui sera démontréau 
hapitre suivant. Elle signi�e que l'espa
e des fon
tions test est su�samment ri
he pour qu'onpuisse distinguer deux fon
tions f et g de L1
loc en ne 
onsidérant que l'a
tion de Tf et Tg sur lesfon
tions test.Ce 
hangement de point de vue se révèle extrêmement fé
ond :1. Tout d'abord, il donne lieu à une généralisation naturelle de la notion de fon
tion. On dé�nitune distribution sur Ω 
omme une forme linéaire 
ontinue (en un sens qui sera pré
isé plusloin) sur D(Ω) et on note D′(Ω) l'espa
e ve
toriel des distributions sur Ω, autrement dit ledual topologique de D(Ω). On vient de voir qu'il existe une inje
tion naturelle f 7→ Tf de

L1
loc(Ω) dans D′(Ω). Mais il existe des distributions qui ne peuvent pas être représentées pardes fon
tions (l'appli
ation f 7→ Tf est loin d'être surje
tive) :� il en est ainsi par exemple de la distribution δa (masse de Dira
),

δa : D(R) → R

φ 7→ 〈δa, φ〉 = φ(a).Il est 
lair en e�et (le montrer en exer
i
e) qu'on ne peut pas trouver de fon
tion dans
f ∈ L1

loc(R) qui véri�e pour tout φ ∈ D′(Ω), ∫
R
f(x)φ(x) dx = φ(a) ;� il en va de même pour la distribution δ′a dé�nie par

δ′a : D(R) → R

φ 7→ 〈δ′a, φ〉 = −φ′(a),dont on verra dans un moment que 
'est bien la �dérivée� (au sens des distributions) de δa.



82 Chapitre 6 : Notion de distribution2. En deuxième lieu, on peut utiliser la régularité des fon
tions test pour dériver n'importequelle distribution en faisant porter la dérivation sur la fon
tion test. C'est le 
on
ept dedérivée faible qui s'appuie sur la remarque suivante : pour f ∈ C1(R), on a
∀φ ∈ D(R),

∫

R

df

dx
φ = −

∫

R

f
dφ

dx
.Pour une fon
tion qui n'est pas dérivable, par exemple la fon
tion H de Heaviside, le membrede gau
he n'est pas dé�ni au sens usuel, mais le membre de droite l'est. On va don
 dé�nirla dérivée au sens des distributions dans D′(R) par

∀φ ∈ D(R), 〈dT
dx
, φ〉 := −〈T, dφ

dx
〉On a ainsi

∀φ ∈ D(R), 〈dH
dx

, φ〉 = −〈H, dφ
dx

〉 = −
∫ +∞

0

dφ

dx
(x) dx = φ(0) = 〈δ0, φ〉On en déduit, déjà un peu plus rigoureusement que pré
édemment, que dH

dx
= δ0 dans D′(R).3. En�n, la topologie de D′(Ω) qui sera dé�nie plus loin via la notion de suite 
onvergente,permettra de montrer des théorèmes à la fois très puissants et très simples à utiliser qui fontdes distributions un outil de premier 
hoix pour faire de l'analyse.6.3 Dé�nitions et premier exemplesVenons en maintenant à la dé�nition rigoureuse de 
e qu'est une distribution. Nous avons ditplus haut qu'une distribution était une forme linéaire 
ontinue sur l'espa
e ve
toriel D(Ω) desfon
tions C∞ à support 
ompa
t dans Ω. Rappelons don
 pour 
ommen
er 
e qu'est le supportd'une fon
tion 
ontinue.Dé�nition 6.1. Soit Ω ouvert de Rd et φ : Ω −→ R 
ontinue. On dé�nit le support de φ par

Supp(φ) = {x ∈ Ω, φ(x) 6= 0}Ω
.Pré
isons que la notation AΩ signi�e �fermeture de l'ensemble A dans Ω� ; 
'est don
 l'ensembledes points de Ω qui sont limites de suites de points de A. A�n d'é
lairer 
ette dé�nition, donnonsquelques exemples :1. Ω = R, φ(x) = sinx

{x ∈ R, φ(x) 6= 0} = R \ πZ, Supp(φ) = {x ∈ R, φ(x) 6= 0}R
= R.2. Ω = ] − π, 2π[ ∪ ]2π, 4π[, φ(x) =





sinx si x ∈ ] − π, π[
0 si x ∈ [π, 2π[
x− 3π si x ∈ ]2π, 4π[

{x ∈ Ω, φ(x) 6= 0} = ] − π, 0[ ∪ ]0, π[ ∪ ]2π, 3π[ ∪ ]3π, 4π[,

Supp(φ) = {x ∈ Ω, φ(x) 6= 0}Ω
= ] − π, π] ∪ ]2π, 4π[.



6.3. Dé�nitions et premier exemples 833. Ω = ]0, 3[, φ(x) =





x si x ∈ ]0, 1]
2 − x si x ∈ ]1, 2]
0 si x ∈ ]2, 3[

{x ∈ Ω, φ(x) 6= 0} = ]0, 2[, Supp(φ) = {x ∈ Ω, φ(x) 6= 0}Ω
= ]0, 2].4. Ω = ] − 1/2, 3[, φ(x) =






0 si x ∈ ] − 1/2, 0]
x si x ∈ ]0, 1]
2 − x si x ∈ ]1, 2]
0 si x ∈ ]2, 3[

{x ∈ Ω, φ(x) 6= 0} = ]0, 2[, Supp(φ) = {x ∈ Ω, φ(x) 6= 0}Ω
= [0, 2].Il n'y a que dans le quatrième exemple que φ soit à support 
ompa
t (rappelons à toutes �ns utilesque les 
ompa
ts de Rd sont les fermés bornés).Dé�nition 6.2. On note D(Ω) l'espa
e des fon
tions indé�niment dérivables sur Ω (i.e. C∞) età support 
ompa
t. Ces fon
tions sont appelées fon
tions d'essai ou fon
tions test dans Ω. Pour K
ompa
t dans Ω, on note DK(Ω) l'espa
e des fon
tions test à support dans K.Remarque 6.3. On emploie parfois la terminologie �fon
tions à support 
ompa
t dans Ω� pourdé�nir l'espa
e D(Ω). Dans 
e 
as, le terme �dans Ω� ne fait bien sûr pas référen
e à la 
ompa
itédu support mais au fait que 
elui-
i est pris dans Ω.Dé�nition 6.4. On dit que T est une distribution dans l'ouvert Ω si T est une forme linéaire sur

D(Ω) qui véri�e la propriété de 
ontinuité suivante : pour tout 
ompa
t K de Ω, il existe un entier
p et une 
onstante C tels que

∀φ ∈ DK(Ω), |〈T, φ〉| ≤ C sup
x∈K, |α|≤p

|∂αφ(x)| (6.2)On note D′(Ω) l'espa
e ve
toriel des distributions dans Ω.Remarque 6.5. Sur un espa
e ve
toriel normé (E, ‖ · ‖), la propriété de 
ontinuité des formeslinéaires s'é
rit tout simplement
∀x ∈ E, |〈T, x〉| ≤ C‖x‖.La forme plus 
omplexe de la propriété de 
ontinuité (6.2) vient du fait que la topologie dont ilfaut munir l'espa
e ve
toriel D(Ω) pour que son dual D′(Ω) ait de bonnes propriétés n'est pas unetopologie issue d'une norme.Dé�nition 6.6. Lorsque l'entier p peut être 
hoisi indépendamment de K on dit que la distribution

T est d'ordre �ni, et la plus petite valeur de p possible est appelée l'ordre de T .Remarque 6.7. Heuristiquement, plus l'ordre d'une distribution est élevé, plus 
elle-
i est singu-lière.Premiers exemples de distributions :
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tions lo
alement sommables : soit f ∈ L1
loc(Ω). On note Tf (ou tout simplement f) ladistribution dé�nie par

∀φ ∈ D(Ω), 〈Tf , φ〉 =

∫

Ω

f φ. (6.3)� Mesures : soit µ une mesure borélienne lo
alement bornée (i.e. une mesure µ dé�nie surl'ensemble B(Ω) des boréliens de Ω telle que µ(K) < +∞ pour tout 
ompa
t K ⊂ Ω). Onnote Tµ (ou tout simplement µ) la distribution dé�nie par
∀φ ∈ D(Ω), 〈Tµ, φ〉 =

∫

Ω

φdµ. (6.4)� Pour tout a ∈ R, on note δ′a la distribution dé�nie par
∀φ ∈ D(R), 〈δ′a, φ〉 = −φ′(a). (6.5)L'objet de l'exer
i
e 6.2 est de prouver que Tf , Tµ et δ′a sont e�e
tivement des distributions, que

Tf et Tµ sont d'ordre 0 et que δ′a est d'ordre 1.6.4 Dérivation au sens des distributionsConsidérons une fon
tion f ∈ C1(R). On a pour une telle fon
tion la formule d'intégration parparties
∀φ ∈ D(R),

∫

R

df

dx
φ = −

∫

R

f
dφ

dx
.De même, si f est une fon
tion de C1(Rd), on a

∀1 ≤ i ≤ d, ∀φ ∈ D(Rd),

∫

Rd

∂f

∂xi
φ = −

∫

Rd

f
∂φ

∂xi
.On peut en s'inspirant de 
ette formule dé�nir la dérivée de n'importe quelle distribution :Dé�nition 6.8. Soit Ω un ouvert de Rd et T ∈ D′(Ω). On dé�nit la dérivée de la distribution Tpar rapport à la variable xi, que l'on note ∂T

∂xi
, par la relation

∀φ ∈ D(Ω), 〈 ∂T
∂xi

, φ〉 = −〈T, ∂φ
∂xi

〉.On véri�era à titre d'exer
i
e que la forme linéaire ∂T

∂xi
est bien une distribution, autrement ditqu'elle véri�e la propriété de 
ontinuité énon
ée dans la dé�nition 6.4.6.5 Espa
e des fon
tions testL'espa
e des fon
tions test joue un r�le 
entral dans la 
onstru
tion et la manipulation des dis-tributions. Pour montrer par exemple que la distribution δ′a est d'ordre 1 (
f. exer
i
e 6.2), nousavons besoin de postuler l'existen
e d'une fon
tion test φ0 ∈ D(R) paire et valant 1 au voisinagede 0. A l'extrême, on peut se demander si du fait que l'on impose des 
onditions très fortes sur lesfon
tions test, l'espa
e D(Ω) ne se réduit pas à la fon
tion nulle. Nous verrons que 
e n'est pas le
as et qu'en fait l'espa
e des fon
tions test D(Ω) est su�samment ri
he pour être dense dans unespa
e aussi �gros� que L1(Ω).



6.5. Espa
e des fon
tions test 85Cette se
tion 
onstitue un 
atalogue de lemmes qui permettent d'a�rmer qu'il existe e�e
tivementune fon
tion test véri�ant telle ou telle propriété. Il est don
 fondamental pour la suite de 
onnaîtreles résultats établis dans 
ette se
tion ; les preuves, souvent assez te
hniques, peuvent en revan
heêtre sautées en première le
ture.Lemme 6.9. Soit Ω ouvert de Rd et Ba(r) la boule de 
entre a ∈ Ω de rayon r > 0. Si Ba(r) ⊂ Ω,il existe φ ∈ D(Ω) à support dans Ba(r) véri�ant φ ≥ 0 et ∫Ω φ = 1.Preuve. Soit η : Rd −→ R dé�nie par
η(x) =





exp

(
1

|x|2 − 1

) pour |x| < 1

0 pour |x| ≥ 1.On véri�e aisément que η ∈ D(Rd). Soit maintenant φa,r : Ω −→ R dé�nie par
∀x ∈ Ω, φa,r(x) =

η
(
x−a
r/2

)

(r/2)d
∫

Rd η
.La fon
tion φa,r véri�e les 
onditions requises. En e�et� φa,r ∈ D(Ω) ;� Supp(φa,r) = Ba(r/2) ⊂ Ba(r) ;� φa,r ≥ 0 ;� en�n

∫

Ω

φa,r =
1

(r/2)d
∫

Rd η

∫

Ω

η

(
x− a

r/2

)
dx

=
1

(r/2)d
∫

Rd η

∫

Rd

η

(
x− a

r/2

)
dx

=
1

(r/2)d
∫

Rd η

∫

Rd

η(y)(r/2)d dy = 1.Lemme 6.10. Soit K 
ompa
t in
lus dans Ω. Il existe une fon
tion test φ ∈ D(Ω) véri�ant lespropriétés suivantes :� 0 ≤ φ ≤ 1 sur Ω ;� φ ≡ 1 sur K.Preuve. Soit r assez petit pour que
{
x ∈ Rd, d(x,K) < 3r

}
⊂ Ω.Soit χ la fon
tion 
ara
téristique de l'ouvert

{
x ∈ Rd, d(x,K) < r

}et soit φ : Ω → R la fon
tion dé�nie par
∀x ∈ Ω, φ(x) =

∫

Rd

φ0,r(y)χ(x − y) dy,

φ0,r étant donnée dans la preuve du lemme 6.9 et prolongée par 0 sur Rd \ Ω. Alors φ satisfait les
onditions requises. En e�et,
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K

Ω

1

x

(x)φ

� φ est de 
lasse C∞ (
onvolution d'une fon
tion L∞ à support 
ompa
t et d'une fon
tion
C∞) ;� Supp(φ) ⊂

{
x ∈ Rd, d(x,K) ≤ 2r

}
⊂ Ω ;� soit x ∈ K. On a

φ(x) =

∫

Rd

χ(y)φ0,r(x− y) dy

=

∫

Bx(r)

χ(y)φ0,r(x− y) dy

=

∫

Bx(r)

φ0,r(x− y) dy

=

∫

Rd

φ0,r = 1 ;� en�n 
omme χ ≥ 0, φ0,r ≥ 0 et 0 ≤ χ ≤ 1, on a pour tout x ∈ Rd,
0 ≤ φ(x) =

∫

Rd

χ(x− y)φ0,r(y) dy ≤
∫

Rd

φ0,r(y) dy = 1.

Lemme 6.11. (Lemme de partition de l'unité) Soit Ω1, · · · ,Ωn des ouverts de Rd et K un 
ompa
tde Rd tel que
K ⊂

n⋃

k=1

Ωk.Il existe des fon
tions test α1, · · · , αn telles que :� Supp(αi) ⊂ Ωi ;� 0 ≤ αi ≤ 1 ;� n∑

i=1

αi = 1 sur K.Preuve. Première étape. Montrons qu'il existe n 
ompa
ts Ki, 1 ≤ i ≤ n tels que :� pour tout 1 ≤ i ≤ n, Ki ⊂ Ωi ;� n⋃

i=1

Ki = K.



6.5. Espa
e des fon
tions test 87Soit x ∈ K et Bx(r(x)) une boule de 
entre x et de rayon r(x) > 0 
ontenue dans l'un des Ωi.
⋃

x∈K
Bx(r(x)/2)est un re
ouvrement d'ouverts de K. K étant 
ompa
t, on peut en extraire un sous-re
ouvrement�ni

K ⊂
p⋃

k=1

Bxk
(r(xk)/2).On 
on
lut en posant

Ki =
⋃

Bxk
(r(xk))⊂Ωi

(Bxk
(r(xk)/2) ∩K).Deuxième étape. D'après le lemme 6.9, on peut trouver φi ∈ D(Rd) véri�ant les propriétés sui-vantes :� Supp(φi) ⊂ Ωi ;� 0 ≤ φi ≤ 1 ;� φi ≡ 1 sur Ki.On a don
 n∑

i=1

φi >0 dans un voisinage V de K. Soit maintenant θ ∈ D(Rd) véri�ant� Supp(θ) ⊂ V ;� 0 ≤ θ ≤ 1 ;� θ ≡ 1 sur K ;et φ0 = 1 − θ. On voit que les fon
tions
αi =

φi
n∑

i=0

φisatisfont les propriétés voulues.Lemme 6.12. (Lemme de Borel) Pour toute suite (aα)α∈Nd il existe φ ∈ D(Rd) telle que
∀α ∈ Nd, ∂αφ(0) = aα.Preuve. Soit (bα)α∈Nd une suite de réels véri�ant

∀α ∈ Nd, bα > 0, |bα| ≤
1

1 + |aα|

lim
|α|→+∞

bα = 0.Soit par ailleurs ψ ∈ D(Rd) telle que Supp(ψ) ⊂ B0(1) et ψ ≡ 1 sur B0(1/2). Posons
φ(x) =

∑

α∈Nd

aα
α!
xαψ

(
x

bα

)
.Alors φ satisfait les 
onditions requises. En e�et,� 
ette série 
onverge 
ar en tout point x 6= 0, elle ne 
omporte qu'un nombre �ni de termes ;
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onvergen
e normale don
 uniforme sur Rd. En e�et,
sup
x∈R

∣∣∣∣
aα
α!
xαψ

(
x

bα

)∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣
aα b

|α|
α

α!

∣∣∣∣∣ sup
y∈R

|yψ(y)|

≤ 1

α!

∣∣∣aα b|α|α

∣∣∣ sup |ψ| ≤ sup |ψ|
α!

.La fon
tion φ est don
 
ontinue ;� de même il y a 
onvergen
e normale don
 uniforme sur R de la série des dérivées ∂α pourtout α ∈ Nd (le véri�er). La fon
tion φ est don
 de 
lasse C∞ ;� le support de φ est 
ontenue dans la boule unité ;� en�n, on a pour tout β ∈ Nd,
∂βφ(0) =

∑

α∈Nd

aα
α!
∂β
(
xαψ

(
x

bα

))
(0)

=
∑

α∈Nd

aα
α!

∑

|γ|≤|β|

(
β
γ

)
∂γ(xα)(0)∂β−γ

(
ψ

(
x

bα

))
(0)

= aβ .

Lemme 6.13. (Lemme de Hadamard). Soit φ ∈ D(R) telle que φ(k)(0) = 0 pour tout entier
0 ≤ k ≤ n. Alors il existe ψ ∈ D(R) telle que pour tout x ∈ R, φ(x) = xn+1ψ(x).Preuve. Il su�t d'é
rire la formule de Taylor ave
 reste intégral.Remarque 6.14. Un résultat analogue reste vrai en dimension supérieure.Nous admettons le théorème suivant :Théorème 6.15. D(Ω) est dense dans Lp(Ω) pour tout 1 ≤ p < +∞.Remarque 6.16. Attention ! D(Ω) n'est pas dense dans L∞(Ω). Exemple : sur Ω = ]0, 1[, soit
f ∈ L∞(]0, 1[) dé�nie par f(x) = 1 presque partout. On a pour tout φ ∈ D(]0, 1[), ‖f − φ‖L∞ ≥ 1.Corollaire 6.17. Pour tout entier k ≥ 0 et pour tout 1 ≤ p < +∞, Ck(Ω)∩Lp(Ω) est dense dans
Lp(Ω).Preuve. Conséquen
e immédiate du théorème 6.15 puisque

D(Ω) ⊂ Ck(Ω) ∩ Lp(Ω) ⊂ Lp(Ω).



6.6. Exer
i
es 896.6 Exer
i
es
⊲ 6.1. Soit f et g 
ontinues de Rd dans R.� Montrer que

Supp(fg) ⊂ Supp(f) ∩ Supp(g)et que l'in
lusion peut être stri
te.� Montrer que
Supp(f + g) ⊂ Supp(f) ∪ Supp(g)et que l'in
lusion peut être stri
te.

⊲ 6.2.� Montrer que la forme linéaire Tf dé�nie par (6.3) est une distribution d'ordre 0 sur Ω.� Montrer que la forme linéaire Tµ dé�nie par (6.4) est une distribution d'ordre 0 sur Ω.� Montrer que la forme linéaire δ′a dé�nie par (6.5) est une distribution d'ordre 1 sur R (Indi
a-tion : on pourra 
onsidérer son a
tion sur la suite de fon
tions d'essai φj(x) = φ0(x) atan(jx)où φ0 ∈ D(R) est paire et vaut 1 au voisinage de 0 ; une telle fon
tion existe bien, 
f.lemme 6.9). Véri�er que δ′a est la dérivée de δa au sens des distributions.
⊲ 6.3. Cal
uler la dérivée et la dérivée se
onde au sens des distributions de la fon
tion �
hapeau�dé�nie sur R par

f(x) =





0 si x < −1
x+ 1 si − 1 < x < 0
1 − x si 0 < x < 1
0 si x > 1

x

f(x)

1−1

1

Fig. 6.1 � Fon
tion 
hapeau
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Chapitre 7Distributions : exemples etprin
ipales propriétésL'obje
tif de 
e 
hapitre est d'une part de donner de nombreux exemples de distributions pour bienan
rer dans l'esprit du le
teur l'idée que les distributions 
onstituent une généralisation naturelle dela notion de fon
tion et d'autre part de présenter quelques propriétés importantes des distributionsliées notamment aux notions de 
onvergen
e et de dérivation.L'espa
e des distributions 
ontient des objets que nous 
onnaissons déjà : les fon
tions lo
alementintégrables et plus généralement les mesures boréliennes lo
alement �nies. Nous allons voir que
es derniers objets engendrent en fait l'espa
e ve
toriel des distributions d'ordre 0. Nous verronsensuite des exemples de distributions plus singulières (d'ordre supérieur ou égal à 1), 
hoisis parmi
elles qui sont les plus fréquemment ren
ontrées en pratique (multip�les et multi
ou
hes, valeursprin
ipales et parties �nies). Nous dé�nirons en�n l'espa
e des distributions à support 
ompa
t et
ara
tériserons l'ensemble des distributions dont le support est réduit à un point.L'objet de la dernière partie de 
e 
hapitre est d'introduire la notion fondamentale de 
onvergen
edans l'espa
e des distributions et d'approfondir le 
on
ept de dérivation au sens des distributions quia déjà été introduit au 
hapitre 6. La simpli
ité ave
 laquelle 
es notions se manipulent permettraau le
teur d'appré
ier la puissan
e de 
et outil d'analyse que sont les distributions. Nous verronspar exemple 
omment la formule des sauts dans l'espa
e, souvent utilisée en mé
anique et dansles appli
ations de la physique, s'obtient de manière naturelle dans le 
adre de la théorie desdistributions. On étudiera en�n la multipli
ation des distributions par des fon
tions C∞.7.1 Fon
tions lo
alement sommablesL'espa
e des fon
tions test est su�samment ri
he pour que l'appli
ation naturelle f 7→ Tf de
L1
loc(Ω) dans D′(Ω) soit inje
tive. Ce fait très important, que nous avons mentionné dès le débutdu 
hapitre pré
édent, fait l'objet du théorème suivant :Théorème 7.1. Soit f et g dans L1

loc(Ω). Alors
f = g ⇔ Tf = Tg dans D′(Ω).Preuve. L'impli
ation ⇒ est évidente. Nous allons démontrer la ré
iproque en nous limitant au
as où Ω = Rd et où f et g sont dans L1(Rd) (
e
i pour éviter des 
ompli
ations te
hniques).
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ipales propriétésConsidérons don
 f et g dans L1(Rd) véri�ant Tf = Tg et posons h = f − g ; il s'agit de véri�erque h = 0 presque partout, sa
hant qu'on a
∀φ ∈ D(Rd),

∫

Ω

hφ = 0.Soit ǫ > 0 et ψ ∈ D(Rd) véri�ant
‖h− ψ‖L1 ≤ ǫ/3.L'existen
e d'un tel ψ résulte de la densité de D(Rd) dans L1(Rd) (
f. théorème 6.15). Soit unefon
tion χ ∈ D(Rd) positive à support dans la boule unité et d'intégrale égale à 1. On 
onstruit lasuite de fon
tions (χn)n∈N∗ dé�nie par
χn(x) = ndχ(nx).Une telle suite s'appelle une approximation de l'identité (
f. se
tion 7.5). Considérons maintenantla suite de fon
tions (hn)n∈N∗ dé�nie par

hn(x) = (h ⋆ χn)(x) =

∫

Rd

h(y)χn(x − y) dy.Comme pour tout n ∈ N∗, χn ∈ D(Rd), la suite (hn)n∈N∗ est en fait identiquement nulle sur Rd.On a don

‖h‖L1 = ‖h− h ⋆ χn‖L1 ≤ ‖h− ψ‖L1 + ‖ψ − ψ ⋆ χn‖L1 + ‖(h− ψ) ⋆ χn‖L1 .En utilisant l'inégalité (5.9), on obtient

‖(h− ψ) ⋆ χn‖L1 ≤ ‖h− ψ‖L1 ‖χn‖L1 ≤ ǫ/3,(on véri�e en e�et que ‖χn‖L1 = 1 pour tout n ∈ N∗). Par ailleurs (
e point sera démontré plusloin),
‖ψ − ψ ⋆ χn‖L1 −→

n→+∞
0. (7.1)On peut don
 
hoisir n assez grand pour que

‖ψ − ψ ⋆ χn‖L1 ≤ ǫ/3,
e qui 
onduit �nalement à
‖h‖L1 ≤ ǫ.Cette majoration est valable pour tout ǫ > 0. Don
 h = 0 dans L1. Terminons la preuve endémontrant (7.1). Remarquons d'abord que

|ψ ⋆ χn(x)| =

∣∣∣∣
∫

Rd

ψ(x− y)χn(y) dy

∣∣∣∣ ≤ sup |ψ|,et que
Supp(ψ ⋆ χ) ⊂ Supp(ψ) + Supp(χn) ⊂ Supp(ψ) + Supp(χ).On obtient d'autre part en utilisant le 
hangement de variable z = y/n,

ψ ⋆ χn(x) = n−d
∫

Rd

ψ(x− y)χ(y/n) dy =

∫

Rd

ψ(x− z/n)χ(z) dzIl résulte alors du théorème de 
onvergen
e dominée 4.42 que ψ ⋆ χn(x) tend vers ψ(x) pour tout
x ∈ Rd. En regroupant 
es résultats, on aboutit à

{ |ψ − ψ ⋆ χn| ≤ 2 sup |ψ|χSupp(ψ)+Supp(χ) pour tout n ∈ N∗,

(ψ − ψ ⋆ χn)(x) −→
n→+∞

0 pour tout x ∈ Rd.La 
onvergen
e (7.1) dé
oule don
 à nouveau du théorème de 
onvergen
e dominée.



7.2. Mesures de Radon 93On peut don
 identi�er une fon
tion de L1
loc(Ω) et la distribution qui lui est asso
iée et noter f àla pla
e de Tf . On peut ainsi reformuler le théorème pré
édent de la façon suivante :Théorème 7.2. Soit f et g dans L1

loc(Ω). Alors
f = g ⇔ f = g dans D′(Ω).Remarque 7.3. On é
rira

L1
loc(Ω) ⊂ D′(Ω),de la même façon qu'on é
rit
N ⊂ R ⊂ C.La notation A ⊂ B signi�e dans 
e 
adre qu'il existe une inje
tion naturelle de A dans B.Remarque 7.4. Attention ! La notion de distribution généralise en un 
ertain sens la notionde fon
tion mais 
ela ne veut pas dire que toutes les fon
tions sont des distributions. Seules lesfon
tions de L1

loc sont en e�et des distributions. Ainsi, la fon
tion f(x) =
1

|x| dé�nit une distributiondans Rd pour d ≥ 2 mais pas dans R.7.2 Mesures de RadonThéorème 7.5. Soit T : φ 7→ 〈T, φ〉 une forme linéaire positive sur D(Ω) (positive signi�e
φ ≥ 0 ⇒ 〈T, φ〉 ≥ 0). Alors T est une distribution dans Ω d'ordre 0.Preuve. Remarquons tout d'abord qu'une forme linéaire positive est 
roissante :

φ ≤ ψ ⇒ 〈T, φ〉 ≤ 〈T, ψ〉.Soit maintenant K un 
ompa
t et ψ ∈ D(Ω) telle que 0 ≤ ψ ≤ 1 et ψ = 1 sur K (une telle fon
tionexiste en vertu du lemme 6.9). On a pour tout φ ∈ DK(Ω)

−(sup
x∈K

|φ(x)|)ψ ≤ φ ≤ (sup
x∈K

|φ(x)|)ψ.Don

−(sup

x∈K
|φ(x)|)〈T, ψ〉 ≤ 〈T, φ〉 ≤ (sup

x∈K
|φ(x)|)〈T, ψ〉.Posons C = 〈T, ψ〉. Il vient

∀φ ∈ DK(Ω), |〈T, φ〉| ≤ C sup
x∈K

|φ(x)|.

Dé�nition 7.6. On appelle mesure de Radon positive une forme linéaire positive sur D(Ω) etmesure de Radon (tout 
ourt) une 
ombinaison linéaire T1 − T2 (ou T1 − T2 + iT3 − iT4 dans le
as 
omplexe) de mesures de Radon positives.
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ipales propriétésRemarque 7.7. La terminologie mesure de Radon vient du fait (non trivial) que l'ensemble desmesures de Radon positives dé�nies par la dé�nition 7.6 s'identi�e ave
 l'ensemble des mesures(au sens de la dé�nition 4.8) boréliennes lo
alement �nies sur Ω (les quali�
atifs boréliennes etlo
alement �nies signi�ent respe
tivement dé�nies sur la tribu borélienne de Ω et �nies sur tout
ompa
t, i.e. µ(K) < +∞ pour tout 
ompa
t in
lus dans Ω). En e�et, il est fa
ile de véri�er quepour toute mesure borélienne µ lo
alement �nie, l'appli
ation
Tµ : D(Ω) −→ R

φ 7→ 〈Tµ, φ〉 =

∫

Ω

φdµdé�nit une mesure de Radon positive. On peut prouver que la ré
iproque est vraie : à toute mesurede Radon positive T on peut asso
ier une unique mesure borélienne µ lo
alement �nie telle que
T = Tµ (voir par exemple [Rudin 92℄).Outre les distributions dé�nies par des fon
tions de L1

loc, les mesures de Radon les plus fréquemmentren
ontrées en pratique sont les mesures portées par des variétés.Exemples :� Mesures pon
tuelles (mesures portées par des points).La distribution
N∑

k=1

mk δxkest une mesure de Radon. C'est une mesure de Radon positive si et seulement si mk ≥ 0pour tout k.� Mesures linéiques (mesures portées par des 
ourbes).Soit g ∈ L1
loc(R) et T la distribution dans R3 dé�nie par

∀φ ∈ D(R3), 〈T, φ〉 =

∫

R

g(z)φ(0, 0, z) dz.

T est une mesure de Radon portée par l'axe Oz. C'est une mesure de Radon positive si etseulement si g ≥ 0 presque partout.Plus généralement, on dé�nit la mesure de Lebesgue d'une 
ourbe paramétrée γ de R3

γ =



M(u) =




x(u)
y(u)
z(u)


 , u ∈ ]a, b[ ⊂ R



de 
lasse C1 
omme la distribution notée parfois δγ ⊗ ds et dé�nie par

〈δγ ⊗ ds, φ〉 =

∫ b

a

φ(x(u), y(u), z(u))
√
x′(u)2 + y′(u)2 + z′(u)2 du.On é
rit aussi

〈δγ ⊗ ds, φ〉 =

∫

γ

φds.Cette distribution est une mesure de Radon positive invariante par 
hangement de paramètre.La distribution linéique de densité g sur γ est dé�nie par
〈δγ ⊗ g ds, φ〉 =

∫ b

a

g(x(u), y(u), z(u))φ(x(u), y(u), z(u))
√
x′(u)2 + y′(u)2 + z′(u)2 du.On é
rit aussi

〈δγ ⊗ g ds, φ〉 =

∫

γ

φg ds.



7.3. Exemples de distributions plus singulières 95� Mesures surfa
iques (mesures portées par des surfa
es).Soit g ∈ L1
loc(R

2) et T la distribution dans R3 dé�nie par
∀φ ∈ D(R3), 〈T, φ〉 =

∫

R2

g(y, z)φ(0, y, z) dy dz.

T dé�nit une mesure de Radon portée par le plan d'équation x = 0. C'est une mesure deRadon positive si et seulement si g ≥ 0 presque partout.Plus généralement, on dé�nit la mesure de Lebesgue d'une surfa
e paramétrée Σ de R3

Σ =




M(u, v) =




x(u, v)
y(u, v)
z(u, v)


 , (u, v) ∈ ω ⊂ R2




de 
lasse C1 
omme la distribution notée parfois δΣ ⊗ dσ et dé�nie par
〈δΣ ⊗ dσ, φ〉 =

∫

ω

φ(x(u, v), y(u, v), z(u, v))

∥∥∥∥
∂M

∂u
× ∂M

∂v

∥∥∥∥ du dv.On é
rit aussi
〈δΣ ⊗ dσ, φ〉 =

∫

Σ

φdσ.Cette distribution est une mesure de Radon positive invariante par 
hangement de para-mètres. La distribution dite de simple 
ou
he de densité g portée par Σ, est dé�nie par
〈δΣ ⊗ g dσ, φ〉 =

∫

ω

g(x(u, v), y(u, v), z(u, v))φ(x(u, v), y(u, v), z(u, v))

∥∥∥∥
∂M

∂u
× ∂M

∂v

∥∥∥∥ du dv.On é
rit aussi
〈δΣ ⊗ g dσ, φ〉 =

∫

Σ

φg dσ.7.3 Exemples de distributions plus singulières7.3.1 Multip�les, multi
ou
hesUne 
onséquen
e immédiate du théorème 7.5 est qu'une 
ombinaison linéaire de mesures positiveset négatives �nies ne peut produire qu'une distribution d'ordre 0. Une façon de 
onstruire desdistributions plus singulières 
onsiste à faire intervenir des 
ompensations entre mesures (penser àdes 
harges éle
triques) in�nies de signes 
ontraires. A titre d'exemples, mentionnons :� les multip�les, qui sont les 
ombinaisons linéaires �nies de dérivées su

essives de la masse deDira
, dont l'exemple le plus simple est le dip�le. Le dip�le de moment dipolaire p situé aupoint a et orienté selon le ve
teur e est ainsi dé�ni par
〈T, φ〉 = p e · ∇φ(a).On montre fa
ilement (le faire en exer
i
e) que
T = −p e · ∇δa ;� les multi
ou
hes qui sont les dérivées su

essives des distributions de simples 
ou
hes ; ainsi,une distribution de double 
ou
he de densité g ∈ L1

loc(R
2) portée par le plan d'équation x = 0est dé�nie par

〈T, φ〉 =

∫

R2

g(y, z)
∂φ

∂x
(0, y, z) dy dz.
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ipales propriétésOn peut voir que T =
∂S

∂x
où S est la distribution de simple 
ou
he de densité −g portée parle plan d'équation x = 0. La distribution T est aussi la limite dans D′(R3) (
ette notion seradé�nie au 
hapitre suivant, se
tion 7.5) de la famille de distributions

Tǫ = SC(g/ǫ, ǫ) + SC(−g/ǫ, 0)lorsque ǫ tend vers 0, où SC(h, x0) désigne la distribution de simple 
ou
he de densité h ∈
L1
loc(R

2) portée par le plan d'équation x = x0, dé�nie par
∀φ ∈ D(R3), 〈SC(h, x0), φ〉 =

∫

R2

h(y, z)φ(x0, y, z) dy dz.Les distributions Tǫ étant 
omposées de deux simples 
ou
hes, on 
omprend l'origine de ladénonimation �double 
ou
he� utilisée pour désigner leur limite T .7.3.2 Valeurs prin
ipales et parties �niesLes valeurs prin
ipales et les parties �nies de fon
tions sont des distributions qui apparaissentnaturellement quand on 
her
he à interpréter en tant que distributions des fon
tions singulières.Nous nous bornons i
i à donner deux exemples.Valeur prin
ipale de 1
xOn dé�nit la valeur prin
ipale de la fon
tion 1

x par
∀φ ∈ D(R), 〈vp( 1

x

)
, φ〉 = lim

ǫ→0+

∫

|x|>ǫ

φ(x)

x
dx. (7.2)On montre que vp ( 1

x

) dé�nit une distribution d'ordre 1 (
f. exer
i
e 7.2).Partie �nie de H(x)xαSoit φ ∈ D(R). L'intégrale
∫

R

H(x)xαφ(x) dx =

∫ +∞

0

xαφ(x) dxest dé�nie pour α > −1, mais pas pour α ≤ −1 (si φ(0) 6= 0).En utilisant le lemme de Hadamard, on montre que pour ǫ > 0,
∫ +∞

ǫ

φ(x)xα dx = Pφ(ǫ) +Rφ(ǫ)où Pφ est une 
ombinaison linéaire de puissan
es négatives de ǫ, et de Log(ǫ) dans le 
as où α estun entier stri
tement négatif, et où Rφ(ǫ) tend vers une limite �nie lorsque ǫ tend vers 0.On dé�nit alors la partie �nie de la fon
tion H(x)xα, notée Pf(H(x)xα) par la formule
∀φ ∈ D(R), 〈Pf(H(x)xα), φ〉 = lim

ǫ→0+
Rφ(ǫ).On peut montrer (
f. exer
i
e 7.4) que Pf(H(x)xα) est une distribution d'ordre égal à la partieentière de α.
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ompa
t 977.4 Distributions à support 
ompa
tDé�nition 7.8. Soit T ∈ D′(Ω).1. Soit ω ouvert in
lus dans Ω. On dit que T est nulle sur ω si pour toute fon
tion φ ∈ D(Ω)telle que Supp(φ) ⊂ ω, on a 〈T, φ〉 = 0.2. Le support de T est le 
omplémentaire dans Ω de la réunion des ouverts de Ω sur lesquels Test nulle.Dé�nition 7.9. On note E ′(Ω) l'espa
e ve
toriel des distributions sur Ω à support 
ompa
t.Théorème 7.10. Si une distribution de D′(Ω) est à support 
ompa
t, elle est d'ordre �ni.Preuve. Soit K le support de T et α = d(K,Rd \Ω) (dans le 
as où Ω = Rd, on prendra α = +∞).Posons β = inf(1, α) et 
onsidérons les ensembles
K ′ =

{
x ∈ Rd, d(x,K) ≤ β

3

}
,et

Ω′ =

{
x ∈ Rd, d(x,K) <

2β

3

}
.Il est 
lair que K ′ est 
ompa
t et que Ω′ est un ouvert de fermeture 
ompa
te. De plus, on a

K ⊂ K ′ ⊂ Ω′ ⊂ Ω′ ⊂ Ω.Soit p un entier et C une 
onstante réelle tels que
∀φ ∈ DΩ′(Ω), |〈T, φ〉| ≤ C sup

x∈Ω′, |α|≤p
|∂αφ(x)|.Soit maintenant ρ ∈ D(Ω) égale à 1 sur K ′ et à support dans Ω′. On a pour tout φ ∈ D(Ω),

〈T, φ〉 = 〈T, ρφ〉 + 〈T, (1 − ρ)φ〉et 〈T, (1 − ρ)φ〉 = 0 puisque les supports de T et de (1 − ρ)φ sont disjoints. De plus, 
omme
Supp(ρφ) ⊂ Ω′, on a

∀φ ∈ D(Ω), |〈T, φ〉| ≤ C sup
x∈Ω, |α|≤p

|∂α(ρφ)(x)|.D'après la formule de Leibniz,
∀φ ∈ D(Ω), |〈T, φ〉| ≤ C′ sup

x∈Ω, |α|≤p
|∂αφ(x)|ave


C′ = C sup
x∈Ω, |α|≤p, β≤α

α!

β! (α − β)!
|∂βρ(x)|.Don
 T est d'ordre �ni inférieur ou égal à p.
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ipales propriétésRemarque 7.11. Soit T ∈ E ′(Ω) une distribution à support 
ompa
t, p son ordre, K un voisinage
ompa
t de Supp T et χ ∈ D(Ω) valant 1 sur K. Posons pour tout φ ∈ C∞(Ω),
〈T, φ〉E′,C∞ = 〈T, χφ〉.Cette dé�nition est indépendante de χ : soit en e�et χ1 et χ2 dans D(Ω) valant 1 sur K ; on a

〈T, χ1φ〉 − 〈T, χ2φ〉 = 〈T, (χ1 − χ2)φ〉.La fon
tion φ̃ = (χ1 − χ2)φ étant nulle sur K voisinage de Supp u, on a
〈T, (χ1 − χ2)φ〉 = 0.On a ainsi asso
ié à une distribution à support 
ompa
t une forme linéaire sur C∞(Ω).Nous montrerons au 
hapitre 10 d'autres résultats relatifs aux distributions à support 
ompa
t (
f.le théorème 10.23 et la se
tion 10.3). Pour l'heure, intéressons-nous au problème parti
ulier de la
ara
térisation des distributions à support 
ompa
t dont le support est réduit à un point.Proposition 7.12. Soit T ∈ D′(Ω) d'ordre 0 véri�ant Supp(T ) = {a}. Alors T est de la forme

T = c δa,où c est une 
onstante.Preuve. Soit ǫ > 0 tel que Ba(ǫ) ⊂ Ω. Soit K = Ba(ǫ/2) et C une 
onstante telle que
∀φ ∈ DK(Ω), |〈T, φ〉| ≤ C sup

x∈K
|φ(x)|.Soit maintenant 0 < r < ǫ et ρ ∈ D(Ω) une fon
tion à support 
ompa
t dans Ba(r) véri�ant

0 ≤ ρ ≤ 1 et ρ ≡ 1 dans Ba(r/2). Pour tout φ ∈ D(Ω), on a par linéarité
〈T, φ〉 = 〈T, ρφ〉 + 〈T, (1 − ρ)φ〉.La fon
tion (1 − ρ)φ étant nulle au voisinage de {a} = Supp(T ), il est 
lair que 〈T, (1 − ρ)φ〉 = 0.Puisque en outre, Supp(ρφ) ⊂ K, il en résulte que

|〈T, φ〉| = |〈T, ρφ〉| ≤ C sup
Ω

|ρφ| ≤ C sup
Ba(r)

|φ|.La 
onstante C étant indépendante de r, on obtient, en faisant tendre r vers 0,
|〈T, φ〉| ≤ C|φ(a)|. (7.3)Soit maintenant ψ ∈ D(Ω) quel
onque. On peut toujours dé
omposer ψ en la somme

ψ = ψ(a)ρ+ (ψ − ψ(a)ρ)dans laquelle la fon
tion φ = ψ − ψ(a)ρ est telle que φ(a) = 0. En utilisant l'inégalité (7.3), il s'ensuit que 〈T, ψ − ψ(a)ρ〉 = 0. Finalement,
〈T, ψ〉 = 〈T, ψ(a)ρ〉 = 〈T, ρ〉 ψ(a).D'où l'on 
on
lut que T = cδa, c désignant la 
onstante 〈T, ρ〉.La proposition suivante (admise) généralise la proposition 7.12 en 
ara
térisant l'ensemble desdistributions (d'ordre quel
onque) dont le support est réduit à un point.Proposition 7.13. Soit T ∈ D′(Ω) véri�ant Supp(T ) = {a}. Alors, T est de la forme

T =
∑

|α|≤p
cα∂

αδa,où p est l'ordre de T et où les cα, |α| ≤ p, désignent des 
onstantes.
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e des distributionsDé�nition 7.14. Soit (Tn)n∈N une suite de distributions dans Ω. On dit qu'une suite (Tn)n∈N
onverge vers T dans D′(Ω) si et seulement si
∀φ ∈ D(Ω), 〈Tn, φ〉 −→

n→+∞
〈T, φ〉.Exemple : soit χ ∈ D(Rd) positive, à support dans la boule unité et d'intégrale égale à 1. Posonspour n ≥ 1

χn(x) = ndχ(nx).On a
χn −→

n→+∞
δ0 dans D′(Rd).Dé�nition 7.15. Une suite (χn)n∈N de D(Rd) véri�ant

χn −→
n→+∞

δ0 dans D′(Rd),est appelée une approximation de l'identité.Remarque 7.16. Cette dénomination vient du fait que la distribution δ0 est l'identité pourl'opération de 
onvolution que nous avons dé�nie pour des fon
tions de L1(Rd) au 
hapitre 4 etqui peut être étendue à une 
ertaine 
lasse de distributions.Proposition 7.17. Soit 1 ≤ p ≤ +∞. La 
onvergen
e dans Lploc(Ω) implique la 
onvergen
e dans
D′(Ω).Preuve. Soit (fn)n∈N tendant vers f dans Lploc(Ω). Soit φ ∈ D(Ω). En se servant de l'inégalité deHölder, on obtient pour 1 < p < +∞

|〈fn, φ〉 − 〈f, φ〉| =

∣∣∣∣
∫

Ω

(fn − f)φ

∣∣∣∣

≤
∫

Ω

|fn − f | |φ|

≤ sup |φ|
∫

Supp(φ)

|fn − f |

≤ sup |φ|
(∫

Supp(φ)

|fn − f |p
)1/p(∫

Supp(φ)

1p
′

)1/p′

≤ sup |φ| ‖fn − f‖Lp(Supp(φ)) | Supp(φ)|1/p′ −→ 0.Pour p = 1 ou p = +∞, la preuve est en
ore plus fa
ile ; elle est laissée en exer
i
e au le
teur.Remarque 7.18. La 
onvergen
e presque partout n'implique pas la 
onvergen
e dans D′ et ré
i-proquement. Ainsi :1. il peut y avoir 
onvergen
e dans D′ et pas 
onvergen
e presque partout ;2. il peut y avoir 
onvergen
e presque partout et pas 
onvergen
e dans D′ ;
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ipales propriétés3. il peut y avoir 
onvergen
e presque partout et 
onvergen
e dans D′ sans que les deux limitessoient égales.L'exer
i
e 7.10 fournit des exemples de tels 
omportements.L'espa
e D′(Ω) muni de la topologie dé�nie 
i-dessus possède la propriété remarquable que lesopérateurs de dérivation y sont 
ontinus :Proposition 7.19. Si la suite (Tn) tend vers T dans D′(Ω), alors pour tout α ∈ Nd, (∂αTn)
onverge vers ∂αT dans D′(Ω).Preuve. Soit φ ∈ D(Ω). On a
〈∂αTn, φ〉 = (−1)|α|〈Tn, ∂αφ〉

−→ (−1)|α|〈T, ∂αφ〉
= 〈∂αT, φ〉.Don
 ∂αTn −→ ∂αT dans D′(Ω).Comme 
orollaire immédiat, énonçons la proposition suivante :Proposition 7.20. Soit (Tn)n∈N une suite dans D′(Ω). Supposons que la série ∑n∈N Tn 
onvergedans D′(Ω) vers une distribution T . Alors, pour tout α ∈ Nd, la série ∑n∈N ∂

αTn 
onverge dans
D′(Ω) et on a

∂αT =
∑

n∈N

∂αTn.Dans D′(Ω), on peut don
 dériver sous le signe somme sans se poser de questions.Nous admettrons le résultat suivant :Théorème 7.21. Soit (Tn)n∈N une suite de distributions dans Ω. On suppose que pour tout φ ∈
D(Ω), la suite (〈Tn, φ〉)n∈N 
onverge vers une limite lφ. Alors, l'appli
ation T dé�nie par

〈T, φ〉 = lφest une distribution sur Ω.Ce résultat permet de faire l'é
onomie de la véri�
ation de la 
ontinuité de l'appli
ation T (qui estmanifestement une forme linéaire sur D′(Ω)). C'est l'un des résultats qui rend les distributions sifa
iles à manier.7.6 Dérivation en dimension 1Dans 
ette se
tion, nous revenons sur la dérivation des distributions (qui a été introduite dans ladé�nition 6.8) a�n de faire le lien ave
 la notion usuelle de dérivation pour les fon
tions C1 puis demontrer 
omment la dérivation au sens des distributions permet de dé�nir la dérivée d'une fon
tionqui n'est que C1 par mor
eaux.



7.6. Dérivation en dimension 1 1017.6.1 Cas des fon
tions C1Soit f ∈ C1(]a, b[) ; f et df
dx

sont dans L1
loc(]a, b[), don
 dans D′(]a, b[). On a

〈 d
dx
Tf , φ〉 = −

∫ b

a

f
dφ

dx

=

∫ b

a

df

dx
φ

= 〈T df
dx
, φ〉.On en déduit que

d

dx
Tf = T df

dx
,i.e. la dérivation au sens des distributions 
oïn
ide ave
 la dérivation au sens usuel pour les fon
tionsde 
lasse C1.7.6.2 Cas des fon
tions C1 par mor
eauxDé�nition 7.22. On dit qu'une fon
tion f est de 
lasse Ck par mor
eaux sur ]a, b[ si pour toutintervalle 
ompa
t [α, β] in
lus dans ]a, b[, il existe un nombre �ni de points α = a0 < a1 < · · · <

aN < aN+1 = β tels que :� dans 
ha
un des intervalles ]ai, ai+1[, f est de 
lasse Ck ;� f et ses dérivées jusqu'à l'ordre k sont prolongeables par 
ontinuité à droite et à gau
he enles points a1, · · · , aN .On notera f(ai + 0) la limite à droite de f en ai et f(ai − 0) la limite à gau
he de f en ai.Remarquons qu'une fon
tion de 
lasse C1 par mor
eaux sur ]a, b[ a un nombre au plus dénombrablede points de dis
ontinuité (le montrer en exer
i
e).Exemples et 
ontre-exemples :� une fon
tion en es
alier est C1 par mor
eaux ;� la fon
tion x 7→ |x| est C1 par mor
eaux sur R ;� la fon
tion x 7→ tanx n'est pas C1 par mor
eaux sur R ;� la fon
tion x 7→
√
|x| est 
ontinue mais n'est pas C1 par mor
eaux sur R.Théorème 7.23. Soit f de 
lasse C1 par mor
eaux sur ]a, b[. On a, ave
 les notations de ladé�nition 
i-dessus, la formule des sauts suivante :

f ′ = f ′
reg +

∑

i∈I
[f(ci + 0) − f(ci − 0)] δci ,où on a noté f ′ la dérivée de f au sens des distributions, (ci)i∈I l'ensemble des points de dis
on-tinuité de f sur ]a, b[ (notons que I est un ensemble au plus dénombrable dont les seuls pointsd'a

umulation éventuels sont a et b), f ′

reg la fon
tion 
ontinue par mor
eaux qui est la dérivée (ausens usuel) de f en dehors des points ci et δci la masse de Dira
 en ci.Preuve. Ce résultat s'obtient par simple intégration par parties.
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ipales propriétés7.6.3 Equations di�érentielles linéaires dans D′(]a, b[)Théorème 7.24. Soit ]a, b[ un intervalle ouvert.1. Les distributions T sur ]a, b[ véri�ant T ′ = 0 dans D′(]a, b[) sont les fon
tions 
onstantes ;2. Pour tout S ∈ D′(]a, b[), il existe T ∈ D′(]a, b[) telle que T ′ = S.Preuve. Remarquons d'abord que si φ ∈ D(]a, b[), φ possède une primitive dans D(]a, b[) si etseulement si ∫ ba φ = 0, la primitive étant alors ∫ xa φ. Soit ρ ∈ D(]a, b[) telle que ∫ ba ρ = 1. Comme
φ− (

∫ b
a
φ)ρ est d'intégrale nulle, il existe ψ ∈ D(]a, b[) telle que

(1) ψ′ = φ−
(∫ b

a

φ

)
ρ.Soit maintenant T ∈ D′(]a, b[) véri�ant T ′ = 0. On a

〈T, φ〉 =

(∫ b

a

φ

)
〈T, ρ〉 + 〈T, ψ′〉 =

(∫ b

a

φ

)
〈T, ρ〉 − 〈T ′, ψ〉 =

(∫ b

a

φ

)
〈T, ρ〉.En appelant C la 
onstante 〈T, ρ〉, on a don
 T = C. Soit maintenant S ∈ D′(]a, b[). Posons pour

φ ∈ D(]a, b[),
〈T, φ〉 = −〈S, ψ〉,où ψ est dé�nie de manière unique dans D(]a, b[) par (1). On véri�era à titre d'exer
i
e que T estune distribution et que T ′ = S.Le théorème 7.24 permet notamment de montrer des résultats d'uni
ité sur des équations di�é-rentielles dans D′. L'exemple de l'équation di�érentielle xT ′ + T = 0 est traité en exer
i
e (exer-
i
e 7.14).7.6.4 Rapport entre la dérivée au sens usuel et la dérivée au sens desdistributionsPour une fon
tion f ∈ L1

loc, les rapports entre dérivée au sens des distributions et dérivée au sensusuel peuvent être 
omplexes :1. pour une fon
tion C1, il y a identité entre les deux 
on
epts ;2. pour une fon
tion C1 par mor
eaux, la dérivée usuelle est dé�nie presque partout, mais nerend pas 
orre
tement 
ompte des variations de f puisqu'elle ignore les sauts : 
'est la dérivéeau sens des distributions qui est le bon 
on
ept ;3. lorsque f est dérivable en tout point sans être de 
lasse C1, la situation est plus sub-tile : lorsque la dérivée est lo
alement sommable, les deux 
on
epts 
oïn
ident ; dans le 
as
ontraire, la dérivée au sens des distributions est en quelque sorte une �partie �nie� de ladérivée usuelle (
f. exer
i
e 7.15).7.7 Dérivation en dimension quel
onque7.7.1 Théorème de S
hwarzThéorème 7.25. (Théorème de S
hwarz) Soit Ω un ouvert de Rd et T ∈ D′(Ω). Soient α ∈ Ndet β ∈ Nd deux multi-indi
es. On a
∂α∂βT = ∂β∂αT = ∂α+βT.Preuve. Immédiate.



7.7. Dérivation en dimension quel
onque 1037.7.2 Cas des fon
tions C1Comme pour le 
as de la dimension 1, on véri�e aisément que la dérivation au sens des distributions
oïn
ide ave
 la dérivation usuelle pour les fon
tions de 
lasse C1. En parti
ulier, si Ω est un ouvertde Rd et f ∈ C1(Ω), on a
∀1 ≤ i ≤ d,

∂

∂xi
Tf = T ∂f

∂xi

.7.7.3 Cas des fon
tions C1 par mor
eauxRappelons que la formule d'intégration par parties
∫ b

a

f ′(x) g(x) dx = (f(b)g(b) − f(a)g(a)) −
∫ b

a

f(x) g′(x) dx,bien 
onnue en dimension 1, s'étend de la façon suivante à la dimension d ≥ 2 : soit Ω un ouvertborné su�samment régulier de Rd et f et g dans C1(Ω). On a
∫

Ω

∂f

∂xi
(x) g(x) dx =

∫

∂Ω

f(x) g(x) (n(x) · ei) dσ(x) −
∫

Ω

f(x)
∂g

∂xi
(x) dx (7.4)où n(x) désigne le ve
teur normal sortant au point x ∈ ∂Ω et dσ la mesure de Lebesgue sur ∂Ω. Un
orollaire immédiat de 
ette formule d'intégration par parties, que nous utiliserons au 
hapitre 9,est la formule de Green

∫

Ω

∆f(x) g(x) dx = −
∫

Ω

∇f(x) · ∇g(x) dx+

∫

∂Ω

∂f

∂n
(x) g(x) dσ(x) (7.5)où ∂f

∂n (x) = ∇f(x) · n(x).Proposition 7.26. (Formule des sauts dans l'espa
e). Soit Ω un ouvert borné de Rd et Σ ⊂ Ωune hypersurfa
e de 
odimension 1 régulière (de 
lasse C1), orientée fermée dans Ω et sans bord.Soit f de 
lasse C1 sur Ω \Σ telle que f et ∇f soit prolongeables par 
ontinuité de part et d'autrede Σ. Pour x ∈ Σ, on note
[f ](x) = fext(x) − fint(x) = lim

ǫ→0+
f(x+ ǫn(x)) − lim

ǫ→0+
f(x− ǫn(x)).On a alors

∂f

∂xi
=
∂freg
∂xi

+ δΣ ⊗ [f ](n · ei) dσ.

Σ

x
n(x)Preuve. Soit K un 
ompa
t de Ω. On 
onsidère un re
ouvrement d'ouverts de K �ni K ⊂ ⋃nk=1 Ωktel qu'on soit pour tout k dans l'une ou l'autre de 
es deux situations (
f. �gure 
i-dessus) :� ou bien Ωk ∩ Σ = ∅ ;� ou bien Σ 
oupe Ωk en deux.
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Ωk

Σ

Ωk

Σ

De par le lemme 6.11 de partition de l'unité, il existe α1, · · · , αn dans D(Ω) telles que� Supp(αk) ⊂ Ωk ;� 0 ≤ αk ≤ 1 ;� n∑

i=1

αk = 1 sur K.Soit φ ∈ DK(Ω). En utilisant la formule d'intégration par parties (7.4)
〈 ∂f
∂xi

, φ〉 = 〈 ∂f
∂xi

,

n∑

k=1

αkφ〉

= −
n∑

k=1

〈f, ∂(αkφ)

∂xi
〉

= −
n∑

k=1

∫

Ωk

f
∂(αkφ)

∂xi

= −
∑

k / Ωk∩Σ=∅

∫

Ωk

f
∂(αkφ)

∂xi
−

∑

k / Ωk∩Σ6=∅

∫

Ωk

f
∂(αkφ)

∂xi

= −
∑

k / Ωk∩Σ=∅

∫

Ωk

f
∂(αkφ)

∂xi
−

∑

k / Ωk∩Σ6=∅

(∫

Ω+
k

f
∂(αkφ)

∂xi
+

∫

Ω−
k

f
∂(αkφ)

∂xi

)

=
∑

k / Ωk∩Σ=∅

∫

Ωk

∂freg
∂xi

αkφ

−
∑

k / Ωk∩Σ6=∅

(
−
∫

Ω+
k

∂freg
∂xi

αkφ+

∫

∂Ω+
k

fext(x)αkφ (−n(x) · ei)

−
∫

Ω−
k

∂freg
∂xi

αkφ+

∫

∂Ω+
k

fint(x)αkφ (n(x) · ei)
)

=

∫

Ω

∂freg
∂xi

φ+

∫

Σ

[f ](n · ei)φdσ.Remarque 7.27. La formule des sauts dans l'espa
e permet de démontrer très simplement la
ondition de Rankhine-Hugoniot (
f. exer
i
e 7.18), qui 
ara
térise les solutions faibles de 
lasse C1par mor
eaux d'équations hyperboliques du type
∂u

∂t
+

∂

∂x
f(u) = 0.7.8 Multipli
ation par des fon
tions C∞Dé�nition 7.28. Soit T ∈ D′(Ω) et g ∈ C∞(Ω). On dé�nit la distribution gT par la formule

∀φ ∈ D(Ω), 〈gT, φ〉 = 〈T, gφ〉.
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i
es 105On véri�era en exer
i
e que gT est bien une distribution.Remarque 7.29. Attention ! On ne peut pas multiplier deux distributions. Ainsi la fon
tion
f(x) = 1√

|x|
est dans L1

loc(R) et dé�nit don
 une distribution mais il n'en va pas de même pourla fon
tion f2 (f2(x) = 1
|x| n'est pas dans L1

loc(R)). De façon générale, le produit T1T2 pour
T1 ∈ D′(Ω) et T2 ∈ D′(Ω) n'a au
un sens (
f. exer
i
e 7.9).7.9 Exer
i
es
⊲ 7.1. Quel est le support de δa, de vp ( 1

x

) ?
⊲ 7.2. Montrer que la valeur prin
ipale de la fon
tion 1

x , dé�nie par la formule (7.2), est unedistribution d'ordre 1. Indi
ation : montrer qu'elle est d'ordre inférieur ou égal à 1, puis qu'elle estexa
tement d'ordre 1 ; pour 
ela, on pourra 
al
uler son a
tion sur la suite φj(x) = φ0(x) atan(jx)où φ0 ∈ D(R) est paire et vaut 1 au voisinage de l'origine.
⊲ 7.3. Montrer que la fon
tion Log(|x|) dé�nit une distribution dans D′(R) et 
al
uler sa dérivéeau sens des distributions.
⊲ 7.4. Montrer que la partie �nie de la fon
tion H(x)xα (
f. se
tion 7.3.2) dé�nit une distributiond'ordre égal à la partie entière de α.
⊲ 7.5. Montrer que x vp ( 1

x

)
= 1 et que x δ0 = 0.

⊲ 7.6. Soit a ∈ Rd, p > 0 et e ∈ Rd tel que |e| = 1. Identi�er la limite dans D′(Rd) de la famillede distributions
Tǫ =

p

ǫ
δa+ǫe −

p

ǫ
δalorsque ǫ tend vers 0 (
f. se
tion 7.3.1).

⊲ 7.7. Soit g ∈ L1
loc(R

2). Identi�er la limite dans D′(R3) de la famille de distributions
Tǫ = SC(g/ǫ, ǫ) − SC(−g/ǫ, 0)lorsque ǫ tend vers 0, où SC(h, x0) désigne la distribution de simple 
ou
he de densité h ∈ L1

loc(R
2)portée par le plan d'équation x = x0, dé�nie par

∀φ ∈ D(R3), 〈SC(h, x0), φ〉 =

∫

R2

h(y, z)φ(x0, y, z) dz.Avant de faire 
et exer
i
e, on pourra (re)lire la se
tion 7.3.1.
⊲ 7.8. Résoudre dans D′(R) l'équation xT = 0 (i.e. 
her
her l'ensemble des T ∈ D′(R) tels que
xT = 0 dans D′(R)).
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⊲ 7.9. Expliquer pourquoi les expressions

(
x vp( 1

x

))
δet

(x δ) vp( 1

x

)
.sont bien dé�nies dans D′(R) et les 
al
uler. Con
lure quant à la possibilité de dé�nir le produitde deux distributions arbitraires.

⊲ 7.10.1. Soit fn(x) = einx. Etudier la 
onvergen
e presque partout et la 
onvergen
e dans D′. Réponse
fn ne 
onverge pas presque partout mais 
onverge vers 0 dans D′(R).2. Soit fn =

n∑

k=1

χ1/n2(x− 1

k
) (où χ désigne une approximation de l'identité). Etudier la 
onver-gen
e presque partout et la 
onvergen
e dans D′. Réponse : fn → 0 presque partout mais fnne 
onverge pas dans D′(R).3. Soit fn(x) = 1

σn

√
2π
e−x

2/2σ2
n ave
 σn → 0. Etudier la 
onvergen
e presque partout et la
onvergen
e dans D′. Réponse : fn → 0 presque partout et fn → δ dans D′(R).

⊲ 7.11. Montrer que ∑

n∈Z

δn 
onverge dans D′(R).

⊲ 7.12. La série
+∞∑

n=1

δ1/n
onverge-t-elle dans D′(R) ? Même question ave
 D′(]0,+∞[).
⊲ 7.13. Pour tout φ ∈ D(R), on pose

〈 1

x+ i0
, φ〉 = lim

ǫ→0
ǫ>0

∫

R

φ(x)

x+ iǫ
dx et 〈 1

x− i0
, φ〉 = lim

ǫ→0
ǫ>0

∫

R

φ(x)

x− iǫ
dxMontrer que 1

x+i0 et 1
x−i0 dé�nissent des distributions d'ordre 1 et les exprimer en fon
tion devp( 1

x ). Véri�er en parti
ulier que
1

x+ i0
− 1

x− i0
= 2iπδ.

⊲ 7.14. Résoudre dans D′(R) l'équation di�érentielle xT ′ + T = 0. (Considérer S = xT ).
⊲ 7.15.1. Soit f ∈ L1

loc et F (x) =
∫ x
0 f . Montrer que la dérivée de F au sens des distributions est égaleà f .2. Soit f(x) = Log(|x|). Véri�er que f dé�nit une distribution et 
al
uler sa dérivée.
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i
es 1073. Soit −1 < α < 0. Montrer que la dérivée au sens des distributions de la fon
tion H(x)xα estégale à αPf(H(x)xα−1).
⊲ 7.16. E
rire la dérivée se
onde d'une fon
tion C2 par mor
eaux.

f ′′ = f ′′reg +
N∑

i=1

[f ′(ai + 0) − f ′(ai − 0)] δai +
N∑

i=1

[f(ai + 0) − f(ai − 0)] δ′ai

⊲ 7.17. Soit ρ une densité de 
harge dans R3 régulière et �nie (par exemple C∞ à support 
ompa
t).Le potentiel éle
trostatique V engendré par ρ est donné par la formule
V (x) =

∫

R3

ρ(y)

4πǫ0|x− y| dyoù ǫ0 désigne la permitivité diéle
trique du vide et véri�e au sens usuel l'équation de Poisson
−∆V = ρ/ǫ0.Pour une 
harge pon
tuelle q située en x̄, on a

V (x) =
q

4πǫ0|x− x̄| .Le but de 
et exer
i
e est de montrer que
−∆V =

q

ǫ0
δx̄ dans D′(R3).1. Montrer que −∆ 1

4π|x| = 0 (au sens 
lassique) dans R3 \ {0} ;2. Montrer que si Ω est un ouvert borné régulier de R3 et si f et g sont dans C2(Ω), alors
∫

Ω

(f ∆g − g∆f) =

∫

∂Ω

(
f
∂g

∂n
− ∂f

∂n
g

)
.3. E
rire 
ette formule pour Ω = B0(R) \ B0(r) ave
 0 < r < R < +∞, f = φ ∈ D(R3) et

g = 1
4π|x| ;4. Passer à la limite dans 
ette dernière expression en faisant tendre r vers 0 et R vers +∞.Con
lure.

⊲ 7.18. L'objet de 
et exer
i
e est de démontrer la relation de Rankhine-Hugoniot en dimension 1d'espa
e (
f. 
ours de 
al
ul s
ienti�que). On se pla
e dans le demi-plan Ω = {(x, t) ∈ R × R+∗}(
f. �gure 
i-dessous) et on se donne une fon
tion u(x, t) de 
lasse C1 dans Ω \ Γ, telle que u soitprolongeable par 
ontinuité de part et d'autre de Γ. On suppose que Γ est une 
ourbe qui peutêtre paramétrée par
Γ =

{
(φ(t), t), t ∈ R+∗}ave
 φ de 
lasse C1 sur R+∗.On suppose en�n que u véri�e au sens des distributions l'équation hyperbolique

∂u

∂t
+

∂

∂x
f(u) = 0 (7.6)sur Ω, où f est une fon
tion de 
lasse C1 de R dans R.1. Véri�er que l'équation (7.6) a bien un sens dans D′(Ω).2. Soit (x∗, t∗) un point de la 
ourbe de 
ho
 Γ. On note ug et ud les prolongements par 
ontinuitéde u à gau
he et droite (respe
tivement) du point (x∗, t∗). Soit en�n s =

dφ

dt
(t∗). Etablir unerelation entre ug, ud ; f(ug), f(ud) et s.
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Chapitre 8Espa
es de SobolevLes espa
es de Sobolev jouent un r�le 
entral dans la théorie des EDP. Ce sont des sous-espa
esde l'espa
e ve
toriel des distributions qui possèdent une stru
ture hilbertienne leur 
onférant despropriétés supplémentaires issues des théorèmes fondamentaux de l'analyse hilbertienne (inéga-lité de Cau
hy-S
hwarz, théorème de proje
tion, théorème de Riesz). Ces propriétés permettrontd'obtenir très simplement des résultats puissants sur les EDP. Signalons également que 
ertainsespa
es de Sobolev s'introduisent de façon naturelle en 
onsidérant le modèle physique sous-ja
entà une EDP : dans nombre de 
as, le plus gros espa
e fon
tionnel permettant de donner un sensmathématique à l'énergie d'un système est pré
isément un espa
e de Sobolev.8.1 Espa
es Hk(Ω)Dé�nition 8.1. Soit Ω un ouvert de Rd et soit k un entier positif. On note Hk(Ω) l'ensemble desfon
tions de L2(Ω) dont toutes les dérivées (au sens des distributions) jusqu'à l'ordre k sont dans
L2(Ω)

Hk(Ω) =
{
f ∈ L2(Ω), ∀α, |α| ≤ k, ∂αf ∈ L2(Ω)

}
.Théorème 8.2. Hk(Ω) est un espa
e ve
toriel. Muni du produit s
alaire

(f, g)Hk =
∑

|α|≤k

∫

Ω

∂αf(x) ∂αg(x) dx,

Hk(Ω) est un espa
e de Hilbert. Sa norme est notée ‖ · ‖Hk .Preuve. Il est 
lair que Hk(Ω) est un espa
e ve
toriel et que (·, ·)Hk
est un produit s
alaire sur

Hk(Ω). Il reste à véri�er que Hk(Ω) est 
omplet pour la norme ‖ · ‖Hk . Soit (fn)n∈N une suite deCau
hy de Hk(Ω). Comme
‖fp − fq‖L2 ≤ ‖fp − fq‖Hk ,on voit que (fn) est de Cau
hy dans L2, don
 
onverge dans L2 vers f ∈ L2. De même pour tout

|α| ≤ k,
‖∂αfp − ∂αfq‖L2 ≤ ‖fp − fq‖Hk .Don
 (∂αfn) 
onverge dans L2 vers une fon
tion gα. Par ailleurs, la 
onvergen
e dans L2 impliquela 
onvergen
e dans D′. Don


fn −→ f dans D′
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es de Sobolevet
∂αfn −→ gα dans D′.De la première assertion, on tire
∂αfn −→ ∂αf dans D′.Par uni
ité de la limite dans D′(Ω), on trouve ∂αf = gα ∈ L2. Don
 f ∈ Hk et 
omme ∂αfn −→

∂αf dans L2, il s'en suit que fn −→ f dans Hk.8.2 Espa
e H1
0(Ω)Proposition 8.3.1. Si Ω = Rd, D(Rd) est dense dans H1(Rd).2. Si Ω ⊂ Rd, Ω 6= Rd, D(Ω) n'est pas dense dans H1(Ω).Preuve.1. La première assertion, assez te
hnique, se montre par tron
ature et régularisation.2. On se 
ontente de prouver 
e résultat en dimension 1 dans le 
as où Ω =]0, 1[. Soit φ ∈

D(]0, 1[). On a
∀x ∈]0, 1[, φ(x) =

∫ x

0

φ′(t) dt.Don

∀x ∈]0, 1[, |φ(x)| ≤

∫ x

0

|φ′(t)| dt ≤
(∫ x

0

|φ′(t)|2 dt
)1/2 (∫ x

0

12 dt

)1/2

≤ ‖φ′‖L2 .Il en résulte que
‖φ‖L2 =

(∫ 1

0

|φ(t)|2 dt
)1/2

≤ ‖φ′‖L2.On a don
 �nalement
∀φ ∈ D(]0, 1[), ‖φ‖L2 ≤ ‖φ′‖L2 .Si D(]0, 1[) était dense dans H1(]0, 1[), 
ette inégalité resterait vraie pour tout φ ∈ H1(]0, 1[).Or en prenant par exemple f ≡ 1 sur ]0, 1[, on voit que 
ette inégalité est violée.Dé�nition 8.4. On note H1

0 (Ω) la fermeture de D(Ω) dans H1(Ω).Remarque 8.5. En vertu de la proposition 
i-dessus, H1
0 (Rd) = H1(Rd), mais H1

0 (Ω) n'est qu'unsous-espa
e ve
toriel de H1(Ω) (stri
tement in
lus dans H1(Ω)) si Ω ⊂ Rd ave
 Ω 6= Rd.Proposition 8.6. L'espa
e H1
0 (Ω) est un espa
e ve
toriel. C'est un espa
e de Hilbert pour leproduit s
alaire (·, ·)H1 .Preuve. Il est 
lair que H1

0 (Ω) est un espa
e ve
toriel (
'est la fermeture d'un espa
e ve
torielpour une 
ertaine norme). Le produit s
alaire de H1(Ω) restreint à H1
0 (Ω) dé�nit évidemment unproduit s
alaire sur H1

0 (Ω). Comme H1
0 (Ω) est fermé dans un espa
e 
omplet, il est 
omplet.



8.2. Espa
e H1
0 (Ω) 111Enonçons maintenant un résultat important d'analyse fon
tionnelle dont nous aurons besoin parla suite (
f. se
tion 9.3) :Théorème 8.7. (Inégalité de Poin
aré). Soit Ω un ouvert borné de Rd. Il existe une 
onstante

CΩ telle que
∀u ∈ H1

0 (Ω), ‖u‖L2 ≤ CΩ ‖∇u‖L2 .Dans le langage de l'analyse fon
tionnelle, on dit que la norme L2 d'une fon
tion de H1
0 (Ω) (Ωborné) est 
ontr�lée par la norme L2 de son gradient.Preuve du théorème 8.7. L'ouvert Ω étant borné, on peut trouver L > 0 tel que Ω ⊂ [−L,L]n. Soit

φ ∈ D(Ω) et ψ le prolongement de φ par 0 à tout Rd. Il est 
lair que ψ ∈ C∞(Rd) et que
∀x ∈ [−L,L]n, ψ(x) =

∫ x1

−L

∂ψ

∂x1
(t, x2, · · · , xn) dt.Il en résulte que

|ψ(x)|2 =

(∫ x1

−L

∂ψ

∂x1
(t, x2, · · · , xn) dt

)2

≤
(∫ x1

−L

∣∣∣∣
∂ψ

∂x1
(t, x2, · · · , xn)

∣∣∣∣
2

dt

)(∫ x1

−L
12 dt

)

≤ 2L

∫ L

−L

∣∣∣∣
∂ψ

∂x1
(t, x2, · · · , xn)

∣∣∣∣
2

dt.En intégrant l'inégalité obtenue sur [−L,L]n , on obtient
∫

[−L,L]n
|ψ|2 ≤ 4L2

∫

[−L,L]n

∣∣∣∣
∂ψ

∂x1

∣∣∣∣
2

≤ 4L2

∫

[−L,L]n
|∇ψ|2Comme Supp(ψ) = Supp(φ) ⊂ Ω, Supp(∇ψ) = Supp(∇φ) ⊂ Ω, et 
omme φ = ψ et ∇φ = ∇ψ sur

Ω, il en résulte que
∀φ ∈ D(Ω), ‖φ‖L2 ≤ 2L ‖∇φ‖L2 . (8.1)Il est 
lair par ailleurs que les appli
ations

H1(Ω) −→ R

u 7→ ‖u‖L2

et H1(Ω) −→ R

u 7→ ‖∇u‖L2sont 
ontinues. Comme D(Ω) est dense dans H1
0 (Ω) pour la norme H1, il en résulte que l'inéga-lité (8.1) reste valable pour tous les éléments de H1

0 (Ω).Terminons 
ette se
tion par quelques remarques sur la dé�nition de H1
0 (Ω) via la notion de tra
e :on dit parfois que H1

0 (Ω) est l'espa
e des fon
tions H1 �nulles au bord�. Ce
i appelle quelques
ommentaires. Introduisons pour 
ommen
er la notion de tra
e. Pour une fon
tion u ∈ C0(Ω), latra
e de u sur ∂Ω est dé�nie par
γ(u) : ∂Ω −→ R

x 7→ u(x).En d'autres termes, γ(u) = u|∂Ω. Notons que l'appli
ation tra
e
γ : C0(Ω) −→ C0(∂Ω)

u 7→ γ(u)est linéaire et 
ontinue. La question qui se pose maintenant est la suivante : peut-on étendre lanotion de tra
e à des fon
tions moins régulières ? Voi
i quelques éléments de réponse :



112 Chapitre 8 : Espa
es de Sobolev1. On ne peut pas dé�nir la tra
e d'une fon
tion de L2(Ω).Considérons en e�et, à titre d'exemple, la fon
tion u : x 7→ sin(1/x) sur Ω =]0, 1[. L'ensemble
∂Ω est alors 
omposé des deux points 0 et 1. La fon
tion u est 
ontinue en 1 et on peut don
dé�nir sa tra
e en 1 (
'est le réel sin 1) ; en revan
he, l'ensemble des valeurs d'adhéren
e de
u en 0 est l'intervalle [−1, 1] ; il n'y a don
 pas de façon naturelle de dé�nir la tra
e de u (lavaleur de u) en 0 ;2. En dimension 1, une fon
tion qui est dans H1(]a, b[) est dans C0([a, b]). La démonstration de
ette assertion fait l'objet de l'exer
i
e 8.6. On peut don
 dé�nir la tra
e en a et en b d'unefon
tion de H1(]a, b[) ;3. En dimension ≥ 2, une fon
tion qui est dans H1(Ω) n'est pas né
essairement 
ontinue (
f.exer
i
e 8.2). On peut 
ependant dé�nir la tra
e sur ∂Ω d'une fon
tion de H1(Ω). Pluspré
isément, il existe une appli
ation linéaire et 
ontinue

γ : H1(Ω) −→ L2(∂Ω)
u 7→ γ(u)véri�ant ∀u ∈ H1(Ω)∩C0(Ω), γ(u) = u|∂Ω. En fait, l'appli
ation γ prend ses valeurs dans unsous-espa
e de L2(∂Ω) noté H1/2(∂Ω). Cette notation, qui se base sur la théorie des espa
esde Sobolev à exposant fra
tionnaire, sera é
lairée dans la se
tion 10.4.2.Ce troisième point permet d'énon
er le résultat suivant :Proposition 8.8. On a la 
ara
térisation suivante :

H1
0 (Ω) =

{
u ∈ H1(Ω), γ(u) = 0

}
.8.3 Espa
e H−1(Ω)Dé�nition 8.9. Soit Ω un ouvert de Rd. On note H−1(Ω) l'espa
e ve
toriel des distributions

T ∈ D′(Ω) telles qu'il existe une 
onstante C pour laquelle
∀φ ∈ D(Ω), |〈T, φ〉| ≤ C‖φ‖H1 .Remarque 8.10. Il est 
lair que L2(Ω) ⊂ H−1(Ω). En e�et, si f ∈ L2(Ω), on a

∀φ ∈ D(Ω), |〈f, φ〉| =

∣∣∣∣
∫

Ω

fφ

∣∣∣∣ ≤ ‖f‖L2‖φ‖L2 ≤ ‖f‖L2‖φ‖H1 .Théorème 8.11. On peut identi�er H−1(Ω) au dual topologique de H1
0 (Ω).Preuve. Soit T ∈ H−1(Ω). L'appli
ation linéaire

φ 7→ 〈T, φ〉est 
ontinue sur D(Ω) muni de la norme H1. Par 
onséquent, 
ette appli
ation se prolonge en uneforme linéaire 
ontinue sur H1
0 (Ω) (
f. théorème 1.24) notée

φ 7→ 〈T, φ〉H−1,H1
0
,qui véri�e en parti
ulier

∀φ ∈ D(Ω), 〈T, φ〉H−1,H1
0

= 〈T, φ〉.
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e H−1(Ω) 113De plus, 
e prolongement est unique 
ar D(Ω) est dense dans H1
0 (Ω) pour la norme de H1. Onpeut don
 asso
ier à tout T ∈ H−1(Ω) un élément du dual topologique de H1

0 (Ω) (i.e. de l'espa
eve
toriel des formes linéaires 
ontinues sur H1
0 (Ω)). On dé�nit ainsi

α : H−1(Ω) −→ (H1
0 (Ω))′

T 7→ 〈T, ·〉H−1,H1
0
.Ré
iproquement, soit L ∈ (H1

0 (Ω))′. Il existe une 
onstante C telle que
∀φ ∈ H1

0 (Ω), |L(φ)| ≤ C‖φ‖H1 .En notant L|D(Ω) la restri
tion de L à D(Ω) ⊂ H1
0 (Ω), on dé�nit une forme linéaire sur D(Ω) quivéri�e

∀φ ∈ D(Ω), |L|D(Ω)(φ)| ≤ C‖φ‖H1 .Il reste à véri�er que L|D(Ω) est une distribution (
'est-à-dire qu'elle est 
ontinue sur D(Ω) pour latopologie de D(Ω)). Soit don
 K 
ompa
t in
lus dans Ω et φ ∈ DK(Ω). Il vient
|L|D(Ω)(φ)| ≤ C‖φ‖H1 ≤ C

(
‖φ‖2

L2 + ‖∇φ‖2
L2

)1/2
.Or ‖φ‖L2 ≤

√
|K| supK |φ| et ‖∇φ‖L2 ≤

√
|K| supK |∇φ|. Don


|L|D(Ω)(φ)| ≤ C′ sup
|α|≤1, x∈K

|∂αφ|.Don
 L|D(Ω) dé�nit une distribution (d'ordre ≤ 1). On dé�nit ainsi
β : (H1

0 (Ω))′ −→ H−1(Ω)

L 7→ L|D(Ω).On véri�e sans di�
ulté que α ◦ β = I(H1
0 (Ω))′ et que β ◦ α = IH−1(Ω).Proposition 8.12. (Cara
térisation des éléments de H−1). Soit Ω un ouvert de Rd. Une distribu-tion T appartient à H−1(Ω) si et seulement si il existe, pour tout |α| ≤ 1 une fon
tion gα ∈ L2(Ω)telle que
T =

∑

|α|≤1

∂αgα.Preuve. Il est 
lair que si T est de la forme
T =

∑

|α|≤1

∂αgαave
 gα ∈ L2(Ω), on a
∀φ ∈ D(Ω), |〈T, φ〉| = |〈

∑

|α|≤1

∂αgα, φ〉|

≤ |
∑

|α|≤1

(−1)|α|〈gα, ∂αφ〉|

≤
∑

|α|≤1

‖gα‖L2‖∂αφ‖L2

≤



∑

|α|≤1

‖gα‖L2


 ‖φ‖H1 .Don
 T ∈ H−1(Ω). La ré
iproque est plus déli
ate (voir [Bony 01℄).
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es de SobolevConséquen
es : on a les in
lusions
D(Ω) ⊂ H1

0 (Ω) ⊂ L2(Ω) ≡ (L2(Ω))′ ⊂ H−1(Ω) ⊂ D′(Ω)et on a par ailleurs pour T ∈ L2(Ω) et φ ∈ D(Ω),
〈T, φ〉 = 〈T, φ〉H−1,H1

0
= 〈T, φ〉(L2)′,L2 = (T, φ)L2 =

∫

Ω

T φ.

L2 est �l'espa
e pivot� de 
es dualités.8.4 Exer
i
es
⊲ 8.1.1. Pour quels k les fon
tions suivantes appartiennent-elles à l'espa
e Hk(] − 1, 1[) : x 7→ sinx,

x 7→ |x|, x 7→ sgn(x) ?2. Pour quels k, quels α et quels d la fon
tion 1
|x|α appartient-elle à l'espa
e Hk(B0(1)) dans

Rd ?3. Pour quels k, quels α et quels d la fon
tion 1
|x|α appartient-elle à l'espa
e Hk(Rd \B0(1)) ?

⊲ 8.2. Soit Ω le disque 
entré en 0 et de rayon 1/e dans R2. Soit la fon
tion
u(x, y) = Log(−Log(√x2 + y2

))
.Montrer que u ∈ H1

0 (Ω) mais que u n'est pas 
ontinue en 0.
⊲ 8.3. On 
onsidère l'espa
e ve
toriel

V = { v ∈ L2(Ω); ∆v ∈ L2(Ω) }équipé du produit s
alaire (v, w)V = (v, w)L2 + (∆v,∆w)L2 . Montrer que V est un espa
e deHilbert.
⊲ 8.4. Soit p un réel tel que 1 ≤ p ≤ +∞. Soit un entier k positif. On pose

W k,p(Ω) = {u ∈ Lp(Ω), ∀α, |α| ≤ k, ∂αu ∈ Lp(Ω)},les dérivées étant prises au sens des distributions. On équipe 
et espa
e de la norme
‖u‖Wk,p =

∑

|α|≤k
‖∂αu‖Lp .� Justi�er le fait que l'on puisse 
onsidérer les dérivées de u au sens des distributions.� Montrer que W k,p(Ω) équipé de la norme 
i-dessus est un espa
e de Bana
h.

⊲ 8.5. Soit u ∈ H1(R). Montrer que
‖u‖L∞ ≤ ‖u‖

1
2

L2‖u′‖
1
2

L2.Indi
ation : utiliser la densité de D(R) dans H1(R).
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⊲ 8.6. Soit a et b deux réels tels que a < b. Montrer que toute fon
tion de H1(]a, b[) admet unreprésentant 
ontinu.
⊲ 8.7. Soit a et b deux réels tels que a < b. Soit f ∈ H1(]a, b[) Montrer que |f | ∈ H1(]a, b[).Indi
ation : on montrera en parti
ulier que

d|f |
dx

(x) =

{
(f(x)/|f(x)|) dfdx(x) si f(x) 6= 0,

0 sinon.En déduire que si f et g sont deux fon
tions de H1(]a, b[), les fon
tions max(f, g) et min(f, g) sontdans H1(]a, b[).
⊲ 8.8. Soit I un intervalle ouvert de R. On désigne par χI(s) la fon
tion 
ara
téristique de I eton pose πI(s) =

∫ s
−∞ χI(t)dt. Soit Ω un ouvert de Rd. Montrer que pour f, g ∈ H1(Ω),

∫

Ω

g(x)χI(f(x))∇f(x) dx =

∫

Ω

∇g(x)πI(f(x)) dx.Indi
ation : 
onstruire une suite de fon
tions (χn)n∈N 
ontinues, à valeurs dans [0, 1] et 
onvergeantsimplement vers χI sur R.
⊲ 8.9. Soit u ∈ H1(Ω) et ψ ∈ C∞(Ω). On suppose que ψ et ses dérviées premières sont bornéessur Ω. Montrer que le produit ψu dé�ni pour presque tout x ∈ Ω par (ψu)(x) = ψ(x)u(x) est dans
H1(Ω).
⊲ 8.10. Soit u ∈ H1(Rd). On désigne par (e1, . . . , ed) la base 
artésienne de Rd. Montrer que pourtout 1 ≤ i ≤ d, ∫

Rd

∣∣∣∣
∂u

∂xi

∣∣∣∣
2

= lim
t→0

1

t

∫

Rd

|u(x+ tei) − u(x)|2 dx.

⊲ 8.11. Soit u ∈ H1(R) et soit Φ : R → R de 
lasse C1 et telle que Φ(0) = 0. Montrer que lafon
tion Φ ◦ u, dé�nie pour presque tout x ∈ R par (Φ ◦ u)(x) = Φ(u(x)), est dans H1(R).
⊲ 8.12. (Inégalité de Hardy sur ]0, 1[). Soit Ω = ]0, 1[ et u ∈ H1

0 (Ω). Montrer que la fon
tion u(x)
x(1−x)est dans L2(Ω) et que ∥∥∥∥

u(x)

x(1 − x)

∥∥∥∥
L2

≤ c‖u′‖L2où c est une 
onstante indépendante de u.
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Chapitre 9Problèmes aux limites elliptiqueslinéairesCe 
hapitre est axé sur l'analyse mathématique de problèmes aux limites elliptiques linéaires. Leterme problème aux limites désigne un problème mathématique 
omposé� d'une (ou plusieurs) équation(s) aux dérivées partielles (EDP),� de 
onditions aux bords (ou de 
onditions asymptotiques à l'in�ni).Pour les problèmes dépendant du temps (dont nous ne parlerons pas i
i) s'ajoutent des 
onditionsinitiales. Le terme elliptique désigne une 
ertaine 
lasse d'équations aux dérivées partielles dontl'ar
hétype est l'équation de Poisson −∆u = f . En�n le quali�
atif linéaire signi�e que la ou lesEDP ainsi que les 
onditions aux bords sont linéaires ou a�nes.Dans 
e 
hapitre, nous démontrerons notamment que le problème aux limites1
{

−∆u = f dans D′(Ω),

u = 0 sur ∂Ω,
(9.1)admet, pour f donnée dans H−1(Ω), une solution u et une seule dans H1(Ω), et que 
ette solutiondépend 
ontinûment du se
ond membre f . Ce résultat sera obtenu en deux étapes :1. on asso
iera au problème (9.1) une formulation faible (ou variationnelle) qui lui est équiva-lente { Cher
her u ∈ V tel que

∀v ∈ V, a(u, v) = b(v),
(9.2)ave
 V = H1

0 (Ω), a(u, v) =

∫

Ω

∇u · ∇v et b(v) =

∫

Ω

fv. Les problèmes (9.1) et (9.2) sontéquivalents en 
e sens que toute solution dans H1 du problème (9.1) est solution du pro-blème (9.2), et vi
e versa ;2. on montrera à l'aide du théorème de Lax-Milgram que le problème variationnel (9.2) admetune solution et une seule.D'autres 
as plus 
ompliqués faisant intervenir des opérateurs non symétriques seront égalementétudiés dans 
e 
hapitre.1dont la résolution numérique par la méthode des éléments �nis 
onstitue l'un des thèmes majeurs du 
ours deCal
ul S
ienti�que



118 Chapitre 9 : problèmes aux limites elliptiques linéaires9.1 Version �symétrique� du théorème de Lax-MilgramDé�nition 9.1. Soit H un espa
e de Hilbert et a une forme bilinéaire sur H. On dit que a est
oer
ive s'il existe un réel α > 0 tel que
∀u ∈ H, a(u, u) ≥ α ‖u‖2.Théorème 9.2. (Version �symétrique� du théorème de Lax-Milgram). Soit H un espa
e de Hilbert,

a une forme bilinéaire sur H, symétrique, 
ontinue et 
oer
ive et b une forme linéaire 
ontinue sur
H. Alors le problème { Cher
her u ∈ H tel que

∀v ∈ H, a(u, v) = b(v),
(9.3)admet une solution et une seule. En outre l'unique solution u de (9.3) est également l'uniquesolution du problème de minimisation

{ Cher
her u ∈ H tel que
J(u) = inf

v∈H
J(v),

(9.4)où la fon
tionnelle J(v) (dite fon
tionnelle d'énergie) est dé�nie par
J(v) =

1

2
a(v, v) − b(v).Preuve. Posons

(u, v)a = a(u, v).Il est 
lair que (·, ·)a est un produit s
alaire sur H . Par ailleurs, les normes ‖ · ‖H et ‖ · ‖a sontéquivalentes ; en e�et, de la 
oer
ivité et de la 
ontinuité de la forme bilinéaire a, nous déduisonsque
∀v ∈ H, α‖v‖2 ≤ ‖v‖2

a = a(v, v) ≤M‖v‖2.L'espa
e H , qui est 
omplet pour la norme ‖ ·‖, l'est don
 aussi pour la norme ‖ ·‖a. Don
 H munidu produit s
alaire (·, ·)a est un espa
e de Hilbert. La forme linéaire b est 
ontinue pour la norme
‖ · ‖ don
 aussi pour la norme ‖ · ‖a qui lui est équivalente. D'après le théorème de Riesz 3.11, ilexiste don
 un unique élément u ∈ H véri�ant

∀v ∈ H, a(u, v) = (u, v)a = b(v).Ce
i montre l'existen
e et l'uni
ité de la solution de (9.3).Soit maintenant u solution de (9.3) et v ∈ H . Posons h = v − u. On a
J(v) = J(u+ h)

=
1

2
a(u+ h, u+ h) − b(u+ h)

= J(u) + a(u, h) − b(h) +
1

2
a(h, h)

= J(u) +
1

2
a(h, h)

≥ J(u).Don
 u est solution de (9.4).



9.2. Résolution d'un problème aux limites elliptique symétrique 119Ré
iproquement, si u est solution de (9.4), on a alors pour tout v ∈ H et pour tout λ ∈ R

J(u) ≤ J(u+ λv) = J(u) + λ(a(u, v) − b(v)) +
1

2
λ2a(v, v).Don
 pour tout λ ∈ R,

λ(a(u, v) − b(v)) +
1

2
λ2a(v, v) ≥ 0.Ce
i n'est possible que si a(u, v) = b(v) pour tout v ∈ H . Don
 u est solution de (9.3).9.2 Résolution d'un problème aux limites elliptique symé-triqueCommençons, pour �xer les idées, par nous intéresser au problème modèle qui 
onsiste à





Cher
her u : Ω −→ R véri�ant
− ∆u + λu = f dans Ω,

u = 0 sur ∂Ω,

(9.5)où Ω est un ouvert de Rd, λ un réel stri
tement positif et f est une fon
tion donnée. Le premiertravail à faire est de 
onstruire un 
adre fon
tionnel adapté à l'étude du problème (9.5), 
'est-à-direde pré
iser un espa
e fon
tionnel F dans lequel on s'autorise à 
hoisir la donnée f et un espa
efon
tionnel V dans lequel on va 
her
her la solution u.Bien souvent, la physique fournit des modèles sans les espa
es fon
tionnels qui vont ave
 ! C'estau mathémati
ien de trouver les bons espa
es, 
'est-à-dire 
eux pour lesquels on saura dire des
hoses sur les solutions du problème (existen
e, uni
ité, régularité, ...), pour des données f aussigénérales que possible. Un bon 
adre fon
tionnel doit en prin
ipe assurer l'existen
e et l'uni
itéd'une solution dans V pour tout f ∈ F .Nous allons dans 
ette se
tion 
onstruire un 
adre fon
tionnel naturel, 
elui des espa
es d'énergie(la raison pour laquelle on parle d'espa
e d'énergie apparaîtra 
lairement plus loin). Commençonspar un raisonnement formel. Multiplions les deux membres de l'équation −∆u + λu = f par u(sans se préo

uper pour l'instant de rigueur mathématique) et intégrons sur Ω, 
e qui donne
∫

Ω

(−∆u+ λu)u =

∫

Ω

fu. (9.6)En utilisant la formule de Green (7.5) et en tenant 
ompte de la nullité de u sur le bord ∂Ω, onobtient ∫

Ω

|∇u|2 + λu2 =

∫

Ω

fu.Pour une donnée f très régulière, par exemple f ∈ D(Ω), les deux termes de l'égalité ont unsens si et seulement si u ∈ H1(Ω). Comme en outre u = 0 sur ∂Ω, un bon 
hoix 
onsiste àprendre V = H1
0 (Ω). On voit alors qu'on peut donner un sens formel au membre de droite del'équation 
i-dessus dès que f est dans le dual de H1

0 (Ω), 
'est-à-dire dans H−1(Ω). On 
hoisiradon
 F = H−1(Ω). On aboutit don
 à la formulation mathématique suivante du problème (9.5)
{Cher
her u ∈ H1

0 (Ω) véri�ant
− ∆u+ λu = f dans D′(Ω),

(9.7)où f est donnée dans H−1(Ω). Le problème de Poisson (qui 
orrespond au 
as où λ = 0) seraexaminé ultérieurement.Formulation faible du problème 9.7.Posons
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0 (Ω)2. a(u, v) =

∫

Ω

∇u · ∇v + λ

∫

Ω

u v3. b(v) = 〈f, v〉H−1,H1
0et 
onsidérons le problème { Cher
her u ∈ H tel que

∀v ∈ H, a(u, v) = b(v).
(9.8)Proposition 9.3. Les problèmes (9.7) et (9.8) sont équivalents.Preuve. Montrons d'abord que (9.8) ⇒ (9.7). Soit u solution de (9.8). On a déjà u ∈ H1

0 (Ω), don
d'une part u ∈ H1(Ω) et d'autre part u = 0 sur ∂Ω. Soit maintenant φ ∈ D(Ω). On a φ ∈ H1
0 (Ω)et

〈f, φ〉 = 〈f, φ〉H−1,H1
0

= b(φ)

= a(u, φ)

=

∫

Ω

∇u · ∇φ+ λ

∫

Ω

uφ

= 〈∇u,∇φ〉 + λ〈u, φ〉
= 〈−∆u+ λu, φ〉.Don
 −∆u+ λu = f dans D′(Ω). Don
 u est solution de (9.7).Ré
iproquement, soit u solution de (9.7). On a d'abord u ∈ H1(Ω) et u = 0 sur ∂Ω. Don


u ∈ H1
0 (Ω). Soit φ ∈ D(Ω). On a

b(φ) = 〈f, φ〉H−1,H1
0

= 〈f, φ〉
= 〈−∆u+ λu, φ〉
= 〈∇u,∇φ〉 + λ〈u, φ〉
= a(u, φ).Don


∀φ ∈ D(Ω), a(u, φ) = b(φ).Véri�ons maintenant que a est 
ontinue sur H ×H et que b est 
ontinue sur H :
∀v ∈ H = H1

0 (Ω), |b(v)| = |〈f, v〉H−1,H1
0
| ≤ ‖f‖H−1 ‖v‖H1 ,

∀(u, v) ∈ H, |a(u, v)| =

∣∣∣∣
∫

Ω

∇u · ∇v + λ

∫

Ω

u v

∣∣∣∣

≤
∣∣∣∣
∫

Ω

∇u · ∇v
∣∣∣∣+ λ

∣∣∣∣
∫

Ω

u v

∣∣∣∣

≤
(∫

Ω

|∇u|2
)1/2(∫

Ω

|∇v|2
)1/2

+ λ

(∫

Ω

u2

)1/2(∫

Ω

v2

)1/2

≤ (1 + λ)‖u‖H1 ‖v‖H1 .A fortiori, a(u, ·) et b sont 
ontinues sur H = H1
0 (Ω). Comme en outre D(Ω) est dense dans H1

0 (Ω),on a
∀v ∈ H, a(u, v) = b(v).Don
 u est solution de (9.8).



9.3. Résolution de l'équation de Poisson sur un ouvert borné 121Véri�
ation des hypothèses du théorème de Lax-Milgram version symétrique.� H = H1
0 (Ω) est un espa
e de Hilbert ;� b est 
ontinue sur H ;� a est bilinéaire symétrique et 
ontinue sur H ×H ;� a est en outre 
oer
ive sur H . En e�et, pour tout u ∈ H

a(u, u) =

∫

Ω

|∇u|2 + λ

∫

Ω

|u|2

≥ min(1, λ)

(∫

Ω

|∇u|2 +

∫

Ω

|u|2
)

= min(1, λ)‖u‖2
H1 .Con
lusion. Le problème (9.8) a une solution et une seule de par le théorème de Lax-Milgramversion symétrique. Les problèmes (9.7) et (9.8) sont équivalents. Le problème (9.7) a don
 unesolution et une seule. Remarquons que la fon
tionnelle d'énergie asso
iée au problème (9.7) estdonnée par

J(v) =
1

2

∫

Ω

|∇v|2 +
λ

2

∫

Ω

|v|2 − 〈f, v〉H−1,H1
0
.9.3 Résolution de l'équation de Poisson sur un ouvert bornéSoit Ω un ouvert borné de Rd et f ∈ H−1(Ω). On 
her
he u ∈ H1(Ω) solution de

{
−∆u = f dans D′(Ω),

u = 0 sur ∂Ω.
(9.9)Formulation faible du problème (9.9).Posons1. H = H1

0 (Ω)2. a(u, v) =

∫

Ω

∇u · ∇v3. b(v) = 〈f, v〉H−1,H1
0et 
onsidérons le problème { Cher
her u ∈ H tel que

∀v ∈ H, a(u, v) = b(v).
(9.10)Proposition 9.4. Les problèmes (9.9) et (9.10) sont équivalents.Preuve. Trans
ription dire
te de la preuve de la proposition 9.3.Véri�
ation des hypothèses du théorème de Lax-Milgram version symétrique.� H = H1

0 (Ω) est un espa
e de Hilbert ;� b est 
ontinue sur H ;� a est bilinéaire symétrique et 
ontinue sur H ×H ;� il reste à prouver que a est 
oer
ive sur H . En utilisant l'inégalité de Poin
aré 8.7, on voitque pour tout u ∈ H1
0 (Ω),

‖u‖2
H1 = ‖u‖2

L2 + ‖∇u‖2
L2 ≤ (1 + C2

Ω)‖∇u‖2
L2 = (1 + C2

Ω)a(u, u).Don

a(u, u) ≥ 1

1 + C2
Ω

‖u‖2
H1 .
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lusion. Le problème (9.10) a une solution et une seule de par le théorème de Lax-Milgramversion symétrique. Les problèmes (9.9) et (9.10) sont équivalents. Le problème (9.9) a don
 unesolution et une seule. Remarquons que la fon
tionnelle d'énergie asso
iée au problème (9.9) estdonnée par
J(v) =

1

2

∫

Ω

|∇v|2 − 〈f, v〉H−1,H1
0
.9.4 Théorème de Lax-MilgramL'hypothèse de symétrie de a est 
ontraignante 
ar de nombreux problèmes aux limites, en parti-
ulier 
eux dans lesquels �gurent des termes d'adve
tion (
f. 
ours de 
al
ul s
ienti�que) sont nonsymétriques. Heureusement, on peut s'en a�ran
hir.Théorème 9.5. (Théorème de Lax-Milgram). Soit H un espa
e de Hilbert, a une forme bilinéairesur H 
ontinue et 
oer
ive et b une forme linéaire 
ontinue sur H. Alors le problème

{ Cher
her u ∈ H tel que
∀v ∈ H, a(u, v) = b(v),

(9.11)admet une solution et une seule.Remarque 9.6. Le théorème de Lax-Milgram �
ontient� le théorème de Lax-Milgram versionsymétrique.Preuve. On 
onsidère l'appli
ation linéaire 
ontinue
Φ : H −→ H ′

u 7→ Φ(u) = a(u, ·).Il est 
lair que u est solution de (9.11) si et seulement si Φ(u) = b. Montrer l'existen
e et l'uni
itéde la solution de (9.11) équivaut don
 à montrer que Φ est bije
tive.1. Inje
tivité (uni
ité de la solution de (P )).Soit u ∈ H tel que Φ(u) = 0. On a pour tout v ∈ H , a(u, v) = 0, don
 en parti
ulier
a(u, u) = 0. Or en utilisant la 
oer
ivité,

0 = a(u, u) ≥ α‖u‖2.Don
 u = 0.2. Surje
tivité (existen
e de la solution de (P )).Soit V = Im(Φ) ⊂ H ′. On va montrer que V est à la fois dense et fermé (
e qui implique
V = H ′).(a) Montrons que V = Im(Φ) est fermé. Soit w 6= 0. On a

‖Φ(w)‖H′ = sup
v∈H, v 6=0

|a(w, v)|
‖v‖ ≥ a(w,w)

‖w‖ ≥ α‖w‖.Don

‖Φ(w)‖H′ ≥ α‖w‖
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ette inégalité reste vraie pour w = 0. Soit maintenant (bn)n∈N une suite d'élémentsde V qui 
onverge dans H ′ vers b ∈ H ′. Il faut montrer que b ∈ V . Soit wn tel que
Φ(wn) = bn. Comme (bn)n∈N est de Cau
hy, (wn)n∈N l'est aussi. En e�et,

‖bp − bq‖H′ = ‖Φ(wp) − Φ(wq)‖H′ = ‖Φ(wp − wq)‖H′ ≥ α‖wp − wq‖.Don
 (wn)n∈N 
onverge dans H vers un 
ertain w ∈ H . Comme en outre Φ est 
ontinue,
bn = Φ(wn) −→ Φ(w) dans H ′.Don
 b = Φ(w) ∈ V (uni
ité de la limite).(b) Montrons que V = Im(Φ) est dense dans H ′. Notons

V 0 = {u ∈ H, ∀f ∈ V, f(w) = 0} .Soit w ∈ V ◦. On a alors
∀v ∈ H, a(v, w) = Φ(v) (w) = 0.En parti
ulier pour v = w, il vient a(w,w) = 0. Don
 w = 0 par l'hypothèse de
oer
ivité. Don
 V ◦ = {0}, 
e qui implique que V est dense dans H .9.5 Résolution d'un problème aux limites non symétriqueSoit Ω un ouvert borné de Rd, c : Ω → Rd un 
hamp de ve
teurs de 
lasse C1(Ω) à divergen
enulle (div c = 0 dans Ω) et f ∈ H−1(Ω). On 
her
he u ∈ H1(Ω) solution de

{
−∆u+ c · ∇u = f dans D′(Ω),

u = 0 sur ∂Ω.
(9.12)Remarquons que le produit c · ∇u est bien dé�ni dans D′(Ω) ; 
e
i provient du fait que ∇u est enfait une fon
tion de L2(Ω), don
 de L1(Ω) puisque Ω est borné, et que c est une fon
tion bornée(
'est une fon
tion 
ontinue sur un 
ompa
t). Le produit c · ∇u est don
 dans L1(Ω), don
 dans

D′(Ω).Formulation faible du problème (P ).Posons1. H = H1
0 (Ω) ;2. a(u, v) =

∫

Ω

∇u · ∇v +

∫

Ω

(c · ∇u) v ;3. b(v) = 〈f, v〉H−1,H1
0
;et 
onsidérons le problème { Cher
her u ∈ H tel que

∀v ∈ H, a(u, v) = b(v).
(9.13)Proposition 9.7. Les problèmes (9.12) et (9.13) sont équivalents.



124 Chapitre 9 : problèmes aux limites elliptiques linéairesPreuve. On a déjà montré la 
ontinuité de b. Pour tout (u, v) ∈ H ,
|a(u, v)| =

∣∣∣∣
∫

Ω

∇u · ∇v +

∫

Ω

(c · ∇u) v
∣∣∣∣

≤
∣∣∣∣
∫

Ω

∇u · ∇v
∣∣∣∣+
∣∣∣∣
∫

Ω

(c · ∇u) v
∣∣∣∣

≤ ‖∇u‖L2‖∇v‖L2 + sup
Ω

|c|‖∇u‖L2‖v‖L2

≤ (1 + sup
Ω

|c|)‖u‖H1‖v‖H1 .Don
 a est 
ontinue sur H ×H .Le reste de la preuve est une simple trans
ription de la démonstration de la proposition 9.3.Montrons qu'on peut appliquer le théorème de Lax-Milgram.� H = H1
0 (Ω) est un espa
e de Hilbert ;� b est 
ontinue sur H ;� a est bilinéaire et 
ontinue sur H ×H ;� montrons que a est 
oer
ive sur H . On remarque que pour tout φ ∈ D(Ω),

∫

Ω

c · ∇
(
φ2

2

)
+

∫

Ω

φ2

2
div c =

∫

Ω

div

(
φ2

2
c

)
=

∫

∂Ω

φ2

2
(c · n) = 0.En 
onséquen
e,

a(φ, φ) =

∫

Ω

|∇φ|2 +

∫

Ω

(c · ∇φ)φ

=

∫

Ω

|∇φ|2 +

∫

Ω

c · ∇φ2

2

=

∫

Ω

|∇φ|2 −
∫

Ω

φ2

2
div c

=

∫

Ω

|∇φ|2

≥ 1

1 + C2
Ω

‖φ‖H1 .Con
lusion. Le problème (9.13) a une solution et une seule de par le théorème de Lax-Milgram.Les problèmes (9.12) et (9.13) sont équivalents. Le problème (9.12) a don
 une solution et uneseule.9.6 Exer
i
es
⊲ 9.1. Soit Ω un ouvert borné de Rd. On se donne� un 
hamp de matri
es A : Ω −→ M(d, d) de (L∞(Ω))

d2 ,� deux 
hamps de ve
teurs sur b et c de (L∞(Ω))
d,� un 
hamp s
alaire d ∈ L∞(Ω).E
rire une formulation faible du problème aux limites : 
her
her u ∈ H1

0 (Ω) véri�ant
−div (A(x)∇u(x)) + div (bu) + c · ∇u+ du = f dans D′(Ω).On suppose que le 
hamp de matri
es A est uniformément 
oer
if sur Ω, 
'est-à-dire qu'il existeune 
onstante α > 0 telle que

∀x ∈ Ω, ∀y ∈ Rd, (A(x)y, y) ≥ α‖y‖2.
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i
es 125A quelles 
onditions sur A, b, c et d le problème aux limites 
i-dessus a-t-il une solution et uneseule dans H1
0 (Ω) ?

⊲ 9.2. Soit u0 ∈ L2(Rd) et τ un réel stri
tement positif. On 
onsidère la suite (un)n∈N∗ de fon
tionsde H1(Rd) dé�nie à partir de u0 par la relation de ré
urren
e
∀n ∈ N,

un+1 − un
τ

= ∆un+1. (9.14)1. Montrer que la suite (un)n∈N∗ est bien dé�nie de manière unique par la relation de ré
urren
e(9.14).2. On se pla
e dans le 
as où d = 1 et on 
onsidère la fon
tion u dé�nie sur R par
u(x) =

∣∣∣∣∣∣

cos(ωx) si x ≤ −2π/ω
1 si − 2π/ω < x < 2π/ω
cos(ωx) si x ≥ 2π/ωoù ω = τ−1/2. Cal
uler u′′ (dérivée se
onde de u au sens des distributions).3. En utilisant la question pré
édente, 
onstruire une fon
tion u0 ∈ L2(R) telle que le problème

{ Cher
her u1 ∈ H1(R) tel que
u1 − u0

τ
= u′′0n'ait pas de solution.4. Selon vous, dans quel 
ontexte est utilisée la relation de ré
urren
e (9.14) ? Que suggère lerésultat de la question 3 ?

⊲ 9.3. Pour tout α réel stri
tement positif, on note aα la forme bilinéaire sur H1
0 (] − 1, 1[) dé�niepar

∀(u, v) ∈ H1
0 (] − 1, 1[) ×H1

0 (] − 1, 1[), aα(u, v) = α

∫ 0

−1

u′v′ +

∫ 1

0

u′v′.On note b la forme linéaire sur H1
0 (] − 1, 1[) dé�nie par

∀v ∈ H1
0 (] − 1, 1[), b(v) =

∫ 1

−1

v.1. Montrer que pour tout α > 0, le problème
{ Cher
her u ∈ H1

0 (] − 1, 1[) tel que
∀v ∈ H1

0 (] − 1, 1[), aα(u, v) = b(v)admet une solution et une seule, que l'on notera uα.2. En introduisant la fon
tion
ηα(x) =

∣∣∣∣
α si x ∈] − 1, 0[
1 si x ∈]0, 1[e
rire une EDP dans D′(] − 1, 1[) dont uα est solution.



126 Chapitre 9 : problèmes aux limites elliptiques linéaires3. Expli
iter uα. On véri�era que pour α = 1, la solution est (1 + x)(1 − x)/2.Indi
ation : on 
her
hera uα sous la forme
uα(x) =

∣∣∣∣
a1(x+ 1)2 + b1(x+ 1) si x ∈] − 1, 0[
a2(x− 1)2 + b2(x− 1) si x ∈]0, 1[,où a1, b1, a2 et b2 sont des 
oe�
ients réels.

⊲ 9.4. E
rire une formulation faible de la forme
{ Cher
her u ∈ V tel que

∀v ∈ V, a(u, v) = b(v)pour 
ha
un des problèmes aux limites suivants. On véri�era dans 
haque 
as qu'il y a bien équi-valen
e entre le problème aux limites et la formulation faible et que les hypothèses du théorème deLax-Milgram sont satisfaites.� Soit a ∈ C0([0, 1],R) telle que inf
[0,1]

a = α > 0 et f ∈ L2(0, 1).
(I)






Cher
her u ∈ H1
0 (]0, 1[) véri�ant

− d

dx

(
a(x)

du

dx
(x)

)
= f(x) sur ]0, 1[� Soit f ∈ L2(0, 1).

(II)

{ Cher
her u ∈ H1
0 (0, 1) véri�ant

−u′′ + u′ + u = f(x) sur ]0, 1[

⊲ 9.5. On 
onsidère un réel α ∈] − 1,−1

2
[ et le domaine Ω dé�ni en 
oordonnées polaires par

Ω =
{
(r, θ), 0 < r < 1,

π

α
< θ < 0

}
.Soit Γ1 =

{
(r, θ), r = 1,

π

α
< θ < 0

} et Γ2 = ∂Ω \ Γ1 (voir �gure 
i-dessous).

Γ1

Γ2

π/α

ΩOn 
onsidère le problème aux limites




Cher
her u véri�ant
−∆u = 0 dans Ω,
u = sin(αθ) sur Γ1,
u = 0 sur Γ2.

(9.15)
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i
es 1271. Soit ϕ1 = rα sin(αθ) et ϕ2 = r−α sin(αθ). Montrer que ϕ1 et ϕ2 sont solutions de (9.15).Indi
ation : on rappelle qu'en 
oordonnées polaires
∆ϕ =

1

r

∂

∂r

(
r
∂ϕ

∂r

)
+

1

r2
∂2ϕ

∂θ2
.2. Montrer que ϕ1 et ϕ2 sont dans L2(Ω).3. Considérons maintenant le problème





Cher
her u ∈ H1(Ω) véri�ant
−∆u = 0 dans D′(Ω),
u = sin(αθ) sur Γ1,
u = 0 sur Γ2.

(9.16)Montrer que ϕ2 est solution du problème (9.16). Qu'en est-il de la fon
tion ϕ1 ?
⊲ 9.6. Soit Ω un domaine borné de Rd. Soit w1, w2 et f trois fon
tions données de L2(Ω). Soit λet µ deux réels positifs ou nuls. Soit a la forme bilinéaire dé�nie formellement par

a(u, v) =

∫

Ω

∇u · ∇v + λ

∫

Ω

uv − µ

(∫

Ω

w1u

) (∫

Ω

w2v

)
,et b la forme linéaire dé�nie formellement par

b(v) =

∫

Ω

fv.1. Montrer que a et b sont dé�nies et 
ontinues sur H1
0 (Ω).2. On note CΩ la 
onstante de Poin
aré de Ω, 
'est-à-dire la plus petite 
onstante réelle véri�ant

∀u ∈ H1
0 (Ω), ‖u‖L2 ≤ CΩ‖∇u‖L2.Montrer que si µ ‖w1‖L2 ‖w2‖L2 < λ+

1

C2
Ω

, le problème
{ Cher
her u ∈ H1

0 (Ω) tel que
∀v ∈ H1

0 (Ω), a(u, v) = b(v)
(9.17)admet une solution et une seule.3. Montrer que si µ ‖w1‖L2 ‖w2‖L2 < λ+

1

C2
Ω

, l'unique solution u du problème (9.17) est solutiond'une EDP de la forme
−∆u+ L(u) = f dans D′(Ω)où L ∈ L

(
L2(Ω)

) (i.e. où L est une appli
ation linéaire 
ontinue de L2(Ω) dans lui-même).et donner un majorant de la norme de L.
⊲ 9.7. Prin
ipe du maximumSoit Ω un ouvert borné régulier de Rd. On 
onsidère l'opérateur linéaire L dé�ni pour une fon
tion
u ∈ C2(Ω) par

(Lu)(x) =

d∑

i,j=1

aij(x)
∂2u

∂xi∂xj
(x) +

d∑

i=1

bi(x)
∂u

∂xi
(x) + c(x)u(x)où les 
hamps s
alaires aij , bi et c sont dans C0(Ω) et véri�ent les deux propriétés suivantes :



128 Chapitre 9 : problèmes aux limites elliptiques linéaires� il existe un réel α > 0 tel que pour tout x ∈ Ω et tout ξ ∈ Rd,
d∑

i,j=1

aij(x) ξi ξj ≥ α |ξ|2 ;� le 
hamp c est négatif ou nul sur Ω.Soit u une fon
tion de C2(Ω) ∩ C0(Ω) telle que
{
Lu < 0 dans Ω
u ≥ 0 sur ∂Ω.Montrer que u ≥ 0 dans Ω (par approximation, on peut montrer que 
e résultat reste vrai lorsqu'ona seulement Lu ≤ 0). Indi
ation : supposer que min

x∈Ω̄
u(x) < 0 et 
onsidérer un x0 ∈ Ω en lequel leminimum est atteint.

⊲ 9.8. Soit µ un réel et β un 
hamp de ve
teurs de 
lasse C∞ sur Rd (autrement dit une appli
ationde Rd à valeurs dans Rd de 
lasse C∞) tel que ‖β‖L∞ < +∞ et ‖div β‖L∞ < +∞.1. Soit u ∈ L2(Rd). Montrer que les expressions
Tu = µu+ β · ∇uet

T ∗u = µu− div (uβ)ont un sens dans D′(Rd).2. Soit
D =

{
u ∈ L2(Rd) tel que Tu ∈ L2(Rd)

}
.Montrer que D, muni de la norme ‖ · ‖Γ, dé�nie par

∀u ∈ D, ‖u‖Γ =
(
‖u‖2

L2 + ‖Tu‖2
L2

)1/2
,est un espa
e de Hilbert.3. Soit

D∗ =
{
u ∈ L2(Rd) tel que T ∗u ∈ L2(Rd)

}
.Véri�er que D(Rd) ⊂ D, que D(Rd) ⊂ D∗ et que

∀(u, v) ∈ D(Rd) ×D(Rd), (Tu, v)L2 = (u, T ∗v)L2 ,où (·, ·)L2 désigne le produit s
alaire usuel sur L2(Rd).4. On admet que D(Rd) est dense dans D pour la norme ‖ · ‖Γ et que D(Rd) est dense dans D∗pour la norme ‖ · ‖Γ∗ dé�nie par
∀u ∈ D∗, ‖u‖Γ∗ =

(
‖u‖2

L2 + ‖T ∗u‖2
L2

)1/2
.Déduire de la question pré
édente que

∀(u, v) ∈ D ×D∗, (Tu, v)L2 = (u, T ∗v)L2 .5. Montrer que D = D∗.
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i
es 129Commentaire : les opérateurs T est T ∗ sont des opérateurs linéaires non-bornés sur L2(Rd)(un opérateur linéaire non-borné sur L2(Rd) est un appli
ation linéaire dé�nie sur un sous-espa
eve
toriel de L2(Rd) - le domaine de l'opérateur - à valeurs dans L2(Rd)). L'opérateur T ∗ (dé�nisur le domaine D∗) est appelé l'adjoint de l'opérateur T (dé�ni sur le domaine D).
⊲ 9.9. Régularité elliptiqueOn 
onsidère le problème { Cher
her u ∈ H1(Rd) tel que

−∆u+ u = f
(9.18)où f est une fon
tion donnée de L2(Rd).1. Montrer l'existen
e et l'uni
ité de la solution de (9.18).2. Soit φ ∈ C∞

c (Rd). Montrer que pour tout 1 ≤ i, j ≤ d,
∥∥∥∥
∂φ

∂xi

∥∥∥∥
L2

≤
(
‖φ‖2

L2 + ‖∆φ‖2
L2

)1/2et ∥∥∥∥
∂2φ

∂xi∂xj

∥∥∥∥
L2

≤
(
‖φ‖2

L2 + ‖∆φ‖2
L2

)1/2
.On pourra utiliser la transformée de Fourier de φ dé�nie par φ̂(ξ) =

∫

Rd

φ(x) e−ix·ξ dx.3. En admettant que C∞
c (Rd) est dense dans

H =
{
v ∈ L2(Rd), ∆v ∈ L2(Rd)

}muni de la norme dé�nie par
‖v‖ =

(
‖v‖2

L2 + ‖∆v‖2
L2

)1/2montrer que H = H2(Rd) et que la norme ‖ · ‖ est une norme sur H2(Rd) équivalente à lanorme usuelle dé�nie par
‖v‖H2 =



‖v‖2
L2 + ‖∇v‖2

L2 +

d∑

i,j=1

∥∥∥∥
∂2v

∂xi∂xj

∥∥∥∥
L2




1/2

.4. Montrer que la solution u de (9.18) est dans H2(Rd) et que l'appli
ation linéaire qui à fasso
ie l'unique solution u de (9.18) est 
ontinue de L2(Rd) dans H2(Rd).5. On suppose maintenant que f ∈ Hm(Rd) pour un 
ertain m ≥ 1. Montrer que la solution ude (9.18) est dans Hm+2(Rd). Indi
ation : on pourra é
rire une équation véri�ée par ∂u
∂xi

.6. Soit Ω un ouvert borné de Rd, une fon
tion u ∈ Hm(Ω) ave
 m ∈ N∗ telle que ∆u ∈ Hm(Ω).Montrer que pour tout ouvert ω tel que ω ⊂ Ω, on a u ∈ Hm+2(Ω).
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⊲ 9.10. On 
onsidère le problème 
onsistant à

{ Cher
her u ∈ V tel que
∀v ∈ V, aλ(u, v) = b(v)

(9.19)ave
 V = H2(R2)

aλ(u, v) =

∫

R2

∆u ∆v + λ

∫

R2

∇u · ∇v +

∫

R2

u v et b(v) =

∫

R2

f v.1. Montrer que pour u et v dans H2(R2),
∫

R2

∆u ∆v =
2∑

i,j=1

∫

R2

∂2u

∂xi∂xj

∂2v

∂xi∂xj
.2. Montrer que si λ > 0, le problème (9.19) est bien posé.3. Montrer que pour tout φ ∈ C∞

c (R2),
∫

R2

|∇φ|2 = −
∫

R2

φ∆φ,et de là que pour tout u ∈ H2(R2),
∫

R2

|∇u|2 ≤ 1

2

(∫

R2

u2 +

∫

R2

|∆u|2
)
.En déduire que si λ > −2, le problème (9.19) est bien posé.4. Montrer que les solutions de ∆(∆u) + 2 ∆u + u = f dans H2(R2) sont reliées aux solutionsdans L2(R2) de ∆w + w = f . Exhiber une fon
tion f ∈ L2(R2) pour laquelle 
ette dernièreéquation n'a pas de solution dans L2(R2). Indi
ation : on pourra utiliser la transformationde Fourier.



Chapitre 10Transformation de FourierLa transformation de Fourier est un outil in
ontournable de l'analyse des phénomènes linéaires,
onstamment utilisé dans de nombreuses appli
ations 
omme le traitement du signal, l'éle
troniqueou l'a
oustique mais aussi la mé
anique des �uides (théorie de la turbulen
e de Kolmogorov) ou laphysique statistique.Nous 
ommençons par dé�nir la transformée de Fourier d'une fon
tion de L1(Rd) (se
tion 10.1),puis nous étendons 
ette dé�nition aux éléments de l'espa
e S′(Rd) des distributions tempérées(se
tions 10.2 et 10.3). Cette extension est réalisée par dualité, à partir d'un espa
e de fon
tions �depetite taille�, l'espa
e de S
hwartz S(Rd), qui possède la propriété d'être stable par transformationde Fourier.Nous montrons ensuite (se
tion 10.4) que la transformation de Fourier ainsi dé�nie est une isométriede L2(Rd) et nous utilisons 
ette propriété pour 
onstruire de nouveaux espa
es fon
tionnels,les espa
es de Sobolev fra
tionnaires Hs(Rd), s ∈ R. Ces espa
es nous permettrons de mettreen éviden
e le lien entre la régularité lo
ale d'une fon
tion et le 
omportement à l'in�ni de satransformée de Fourier, et de fonder rigoureusement la notion de tra
e dé�nie formellement à lase
tion 8.2.La se
tion 10.5 traite des distributions périodiques. Nous revisitons la théorie des séries de Fourierdans L2 à l'aide du 
on
ept de base hilbertienne introduit à la se
tion 3.4, puis nous relions ledéveloppement en série de Fourier d'une distribution périodique à sa transformée de Fourier. En�n,nous utilisons 
es résultats théoriques pour établir un résultat très utile dans les appli
ations, lethéorème d'é
hantillonage de Shannon.Dans 
e dernier 
hapitre, nous manipulerons des fon
tions à valeurs 
omplexes. Le produit s
alairesur L2(Rd) que nous utiliserons sera 
elui dé�ni par
(f, g)L2 =

∫

Rd

f g.10.1 Transformation de Fourier dans L110.1.1 Dé�nitionSi f est une fon
tion de L1(Rd), l'intégrale
∫

Rd

f(x) e−iξ·x dxest dé�nie pour tout ξ ∈ Rd. Cette observation permet d'énon
er la



132 Chapitre 10 : Transformation de FourierDé�nition 10.1. Soit f ∈ L1(Rd). On appelle transformée de Fourier de f la fon
tion notée Ffou f̂ dé�nie en tout point ξ ∈ Rd par
(Ff)(ξ) = f̂(ξ) =

∫

Rd

f(x) e−iξ·x dx. (10.1)Proposition 10.2. Soit f ∈ L1(Rd). La transformée de Fourier de f véri�e les propriétés suivantes1. f̂ ∈ L∞(Rd) et ‖f̂‖L∞ ≤ ‖f‖L1 ;2. f̂ ∈ C0(Rd) et f̂ tend vers 0 à l'in�ni.Avant de donner la preuve de 
ette proposition, tirons-en un 
orollaire (presque) immédiat :Corollaire 10.3. L'appli
ation F est une appli
ation linéaire 
ontinue de L1(Rd) sur L∞(Rd) et
‖F‖L(L1(Rd),L∞(Rd)) = 1.Preuve de la proposition 10.2. Pour tout ξ ∈ Rd,

|f̂(ξ)| =

∣∣∣∣
∫

Rd

f(x) e−iξ·x dx

∣∣∣∣ ≤
∫

Rd

|f(x)| dx ≤ ‖f‖L1.Ce
i prouve la première assertion.La 
ontinuité de la fon
tion ξ 7→ f̂(ξ) résulte du théorème 4.45. En�n, la limite de f̂ à l'in�ni peuts'obtenir par exemple de la façon suivante :� Si φ ∈ D(Rd), on montre par intégration par parties que
φ̂(ξ) =

∫

Rd

φ(x)e−ix·ξ dx = − 1

|ξ|2
∫

Rd

∆φ(x)e−ix·ξ dx.Il s'en suit que
|φ̂(ξ)| ≤ ‖∆φ‖L∞

|ξ|2 −→
|ξ|→+∞

0.� Comme D(Rd) est dense dans L1(Rd) (théorème 6.15), on peut trouver, pour tout f ∈
L1(Rd), une suite (φn)n∈N de fon
tions de D(Rd) qui 
onverge vers f dans L1. Comme
f̂ − φ̂n = f̂ − φn, il résulte de la première assertion que

‖f̂ − φ̂n‖L∞ = ‖f̂ − φn‖L∞ ≤ ‖f − φn‖L1 −→
n→+∞

0.Cela signi�e don
 que la suite de fon
tions (φ̂n)n∈N 
onverge uniformément sur Rd vers lafon
tion f̂ . Comme 
haque φ̂n tend vers 0 à l'in�ni, il en est de même pour f̂ .Preuve du 
orollaire 10.3. Il est 
lair que l'appli
ation F est linéaire. On déduit en outre de l'asser-tion 1 de la proposition 10.2 que F envoie L1(Rd) dans L∞(Rd) et qu'on a pour tout f ∈ L1(Rd),
‖Ff‖L∞ ≤ ‖f‖L1.Ce
i prouve que F est 
ontinue de L1(Rd) dans L∞(Rd) et de norme inférieure ou égale à 1. Pourvoir que la norme de F est exa
tement égale à 1, il su�t de remarquer que pour tout f ∈ L1(Rd)positive sur Rd,

‖f‖L1 =

∫

Rd

f(x) dx = (Ff)(0) ≤ ‖Ff‖L∞.



10.1. Transformation de Fourier dans L1 13310.1.2 Transformée de Fourier des gaussiennesPour des raisons profondes liées à l'universalité du théorème de la limite 
entrale, les gaussiennesjouent un r�le fondamental en mathématiques. Ces fon
tions ont un 
omportement remarquablevis-à-vis de la transformation de Fourier qui sera exploité par la suite.Proposition 10.4. Soit α > 0. On a la relation
(
F
(
e−α|x|

2
))

(ξ) =
(π
α

)d/2
e−|ξ|2/4α.On déduit de la proposition pré
édente que la transformée de Fourier de la gaussienne g(x) =

C exp(− |x|2
2σ2 ) de varian
e σ2 est la gaussienne ĝ(ξ) =

(π
a

)d/2
C exp(− |ξ|2

2/σ2
) de varian
e 1/σ2.La transformée de Fourier d'une gaussienne très piquée sera don
 une gaussienne très étalée etré
iproquement.Preuve de la proposition 10.4. Commençons par prouver 
e résultat en dimension 1. Par intégra-tion par parties, on montre que la transformée de Fourier

f̂(ξ) =

∫

R

e−αx
2

e−ixξ dxest de 
lasse C1 (et même C∞) et est solution sur R de l'équation di�érentielle du premier ordre
f̂ ′(ξ) +

ξ

2α
f̂(ξ) = 0.En intégrant 
ette équation, on en déduit que

f̂(ξ) = C e−ξ
2/4αoù C est une 
onstante à déterminer, dont on obtient la valeur en é
rivant :

f̂(0) = C =

∫

R

e−αx
2

dx =

√
π

α
.Pour étendre 
e résultat en dimension n ≥ 2, il su�t de remarquer que pour une gaussienne (
ommed'ailleurs pour toute fon
tion de n variables qui s'é
rit 
omme le produit de fon
tions d'une seulevariable), on peut séparer les variables dans la dé�nition de la transformée de Fourier :

(
F
(
e−α|x|

2
))

(ξ) =

∫

Rd

e−α|x|
2

e−iξ·x dx

=

∫

Rd




d∏

j=1

e−αx
2
j






d∏

j=1

e−iξj xj




d∏

j=1

dxj

=

d∏

j=1

(∫

R

e−αx
2
je−iξj xj dxj

)

=
d∏

j=1

(√
π

α
e−|ξj|2/4α

)

=
(π
α

)d/2
e−|ξ|2/4α.



134 Chapitre 10 : Transformation de Fourier10.1.3 Propriétés élémentairesUn des intérêts majeurs de la transformation de Fourier est que 
elle-
i permet de transformer
ertaines opérations linéaires fondamentales (dérivation, 
onvolution, translation) en des opérationsplus simples. Les trois théorèmes suivants synthétisent les prin
ipaux résultats à 
onnaître :Théorème 10.5. Soit f ∈ L1(Rd).� Si ∂f

∂xj
∈ L1(Rd), alors

(
F ∂f

∂xj

)
(ξ) = iξj(Ff)(ξ).� Si xjf ∈ L1(Rd), alors

(F(xjf)) (ξ) = i
∂(Ff)

∂ξj
(ξ).Théorème 10.6. Si f ∈ L1(Rd) et g ∈ L1(Rd), alors f ⋆ g ∈ L1(Rd) et

F(f ⋆ g) = F(f)F(g).Théorème 10.7. Soit f ∈ L1(Rd) et a ∈ Rd. Soit τaf la translatée de f selon a dé�nie pour tout
x ∈ Rd par τaf(x) = f(x− a). On a

F(τaf) = e−iξ·a(Ff).Les preuves des théorèmes 10.5 et 10.7 sont élémentaires ; la première s'appuie sur le théorème 4.46et la se
onde s'obtient par le 
hangement de variable x 7→ x− a. Détaillons laPreuve du théorème 10.6. Posons h = f ⋆ g. On a
h(x) =

∫

Rd

f(y) g(x− y) dy.L'expression 
i-dessus est dé�nie presque partout et la fon
tion h est de 
lasse L1 (
ela résulte duthéorème 4.50 de Fubini). On a don
, toujours en utilisant le théorème 4.50 et le 
hangement devariable z = x− y,
ĥ(ξ) =

∫

Rd

(∫

Rd

f(y) g(x− y) dy

)
e−ix·ξ dx

=

∫

Rd

(∫

Rd

f(y) g(x− y) dy

)
e−i(x−y)·ξe−iy·ξ dx

=

(∫

Rd

f(y)e−iy·ξ dy

) (∫

Rd

g(z)e−iz·ξ dz

)

= f̂(ξ) ĝ(ξ).



10.2. L'espa
e S de S
hwartz 13510.1.4 Formule d'inversion de FourierDé�nition 10.8. Soit f ∈ L1(Rd). On note (F−1f) la fon
tion dé�nie en tout ξ ∈ Rd par
(F−1f)(ξ) =

1

(2π)d

∫

Rd

f(x) eiξ·x dx. (10.2)Nous allons maintenant énonçer le théorème d'inversion de Fourier dans L1. Nous admettronsprovisoirement 
e résultat, qui apparaîtra par la suite 
omme un simple 
orollaire du théorème 10.26d'inversion de Fourier dans l'espa
e des distributions tempérées.Théorème 10.9. Soit f dans L1(Rd) telle que f̂ soit aussi dans L1(Rd). Alors
f = F−1Ff (10.3)et
f = FF−1f. (10.4)L'espa
e des fon
tions L1 dont la transformée de Fourier est aussi dans L1 est don
 stable partransformation de Fourier et la transformation F−1 est l'inverse de la transformation de Fourier

F sur 
et espa
e. Notons que la formule (10.3) s'é
rit aussi
f(x) =

1

(2π)d

∫

Rd

f̂(ξ) eiξ·x dξ.10.2 L'espa
e S de S
hwartzNotre obje
tif, que nous atteindrons à la se
tion 10.3, est d'étendre la transformation de Fourier àdes objets plus généraux que les fon
tions L1. Le pro
édé va être similaire à 
elui que nous avonsutilisé à la se
tion 6.4 pour dé�nir la dérivation dans l'espa
e des distributions. Nous allons ene�et 
onstruire dans 
ette se
tion un �petit� espa
e de fon
tions tests stable par transformationde Fourier (l'espa
e de S
hwartz) qui nous permettra de dé�nir par dualité la transformation deFourier sur un �grand� espa
e (l'espa
e des distributions tempérées).10.2.1 Dé�nition de l'espa
e SDé�nition 10.10. On dit qu'une fon
tion φ : Rd −→ R de 
lasse C∞ est à dé
roissan
e rapidesi pour tout p ≥ 0,
Np(φ) = sup

|α|≤p
sup
|β|≤p

‖xα∂βφ(x)‖L∞ < +∞.On note S(Rd) l'espa
e ve
toriel des fon
tions C∞ à dé
roissan
e rapide.Dé�nition 10.11. On dit qu'une suite (φn)n∈N de fon
tions de S 
onverge dans S vers φ ∈ S siet seulement si
∀p ∈ N, Np(φn − φ) −→

n→+∞
0.On a évidemment D(Rd) ⊂ S(Rd). Mais on a en fait un résultat plus fort :Proposition 10.12. D(Rd) est dense dans S(Rd).Comme exemple de fon
tions de S(Rd) qui ne sont pas dans D(Rd), 
itons en parti
ulier lesgaussiennes.



136 Chapitre 10 : Transformation de FourierPreuve. Soit φ ∈ S(Rd) et χ ∈ D(Rd) telle que χ = 1 sur la boule unité. On 
onsidère la suite
(φn)n∈N∗ dé�nie par

φn(x) = φ(x)χ(x/n).Il est 
lair que pour tout n ∈ N∗, φn ∈ D(Rd). On a don
 pour tout β ≥ 0,
∂β(φ− φn)(x) = ∂βφ(x)(1 − χ(x/n)) −

∑

|γ|≥1, γ≤β

(
β
γ

)
1

n|γ|∂
β−γφ(x) ∂γχ(x/n).D'où,

∥∥xα∂β(φ − φn)(x)
∥∥
L∞ ≤ sup

|x|≥n
|xα∂βφ(x)| + Cα,β

n

∑

|γ|≥1, γ≤β

∥∥xα∂β−γφ(x)
∥∥
L∞ .Pour α et β �xés, 
ha
un des deux termes tend vers 0 lorsque n tend vers +∞. On a don
 pourtout α ≥ 0 et β ≥ 0, ∥∥xα∂β(φ− φn)(x)

∥∥
L∞ −→

n→+∞
0.La suite (φn)n≥1 
onverge don
 vers φ dans S(Rd).Proposition 10.13. L'espa
e S(Rd) est stable par dérivation et par multipli
ation par des poly-n�mes. De plus, il existe une 
onstante C ∈ R+ telle que pour tout p ∈ N

∀φ ∈ S(Rd), sup
|α|≤p

sup
|β|≤p

‖xα∂βφ(x)‖L1 ≤ CNp+d+1(φ). (10.5)Preuve. Les premières a�rmations sont des 
onséquen
es dire
tes de la dé�nition 10.10. Pourmontrer l'inégalité (10.5), 
ommençons par remarquer que
I =

∫

Rd

1

1 +
∑

1≤j≤d
|xj |d+1

dx < +∞.On en déduit que pour p ≥ 0, |α| ≤ p et |β| ≤ p,
‖xα∂βφ(x)‖L1 =

∥∥∥∥∥∥∥∥
(1 +

∑

1≤j≤d
|xj |d+1)xα∂βφ(x)

1

1 +
∑

1≤j≤d
|xj |d+1

∥∥∥∥∥∥∥∥
L1

≤

∥∥∥∥∥∥
(1 +

∑

1≤j≤d
|xj |d+1)xα∂βφ(x)

∥∥∥∥∥∥
L∞

∥∥∥∥∥∥∥∥

1

1 +
∑

1≤j≤d
|xj |d+1

∥∥∥∥∥∥∥∥
L1

≤ CNp+d+1(φ).



10.2. L'espa
e S de S
hwartz 13710.2.2 Transformation de Fourier dans SToute fon
tion de S(Rd) étant intégrable, on peut dé�nir la transformation de Fourier sur S(Rd)en restreignant la dé�nition 10.1 à l'espa
e S(Rd). Le point remarquable est que la transformée deFourier d'une fon
tion de S(Rd) est elle-aussi dans S(Rd).Théorème 10.14. L'espa
e S(Rd) est stable par transformée de Fourier et pour tout p ∈ N ilexiste une 
onstante C′
p telle que

∀φ ∈ S(Rd), Np(φ̂) ≤ C′
pNp+d+1(φ).De plus la transformée de Fourier dé�nit un isomorphisme séquentiellement bi
ontinu de S(Rd)dans lui-même d'inverse l'appli
ation F−1 dé�nie par (10.2).Preuve. Soit p ≥ 0. Pour tout |α| ≤ p et |β| ≤ p,

∥∥∥ξα∂βφ̂(ξ)
∥∥∥
L∞

=
∥∥F
(
∂α(xβφ(x))

)∥∥
L∞

≤
∥∥∂α(xβφ(x))

∥∥
L1

≤ C̃p sup
|α′|≤p

sup
|β′|≤p

∥∥∥xα
′

∂β
′

φ(x)
∥∥∥
L1

≤ C′
pNp+d+1(φ).On en déduit que la transformation de Fourier est un endomorphisme séquentiellement 
ontinu sur

S(Rd). Il reste à montrer que pour tout f ∈ S(Rd),
F−1(Ff) = f et F(F−1f) = f.On voit déjà qu'il su�t de montrer l'une des deux égalités, par exemple la première (l'autre s'endéduit en remplaçant f par son 
omplexe 
onjugué). Cela se fait en deux étapes :1. Soit g et h dans S(Rd). Comme la fon
tion

(x, y) 7→ g(x)h(y) e−ix·yest dans L1(Rd × Rd), on a
∫

Rd

(Fg)(y)h(y) dy =

∫

Rd

(∫

Rd

g(x) e−ix·y dx

)
h(y) dy

=

∫

Rd

g(x)

(∫

Rd

h(y) e−ix·y dy

)
dx

=

∫

Rd

g(x)

(∫

Rd

h(y) eix·y dy

)
dx,
e qui s'é
rit aussi

∫

Rd

(Fg)(y)h(y) dy = (2π)d
∫

Rd

g(x) (F−1h)(x) dx.A partir de 
ette relation, on obtient fa
ilement
∫

Rd

(F−1(Fg))(x)h(x) dx =

∫

Rd

g(x) (F−1 (Fh)) (x) dx. (10.6)



138 Chapitre 10 : Transformation de Fourier2. Soit x0 ∈ Rd. Appliquons la relation (10.6) ave
 g = f et h = χǫ où χǫ(x) =
e−|x−x0|2/2ǫ

ǫd/2(on pourra véri�er en exer
i
e que l'espa
e S(Rd) 
ontient bien les fon
tions gaussiennes).En utilisant la proposition 10.4 et le théorème 10.7, on établit fa
ilement que
∀x ∈ Rd,

(
F−1 (Fχǫ)

)
(x) = χǫ(x).Il en résulte que

∫

Rd

f(x)
e−|x−x0|2/2ǫ

ǫd/2
dx =

∫

Rd

(F−1(Ff))(x)
e−|x−x0|2/2ǫ

ǫd/2
dx.En faisant tendre ǫ vers 0, on obtient

(F−1Ff)(x0) = f(x0),
e qui permet de 
on
lure la preuve.10.3 L'espa
e S ′ des distributions tempérées10.3.1 Dé�nition de l'espa
e S ′Dé�nition 10.15. On note S′(Rd) l'espa
e ve
toriel des formes linéaires sur S(Rd) qui véri�entla propriété de 
ontinuité suivante : il existe un entier p et une 
onstante C tels que
∀φ ∈ S(Rd), |〈T, φ〉S′,S | ≤ CNp(φ). (10.7)Théorème 10.16. La restri
tion à D(Rd) d'un élément de S′(Rd) dé�nit une distribution.Preuve. Soit T ∈ S′(Rd), p ∈ N et C ≥ 0 tels que
∀φ ∈ S(Rd), |〈T, φ〉S′,S | ≤ CNp(φ).

D(Rd) étant un sous-ensemble de S(Rd), il est 
lair que la restri
tion de T à D(Rd) est une formelinéaire sur D(Rd). Soit K un 
ompa
t de Rd et R ≥ 1 tel que K ⊂ BR(0). On a pour tout
φ ∈ D(Rd) à support dans K,

|〈T, φ〉S′,S | ≤ CNp(φ) = C sup
|α|≤p

sup
|β|≤p

‖xα∂βφ(x)‖L∞ ≤ C Rp sup
|β|≤p

‖∂βφ(x)‖L∞ .La restri
tion de T à D(Rd) dé�nit don
 une distribution sur Rd d'ordre inférieur ou égal à p.Dé�nition 10.17. Les éléments de S′(Rd) sont appelés les distributions tempérées, ou parfois lesdistributions à 
roissan
e lente.Remarque 10.18. Le théorème 10.16 montre qu'il existe une appli
ation naturelle de l'espa
e
S′(Rd) des distributions tempérées dans l'espa
e D′(Rd) des distributions. Le fait que 
ette appli-
ation soit une inje
tion résulte de 
e qu'une distribution tempérée T ∈ S′(Rd) est 
omplètement 
a-ra
térisée par sa restri
tion à D(Rd) du fait de la densité de D(Rd) dans S(Rd) (proposition 10.12).Ré
iproquement, si T est une distribution telle qu'il existe p ∈ N et C ∈ R+ tel que

∀φ ∈ D(Ω), |〈T, φ〉| ≤ CNp(φ),



10.3. L'espa
e S′ des distributions tempérées 139alors il existe une unique distribution tempérée qui prolonge T . Par abus de notation, on noterapar la même lettre une distribution tempérée et sa restri
tion à D(Rd). Cela permet notammentd'é
rire
∀φ ∈ D(Rd) ⊂ S(Rd), 〈T, φ〉S′,S = 〈T, φ〉. (10.8)Si en parti
ulier, f est une fon
tion de Lp(Rd) ave
 1 ≤ p ≤ +∞, et si φ ∈ S(Rd), on é
rira

〈f, φ〉S′,S =

∫

Rd

fφ (10.9)(nous établirons en e�et à la se
tion suivante que toute fon
tion de Lp(Rd) dé�nit au traversde (10.9) une distribution tempérée sur Rd).10.3.2 Convergen
e et dérivation dans S ′Dé�nition 10.19. On dit que la suite (un)n∈N d'éléments de S′(Rd) 
onverge dans S′(Rd) vers
u si on a

∀φ ∈ S(Rd), 〈un, φ〉S′,S −→
n→+∞

〈u, φ〉S′,S .Théorème 10.20. Soit (Tn)n∈N une suite de distributions tempérées qui 
onverge dans S′(Rd)vers la distribution tempérée T . Alors (Tn)n∈N 
onverge aussi dans D′(Rd) vers la distribution T .Preuve. Résulte immédiatement de la relation (10.8) et des dé�nitions 7.14 et 10.19.Dé�nition - Théorème 10.21. Soit T ∈ S′(Rd). La dérivée de T par rapport à la variable xjest l'élément de S′(Rd) noté ∂T

∂xj
dé�ni par

∀φ ∈ S(Rd), 〈 ∂T
∂xj

, φ〉S′,S = −〈T, ∂φ
∂xj

〉S′,S . (10.10)La distribution dé�nie par ∂T

∂xj
est la dérivée (au sens des distributions) de la distribution dé�niepar T .Preuve. Il est 
lair que ∂T

∂xj
dé�nit une forme linéaire sur S(Rd). Comme

|〈 ∂T
∂xj

, φ〉S′,S | = |〈T, ∂φ
∂xj

〉S′,S |

≤ CNp(
∂φ

∂xj
)

≤ CNp+1(φ),on voit que ∂T

∂xj
∈ S′(Rd). Le fait que la restri
tion à D(Rd) de la distribution tempérée ∂T

∂xj
soitla dérivée au sens des distributions de la restri
tion de T à D(Rd), résulte de la relation (10.8) etdes dé�nitions 6.8 et 10.21.Théorème 10.22. Si un −→

n→+∞
u dans S′(Rd), alors ∂αun −→

n→+∞
∂αu dans S′(Rd).Preuve. Soit φ ∈ S(Rd). On a

〈∂αun, φ〉S′,S = (−1)|α|〈un, ∂αφ〉S′,S −→
n→+∞

(−1)|α|〈u, ∂αφ〉S′,S = 〈∂αu, φ〉S′,S .



140 Chapitre 10 : Transformation de Fourier10.3.3 Distributions tempérées parti
ulièresThéorème 10.23. L'espa
e S′(Rd) 
ontient1. les polyn�mes sur Rd ;2. les fon
tions Lp pour tout 1 ≤ p ≤ +∞ et l'inje
tion
Lp(Rd) →֒ S′(Rd)est séquentiellement 
ontinue ;3. l'espa
e E ′(Rd) des distributions à support 
ompa
t.Preuve.1. Soit p(x) =

∑

α∈Nd, |α|≤N
aαx

α un polyn�me sur Rd de degré total inférieur ou égal à N . On a,au vu de l'inégalité (10.5),
∀φ ∈ S(Rd),

∣∣∣∣
∫

Rd

pφ

∣∣∣∣ ≤
∑

α∈Nd, |α|≤N
|aα| ‖xαφ‖L1 ≤ CpNN+d+1(φ),où Cp est une 
onstante qui ne dépend que de p. Ce
i prouve la première assertion.2. Soit f ∈ Lp(Rd). Comme S(Rd) ⊂ L1(Rd) ∩ L∞(Rd), f dé�nit une forme linéaire sur S(Rd)(
e
i dé
oule de l'inégalité de Hölder (5.4). Véri�ons la propriété de 
ontinuité.(a) Si f ∈ L1(Rd) on a

|〈f, φ〉S′,S | =

∣∣∣∣
∫

Rd

fφ

∣∣∣∣ ≤ ‖f‖L1 ‖φ‖L∞ = ‖f‖L1 N0(φ).(b) Si f ∈ L∞(Rd) on a
|〈f, φ〉S′,S | =

∣∣∣∣
∫

Rd

fφ

∣∣∣∣ ≤ ‖f‖L∞ ‖φ‖L1 = C0‖f‖L∞ Nd+1(φ).(
) Si f ∈ Lp(Rd) ave
 1 < p < +∞, on peut é
rire
f = fχ|f |<1 + fχ|f |≥1 = f∞ + f1 ave
 f∞ ∈ L∞ et f1 ∈ L1On a don


|〈f, φ〉S′,S | = |〈f∞, φ〉S′,S+〈f1, φ〉S′,S | ≤ ‖f1‖L1 N0(φ)+C0‖f‖L∞ Nd+1(φ) ≤ CNd+1(φ).Soit maintenant une suite (fn)n∈N qui 
onverge vers f dans Lp. On a pour tout φ ∈ S(Rd)

|〈fn, φ〉S′,S − 〈fn, φ〉S′,S | ≤
∣∣∣∣
∫

Rd

(fn − f)φ

∣∣∣∣ ≤ ‖fn − f‖Lp ‖φ‖Lp′ −→
n→+∞

0.3. Soit en�n u ∈ E ′(Rd). Soit p son ordre, K un voisinage 
ompa
t de Supp u et χ ∈ D(Rd)valant 1 sur K. Posons pour tout φ ∈ C∞(Rd),
〈u, φ〉E′,C∞ = 〈u, χφ〉.Cette dé�nition est indépendante de χ : soit en e�et χ1 et χ2 dans D(Rd) valant 1 sur K ;on a

〈u, χ1φ〉 − 〈u, χ2φ〉 = 〈u, (χ1 − χ2)φ〉.



10.3. L'espa
e S′ des distributions tempérées 141La fon
tion φ̃ = (χ1 − χ2)φ étant nulle sur K voisinage de Supp u, on a
〈u, (χ1 − χ2)φ〉 = 0.On a ainsi asso
ié à une distribution à support 
ompa
t une forme linéaire sur C∞. Comme

S(Rd) ⊂ C∞(Rd), on peut dé�nir (voir remarque 7.11)
〈u, φ〉S′,S = 〈u, φ〉E′,C∞ .On a

|〈u, φ〉S′,S | = |〈u, χφ〉| ≤ C sup
|α|≤p

‖∂α(χφ)‖L∞ ≤ C′ sup
|α|≤p

‖∂αφ‖L∞ ,où C et C′ désignent deux réels positifs ne dépendant pas de φ.Remarque 10.24. On peut don
 é
rire
D(Rd) →֒ S(Rd) →֒ L2(Rd) →֒ S′(Rd) →֒ D′(Rd)où la notation A →֒ B signi�e que A s'inje
te dans B et que l'inje
tion de A dans B est séquen-tiellement 
ontinue. Là en
ore, l'espa
e L2 joue un r�le d'espa
e pivot.10.3.4 Transformation de Fourier dans S ′Dé�nition - Théorème 10.25. Soit u ∈ S′(Rd). La transformée de Fourier de u est la distributiontempérée notée û ou Fu dé�nie par

∀φ ∈ S(Rd), 〈û, φ〉S′,S = 〈u, φ̂〉S′,S .La transformation de Fourier ainsi dé�nie est une extension de la dé�nition 
lassique de la trans-formation de Fourier sur L1(Rd).Preuve. Véri�ons d'abord que û est bien une distribution tempérée. Il est 
lair que û est une formelinéaire sur S(Rd). Il reste à s'assurer que û véri�e la propriété de 
ontinuité (10.7). Soit φ ∈ S(Rd).On a
|〈û, φ〉| = |〈u, φ̂〉|

≤ CNp(φ̂)

≤ C′Np+d+1(φ).On a don
 bien û ∈ S′(Rd). Soit maintenant u ∈ L1(Rd). On a pour tout φ ∈ S(Rd),
〈û, φ〉S′,S = 〈u, φ̂〉S′,S

=

∫

Rd

uφ̂

=

∫

Rd

u(x)

(∫

Rd

φ(y)e−ix·y dy

)
dx.Comme u(x)φ(y)e−ix·y ∈ L1(Rd × Rd), on obtient en appliquant le théorème 4.50 de Fubini

〈û, φ〉S′,S =

∫

Rd

(∫

Rd

u(x)e−ix·y dx

)
φ(y) dy

= 〈
∫

Rd

u(x)e−ix·y dx, φ〉S′,S .
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û(y) =

∫

Rd

u(x)e−ix·y dx.Les propriétés de la transformée de Fourier énon
ées dans les se
tions 10.1.3 et 10.1.4, valablesdans L1, don
 dans S, peuvent ainsi se transporter sur S′. Nous avons notamment les résultatssuivants :Théorème 10.26. La transformée de Fourier est un isomorphisme séquentiellement bi
ontinu de
S′(Rd) sur lui-même, d'inverse F−1 dé�ni par

∀φ ∈ S(Rd), 〈F−1u, φ〉S′,S = 〈u,F−1φ〉S′,S .Preuve. La 
ontinuité séquentielle de F se véri�e sans di�
ultés : soit (un)n∈N une suite de S′(Rd)et φ ∈ S(Rd), on a
〈Fun, φ〉S′,S = 〈un, φ̂〉S′,S −→

n→+∞
〈u, φ̂〉S′,S = 〈Fu, φ〉S′,S .On véri�e de même que F−1 est un endormorphisme séquentiellement 
ontinu sur S′(Rd). Soitmaintenant u ∈ S′(Rd). On a pour tout φ ∈ S(Rd)

〈F−1Fu, φ〉S′,S = 〈Fu,F−1φ〉S′,S = 〈u,FF−1φ〉S′,S = 〈u, φ〉S′,S .Don
 F−1Fu = u et de même FF−1u = u.Théorème 10.27. Soit u ∈ S′(Rd). Alors ∂u

∂xj
∈ S′(Rd) et xju ∈ S′(Rd) et

F
(
∂u

∂xj

)
= iξjF(u),

F (xju) = i
∂ (F(u))

∂ξjPreuve. Soit φ ∈ S(Rd). On a
〈F
(
∂u

∂xj

)
, φ〉S′,S = 〈 ∂u

∂xj
,Fφ〉S′,S

= −〈u, ∂

∂xj
(Fφ)〉S′,S

= −〈u, (F(−iξjφ))〉S′,S

= −〈Fu,−iξjφ〉S′,S

= 〈iξjFu, φ〉S′,S .
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〈F (xju) , φ〉S′,S = 〈xju,Fφ〉S′,S

= 〈u, xjFφ〉S′,S

= 〈u, (F(−i ∂φ
∂ξj

))〉S′,S

= 〈Fu,−i ∂φ
∂ξj

〉S′,S

= 〈i∂ (F(u))

∂ξj
, φ〉S′,S .

10.4 Transformation de Fourier dans L2Nous venons de dé�nir la transformée de Fourier sur l'espa
e S′ qui 
ontient (largement !) L2. Nousallons maintenant étudier des propriétés spé
i�ques à la transformée de Fourier dans L2, qui ontde nombreuses appli
ations en analyse.10.4.1 Propriété d'isométrieThéorème 10.28. Les transformations 1

(2π)d/2
F et (2π)d/2F−1 sont des isométries de L2(Rd)inverses l'une de l'autre. On a don


∀f ∈ L2(Rd), Ff ∈ L2(Rd) et 1

(2π)d/2
‖Ff‖L2 = ‖f‖L2, (10.11)

∀f ∈ L2(Rd), F−1f ∈ L2(Rd) et (2π)d/2‖F−1f‖L2 = ‖f‖L2.Preuve. Soit φ ∈ S(Rd) et ψ ∈ S(Rd). La fon
tion e−ix·ξφ(x)ψ(ξ) étant dans L1(Rd × Rd), onobtient en appliquant le théorème 4.50 de Fubini
1

(2π)d
(Fφ, ψ)L2 =

1

(2π)d

∫

Rd

(Fφ)(ξ)ψ(ξ) dξ

=
1

(2π)d

∫

Rd

(∫

Rd

φ(x) e−ix·ξ dx

)
ψ(ξ) dξ

=

∫

Rd

φ(x)

(
1

(2π)d

∫

Rd

ψ(ξ) eix·ξ dξ

)
dx

=

∫

Rd

φ(x) (F−1ψ)(x) dx

= (φ,F−1ψ)L2 .Appliquons 
ette formule ave
 ψ = Fφ ; il vient
1

(2π)d
‖Fφ‖2

L2 =
1

(2π)d
(Fφ,Fφ)L2 = (φ,F−1Fφ)L2 = (φ, φ)L2 = ‖φ‖2

L2.Il en résulte que 1

(2π)d/2
F est une isométrie sur S.



144 Chapitre 10 : Transformation de FourierSoit maintenant f ∈ L2(Rd). L'espa
e S(Rd), qui 
ontient D(Rd), est dense dans L2(Rd). Consi-dérons don
 une suite (φn)n∈N d'éléments de S(Rd) qui 
onverge vers f dans L2. La suite (φn)n∈N
onverge, don
 est de Cau
hy dans L2(Rd). La suite des transformées de Fourier (φ̂n)n∈N est alorselle-aussi une suite de Cau
hy puisque
∀0 ≤ m ≤ n, ‖φ̂m − φ̂n‖L2 = ‖F(φm − φn)‖L2 = (2π)d/2‖φm − φn‖L2 .De 
e fait, la suite (φ̂n)n∈N 
onverge dans L2(Rd) vers une 
ertaine fon
tion g ∈ L2(Rd). Or on saitpar le théorème 10.23 que la 
onvergen
e dans L2 entraîne la 
onvergen
e dans S′. Don
 (φ̂n)n∈N
onverge dans S′(Rd) vers g. Mais d'autre part, (φn)n∈N 
onverge vers f dans L2, don
 dans S′ ; ilrésulte du théorème 10.26 que (φ̂n)n∈N 
onverge vers f̂ dans S′. Il s'en suit que f̂ = g et don
 que

f̂ ∈ L2(Rd) et que (φ̂n)n∈N 
onverge vers f̂ dans L2(Rd). En passant à la limite dans la relation
∀n ∈ N,

1

(2π)d
‖Fφn‖2

L2 = ‖Fφn‖2
L2,on obtient l'égalité

1

(2π)d
‖Ff‖2

L2 = ‖f‖2
L2L'appli
ation 1

(2π)d/2
F est don
 une isométrie sur L2. En remplaçant φ par F−1φ, on montre qu'ilen est de même de (2π)d/2F−1.Remarque 10.29. L'égalité (10.11) s'é
rit aussi pour f ∈ L2(Rd)

1

(2π)d

∫

Rd

|f̂(ξ)|2 dξ =

∫

Rd

|f(x)|2 dx. (10.12)Il arrive souvent en physique ou en mé
anique que l'énergie d'un 
hamp sur Rd s'exprime pré
i-sément sous la forme d'une intégrale sur l'espa
e du 
arré du 
hamp (penser à l'énergie 
inétiqued'un é
oulement, à l'énergie d'un 
hamp éle
tromagnétique, à l'énergie de déformation élastiquelinéaire d'un matériau homogène isotrope). L'égalité (10.12) signi�e que l'énergie du 
hamp peutalors être 
al
ulée indi�éremment dans l'espa
e réel ou dans l'espa
e ré
iproque.La proposition suivante fournit une méthode de 
al
ul de la transformée de Fourier des fon
tionsde 
lasse L2 qui ne sont pas dans L1.Proposition 10.30. Soit f ∈ L2(Rd). Si
gR(ξ) =

∫

|x|<R
f(x) e−ix·ξ dξ −→

R→+∞
g(ξ) presque partout,alors g ∈ L2(Rd) et Ff = g.Preuve. Soit fR = f χ{|x|<R}. Il est 
lair que famille de fon
tions (fR)R>0 tend vers f dans L2(Rd).Il en résulte que f̂R = gR 
onverge vers f̂ dans L2(Rd) lorsque R tend vers l'in�ni. Il existe don
 unesuite extraite (fRn)n∈N ave
 lim

k→+∞
Rn = +∞ qui 
onverge presque partout vers f̂ . On en déduitque f̂ = g.
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es de Sobolev fra
tionnairesLa tranformation de Fourier permet de dé�nir sur Rd des espa
es de Sobolev d'exposant réel qui
oïn
ident ave
 
eux 
onstruits au 
hapitre pré
édent lorsque l'exposant est un entier naturel.Grâ
e à 
ette nouvelle dé�nition, nous allons pouvoir relier les propriétés de régularité lo
ale d'unefon
tion L2 (son 
ara
tère 
ontinu, C1, C2, ...) au 
omportement de sa transformée de Fourier àl'in�ni (i.e. dans le domaine des hautes fréquen
es).Dé�nition - Théorème 10.31. Pour tout s ∈ R, on pose
Hs(Rd) =

{
u ∈ S′(Rd), û ∈ L1

loc(R
d),

∫

Rd

(1 + |ξ|2)s |û(ξ)|2 dξ < +∞
}
. (10.13)Muni du produit s
alaire noté (·, ·)Hs et dé�ni par

∀(u, v) ∈ Hs(Rd) ×Hs(Rd), (u, v)Hs =

∫

Rd

(1 + |ξ|2)s û(ξ) v̂(ξ) dξ, (10.14)l'espa
e Hs(Rd) est un espa
e de Hilbert.Preuve. Il est 
lair que (·, ·)Hs est un produit s
alaire. Pour montrer la 
omplétude, il su�t deremarquer que pour toute suite (un)n∈N de Hs(Rd), la suite (vn)n∈N dé�nie par vn(ξ) = (1 +
|ξ|2)s/2ûn(ξ) est une suite de L2(Rd) véri�ant

∀0 ≤ k ≤ l, ‖uk − ul‖Hs = ‖vk − vl‖L2.Si la suite (un)n∈N est de Cau
hy dans Hs(Rd), la suite (vn)n∈N est de Cau
hy dans L2 ; 
ettedernière 
onverge don
 dans l'espa
e L2(Rd) vers v ∈ L2(Rd). Posons u = F−1

(
v

(1 + |ξ|2)s/2
). Ilest 
lair que u ∈ Hs(Rd) et que (un)n∈N tend vers u dans Hs(Rd).Comme annon
é, 
ette dé�nition des espa
es de Sobolev Hs(Rd) 
oïn
ide, lorsque s est un entiernaturel, ave
 la dé�nition 8.1 donnée au 
hapitre pré
édent :Proposition 10.32. Soit s ∈ N. On a

Hs(Rd) =
{
u ∈ L2(Rd), ∂αu ∈ L2(Rd), ∀α ∈ Nd, |α| ≤ s

}
, (10.15)et la norme dé�nie sur Hs par le produit (10.14) est équivalente à 
elle dé�nie par le produits
alaire

(u, v) =
∑

α≤Nd, |α|≤s

∫

Rd

∂αu(x) ∂αv(x) dx.Preuve. Nous montrons le résultat pour H1(Rd) et laissons le 
as général en exer
i
e au le
teur.Soit u appartenant à l'espa
e H1 dé�ni par (10.15). On a u ∈ L2(Rd) et ∂u

∂xj
∈ L2(Rd) pour tout

1 ≤ j ≤ n. Il en résulte que� u ∈ S′(Rd) (puisque L2(Rd) ⊂ S′(Rd)),� û ∈ L2(Rd) ⊂ L1
loc(R

d) (puisque u ∈ L2(Rd)),� ξj û ∈ L2(Rd) pour tout 1 ≤ j ≤ n (puisque ξj û = −iF
(
∂f

∂xj

)).
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tion u appartient don
 à l'espa
e H1 dé�ni par (10.13). La ré
iproque se démontre enutilisant les mêmes arguments.La transformation de Fourier permet de montrer très fa
ilement le résultat suivant qui relie la �dé-
roissan
e� ou plus exa
tement l'�intégrabilité� de la transformée de Fourier à l'in�ni à la régularitélo
ale de la fon
tion d'origine :Théorème 10.33. Soit d ∈ N∗, k ∈ N et s ∈ R véri�ant s > k + d/2. Si u ∈ Hs(Rd), alors u estde 
lasse Ck et toutes ses dérivées jusqu'à l'ordre k tendent vers zéro à l'in�ni.Preuve. Nous donnons la preuve de 
e résultat pour k = 0 et laissons le le
teur 
ompléter la preuve(
'est immédiat). Soit don
 s > d/2 et u ∈ Hs(Rd). On a
û(ξ) =

(
(1 + |ξ|2)s/2û(ξ)

) 1

(1 + |ξ|2)s/2 .Comme u ∈ Hs(Rd), on a par hypothèse
(1 + |ξ|2)s/2û(ξ) ∈ L2(Rd)et d'autre part

1

(1 + |ξ|2)s/2 ∈ L2(Rd)puisque s > d/2. On a don
 û ∈ L1(Rd), d'où il dé
oule que u = F−1û est 
ontinue et tend verszéro à l'in�ni (il est 
lair que la proposition 10.2 fon
tionne aussi pour F−1).Pour le moment, nous n'avons traité que de fon
tions dé�nies sur Rd. Comme la régularité d'unefon
tion est une propriété lo
ale, on s'attend à 
e que le théorème pré
édent s'adapte au 
as d'unouvert quel
onque et, en e�et, 
'est bien le 
as.Dé�nition 10.34. Soit Ω un ouvert de Rd et s un réel. On note
Hs

loc(Ω) =
{
u ∈ D′(Ω), ∀φ ∈ D(Ω), φu ∈ Hs(Rd)

}
.Cette dé�nition appelle plusieurs 
ommentaires. Tout d'abord, pré
isons que la distribution φuapparaissant dans l'expression φu ∈ Hs(Rd) est dé�nie par

∀ψ ∈ D(Rd), 〈φu, ψ〉D′(Rd),D(Rd) = 〈u, φ ψ|Ω〉D′(Ω),D(Ω).En se
ond lieu, on voit sans di�
ulté que pour s = 0, la dé�nition 10.34 est 
onsistante ave
 ladé�nition de l'espa
e L2
loc(Ω) donnée dans la se
tion 5.5.1. En�n, on pourra véri�er que pour sentier naturel, la dé�nition 10.34 est équivalente à la dé�nition

Hs
loc(Ω) =

{
u ∈ L2

loc(Ω), ∀α ∈ Nd, |α| ≤ s, ∂αu ∈ L2
loc(Ω)

}
.Théorème 10.35. Soit Ω un ouvert de Rd et u ∈ Hs

loc(Ω) pour un 
ertain s ∈ R. Alors si
s > k + d/2 pour un 
ertain k ∈ N, u est de 
lasse Ck dans Ω.Preuve. Laissée en exer
i
e.



10.4. Transformation de Fourier dans L2 147Notons bien que le théorème 10.35 ne dit rien sur la régularité de u au bord de Ω.Remarque 10.36. Pour tout réel 0 < s < 1, il est possible de dé�nir l'espa
e Hs(Rd) par
Hs(Rd) =

{
u ∈ L2(Rd),

∫

Rd

∫

Rd

|u(x) − u(y)|2
|x− y|2s+d dx dy < +∞

}
, (10.16)
ette dé�nition étant équivalente à la dé�nition (10.13). On peut alors dé�nir l'espa
e Hs(Rd) pourtout réel positif s par (10.15) si s ∈ N et par

Hs(Rd) =
{
u ∈ L2(Rd), ∀α ∈ Nd, |α| ≤ [s], ∂αu ∈ L2(Rd), ∀α ∈ Nd, |α| = [s], ∂αu ∈ Hs−[s](Rd)

}(10.17)si s ∈ [1,+∞[\N, [s] désignant la partie entière de s. Là en
ore, la dé�nition (10.17) 
oïn
ide ave
la dé�nition (10.13). L'intérêt des dé�nitions (10.16) et (10.17) est qu'elles s'étendent� aux ouverts Ω ⊂ Rd, ainsi qu'aux sous-variétés di�érentielles de Rd (en parti
ulier aux bordsdes domaines réguliers) ;� aux espa
es Lp ave
 p 6= 2.10.4.3 Retour sur la notion de tra
eA la se
tion 8.2, nous avions énon
é sans démonstration le résultat suivant : si Ω est un ouvertrégulier, on peut 
onstruire une appli
ation �tra
e� linéaire et 
ontinue
γ : H1(Ω) −→ L2(∂Ω)

u 7→ γ(u)véri�ant ∀u ∈ H1(Ω) ∩ C0(Ω), γ(u) = u|∂Ω. Ce
i nous avait permis d'interpréter les fon
tionsde H1
0 (Ω) 
omme les fon
tions de H1(Ω) �nulles au bord�. Nous allons esquisser la preuve de 
erésultat (et en fait d'un résultat beau
oup plus fort) dans le 
as parti
ulier où Ω est le demi-espa
e

]0,+∞[×Rd−1. Pour 
ela, 
ommençons par établir le théorème suivant :Théorème 10.37. Soit s > 1/2. L'opérateur linéaire qui à une fon
tion φ ∈ S(Rd) asso
ie lafon
tion φ(0, ·) ∈ S(Rd−1) se prolonge de manière unique en un opérateur linéaire 
ontinu de
Hs(Rd) dans Hs−1/2(Rd−1), qu'on notera γ̃. De plus, γ̃ est surje
tif.Preuve. Soit φ ∈ S(Rd)d. De par la formule d'inversion de Fourier,
∀(x1, x2, · · · , xd) ∈ Rd, φ(x1, x2, · · · , xd) =

1

(2π)d

∫

Rd

φ̂(ξ1, · · · , ξd) exp



i
d∑

j=1

ξjxj



 dx1 · · · dxd.Don
 pour tout (x2, · · · , xd) ∈ Rd−1,
[γ̃(φ)] (x2, · · · , xd) = φ(0, x2, · · · , xd)

=
1

(2π)d

∫

Rd

φ̂(ξ1, · · · , ξd) exp


i

d∑

j=2

ξjxj


 dξ1 · · ·dξd

=
1

(2π)d−1

∫

Rd−1

(
1

2π

∫

R

φ̂(ξ1, · · · , ξd) dξ1
)

exp


i

d∑

j=1

ξjxj


 dξ2 · · · dξd.
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∀ξ′ ∈ Rd−1, [̂γ̃(φ)](ξ′) =

1

2π

∫

R

φ̂(ξ1, ξ
′) dξ1,
e qui 
onduit après 
al
ul à l'inégalité

∫

Rd−1

(1 + |ξ′|2)s−1/2
∣∣∣[̂γ̃(φ)](ξ′)

∣∣∣
2

dξ′ ≤ Cs
4π2

∫

Rd

(1 + |ξ|2)s
∣∣∣φ̂(ξ)

∣∣∣
2

dξave
 Cs =

∫

R

dt

(1 + t2)s
dt. Il s'en suit que

∀φ ∈ S(Rd), ‖γ̃(φ)‖Hs−1/2 ≤
√
Cs

2π
‖φ‖Hs .Comme S(Rd) est dense dans Hs(Rd) (le montrer en exer
i
e), il en résulte que γ̃ est dé�nie demanière unique sur Hs(Rd) et que

∀u ∈ Hs(Rd), ‖γ̃(u)‖Hs−1/2 ≤
√
Cs

2π
‖u‖Hs .Soit en�n v ∈ Hs−1/2(Rd−1). On pourra véri�er en exer
i
e que la fon
tion

u =
2π

Cz
F−1

(
(1 + |ξ′|2)z−1/2

(1 + |ξ|2)z v̂(ξ′)

)
.(où par 
onvention de notation ξ = (ξ1, ξ

′), ave
 ξ1 ∈ R, ξ′ ∈ Rd−1) est dans Hs(Rd) et véri�e
γ̃(u) = v dès que z > s/2 + 1/4. Cela prouve la surje
tivité de γ̃.Ce théorème a deux 
onséquen
es importantes :� si on dispose d'une fon
tion de Hs(Rd) ave
 s > 1/2, on peut 
onsidérer sa tra
e sur l'hy-perplan x1 = 0, et par suite, sur n'importe quel hyperplan a�ne de Rd ;� si on dispose d'une fon
tion v de Hs−1/2(Rd−1) ave
 s > 1/2, on peut 
onstruire une fon
tion

u de Hs(Rd) dont la tra
e sur l'hyperplan x1 = 0 (et par suite sur un hyperplan a�ne donnéde Rd) est égale à v. On appelle une telle fon
tion u un relèvement de v dans Hs(Rd).A partir du théorème 10.37, on établir le résultat suivant :Théorème 10.38. Soit Ω =]0,+∞[×Rd−1. L'opérateur linéaire qui à une fon
tion de C∞(Ω) àsupport 
ompa
t fait 
orrespondre sa restri
tion à l'hyperplan ∂Ω = {0} × Rd−1 se prolonge demanière unique en un opérateur linéaire γ, 
ontinu et surje
tif de H1(Ω) dans H1/2(∂Ω). De plus
H1

0 (Ω) = Ker(γ).Remarque 10.39. En utilisant des outils de géométrie di�érentielle, il est possible de dé�nir lesespa
es Hs(Ω) et Hs(∂Ω) pour un ouvert régulier et de montrer que le théorème 10.38 s'étend enfait à tout ouvert Ω de 
lasse C1 de Rd de bord ∂Ω borné. L'argument heuristique est que le bordd'un ouvert régulier ressemble lo
alement à un hyperplan. Pour faire les 
hoses proprement, il fauttravailler dans des 
artes lo
ales dans lesquelles le bord ∂Ω est e�e
tivement représenté par unhyperplan, et montrer que les résultats obtenus ne dépendent pas du jeu de 
artes lo
ales 
hoisi.



10.5. Distributions périodiques et séries de Fourier 14910.5 Distributions périodiques et séries de Fourier10.5.1 Séries de FourierNous proposons dans 
ette se
tion une le
ture �géométrique� de la théorie des séries de Fourier :l'ensemble
L2

per(]0, T [) =
{
f ∈ L2

loc(R,C), f(· + T ) = f(·) p.p.} ,des fon
tions de R dans C, L2
loc et T -périodiques, forme un espa
e ve
toriel possédant une stru
tured'espa
e de Hilbert 
omplexe pour le produit s
alaire

(f, g)L2 =

∫ T

0

f(x) g(x) dx,et la famille de fon
tions (
en(x) =

1√
T
e2iπnx/T

)

n∈Z
onstitue une base hilbertienne de 
et espa
e. La dé
omposition d'une fon
tion de L2
per(]0, T [) dans
ette base n'est autre que la dé
omposition de Fourier de 
ette fon
tion.Dé�nition 10.40. Pour f ∈ L2

per(]0, T [), on appelle 
oe�
ients de Fourier de f les nombres
cn(f) = (en, f)L2 =

1√
T

∫ T

0

f(x) e−2iπnx/T dx. (10.18)Théorème 10.41. (Théorème de dé
omposition de Fourier). La famille B = (en)n∈Z est unebase hilbertienne de H = L2
per(]0, T [).De 
e théorème et des résultats établis à la se
tion 3.4 dé
oule immédiatement le 
orollaire suivant :Corollaire 10.42.1. Pour f ∈ L2

per(]0, T [), on a au sens de la 
onvergen
e L2
loc

f =

+∞∑

n=−∞
cn(f) en.2. Pour f ∈ L2

per(]0, T [), on a l'égalité de Parseval
+∞∑

n=−∞
|cn(f)|2 =

∫ T

0

|f(x)|2 dx.Remarque 10.43. Soit f ∈ L2
per(]0, T [) et g ∈ L2

per(]0, T [). En appliquant l'égalité de Parseval à
f + g puis à if + g, on obtient

∫ T

0

f(x) g(x) dx =
∑

n∈Z

cn(f) cn(g).



150 Chapitre 10 : Transformation de FourierPreuve du théorème 10.41. On voit fa
ilement que (en)n∈Z est une famille orthonormée. En e�et
(ep, eq)L2 =

1

T

∫ T

0

e−2iπpx/T e2iπqx/T dx =
1

T

∫ T

0

e2iπ(q−p)x/T dx = δpq.Soit V = Ve
t((en)n∈N) (la barre horizontale désigne l'adhéren
e dans L2
per(]0, T [) et non la
onjugaison 
omplexe). V est un sous-espa
e fermé de L2

per(]0, T [). Soit maintenant f ∈ C2(R) ∩
L2

per(]0, T [). La série ∑

n∈Z

cn(f) en
onverge dans L2
loc(R) vers la proje
tion orthogonale de f sur V . Pour évaluer sa somme, on partde la relation

N∑

n=−N
e2iπnz/T =

sin((2N + 1)πz/T )

sin(πz/T )qui, intégrée sur ]0, T [, 
onduit à l'égalité
1 =

1

T

∫ T

0

N∑

n=−N
e2iπnz/T dz =

1

2π

∫ T

0

sin((2N + 1)πz/T )

sin(πz/T )
dz.On en déduit

f(x) −
N∑

n=−N
cn(f) en(x) =

1

T

∫ T

0

(
N∑

n=−N
e2iπn(x−y)/T dy

)
f(x) − 1

T

N∑

n=−N

(∫ T

0

f(y)e−2iπny/T dy

)
e2iπnx/T

=
1

T

∫ T

0

(
N∑

n=−N
e2iπn(x−y)/T

)
(f(x) − f(y)) dy

=
1

T

∫ T

0

f(x) − f(y)

sin(π(x − y)/T )
sin((2N + 1)π(x− y)/T ) dy.Comme la fon
tion

y 7→ f(x) − f(y)

sin(π(x − y)/T )est de 
lasse C1, l'intégrale 
i-dessus tend vers 0 lorsque N tend vers +∞ (on le voit en intégrantpar parties), 
e qui implique que pour tout x ∈]0, T [,
f(x) =

∑

n∈Z

cn(f) en(x).Don
 f ∈ V . Il en résulte que C2(R) ∩ L2
per(]0, T [) ⊂ V . Comme C2(R) ∩ L2

per(]0, T [) est densedans L2
per(]0, T [) (d'après une adaptation du 
orollaire 6.17), il vient V = L2per(]0, T [).10.5.2 Représentation des distributions périodiquesRappelons que pour T ∈ R, la translation τT opère sur une distribution U ∈ D′(R) de la façonsuivante :

∀φ ∈ D(R), 〈τTU, φ〉 = 〈U, φ(· + T )〉 = 〈U, τ−Tφ〉.Dé�nition 10.44. Soit U ∈ D′(R). On dit que U est T -périodique si τTU = U . On note D′
T (R)l'espa
e ve
toriel des distributions T -périodique.
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roissan
e lente s'il existe p ∈ N et C ≥ 0tels que
∀n ∈ Z, |γn| ≤ C (1 + |n|)p.Théorème 10.46. Soit T > 0 et (γn)n∈Z une suite réelle à 
roissan
e lente. La série

+∞∑

n=−∞
γn e

2iπn t/Tdé�nit une distribution T -périodique.Preuve. Soit p ∈ N et C ≥ 0 tel que
∀n ∈ Z, |γn| ≤ C (1 + |n|)p.La série de fon
tion ∑

n∈Z∗

γn
(2iπn/T )p+2

e2iπn t/Test normalement don
 uniformément 
onvergente sur R, et 
onverge don
 uniformément vers unefon
tion 
ontinue f . Cette série 
onverge don
 aussi vers f dans D′(R). Dérivons p + 2 fois dans
D′ la relation

f =
∑

n∈Z∗

γn
(2iπn/T )p+2

e2iπn t/T .On obtient ainsi que la série ∑

n∈Z∗

γn e
2iπn t/T
onverge dans D′ (a

essoirement vers f (p+2)). Il en va don
 de même pour la série

∑

n∈Z

γn e
2iπn t/T .Comme les sommes partielles

N∑

n=−N
γn e

2iπn t/Tsont toutes des distributions T -périodiques, il en est de même pour la série.Théorème 10.47. Soit U une distribution T -périodique. Il existe une unique suite réelle à 
rois-san
e lente (γn)n∈Z telle que
U =

+∞∑

n=−∞
γn e

2iπn t/T .Les (γn)n∈Z sont appelés 
oe�
ients de Fourier de la distribution U .Pour fa
iliter la le
ture, nous avons dé
oupé la preuve de 
e théorème en une 
olle
tion de lemmes.Lemme 10.48. (Théorème de Fejer-Diri
hlet). Soit f ∈ C∞ une fon
tion T -périodique. On note
cn(f) =

1

T

∫ T

0

f(t) e−2iπn t/T dt.
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+∞∑

n=−∞
cn(f) e2iπn t/T
onverge uniformément vers f .2. Pour tout p ≥ 0, la série de Fourier

+∞∑

n=−∞
cn(f) (2iπn/T )

p
e2iπn t/T
onverge uniformément vers f (p).3. La suite (cn(f))n∈Z est à dé
roissan
e rapide : pour tout N , il existe une 
onstante CN telleque

|cn(f)| ≤ CN
(1 + |n|)N .Preuve. Laissée en exer
i
e.Lemme 10.49. Il existe χ ∈ D(R) telle que

∑

k∈Z

τkTχ = 1.

Preuve. Soit φ ∈ D(R) positive, égale à 1 sur l'intervalle [0, T ]. La fon
tion
∑

k∈Z

τkTφest de 
lasse C∞, T -périodique et stri
tement positive sur R. On véri�e fa
ilement que la fon
tion
χ =

φ∑
k∈Z τkTφrépond aux 
ritères.Lemme 10.50. Soit φ ∈ D(R) et φ̃ =

∑

k∈Z

τkTφ. La fon
tion φ̃ est C∞, T -périodique et
cn(φ̃) =

1

T

∫ +∞

−∞
φ(t) e−2iπn t/T dt.
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lair que φ̃ est C∞ et T -périodique. De plus
cn(φ̃) =

1

T

∫ T

0

(
∑

k∈Z

τkTφ

)
(t) e−2iπn t/T dt

=
1

T

∑

k∈Z

∫ T

0

φ(t− kT ) e−2iπn t/T dt

=
1

T

∑

k∈Z

∫ (k+1)T

−kT
φ(t) e−2iπn (t+kT )/T dt

=
1

T

∑

k∈Z

∫ (k+1)T

−kT
φ(t) e−2iπn t/T dt

=
1

T

∫ +∞

−∞
φ(t) e−2iπn t/T dt.Lemme 10.51. Soit (γn)n∈Z une suite réelle à 
roissan
e lente et φ ∈ D(Rd). On a

〈
∑

n∈Z

γne
2iπn t/T , φ〉 = T

∑

n∈Z

γnc−n(φ̃).Preuve. On a pour tout N ∈ N

〈
N∑

n=−N
γne

2iπn t/T , φ〉 =

N∑

n=−N
γn〈e2iπn t/T , φ〉 = T

N∑

n=−N
γnc−n(φ̃).

Lemme 10.52. L'appli
ation SCL −→ D′
T (R)

(γn)n∈Z 7→
∑

n∈Z

γne
2iπn t/Test inje
tive.Preuve. Supposons qu'il existe deux suites à 
roissan
e lente (γn)n∈Z et (γ′n)n∈Z telles que

U =
∑

k∈Z

γne
2iπn t/T =

∑

k∈Z

γ′ne
2iπn t/T .Pour tout φ ∈ D(R), ∑

k∈Z

(γn − γ′n)c−n(φ̃) = 0.Appliquons 
ette égalité ave
 φ(t) = χ(t) e2iπp0 t/T où χ est la fon
tion 
onstruite au lemme 2 et
p0 ∈ Z. Comme
φ̃(t) =

∑

k∈Z

τkT

(
χ e2iπp0 t/T

)
=
∑

k∈Z

τkTχ · τkT
(
e2iπp0 t/T

)
=
∑

k∈Z

τkTχ · e2iπp0 t/T = e2iπp0 t/T ,
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cn(φ̃) =

1

T

∫ T

0

φ̃(t)e−2iπn t/T dt

=
1

T

∫ T

0

e2iπ(p0−n) t/T dt

= δp0nOn en déduit γp0 = γ′p0 . Cela est vrai pour tout p0. Don
 les suites (γn)n∈Z et (γ′n)n∈Z sontidentiques.Lemme 10.53. Soit U ∈ D′
T (R). Il existe u ∈ E ′(R) telle que

U =
∑

n∈Z

τnTu.Soit
γn =

1

T
〈u, e−2iπn t/T 〉E′,C∞ .Alors (γn)n∈Z est à 
roissan
e lente et

〈U, φ〉 = T
∑

n∈Z

γnc−n(φ̃).Preuve. On note χ la fon
tion 
onstruite au lemme 10.49. On a
U = 1 · U =

(
∑

k∈Z

τkTχ

)
· U =

∑

k∈Z

(τkTχ) · U.Posons u = χ · U . On a bien u ∈ E ′(R). De plus
τkTu = τkT (χ · U) = (τkTχ) · (τkTU) = (τkTχ) · Upuisque U est périodique. Il en résulte que

U =
∑

k∈Z

τkTu.Soit p l'ordre de u et K un voisinage 
ompa
t de Supp u. Pour tout n ∈ Z,
|γn| =

∣∣∣∣
1

T
〈u, e−2iπn t/T 〉E′,C∞

∣∣∣∣

≤ C sup
0≤k≤p

sup
t∈K

∣∣∣∣
dk

dtk
e−2iπn t/T

∣∣∣∣

≤ C (1 + |n|)p.En�n pour tout φ ∈ D(R),
〈U, φ〉 = 〈

∑

n∈Z

τnTu, φ〉

=
∑

n∈Z

〈τnTu, φ〉

=
∑

n∈Z

〈u, τ−nTφ〉

= 〈u,
∑

n∈Z

τ−nTφ〉

= 〈u, φ̃〉.
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φ̃(t) =

∑

n∈Z

c−n(φ̃)e−2iπn t/T .D'où,
〈U, φ〉 = 〈u,

∑

n∈Z

c−n(φ̃)e−2iπn t/T 〉 =
∑

n∈Z

〈u, e−2iπn t/T 〉c−n(φ̃) = T
∑

n∈Z

γnc−n(φ̃).

Preuve du théorème 10.47. Soit φ ∈ D(R). On a
〈U, φ〉 =

∑

n∈Z

γnc−n(φ̃) = 〈
∑

n∈Z

γne
2iπn t/T , φ〉.Don


U =
∑

n∈Z

γne
2iπn t/T .La suite (γn)n∈Z est unique d'après le lemme 10.52 et don
 indépendante du 
hoix de la distribution

u.10.5.3 Transformée de Fourier des distributions périodiquesProposition 10.54. Soit a ∈ R. On a
F(eiat) = 2πδa, F(δa) = e−iat,

F−1(δa) =
1

2π
eiat, F−1(e−iat) = δa.Preuve. Laissée en exer
i
e.Théorème 10.55. Soit U une distribution T -périodique. U est une distribution tempérée et satranformée de Fourier est donnée par

FU = 2π
∑

k∈Z

γkδkωoù les γk sont les 
oe�
ients de Fourier de U et où ω = 2π/T .Preuve. On sait que la suite (γk)k∈Z des 
oe�
ients de Fourier de U (U =
∑

k∈Z

γke
2iπkt/T ) est à
roissan
e lente. On en déduit que

u = 2π
∑

k∈Z

γkδkωest dans S′. Soit en e�et p ∈ N et C ≥ 0 tels que
∀k ∈ Z, |γk| ≤ C (1 + |k|)p.
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|〈γkδkω, φ〉| = |γk| |φ(kω)|
≤ C (1 + |k|)p |φ(kω)|
≤ C′(1 + |kω|)p |φ(kω)|

≤ C′′

k2
sup

0≤α≤p+2
‖xαφ(x)‖L∞

≤ C′′

k2
Np+2(φ).On a don


|〈
∑

k∈Z

γkδkω , φ〉| ≤ |γ0| N0(φ) + C′′′Np+2(φ) ≤ CNp+2(φ).Soit maintenant
un = 2π

n∑

k=−n
γkδkω .On a

F−1(un) = 2π

n∑

k=−n
γkF−1(δkω) =

n∑

k=−n
γke

ikωt =

n∑

k=−n
γke

2iπkt/T .Comme un tend vers u dans S′, il en résulte que F̄(un) tend vers F̄(u) dans S′, don
 dans D′.Mais on a par ailleurs
F−1(un) −→ U dans D′(Rd).On en déduit que U ∈ S′(Rd) et que

F−1(u) = U.En appliquant F aux deux membres, on aboutit �nalement à
F(U) = u.Remarque 10.56. Le théorème 
i-dessus met en éviden
e le lien entre la théorie des séries deFourier et 
elle de la transformée de Fourier : les 
oe�
ients de la série de Fourier d'une distributionpériodique sont les poids des dents du peigne de Dira
 
orrespondant à la transformée de Fourierde 
ette distribution.10.5.4 Appli
ation : théorème d'é
hantillonage de ShannonOn 
onsidère un signal à une dimension (le temps), 
'est-à-dire une fon
tion
s : R −→ Rqu'on suppose i
i de 
lasse H1. On aura don
 en parti
ulier� s ∈ C0(R)� s −→ 0 en −∞ et +∞.On a

s(t) =
1

2π

∫ +∞

−∞
ŝ(ω) eiωt dω.
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ŝ(−ω) =

∫ +∞

−∞
s(t) eiωt dt =

∫ +∞

−∞
s(t) e−iωt dt = ŝ(ω).En é
rivant ŝ(ω) sous la forme

ŝ(ω) = πA(ω)eiφ(ω)il en résulte
s(t) =

1

2π

∫ +∞

0

(
ŝ(ω) eiωt + ŝ(−ω) e−iωt

)
dω

=
1

2π

∫ +∞

0

(
ŝ(ω) eiωt + ŝ(ω) e−iωt

)
dω

=
1

2

∫ +∞

0

A(ω)
(
ei(ωt+φ(ω)) + e−i(ωt+φ(ω))

)
dω

=

∫ +∞

0

A(ω) cos(ωt+ φ(ω)) dω.On a ainsi dé
omposé le signal s en une superposition de signaux harmoniques d'amplitude A(ω),de pulsation ω présentant un déphasage relatif φ(ω).La bonne représentation mathématique de l'é
hantillonage du signal s à la pulsation ωτ = 2π
τ (i.e.à la fréquen
e ντ = 1

τ ) est le peigne de Dira

sτ =

∑

k∈Z

τ s(kτ) δkτ .On a ainsi laProposition 10.57. sτ −→ s dans S′ quand τ −→ 0.Preuve. Soit φ ∈ S(R).
〈sτ , φ〉S′,S =

∑

k∈Z

τ s(kτ)φ(kτ) −→
∫ +∞

−∞
s(t)φ(t) dt = 〈s, φ〉S′,S .

Dé�nition 10.58. On dit qu'un signal s(t) ∈ S′(R) est à bande limitée si sa transformée deFourier est à support 
ompa
t.Théorème 10.59. Soit s(t) à bande limitée. La transformée de Fourier du signal é
hantilloné
sτ =

∑

k∈Z

τ s(kτ) δkτest reliée à la transformée de Fourier du signal d'origine par la relation
ŝτ =

∑

k∈Z

τkωτ (ŝ) où ωτ =
2π

τ
.
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Ω−Ω

Ω−Ω

Ω−Ω

ωτ > 2 Ω

ωτ < 2 Ω

Représentation graphique.On voit que si ωτ < 2ω, il y a �repliement� de spe
tre (phénomène d'aliasing).Exemple. On 
onsidère le signal à valeurs 
omplexes s(t) = eiω0t. On a
ŝ = 2πδω0 ,d'où l'on déduit

ŝτ = 2π
∑

k∈Z

δω0+kωτ .Théorème 10.60. (de Shannon). Soit s(t) un signal de 
lasse H1 à bande limitée [−Ω,Ω]. Soit
sτ l'é
hantillonage de s à la pulsation ωτ . Si ωτ ≥ 2Ω, ŝτ = ŝ dans la bande [−Ω,Ω]. De plus, ona la formule de re
onstru
tion du signal

s(t) =
∑

k∈Z

s(kτ)hτ (t− kτ)où la fon
tion hτ est dé�nie par
∀t ∈ R, hτ (t)(t) =

sin(πt/τ)

πt/τ
.Preuve. La première assertion est une 
onséquen
e dire
te du théorème 10.59. Elle entraîne enparti
ulier que

ŝ = ŝτ χ]−π/τ,π/τ [où χ]−π/τ,π/τ [ désigne la fon
tion 
ara
téristique de l'intervalle ] − π/τ, π/τ [. On véri�e par un
al
ul dire
t que F−1
(
χ]−π/τ,π/τ [

)
= hτ , et on en déduit que

ŝ = ŝτ ĥτ ,
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e qui s'é
rit aussi (on véri�era que le membre de droite a bien un sens)
s = sτ ⋆ hτ .Ce
i prouve la deuxième assertion.Appli
ation à la numérisation du son. Les fréquen
es entendues par les humains s'étallententre 16 Hz et 20 000 Hz. E
hantilloner à 40 000 Hz est don
 su�sant en théorie. En pratique, oné
hantillonne à 48 000 Hz (sur CD) pour plusieurs raisons, notamment par
e que� il faut �ltrer le signal avant d'é
hantilloner� un signal numérique suré
hantilloné est plus fa
ile à 
onvertir en signal analogique qu'unsignal é
hantilloné à la fréquen
e minimale.La preuve du théorème 10.59 repose sur le résultat suivant, qui est intéressant en lui-même.Lemme 10.61. (formule de Poisson). Soit f ∈ S(R). On a l'égalité

∑

k∈Z

f(k) =
∑

k∈Z

f̂(2kπ)Preuve. Comme f ∈ S, la série de fon
tions
∑

k∈Z

τkfest normalement 
onvergente sur tout 
ompa
t et 
onverge vers une fon
tion U 
ontinue et 1-périodique. Cal
ulons les 
oe�
ients de Fourier de U :
γk =

∫ 1

0

U(t) e−2ikπt dt

=

∫ 1

0

∑

l∈Z

τlf(t) e−2ikπt dt

=
∑

l∈Z

∫ 1

0

f(t− l) e−2ikπt dt

=
∑

l∈Z

∫ −l+1

−l
f(t) e−2ikπt dt

=

∫ +∞

−∞
f(t) e−2ikπt dt

= f̂(2kπ).On a don

∑

k∈Z

f(k) =

(
∑

k∈Z

τkf

)
(0) = U(0) =

∑

k∈Z

γk =
∑

k∈Z

f̂(2kπ).



160 Chapitre 10 : Transformation de FourierPreuve du théorème 10.59. Supposons d'abord que s ∈ S(R) (i.e. que ŝ ∈ S(R)). On a
ŝτ (y) = F

(
∑

k∈Z

τs(kτ)δkτ

)
(y)

=
∑

k∈Z

τs(kτ)e−ikτy

=
∑

k∈Z

fy(k)où l'on a posé
fy(x) = τs(xτ)e−ixτy .En utilisant la formule de Poisson, on obtient
ŝτ (y) =

∑

k∈Z

f̂y(2kπ).Mais
f̂y(2kπ) =

∫ +∞

−∞
fy(x)e

−2ikπx dx

=

∫ +∞

−∞
τs(xτ)e−ixτye−2ikπx dx

=

∫ +∞

−∞
s(t)e−itye−2ikπt/τ dt

=

∫ +∞

−∞
s(t)e−it(y+2kπ/τ) dt

= ŝ(y + 2kπ/τ) = ŝ(y + kωτ ) = τkωτ ŝ(y).D'où
ŝτ (y) =

∑

k∈Z

τkωτ ŝ(y).Par densité, la formule 
i-dessus reste vraie pour tout signal à bande limitée (la série est �nie).10.5.5 Transformée de Fourier dis
rèteConsidérons un signal é
hantillonné de longueur N représenté par une suite (xk)k∈|[0,N−1]|. Satranformée de Fourier dis
rète est par dé�nition la suite (Xk)k∈|[0,N−1]| dé�nie par
Xk =

N−1∑

l=0

xle
−2iπkl/N .La transformée de Fourier dis
rète est reliée à la transformée de Fourier dans S′(R) de la façonsuivante : on 
onsidère le signal é
hantilloné

sτ =

N−1∑

k=0

τ xk δkτ ,et on le T -périodise ave
 T = Nτ . On obtient ainsi un peigne de Dira
 périodique U , dont latransformée de Fourier est aussi un peigne de Dira
 d'espa
ement 2π/T , et périodique de période
2π/τ . Il en résulte que

Û = 2π
∑

k∈Z

γkδ2πk/T .



10.6. Exer
i
es 161où les 
oe�
ients γk sont tels que
∀k ∈ Z, γk+N = γk,et on a pour tout 0 ≤ k ≤ N − 1

γk =
1

T
〈sτ , e−2iπkt/T 〉E′,C∞

=
1

T

N−1∑

l=0

τ xl e
−2iπklτ/T

=
1

N

N−1∑

l=0

xl e
−2iπkl/N

=
Xk

N
.On obtient ainsi la formule d'inversion

xk =
1

N

N−1∑

l=0

Xle
2iπkl/N .En traitement du signal numérique, la transformée de Fourier dis
rète est l'opération de base quipermet de passer de la représentation en temps à la représentation en fréquen
es.A priori, 4N(N − 1) multipli
ations 
omplexes et 4N(N − 1) additions 
omplexes sont né
essairespour 
al
uler la transformée de Fourier dis
rète d'une suite (xk)k∈|[0,N−1]|. Si N est une puissan
ede 2 (ex. N = 210 = 1024), le 
al
ul de la transformée de Fourier dis
rète peut en fait être e�e
tuéen 2N log2N multipli
ations réelles et 3N log2N additions réelles par un algorithme FFT (FastFourier Transform).10.6 Exer
i
es

⊲ 10.1. Montrer que si f et g sont dans L2(Rd),
(2π)d

∫

Rd

f(x) g(x) dx =

∫

Rd

f̂(x) ĝ(x) dx.

⊲ 10.2. Montrer que la suite des sommes partielles
N∑

n=0

xn

n!est une suite d'éléments de S′(R) qui 
onverge dans D′(R) mais pas dans S′(R).
⊲ 10.3. Soit (an)n∈N une suite réelle. Montrer que la suite anδn 
onverge dans D′(R). A quelle
ondition 
onverge-t-elle dans S′(R) ?
⊲ 10.4. Soit T > 0 et f : R → C une fon
tion 
ontinue telle que xf(x) soit dans L1(R) et telleque le support de f̂ soit in
lus dans [−π/T, π/T ].



162 Chapitre 10 : Transformation de Fourier1. Montrer que f̂ est de 
lasse C1, et en déduire que f̂ et f sont dans L2(R). En utilisant lethéorème de Shannon, montrer que
f(t) =

∑

k∈Z

f(kT )hT (t− kT )ave
 hT (t) = sin(πt/T )
πt/T .2. On suppose que le signal f ne peut être mesuré qu'à ǫ près de sorte que la fon
tion re
onstruiteest de la forme

f1(t) =
∑

k∈Z

(f(kT ) + ǫk)hT (t− kT )ave
 |ǫk| ≤ ǫ. Montrer que sous 
ette seule hypothèse, on ne peut pas borner l'erreur dere
onstru
tion ‖f1 − f‖L∞.3. Soit
f2(t) =

∑

|k|≤T
(f(kT ) + ǫk) hT (t− kT ).On suppose que f(t) est telle qu'il existe K et CK satisfaisant

∣∣∣∣∣∣

∑

|t−kT |>K
f(kT )hT (t− kT )

∣∣∣∣∣∣
≤ CKǫ.En déduire une majoration de l'erreur de re
onstru
tion ‖f2−f‖L∞. Indi
ation : 
ommen
erpar montrer que ∑

T≤|t−kT |<K,|t−kT |

1

|t− kT | ≤ C log(K/T ).4. Pour diminuer l'erreur de re
onstru
tion, on peut suré
hantilloner le signal. Soit ĝ une fon
-tion de 
lasse C∞ égale à 1 sur [−π/T, π/T ] et à support dans [−π/Ts, π/Ts] ave
 Ts ≤ T .Montrer que g = F−1(ĝ) est bien dé�nie et est dans S.5. En adaptant la démonstration du théorème de Shannon, montrer que
f(t) =

∑

k∈Z

f(kTs)g(t− kTs).6. Expliquer le pro
essus par lequel le �ltre g permet de diminuer l'erreur de re
onstru
tion.7. On pose
f3(t) =

∑

k∈Z

(f(kTs) + ǫk)g(t− kTs).Montrer que
‖f − f3‖∞ ≤ ǫ

Ts
(‖g‖1 + Ts‖g′‖1).Pour 
ela, on utilisera en la justi�ant l'égalité

∑

k

g(t− kTs) =
∑

k

∫ t−(k−1/2)Ts

t−(k+1/2)Ts

(g(t− kTs) − g(u))du+
∑

k

∫ t−(k−1/2)Ts

t−(k+1/2)Ts

g(u)duet la dérivabilité de g.
⊲ 10.5. On pose f(x) = ln |x|.
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i
es 1631. Montrer que la fon
tion f dé�nit une distribution sur R.2. Montrer qu'au sens des distributions, on a pour toute fon
tion test ϕ ∈ D(R),
〈f ′, ϕ〉 = lim

δ→0+

∫

R\[−δ,δ]
(− ln |x|ϕ′(x)) dxOn introduit pour δ ≥ 0 la notation

1[−δ,δ](x) =






1 si |x| ≤ δ

0 si |x| > δ3. En déduire que pour tout ε > 0, on a
〈f ′, ϕ〉 =

∫

R

ϕ(x) − ϕ(0) 1[−ε,ε](x)

x
dxOn note vp

(
1
x

)
= f ′.4. Soit ψ ∈ D(R) �xée véri�ant ψ(−x) = ψ(x) et ψ(x) = 1 si x ∈ [−1, 1]. On admet que f ′ et

ψf ′ sont dans S′(R). Montrer que pour φ ∈ S(R), et ε ∈]0, 1], on a
〈F (ψf ′) , φ〉 =

∫

R

(
φ̂(x) − φ̂(0) 1[−ε,ε](x)

x

)
ψ(x) dxoù F(g) et ĝ désignent indi�éremment la transformée de Fourier de la distribution tempérée g.5. En déduire que

〈F (ψf ′) , φ〉 =

∫

R

(∫

R

φ(ξ)ψ(x)M1(x, ξ) dξ

)
dxave
 pour une fon
tion l(x) :

Ml(x, ξ) =

(
e−iξ·x − 1[−ε,ε](x)

x

)
l(x)6. En déduire que

〈F (ψf ′) , φ〉 =

∫

R

φ(ξ)mψ(ξ) dξoù
mψ(ξ) =

∫

R

Mψ(x, ξ) dx7. On admet qu'en prenant ψ = 1 on a en
ore
〈F (f ′) , φ〉 =

∫

R

φ(ξ)m1(ξ) dξave

m1(ξ) = lim

R→+∞

∫

[−R,R]

M1(x, ξ) dxMontrer qu'on a
F
(

vp

(
1

x

))
(ξ) = −ic sgn(ξ)
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



1 si ξ > 0

−1 si ξ < 0et
c =

∫

R

sin y

y
dy.

⊲ 10.6. L'objet de 
e problème est l'étude de l'équation de Poisson
−∆u = f (10.19)posée dans D′(R3). Dans 
e qui suit, on note |y| la norme eu
lidienne du ve
teur y ∈ R3.Les parties A et B sont indépendantes (à l'ex
eption de la question 5d).Partie A : résolution par transformation de FourierQuestion 1. Soit v ∈ S′(R3). Montrer que ∆v ∈ S′(R3) et que

F(∆v)(ξ) = −|ξ|2 v̂(ξ).Question 2. On suppose dans 
ette question que f ∈ S′(R3) et que f̂ ∈ L∞(R3).2a On note χη la fon
tion dé�nie sur R3 par
χη(ξ) =

∣∣∣∣
1 si |ξ| ≤ η
0 si |ξ| > η.Montrer que la fon
tion gη(ξ) = |ξ|−2χη(ξ)f̂ (ξ) est dans L1(R3) et que la fon
tion hη(ξ) =

|ξ|−2(1 − χη(ξ))f̂(ξ) est dans L2(R3).2b En déduire que la fon
tion v(ξ) = |ξ|−2f̂(ξ) dé�nit une distribution tempérée et que u = F−1(v)est solution de l'équation (10.19) dans S′(R3).2
 Montrer que
lim
η→0

‖gη‖L1 = 0.2d Dans 
ette question, ainsi que dans la question 2e, u désigne la solution de l'équation (10.19)
onstruite à la question 2b. En utilisant les résultats des questions 2a, 2b et 2
, montrer quepour tout ǫ > 0, il existe une fon
tion u2 ∈ L2(R3) et une fon
tion u∞ ∈ L∞(R3) telles que
u = u2 + u∞ ave
 ‖u∞‖L∞ ≤ ǫ.2e Montrer que tout v ∈ S′(R3) véri�ant −∆v = f est tel que v = u + w ave
 ∆w = 0 etSupp(ŵ) ⊂ {0}. Déduire de la Proposition 7.13 du 
ours que w est un polyn�me véri�ant

∆w = 0 (un tel polyn�me est appelé un polyn�me harmonique). Donner un exemple depolyn�me harmonique de degré 2.



10.6. Exer
i
es 1652f Les distributions f suivantes véri�ent-elles les hypothèses en vigueur dans la question 2 (f ∈
S′(R3) et f̂ ∈ L∞(R3)) ?
• f = δ0

• f(x) = e−|x|2

• f(x) = 1

• f(x) = 1
1+|x|4Partie B : résolution dans l'espa
e de Sobolev à poids
W 1(R3) =

{
u ∈ L2

loc(R
3),

u(x)

|x| ∈ L2(R3), ∇u ∈ (L2(R3))3
}
.On rappelle que L2

loc(R
3) désigne l'espa
e ve
toriel des fon
tions u : R3 −→ R mesurables pour latribu borélienne et telles que ∫K |u|2 <∞ pour tout 
ompa
tK ⊂ R3. Comme L2

loc(R
3) ⊂ L1

loc(R
3),

∇u est bien dé�ni, au sens des distributions.Pour (u, v) ∈ W 1(R3) ×W 1(R3), on pose
(u, v)W 1 =

∫

R3

u(x) v(x)

|x|2 dx+

∫

R3

∇u · ∇v. (10.20)Question 3. Montrer que pour (u, v) ∈ W 1(R3) ×W 1(R3), le terme de droite de l'expression(10.20) est bien dé�ni, puis que (·, ·)W 1 dé�nit un produit s
alaire sur W 1(R3).Question 4. Montrer que, muni du produit s
alaire (·, ·)W 1 , W 1(R3) est un espa
e de Hilbert.Indi
ation : on pourra s'inspirer que la preuve du Théorème 8.2 du 
ours.Question 5. On suppose dans 
ette question que f est une fon
tion de R3 à valeurs dans R(mesurable pour la tribu borélienne) telle que
∫

R3

|x|2|f(x)|2 dx < +∞.On admet que D(R3) est dense dansW 1(R3) (lorsqu'on munitW 1(R3) de la norme ‖·‖W 1 asso
iéeau produit s
alaire (·, ·)W 1). On 
onsidère les problèmes 
onsistant à
{ 
her
her u ∈ W 1(R3) tel que

−∆u = f dans D′(R3)
(10.21)et à { 
her
her u ∈ W 1(R3) tel que

∀v ∈ W 1(R3), a(u, v) = b(v)
(10.22)où

a(u, v) =

∫

R3

∇u · ∇v, b(v) =

∫

R3

fv.5a Montrer que a dé�nit une forme bilinéaire 
ontinue sur W 1(R3) (pour la norme ‖ · ‖W 1) et que
b dé�nit une forme linéaire 
ontinue sur W 1(R3) (pour la norme ‖ · ‖W 1).



166 Chapitre 10 : Transformation de Fourier5b Montrer que les problèmes (10.21) et (10.22) sont équivalents.5
 On peut montrer (voir la question 6) que pour tout u ∈ W 1(R3),
∫

R3

|u(x)|2
|x|2 dx ≤ 4

∫

R3

|∇u|2. (10.23)En déduire que la forme bilinéaire a est 
oer
ive surW 1(R3), et de là que le problème (10.21)admet une unique solution u.5d Montrer que la solution u de (10.21) est dans S′(R3). On suppose que f̂ ∈ L∞(R3). Montrerque la solution de (10.21) 
oïn
ide ave
 la solution 
onstruite à la question 2b.Question 6. Preuve de l'inégalité de Hardy (10.23).6a Soit f ∈ C∞([0,+∞[) à support 
ompa
t. Montrer que
∫ +∞

0

f(r)2 dr = −2

∫ +∞

0

r f ′(r) f(r) dret en déduire que ∫ +∞

0

f(r)2 dr ≤ 4

∫ +∞

0

r2 f ′(r)2 dr.6b En déduire que pour tout ψ ∈ D(R3),
∫

R3

ψ(x)2

|x|2 dx ≤ 4

∫

R3

|∇ψ|2.Indi
ation : remarquer qu'en 
oordonnées sphériques
∫

R3

ψ(x)2

|x|2 dx =

∫ π

0

∫ 2π

0

(∫ +∞

0

ψ(r, θ, φ)2 dr

)
sin θ dθ dφ,et utiliser la question 6a. On rappelle qu'en 
oordonnées sphériques

∇ψ =
∂ψ

∂r
er +

1

r

∂ψ

∂θ
eθ +

1

r sin θ

∂ψ

∂φ
eφ,et que la base (er, eθ, eφ) est orthonormée.6
 Montrer par densité que pour tout u ∈W 1(R3),

∥∥∥∥
u

|x|

∥∥∥∥
L2

≤ 2 ‖∇u‖L2.
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