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Un problème modèle

(Poly §2.2.1)
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L’équation d’advection-diffusion

• EDP d’inconnue u : R+ × Ω→ R, Ω ⊂ Rd ,

∂tu(t, x) = div
(
D(x)∇u(t, x)

)
− div

(
a(x)u(t, x)

)
+ f (t, x)

D(x) : coefficient de diffusion (matrice symétrique définie positive)

a(x) : vitesse d’advection

f (t, x) : terme source

• Exemples physiques

évolution de la concentration d’un soluté dans un écoulement : div(a) = 0,
D constant

∂tu = D∆u − a · ∇u + f

évolution de la loi d’un processus stochastique (Fokker–Planck)
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Cadre simplifié

• Cas unidimensionnel avec Ω = [0, L], coefficients D, a constants

∂tu = D∂2
xu − a∂xu + f pour tout (t, x) ∈ ΩTL = [0,T ]× [0, L]

avec conditions de bord périodiques

u(t, 0) = u(t, L) pour tout t ∈ [0,T ]

et condition initiale u(0, x) = u0(x) pour tout x ∈ [0, L]

• Quelques propriétés mathématiques : si f = 0,

préservation de la moyenne :

ˆ
Ω

u(t, x)dx =

ˆ
Ω

u0(x)dx

dissipation en norme L2 : ‖u(t, ·)‖L2(Ω) 6 ‖u0‖L2(Ω)

principe du maximum : ‖u(t, ·)‖L∞(Ω) = sup
x∈Ω
|u(t, x)| 6 ‖u0‖L∞(Ω)
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Principes de la méthode des
différences finies

(Poly §2.2.2)
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Maillage en espace et en temps

• Maillage régulier en espace-temps de ΩTL = [0,T ]× [0, L]

pas de temps ∆t tel que T = N∆t

pas d’espace ∆x tel que L = J∆x

points de la grille espace-temps (tn, xj) = (n∆t, j∆x)

• Inconnues : valeurs unj telles que unj ≈ u(tn, xj)

conditions de bord périodiques : un0 = unJ pour tout n > 0

condition initiale u0
j = u0(xj) pour tout 1 6 j 6 J

Il suffit donc de considérer unj pour tout 1 6 n 6 N et 1 6 j 6 J

Schéma aux différences finies

Relation de récurrence permettant de calculer les valeurs (un+1
j )16j6J en fonction

des valeurs (umj )16j6J aux temps précédents m 6 n
→ m = n pour les schémas à un pas
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Développements de Taylor

• Dérivée d’ordre 1 en espace : formule décentrée ou centrée

∂xu(t, x) ' u(t, x)− u(t, x −∆x)

∆x
' u(t, x + ∆x)− u(t, x −∆x)

2∆x

• Dérivée d’ordre 2 en espace :

∂2
xu(t, x) ' u(t, x + ∆x)− 2u(t, x) + u(t, x −∆x)

∆x2

• Dérivée en temps : idem EDOs

Euler explicite, advection centrée

un+1
j − unj

∆t
= D

unj+1 − 2unj + unj−1

∆x2 − a
unj+1 − unj−1

2∆x
+ f nj

Euler implicite, advection décentrée

un+1
j − unj

∆t
= D

un+1
j+1 − 2un+1

j + un+1
j−1

∆x2 − a
un+1
j − un+1

j−1

∆x
+ f n+1

j
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Analyse de convergence

(Poly §2.2.3 (version introductive))
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Principe général

• Le principe général est le même que pour les équations différentielles ordinaires :
théorème de Lax

consistance + stabilité = convergence

• Le choix de la norme spatiale (dans RJ) est important

• Deux exemples de normes spatiales : Pour y ∈ RJ ,

‖y‖`2
x

:=

∆x
J∑

j=1

|yj |2
1/2

‖y‖`∞x = max
16j6J

|yj |

→ à J fixé, ces normes sont équivalentes
→ l’étude de convergence se fait pour ∆x = L

J → 0 à L fixé, donc J → +∞
→ on a toujours ‖y‖`2

x
6 L1/2‖y‖`∞x (mais ‖y‖`∞x 6 (∆x)−1/2‖y‖`2

x
)
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Consistance

• Injecter dans le schéma les valeurs ponctuelles de la solution exacte
{u(tn, xj)}16n6N,16j6J

• L’erreur résiduelle ηn+1
j ainsi obtenue est appelée erreur de troncature

• On majore l’erreur de troncature en fonction de ∆t et ∆x en supposant u
suffisamment régulière

• Exemple : schéma d’Euler explicite, advection centrée

ηn+1
j =

u(tn+1, xj)− u(tn, xj)

∆t
− D

u(tn, xj+1)− 2u(tn, xj) + u(tn, xj−1)

∆x2

+ a
u(tn, xj+1)− u(tn, xj−1)

2∆x
− f (tn, xj)

(unité de ηn+1
j = unité de u / temps)
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Consistance

• Par développements de Taylor en (tn, xj) (ordre 2 en t, ordre 4 en x)

ηn+1
j = ∂tu(tn, xj) + O(∆t)− D∂xxu(tn, xj) + O(∆x2)

+ a∂xu(tn, xj) + O(∆x2)− f (tn, xj) 6 C (∆t + ∆x2)

avec C = C ′D,a(‖∂ttu(t, x)‖L∞(ΩTL) + ‖∂xxxxu(t, x)‖L∞(ΩTL))

• On en déduit

‖η‖`∞t (`∞x ) = max
16n6N

‖ηn‖`∞x = max
16n6N,16j6J

|ηnj | 6 C (∆t + ∆x2)

Consistance

• ‖η‖`∞t (`∞x ) → 0 lorsque ∆t,∆x → 0
• ordre r en temps et q en espace lorsque ‖η‖`∞t (`∞x ) 6 C (∆tr + ∆xq)
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Stabilité

• Récrire le schéma comme une récurrence à un pas sur des vecteurs de RJ

un+1 = Mun + ∆tM̃yn+1

où un = (unj )16j6J , M et M̃ ∈ RJ×J sont des matrices qui dépendent du schéma,

ainsi que la suite de vecteurs yn+1 ∈ RJ

Condition de stabilité

‖M‖`px 6 1 p = 2 ou ∞

Stabilité conditionnelle

Lorsque ‖M‖`px 6 1 n’a lieu que si ∆t,∆x satisfont une inégalité du type

∆t 6 C∆xα

p. ex., avec α = 1 (acceptable) ou α = 2 (restrictif)
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Exemple de récriture vectorielle

• Schéma d’Euler explicite, advection centrée

un+1
j = unj + ∆tD

unj+1 − 2unj + unj−1

∆x2 −∆ta
unj+1 − unj−1

2∆x
+ ∆tf nj

• On a M = Id−∆tA où A = D
∆x2 B + a

2∆xC où on a introduit les matrices

tridiagonales de RJ×J

B =



2 −1 0 . . . −1

−1 2 −1

.
.
. 0

0

.
.
.

.
.
.

.
.
. 0

0

.
.
. −1 2 −1

−1 . . . 0 −1 2


C =



0 1 0 . . . −1

−1 0 1

.
.
. 0

0

.
.
.

.
.
.

.
.
. 0

0

.
.
. −1 0 1

1 . . . 0 −1 0



On notera B = tridiag(−1, 2,−1) et C = tridiag(−1, 0, 1)

• On a M̃ = Id et yn+1 = (f nj )16j6J
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Convergence

• La méthode des différences finies est convergente en norme ‖·‖`px si l’erreur
enj = unj − u(tn, xj) vérifie

‖e‖`∞t (`px ) = max
16n6N

‖en‖`px → 0 lorsque ∆t,∆x → 0

où nous avons introduit le vecteur erreur en = (enj )16j6J ∈ RJ

• Noter que T et L sont fixés dans l’étude de convergence

Résultat fondamental (Lax)

Si la solution u de l’EDP est suffisamment régulière, un schéma stable et
consistant est convergent dans la norme de stabilité `px , la vitesse de convergence
étant donnée par l’ordre de consistance
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Preuve du théorème de Lax

• L’erreur vérifie la formule de récurrence à un pas (ηn+1 : erreur de troncature)

en+1 = Men + ∆tM̃ηn+1

• Comme e0 = 0, on vérifie facilement que

en = ∆t
n∑

k=1

Mn−kM̃ηk

• Par inégalité triangulaire et comme ‖M‖`px 6 1 par stabilité,

‖en‖`px 6 ∆t‖M̃‖`px
n∑

k=1

‖ηk‖`px

• Comme ∆t
∑n

k=1 ‖ηk‖`px 6 ∆tL1/p
∑n

k=1 ‖ηk‖`∞x 6 L1/pT‖η‖`∞t (`∞x ),

‖e‖`∞t (`px ) = max
16n6N

‖en‖`px 6 (L1/pT‖M̃‖`px )‖η‖`∞t (`∞x )

et on conclut grâce à la consistance (L1/p = 1 si p =∞)
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Etude de stabilité

(Poly 2.2.4 (version introductive))
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Etude de stabilité

• On traitera seulement le cas p = 2 dans la suite

• Le cas p =∞ est traité en complément dans le poly

• Objectif : montrer que ‖M‖`2
x
6 1

• Rappel des résultats sur les EDOs dissipatives : matrice A ∈ RJ×J telle que
〈Ax , x〉`2

x
> 0 (on notera A > 0)∥∥(Id + ∆t A)−1

∥∥
`2
x
6 1 pour tout ∆t > 0

lorsque 〈Ax , x〉`2
x
> γ‖Ax‖`2

x
, on a ‖Id−∆t A‖`2

x
6 1 si ∆t 6 2γ

• Une méthode alternative pour l’étude de stabilité utilise l’analyse de Fourier
(analyse de Von Neumann, avec CL périodiques) : elle est au programme la
semaine prochaine !
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Diffusion pure

Stabilité inconditionnelle pour les schémas implicites

un+1
j − unj

∆t
= D

un+1
j+1 − 2un+1

j + un+1
j−1

∆x2 + f n+1
j

• Matrice M = (Id + ∆t D
∆x2 B)−1 avec B = tridiag(−1, 2,−1) > 0

Condition de stabilité très restrictive pour les schémas explicites

un+1
j − unj

∆t
= D

unj+1 − 2unj + unj−1

∆x2 + f nj

• Matrice M = Id−∆t D
∆x2 B, 〈By , y〉`2

x
> 1

4‖By‖
2
`2
x
, γ = ∆x2

4D

• Stabilité si ∆t 6
∆x2

2D
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Advection pure, explicite en temps

Instabilité inconditionnelle pour les schémas centrés

un+1
j − unj

∆t
+ a

unj+1 − unj−1

2∆x
= f nj

Stabilité conditionnelle pour les schémas décentrés (a > 0)

un+1
j − unj

∆t
+ a

unj − unj−1

∆x
= f nj

• M = Id−∆t a
∆xC], C] = tridiag(−1, 1, 0), 〈C]y , y〉`2

x
= 1

2‖C]y‖
2
`2
x
, γ = ∆x

2a

• Stabilité si ∆t 6
∆x

a
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Advection-diffusion

Advection décentrée + caractère implicite

un+1
j − unj

∆t
= D

un+1
j+1 − 2un+1

j + un+1
j−1

∆x2 − a
un+1
j − un+1

j−1

∆x
+ f n+1

j

• Stabilité inconditionnelle

• Le terme advectif peut être traité de manière explicite : schéma IMEX étudié en
TD dans 2 semaines → stabilité conditionnelle
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Conclusion

• Théorème de Lax

consistance + stabilité = convergence

• Point délicat : condition de stabilité, `2
x ici

pour la diffusion : implicite en temps → stabilité inconditionnelle

pour l’advection : explicite en temps possible avec décentrage amont →
stabilité conditionnelle ∆t 6 1

a∆x

• TD aujourd’hui : consistance et stabilité en temps uniquement

• La semaine prochaine :

en amphi : analyse de Von Neumann pour la stabilité `2
x

... puis TP : tests numériques de différents schémas
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