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Programme de |I'amphi

e Analyse de stabilité de Von Neumann

e Analyse de convergence : cadre abstrait

e Poly §2.3.3 et §2.3.4
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Rappels sur I'analyse de stabilité

e On récrit le schéma aux différences finies comme une récurrence a un
pas sur des vecteurs de R/

U™t = Mu" + AtMy" !

ol u" = (u)1<j<y, M et M € R*J sont des matrices qui dépendent du
schéma, ainsi que la suite de vecteurs y”Jrl e R/

Condition de stabilité en norme /2

Ml <1

e Objectif : soit y € R’ et z = My € R, il faut montrer que

1zl < llylle
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Séries de Fourier

e Vecteur y € R? — Fonction R[y] constante par morceaux
RIYI() =y s x €] = 30x 4 30
e Rly] € 13..(]0, L[,R) — coefficients de Fourier

1

L
Fo =1 [ RWe ™ iaec, ez

e Isométrie (Plancherel)

L J
IFWIE = [ IRWICR de= xS~ Iy = Iy

e On montre que si z = My, alors F(z), = </ (k)F(y)x ot <7 (k) est le
facteur d’amplification du k-ieme mode

Condition de stabilité de Von Neumann

(k)| <1, VkeZ
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Justification

e Le schéma avec f = 0 s'écrit z = My avec

zZ = (uj(H_l)lgng S RJ, y = (uf’)lggj S RJ

e A partir des coefficients de Fourier F(y)x, on retrouve R[y](x) selon
RII(x) =D Fly)we® ™/t
kEZ

si bien que

yj = RYI0g) = > Fly)xe®miax/t
k€eZ

e On a donc bien F(y), = U"(k) et F(z), = U™1(k)
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Calcul du coefficient d'amplification

e Comment calculer le coefficient d'amplification d'un schéma?

e On cherche une solution de la forme

ujp — Un(k)e27rijkAx/L, ke

e En insérant cette fonction dans le schéma (avec f = 0), on obtient une
relation de la forme

Un(k) = o (k) U" (k)

qui permet de calculer le coefficient d'amplification <7 (k)
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Schéma implicite, diffusion pure

e Schéma sans terme source
n+1 __ n n+1 n+1 n+1
u ™t =i Fep(ulfy =207 + 0

ol vp = Zﬁf (sans dimension) est le nombre de Courant diffusif

e Avec ufl = U (k)e2mikA&x/L il vient
<1 + VD(_e27rikAx/L +2 - e—27rikAx/L)) On—l—l(k) — Un(k)

D'obi en posant & = mk&X, Unt(k) = o (k) U"(k) avec

1
14 4upsin®(&y)

(k)
e Stabilité inconditionnelle car | <7 (k)| < 1, Vk € Z
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Schéma explicite, advection pure avec décentrement

e Schéma sans terme source

qu”Ll =u —va(uf —uy)

ou v, = % (sans dimension) est le nombre de Courant advectif

® Avec u! = U (k)e2mikBx/L | vient
Un—i—l(k) — (1 — v+ Vae—27rikAx/L) Un(k)

D'oli en posant & = k4, Untl(k) = o/ (k)U"(k) avec

o (k) = (1 — vy + vacos(28k)) — ivasin(2k)

e Stabilité conditionnelle car |7 (k)[? = 1 — 4v,(1 — v,) sin?(&x) sous la
.. Ax
condition v, < 1 ou encore At < —
a
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Formulation générale d'un schéma aux différences finies

e Probleme modele : Zu = f ou u, f sont des fonctions
e Discrétisation utilisant
@ des vecteurs up = (an)0<n<N71<j<J € R(
@ un opérateur aux différences finies .Za : RIVF1L)XJ _y RN>J
@ un opérateur de discrétisation du terme source ﬁAf

N+1)xJ

Schéma numérique

Laup = ﬁAf € RNX‘I

e Exemple : pour I'advection-diffusion
e opérateur £ = 0y — DO2 + ad;
@ pour le schéma d'Euler explicite avec advection centrée,
n+l . n n n n n __ .,n
(gAUA>n+1 _ Y u Duj+1 2ui +ul N aujJrl ul 4
Jj At AX2 2AXx

@ Discrétisation du terme source (ﬁAF)J’.’Jrl = £ = f(tn, %))
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Analyse de convergence : cadre
abstrait
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Rappels sur les normes

e Normes spatiales : Pour v € R,

L N2
Ivilg = (Ax; WP) " vl = max Iy
J:

e Normes espace-temps : Pour yp € RV*/ avec p € {2, 00},

1<n<N

N
lyallagey =8> llyAlles  lyallseey = max [lyAlle
n=1

avec tranches temporelles y{ = ((ya)/)1<j<s € R’ pour tout 1 < n < N

e On rappelle que

lyallaee) < (TLYP)lyalleze(ese)
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Consistance

e On injecte la solution exacte dans le schéma Zaua = MNaf

e Pour ce faire, on transforme la fonction u en un vecteur espace-temps
discret par un opérateur d'interpolation

MNau = <u(t,,,xj)) e RIN+1)xJ

0<n<N, 1< <J

Erreur de consistance

N BN (HAU) = ﬁAf € RNXJ

e Par développements de Taylor, en supposant la solution u suffisamment
réguliere, on montre que

AX,'AT%HUAH@ (¢) =0

avec souvent un ordre de consistance (r en espace, g en temps)
1nallege ooy < C(AL"+ Ax9)

ou C dépend de la régularité de la solution u en espace et en temps
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Convergence
e Convergence dans la norme ||-||s si, pour L, T fixés,

sl llealle= =0

avec le vecteur erreur ep € RINFDXJ tel que (ea)] = uf — u(tn, x;)
Théoreme de Lax

Si la solution u de I'EDP est suffisamment réguliere, un schéma stable et
consistant est convergent dans la norme de stabilité, la vitesse de
convergence étant donnée par |'ordre de consistance

e Preuve. Comme Zrepn = np et (eA)JQ =0 pour tout 1 < j < J, de par
la stabilité

leallgeqey < S(T) Imallagey < (S(DTLY?) malieese)

et on conclut grace a la consistance
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Stabilité

Stabilité

) est stable pour la norme ||-||2, p € {2,000}, s'il existe S(T) > 0 telle
que

e pour toute suite zy € R(N+1)xJ

avec (ZA)? =0 pour tout 1 < j < J,
e en définissant yp 1= Zaza € RV on ait

12allege ey < S(T) llvallee)
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Conclusion : retour au début

e Analyse numérique
@ Consistance = erreur de troncature locale
@ Stabilité = accumulation des erreurs

@ Convergence si consistance et stabilité

e Point délicat : conditions de stabilité, 6)% ici
@ pour la diffusion : implicite en temps

@ pour |'advection : décentrage

e Aujourd’hui : TP sur les schémas numériques pour |I'advection-diffusion

e La semaine prochaine en TD : consistance et stabilité d'un schéma
implicite-explicite pour I'équation d'advection-diffusion
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