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1 Convergen
e de la méthode éléments �nis

On 
onsidère le problème de l'équilibre d'une 
orde tendue. On rappelle que dans le 
adre de

l'élasti
ité linéaire, le dépla
ement u : Ω → R est solution de

Trouver u ∈ H1
0 (Ω) tel que

∫

Ω

u′v′ =

∫

Ω

fv pour tout v ∈ H1
0 (Ω), (1)

où Ω = (a, b) et f : R → R est un 
hargement 
onnu. On appro
he u par la méthode des

éléments �nis de degré k ∈ {1, 2} ave
 N éléments asso
iés aux n÷uds {xi}0≤i≤N+1 tels que

a = x0 ≤ x1 ≤ · · · ≤ xN ≤ xN+1 = b.
1) Quel est l'ordre de 
onvergen
e attendu pour k ∈ {1, 2} en normes L2 et H1 ?

k = 1 OrdreL2 = OrdreH1 =

k = 2 OrdreL2 = OrdreH1 =

2) On 
onsidère deux maillages, l'un ave
 N1 éléments et l'autre plus ra�né ave
 N2 éléments.

On désigne par e1 et e2 les erreurs dans la norme 
hoisie (L2 ou H1). L'ordre de 
onvergen
e peut

être estimé à partir de la formule
ln e1 − ln e2

lnN2 − lnN1
.

Véri�er numériquement les ordres de 
onvergen
e en normes L2 et H1 sur une famille de maillages

ave
 N = 2i éléments, i ∈ {4, 5, 6}. Pour 
ela, ré
upérer depuis l'URL

cermics.enpc.fr/cours/CS

la fon
tion S
ilab ef
v.s
i. Pour exé
uter 
ette fon
tion, on utilise la 
ommande

[err , uh , xDOFs℄ = ef
v(N, Omega , f, k, u, deru)
// -- Input --
// N = nombre des noeuds internes
// Omega = domaine monodimensionnel sous forme d'un ve
teur [a,b℄
// f = se
ond membre (
haîne de 
ara
tères)
// k = degré {1,2}
// u = solution exa
te (
haîne de 
ara
tères)
// deru = dérivée de $u$ (
haîne de 
ara
tères)
// -- Output --
// err = erreurs $L^2$ et $H^1$ sous forme d'un ve
teur [errL2 , errH1℄
// uh = valeurs de la solution aux n\oe uds du maillage
// xDOFs = ordonnées des n\oe uds du maillage

On 
onsidère les données Ω = (0, 1) et f = π2 sin(πx), si bien que u = sin(πx). Pour passer f dans

ef
v.s
i, la syntaxe est f = "\%pi^2*sin(\%pi*x)";. Remplir le tableau suivant :

i
k = 1 k = 2

‖u−uhi
‖L2(Ω) OL2 ‖u−uhi

‖H1(Ω) OH1 ‖u−uhi
‖L2(Ω) OL2 ‖u−uhi

‖H1(Ω) OH1
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2 Problème de l'obsta
le et méthode d'Uzawa

En l'absen
e d'obsta
le, la solution de (1) minimise l'énergie E(v)
def
= 1

2

∫

Ω
|∇v|2 −

∫

Ω
fv dans

H1
0 (Ω) . En présen
e d'un obsta
le dé
rit par la fon
tion ψ : Ω → R, il faut minimiser l'énergie

dans K
def
=

{

v ∈ H1
0 (Ω) | v ≥ ψ p.p dans Ω

}

. Le Lagrangien s'é
rit

L(v, q) = E(v) +

∫

Ω

q(ψ − v).

1) On 
onsidère l'algorithme d'Uzawa et dans l'étape (2.a) (
f. �2.5.2 du poly
opié) on utilise

la méthode des éléments �nis de dégré 1. Ré
upérer (même URL) la fon
tion S
ilab ef.s
i et le


ode S
ilab uzawa.s
e 
i-dessous.

// Données du problème
Omega = [0 ,1℄; // domaine
f = -10; // 
hargement
psi = -0.6; // 
ontrainte
// Paramètres de l'algorithme numérique
N = 16; // nombre de noeuds internes
lambda = 10; // paramètre pour l'algorithme d'Uzawa
epsilon = 1e-6; // toléran
e pour l'algorithme d'Uzawa
khan = 1500; // nombre d'itérations maximum
// Algorithme d'Uzawa
qh = ones(N+2, 1); // multipli
ateurs de Lagrange
uh_old = zeros(N+2, 1);
for k=0: kmax

[uh , xDOFs℄ = ef(N, Omega , XXXX , 1); // minimisation libre à qh fixé
qh = max(0, XXXX); // mise à jour de qh
if(norm(uh -uh_old)<=epsilon) then

break; // l'algorithme a 
onvergé
end
uh_old = uh;

end

Dans le 
ode uzawa.s
e, rempla
er les deux XXXX par l'expression adéquate puis utiliser 
e 
ode

ave
 les données

Ω = (0, 1), f = −10, ψ = −0.6,

et tra
er le graphe de uh et qh en utilisant les 
ommandes

figure (1);
plot(xDOFs , uh , " -*");
figure (2);
plot(xDOFs , qh , " -*");

Commenter le résultat par rapport à la 
ondition des é
arts 
omplémentaires.

2) Étudier le nombre d'itérations Iteri, i ∈ {4, 5, 6}, né
essaires pour atteindre la 
onvergen
e

en fon
tion de N = 2i

Iter4 = Iter5 = Iter6 =

3) Considérer le maillage ave
 N = 16 et étudier le nombre d'itérations en faisant varier le

paramètre λ.
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