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1 Convergence de la méthode éléments finis

On considére le probléeme de I'équilibre d’une corde tendue. On rappelle que dans le cadre de
Iélasticité linéaire, le déplacement u : 2 — R est solution de

Trouver u € H}(Q) tel que / u'v' = / fv pour tout v € H} (), (1)
Q Q

oi Q = (a,b) et f : R — R est un chargement connu. On approche u par la méthode des
éléments finis de degré k € {1,2} avec N éléments associés aux nceuds {z;}o<i<nt1 tels que
a=x9 <21 <--<zy <Ny =0
1) Quel est I'ordre de convergence attendu pour k € {1,2} en normes L? et H'?
k=1 Ordrej2 = Ordrey: =
k=2 Ordrej. = Ordrey: =

2) On considére deux maillages, I'un avec N; éléments et 'autre plus raffiné avec Ny éléments.
On désigne par e; et eq les erreurs dans la norme choisie (L? ou H'). L’ordre de convergence peut

étre estimé a partir de la formule
Ine; —Ines

InNy —In Ny~
Vérifier numériquement les ordres de convergence en normes L2 et H! sur une famille de maillages
avec N = 2' éléments, ¢ € {4,5,6}. Pour cela, récupérer depuis I'URL

cermics.enpc.fr/cours/CS

la fonction Scilab efcv.sci. Pour exécuter cette fonction, on utilise la commande

[err, uh, xDOFs] = efcv(N, Omega, f, k, u, deru)

// -- Input --

// N = nombre des noeuds internes

// Omega = domaine monodimensionnel sous forme d’un vecteur [a,b]
// £ = second membre (chaine de caractéres)

// k = degrée {1,2}

// u = solution exacte (chaine de caractéres)

// deru = dérivée de $u$ (chaine de caractéres)

// -- Output --

// err = erreurs $L"2% et $H"1$ sous forme d’un vecteur [errL2, errH1]
// uh = valeurs de la solution aux n\oe uds du maillage

// xDOFs = ordonnées des n\oe uds du maillage

On consideére les données = (0,1) et f = w2 sin(7z), si bien que v = sin(7x). Pour passer f dans

efcv.sci, la syntaxe est £ = "\%pi~2*sin(\%pi*x)";. Remplir le tableau suivant :
| i | k=1 | k=2 |
‘ ‘ ||u—uhi L2(Q) OLz ||u—uhi H(Q) OHI ‘ ||u—uhi L2(Q) OL2 ||u—uhi H(Q) OH1 ‘
4 _ _ _ _
5
6




2 Probléme de ’obstacle et méthode d’Uzawa

En I’absence d’obstacle, la solution de (1) minimise I’énergie E(v) def 2 [ IVv|? = [, fv dans
H}() . En présence d'un obstacle décrit par la fonction v : Q — R, il faut minimiser I’énergie
dans K %' {ve HJ(Q) | v=>1 p.p dans Q}. Le Lagrangien s’écrit

£lo.a) = )+ [ atw =)
1) On considére l'algorithme d’Uzawa et dans I'étape (2.a) (cf. §2.5.2 du polycopié) on utilise
la méthode des éléments finis de dégré 1. Récupérer (méme URL) la fonction Scilab ef.sci et le
code Scilab uzawa.sce ci-dessous.

// Données du probléme

Omega = [0,1]; // domaine

f = -10; // chargement

psi = -0.6; // contrainte

// Paramétres de l’algorithme numérique

N = 16; // nombre de noeuds internes

lambda = 10; // paramétre pour l’algorithme d’Uzawa
epsilon = le-6; // tolérance pour 1l’algorithme d’Uzawa
khan = 1500; // nombre d’itérations maximum

// Algorithme d’Uzawa

gh = ones(N+2, 1); // multiplicateurs de Lagrange

uh_o0ld = zeros(N+2, 1);
for k=0:kmax
[uh, xDOFs] = ef(N, Omega, XXXX, 1); // minimisation libre & qh fixé

gh = max (0, XXXX); // mise & jour de gh
if (norm(uh-uh_old)<=epsilon) then
break; // 1l’algorithme a convergé
end
uh_old = uh;
end

Dans le code uzawa.sce, remplacer les deux XXXX par I’expression adéquate puis utiliser ce code
avec les données
Q=(0,1), f=-10, ¥ = —0.6,

et tracer le graphe de uy et g en utilisant les commandes

figure (1);

plot (xDOFs, uh, "-*x");
figure (2);
plot (xDOFs, gh, "-*");

Commenter le résultat par rapport a la condition des écarts complémentaires.
2) Etudier le nombre d’itérations Iter;, i € {4,5,6}, nécessaires pour atteindre la convergence
en fonction de N = 2¢

Ttery = Tters = Tterg =

3) Considérer le maillage avec N = 16 et étudier le nombre d’itérations en faisant varier le
paramétre .



