Calcul scientifique
TD5 — 26 mars 2015

Optimisation avec contraintes

Méthode numérique pour I’équation de Schrodinger

Soit 2 C R% un ouvert borné. On pose V := H} () et on considere la fonctionnelle £ : V — R

définie par

E(LD):/Q|V1/}(x)|2dx+/ﬂV(I)|1/)(x)|2dx,

ou V € L*°(Q) est donné. L’espace de Hilbert V' est muni de son produit scalaire usuel

(w,qb)v:/ﬂvw-w+/ﬂw¢,

et on note |||y = (¢, 9)1/>.

(1)
(2)

Montrer que & est différentiable dans V' et calculer (€'(v), ¢)y v pour ¢ € V.

Montrer que € est bornée inférieurement dans le sous-espace de Hg ()

3:{¢6H3(Q); 7#2:1}7
Q
c’est-a-dire qu’il existe C' > —oo tel que £(¢p) = C pour tout ¢ € S.

On considere le probleme de minimisation

inf £(v)). (1)

PeS

Comme ’ensemble S n’est pas convexe, on ne dispose pas de résultat du cours concernant
I'existence d’une solution. La question précédente montre que cet infimum est un nombre réel
Ey > —o0o. Nous admettrons qu’il existe un minimiseur global au probleme (1), noté ..

Montrer que la contrainte
o) = [ w1
Q

est qualifiée en 9, et que —AY, + V), = Egp, au sens des distributions.

Nous allons a présent examiner une méthode numérique pour approcher Ey. On considere une
famille de fonctions {¢;}i>1 de H{ () a valeurs réelles, orthonormée pour le produit scalaire

de L?(Q),
/Q 6s 65 = ;.

Pour un entier N > 1 donné, on consideére le probleme approché
N N
inf £(v), Sv=Sv=> zii, (1,...,2n) ERY; / pr=1. (2)
pESN i—1 Q
Montrer que le probleme approché (2) peut se réécrire sous la forme

inf F(X),
XeSn



Sy = {X e RN, |X|2 = 1}, F(X) = XTANX,

avec An symétrique réelle dont on précisera le terme générique [An]ij, et ot |[X|? = XTX =
va:l z2. En déduire I'existence d’une solution de (2).

Montrer que cette solution est un vecteur propre de Ay (symétrique réelle donc diagonali-
sable). On note AY < MY < -+ < AY les valeurs propres de Ay, et e, ..., eX les vecteurs

propres associés. Montrer que
inf F(X) =\,
XeSn
puis que Eg < )\f[H < AV pour tout N > 1. En déduire que la suite ()\{V)N>1 a une limite
lorsque N — +oc.

Dans cette question, 'entier N est fixé et on cherche & approcher numériquement une solution
de (2) par une variante de l’algorithme de gradient a pas fixe avec projection (on n’utilise pas
directement cet algorithme car 1’ensemble Sy n’est pas convexe). Partant de X° € Sy, et
pour n > 0, on considere la suite

X" — Ay X"

Xn+1 _
|X” — OtANX"|,

avec un parametre réel a > 0.

— On suppose que o~ ! n’est pas valeur propre de Ay. En déduire que la matrice Id — aAy
est inversible et que la suite (X™),>0 est bien définie.

— Montrer par récurrence que X" = (Id — aAn)"X°/|(1d — aAyx)"XY|.

— On suppose que (el¥)TX? > 0 et que

Vi=2,...,N, [1—a\¥|<|l-aV|<1. (3)

En décomposant X™ sur la base des vecteurs propres de Id — aAy (qui est a I’évidence

diagonalisable), en déduire que X" converge vers el.

~ On suppose que 0 < A\ < AY. Montrer que si a € ]0, M[ avec M & préciser, on a
11—l <1, 11— XN < |1 — )],

et que ces inégalités impliquent la condition (3).



Corrigé

Méthode numérique pour 1’équation de Schrodinger

(1)

Pour 1, ¢ € HE (), on a
E(+¢) =EW) + Ay(d) + (),

avec

Aue) =2 [ Vuvo+2 [ oo, o) = [ 1vor+ [ ver

On a |r(¢)| < max(1,[|V]|z=)||¢||#. Par ailleurs, on vérifie facilement que A, est une forme
linéaire continue dans Hg(Q) avec |Ay(¢)| < (1 + ||[V|r=)||@|lv. Ceci montre que & est
différentiable et que

(E W), vy =2 /Q ViV + 2 /Q Vi,

On a £(¢) >/Qv¢2 >—\|V||Loo/ﬂw2:—||vnm.

Pour tout w € H{ (), on a (' (¢), w)vr,v = 2 [ Ysw. Comme (' (1.), i)y v =2 [ b2 =
2 # 0, on en déduit que ®’(1).) # 0 et donc que la contrainte est qualifiée en ... Un minimiseur
1), satisfait la condition

Vwe HYQ), (€06 + AR (1), w)yry = 0.
Ainsi,
(E/(02) 4 A (), )y = 0= 26(6)+ 2 [ 02 = 2E0) + ).
Ceci montre que A = —Ey. On a donc, pour tout ¢ € D(Q) C HL(Q),
(Vo , Vo) pr o + (V i, @)y D = Eo(Uu, @) pr 0 = (— A%y + V iby, ) .

On en conclut que —AvY, + Vi, = Egtb, au sens des distributions.

La matrice Ay a pour terme générique

[An]ij Z/QV@-V%Jr/QV@%-

Cette matrice est bien symétrique réelle. La condition de normalisation est

N 2 N N

_ 2 _ 2
Z$i¢i = Z%/@%*Z%‘,
i=1 Q i=1

ce qui se traduit bien par X7 X = 1. On minimise donc une fonctionnelle continue dans un en-
semble fermé et borné dans un espace de dimension finie, donc compact. Ainsi, la fonctionnelle
atteint son minimum.

La condition nécessaire d’optimalité satisfaite par un minimiseur X, est

Ceci montre que X, est vecteur propre de Ay, et donc que —p est valeur propre. En multipliant
a gauche par X!, on a XAy X, = —u. Comme cette quantité est minimale, on en déduit
que —u = AY. De plus, comme Sy C Sy41 C S, on a immédiatement Ey < )\iVH <AV La

suite (AV)y>1 étant décroissante minorée, elle converge.



11 est clair que la matrice Id — aAy est inversible si et seulement si o' n’est pas valeur

propre de Ay. Sous cette hypothese, la suite (X™),>¢ est bien définie car X" —aAny X" =0
impliquerait que o™ ! est valeur propre de Ay.

On vérifie facilement, par récurrence, que X" = v, (Id — ady)"X". La constante v, est
déterminée par la condition | X™| = 1, d’ou le résultat.

Avec la condition de I’énoncé,

N
(Id — adn) X0 = (1 — aAl) (X)Xl + 3 (1 = ad ) ((eN)TX0)el
i=2
~ (1 =) ((e1) T X)er
lorsque n — +o0. Ainsi, lorsque n — 400, X" ~ elV.
On cherche « suffisamment petit pour que |1 —aA)| < 1 et |1 —aAl| < [1 —aAl|. Comme
0 < AY < MY, la valeur limite est donnée par

I—aXy =aX¥ -1,

soit M = 2/(AY + A\Y). La condition (3) est alors clairement satisfaite.



