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ε > 0
.Y¼(% ¯ ¹Y#])$%

uε : [0, 1] → R
¼I)$³¨½&¹S)

{

− d
dx

(

a
(

x
ε

)

d
dx u

ε
)

= f,

uε(0) = uε(1) = 0.

¾ 6À¿

¬�­�° ¹YµYµ ¯�° )H½&¹S)
f : [0, 1] → R

) ° ¼+¹ ­ )H� ¯R­S® ¼(' ¯R­f·o¯ % ­ !i)F)$¼¶½g¹S)
a : R → R

) ° ¼�¹ ­ )	� ¯R­S® ¼(' ¯R­
1
4MµN!$%(' ¯ ±/'*½&¹S)@¼I)$³r³*)	½&¹S)�.

∀x ∈ [0, 1]

m ≤ a(x) ≤M,

µ ¯ ¹Y%+±Y)$¹/Á ®i¯R­S° ¼7Â ­ ¼I) °
m > 0

)$¼
M < +∞
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ÃÅÄ ¯R­Y­ )$%h¹ ­Æ® ÂR±/%I)�� ¯R­S® ¼(' ¯R­Y­ )$³@)$¼�¹ ­ )�� ¯ %(¸F¹Y³bÂ2¼(' ¯R­ #�Â2%('bÂ2¼(' ¯R­Y­ )$³r³*)�µo)$%(¸Q)$¼(¼7Â ­ ¼s±Y)�±Y!UÇ ­ 'r%
µY%I! ® ' ° !$¸Q) ­ ¼�³bÂ °I¯ ³r¹Y¼(' ¯R­

uε ±/¹�µY% ¯R· ³*²$¸Q) ¾ 6À¿$9
¬�­ #])$¹Y¼ ® Â2³ ® ¹Y³*)$%	¹ ­ )QÂ2µYµY% ¯ Á~'r¸mÂ2¼(' ¯R­ ±Y)y³bÂ °I¯ ³r¹Y¼(' ¯R­

uε µ0Â2%@³bÂ�¸Q!$¼(1 ¯ ±Y)m±Y) ° !$³*!$¸Q) ­ ¼ ° Ç ­ ' ° 9¬�­ ' ­ ¼(% ¯ ±/¹Y'r¼x¹ ­ ¸mÂ2'r³r³bÂ2È])@¹ ­ '|� ¯ %(¸Q)¶±/¹ ° )$È�¸Q) ­ ¼
[0, 1]

) ­
I
' ­ ¼I)$%(#�Â2³r³*) ° ±Y)¶¼7Â2'r³r³*)

h = 1/I
9YÉ¢) °­S¯ )$¹S± ° ±/¹�¸mÂ2'r³r³bÂ2È]) °I¯R­ ¼+³*) °

(xi = ih)0≤i≤I
9 ¬�­ ±Y!UÇ ­ 'r¼ ° ¹Y% ® )@¸mÂ2'r³r³bÂ2È])	³MÊË) ° µ0Â ® )F±XÊË!$³*!$¸Q) ­ ¼ °

Ç ­ ' °}Ì 6 ¾ � ¯R­S® ¼(' ¯R­S°+®i¯R­ ¼(' ­ ¹S) ° .BÂ5Í ­ ) ° µ0Â2%x¸ ¯ % ® )8Â2¹/Ás)$¼ ­ ¹Y³r³*) ° ) ­
0
)$¼x) ­

1
¿Î) ­ È]) ­ ±/%I!@µ0Â2%x³*) °

� ¯R­S® ¼(' ¯R­S°+® 10Â2µo)8Â2¹/Á
(φi)1≤i≤I−1

½&¹Y' ° Â2¼(' ° � ¯R­ ¼Fº
∀i ∈ {1, . . . , I − 1}

.
∀j ∈ {0, . . . , I}

.

φi(xj) = δi,j ,
¯RÏ

δi,j
) ° ¼x³*) °(Ð ¸ ·N¯ ³*)H±Y)@Ñ´% ¯R­ ) ®IÒ )$% ¾

δi,j = 1
° '
i = j

)$¼
δi,j = 0

° '
i 6= j
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Ó ¬�­�­S¯ ¼I)

uε
h

³bÂ °I¯ ³r¹Y¼(' ¯R­ ±/¹ÔµY% ¯R· ³*²$¸Q)H±/' °I® %I!$¼(' ° !@µ0Â2%x³bÂy¸Q!$¼(1 ¯ ±Y)	±Y) ° !$³*!$¸Q) ­ ¼ ° Ç ­ ' ° 9 ¬�­ Âhº

uε
h(x) =

I−1
∑

i=1

U ε
i φi(x)

¯RÏ
U ε

i = uε
h(xi)

9ÖÕ ¯R­ ¼(%I)$%�½&¹S)s³*)sµY% ¯R· ³*²$¸Q)�±/' °I® %I)$¼ ° ÊË! ® %('r¼ °I¯ ¹ ° ³bÂ�� ¯ %(¸Q)�ºÖ¼(% ¯ ¹Y#])$%
U ε =

(U ε
1 , . . . , U

ε
I−1)

¼I)$³¨½g¹S)
AεU ε = F,

µ ¯ ¹Y%}¹ ­ )@¸mÂ2¼(%(' ® )
Aε )$¼}¹ ­ #]) ® ¼I)$¹Y% F × µY%I! ® ' ° )$%+) ­ � ¯R­S® ¼(' ¯R­ ±Y) ε . a . f )$¼}±Y) ° � ¯R­S® ¼(' ¯R­S° φi
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h
ÇYÁ/!y)$¼ ¯R­ �"Â2'r¼¶¼I) ­ ±/%I)

ε
#])$% ° ,/9¢ÚÎÂ2³ ® ¹Y³*)$%@³bÂ�³r'r¸`'r¼I)

A0 ±Y) ³bÂ¸mÂ2¼(%(' ® )
Aε 9
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��Ä !$¼I)$%(¸`' ­ )$%�³MÊË!i½g¹0Â2¼(' ¯R­f®i¯R­ ¼(' ­ ¹S)F± ¯R­ ¼�³*)´µY% ¯R· ³*²$¸Q)H±/' °I® %I)$¼
A0U0 = F

) ° ¼x¹ ­ )HÂ2µYµY% ¯ Á~'r¸mÂ2¼(' ¯R­ 9
��� ¹S)H±/'r%I)	±Y)@³bÂ #�Â2³r'*±/'r¼I!	±Y) ® )$¼(¼I)HÂ2µYµY% ¯~® 1S)��
���	���o�<�I����� ���]�B���V�	�	�	¦5��
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��u�u��
8¥&¡7©2ª8«0¬�­Q° )Î± ¯R­Y­ )

(Wt, t ≥ 0)
¹ ­ ¸ ¯ ¹Y#])$¸Q) ­ ¼ · % ¯	�x­ '*) ­

¾ ° ¼7Â ­ ±SÂ2%I±0¿�)$¼ ¯R­�­S¯ ¼I)
(Ft, t ≥ 0)

³bÂ`ÇS³r¼(%7Â2¼(' ¯R­ ¹ ° ¹S)$³r³*)F½&¹¢Ê 'r³�) ­ È]) ­ ±/%I)�9 ¬�­ µ ¯�° )	µ ¯ ¹Y%
t ≥ 0

.
Xt =

∫ t
0 sdWs

)$¼
Yt = −

∫ t
0 Wsds
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Ã Ì�¯ ¹Y%I½g¹ ¯ '+³*)�µY% ¯~® ) °I° ¹ °

(Xt, t ≥ 0)
) ° ¼�4M'r³ · '*) ­ ±Y!UÇ ­ '��ÔÕ ¯R­ ¼(%I)$%m½&¹S)

(Xt, t ≥ 0)
) ° ¼y¹ ­ )

Ft
4M¸mÂ2%(¼(' ­ ÈgÂ2³*) ®i¯R­ ¼(' ­ ¹S)�.~± ¯R­Y­ )$%�³bÂ@#�Â2³*)$¹Y%Î±Y)

E[X2
t ]
.gµY¹Y' ° ! ® %('r%I)

Xt

®i¯ ¸`¸Q)�³bÂ@³r'r¸`'r¼I)�±SÂ ­S°
L2±XÊ ¹ ­ ) °I¯ ¸`¸Q)H±/' °I® %I²$¼I)�9

Ó Õ ¯R­ ¼(%I)$%�½&¹S)@µ ¯ ¹Y%+¼ ¯ ¹Y¼
t > 0

.
Xt
)$¼
Yt

° ¹Y'r#]) ­ ¼¶±Y) ° ³ ¯ ' °}­S¯ %(¸mÂ2³*) ° ±Y)@µ0Â2%7Â2¸Q²$¼(%I) ° ½g¹S)	³MÊ ¯R­
±Y!$¼I)$%(¸`' ­ )$%7Â/9�� ­ ±Y!i±/¹Y'r%I)	½&¹S)´µ ¯ ¹Y%+¼ ¯ ¹Y¼

t > 0
ÇYÁY!�.

Xt
)$¼
Yt

¯R­ ¼+³bÂ ¸��$¸Q)@³ ¯ 'M9
Ø Õ ¯R­ ¼(%I)$%¶½g¹S)´³*) ° µY% ¯&® ) °I° ¹ °

(Xt, t ≥ 0)
)$¼

(Yt, t ≥ 0)
°I¯R­ ¼+±Y) ° µY% ¯~® ) °I° ¹ ° ÈgÂ2¹ °I° '*) ­S° 9

��� ¯ '*) ­ ¼
0 < t < t′

9�� ­ ! ® %('r#RÂ ­ ¼
Xt′−Xt =

∫ t′

t sdWs

®i¯ ¸`¸Q)Î³bÂ�³r'r¸`'r¼I)�±XÊ ¹ ­ ) °7¯ ¸`¸Q)�±/' °7® %I²$¼I)�.
¸ ¯R­ ¼(%I)$%�½g¹S)

Xt′ − Xt
) ° ¼y' ­ ±Y!$µN) ­ ±SÂ ­ ¼m±Y)

Xt
9ÖÚÎÂ2³ ® ¹Y³*)$%m) ­S° ¹Y'r¼I)

E[XtXt′ ]
)$¼

E[Yt Yt′ ]
.�)$¼

± ¯R­Y­ )$%@³bÂ�³ ¯ 'j±Y) ° µY% ¯~® ) °I° ¹ °
(Xt, t ≥ 0)

)$¼
(Yt, t ≥ 0)

��Ú�) ° µY% ¯&® ) °I° ¹ °¶¯R­ ¼�4M'r³ ° ³bÂ�¸��$¸Q)F³ ¯ '��
� ° ¼�4 ® ) ®i¯R­ ¼(%7ÂR±/' ® ¼ ¯ 'r%I)sÂi#]) ® ³bÂs½&¹S) ° ¼(' ¯R­ ��� Ä !i±/¹Y'r%I)m±Y) ° ® Â2³ ® ¹Y³ ° µY%I! ® !i±Y) ­ ¼ ° ½g¹S)

(Xt, t ≥ 0)° ¹Y'r¼}³bÂ ¸��$¸Q)	³ ¯ '¨½g¹S)´³*)´µY% ¯~® ) °I° ¹ °
(Wt3/3, t ≥ 0)

9
� Õ ¯R­ ¼(%I)$%¶½g¹S)´µ ¯ ¹Y%

t ≥ 0
.
tWt = Xt − Yt

9�� ° ¼�4 ® ) ®i¯R­ ¼(%7ÂR±/' ® ¼ ¯ 'r%I) Â8#]) ® ³bÂ`½&¹S) ° ¼(' ¯R­ ���
� ¬�­ µ ¯�° )

τ1 = inf{t ≥ 0, Xt ≥ 1}
9¨Õ ¯R­ ¼(%I)$%F½&¹S)

τ1
) ° ¼@¹ ­

Ft
4M¼I)$¸`µ ° ±XÊ Â2%(%��$¼H)$¼	½g¹S)yµ¢9 ° 9r.

τ1 = inf{t ≥ 0, Xt = 1}
9BÕ ¯R­ ¼(%I)$%8. × ³MÊ Â2'*±Y)H±/¹�¼(1S! ¯ %I²$¸Q)F±XÊ Â2%(%��$¼8.N½&¹S) τ1

­ )HµN)$¹Y¼��$¼(%I) ·o¯ % ­ !
¾ 'M9Ë)�9Y¸ ¯R­ ¼(%I)$%�½&¹S)

∀T > 0
.
P(τ1 ≤ T ) < 1
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τ̃1 = inf{t ≥ 0,Wt ≥ 1}
9YÕ ¯R­ ¼(%I)$%}½g¹S)

τ1
ÂF³bÂF¸��$¸Q)´³ ¯ 'o½&¹S)

(3τ̃1)
1/3 9SÚÎÂ2³ ® ¹Y³*)$%x³bÂ±Y) ­S° 'r¼I!	±Y)	³bÂ ³ ¯ '¨±Y)

τ1
9��}4M¼�4 ¯R­

E[τ1] <∞
�
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�¶�Y¦	
À�V��DFE�GH�N¤��Ö�B¦	
8�~¤��&��
`�~�H
8�&¤ �<¡Q�V�B�JILKNMr£��<�s¥g§¢£<�O
À�t�N�PK��RQ»¥g¦2�&��
À�V�&�u�V�Ô�B¦�K��u�¨�S�V¦2�
���]�B���V�m�5���<�S�t ¢¡8�f�X£�¤�¥&¦2�V§¢£<�5©2ª8«

� ¯ '*) ­ ¼
A,B : R+ → R

±Y)$¹/Á�� ¯R­S® ¼(' ¯R­S° ¼I)$³r³*) ° ½&¹S)
B ≥ 0

)$¼
∃t > 0,∀s ≥ t, A(s) > 0

9 ¬�­
° ¹YµYµ ¯�° ) ∫ ∞

0 A(t) dt = ∞
)$¼

limt→∞
B(t)
A(t) = 0

9/Õ ¯R­ ¼(%I)$%}½g¹S) ° '
f : R+ → R+

) ° ¼�±Y) ® ³bÂ °I° )
C1

)$¼ ° Â2¼(' ° �"Â2'r¼
f ′(t) ≤ −A(t)f(t) +B(t)

.SÂ2³ ¯ % °

lim
t→∞

f(t) = 0.
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�>?BERT"GIP�CuT"AR? v»AR?�W/ARJ~K>K(P�G7AR?Y=>T"Eg^UKI;UK d
dt

(

exp
(

∫ t
0 A(s) ds

)

f(t)
) ;iCÎO`A�?0CuK(;$K �$JS;�W/A�J&K

t0
P2=>=i;��

qRK(PR?BE2�x;$C
∀t ≥ t0

�

f(t) ≤

(
∫

t0

0

exp

(
∫

s

0

A(r) dr

)

B(s) ds

)

exp

(

−

∫

t

0

A(s) ds

)

+sup

(

B(t)

A(t)
, t ≥ t0

)

exp

(

−

∫

t

t0

A(s) ds

)

.

� ¯ ¹ ° ÂR±/¸Q)$¼(¼(% ¯R­S° ³*)»%I! ° ¹Y³r¼7Â2¼ÖÂ ­ Â2³ ¯ È�¹S)Î±SÂ ­S° ³*) ® Â ° ±/' °7® %I)$¼89 � ¯ '*) ­ ¼
(An)n∈N, (Bn)n∈N ∈ (R∗

+)N±Y)$¹/Á ° ¹Y'r¼I) ° ¼I)$³r³*) ° ½&¹S) ∑

n∈N
An = +∞

.
(An)n≥0

) ° ¼¶¹ ­ ) ° ¹Y'r¼I) ·N¯ % ­ !i) )$¼
limn→∞

Bn

An
= 0

9
� '

(fn)n∈N

) ° ¼}¹ ­ ) ° ¹Y'r¼I)H±Y)H%I!i)$³ ° µ ¯�° 'r¼('|� ° ¼I)$³r³*) ½g¹S)
fn+1 ≤ (1 − An)fn + Bn

.BÂ2³ ¯ % °¶¯R­ µo)$¹Y¼
¸ ¯R­ ¼(%I)$%¶½g¹S)

lim
n→∞

fn = 0.

�¶�Y¦	
À�V� D	D<E¨���¨�S�t ¢¡8� K����V���]�B���N�g¦�I0�&�<�]���&� 
8�~¤���¡H� 
 �g¡8���Y�]�s�]�N��
À�u�X£¨¡m���g�0���t�y�À���<���
�t ¢¡8���X£�¤�¥&¦2�V§¢£<�5©2ª8«

� ¯ 'r¼@¹ ­ ) � ¯R­S® ¼(' ¯R­
H : T → R+

±Y) ® ³bÂ °I° )
C2 . ¯RÏ

T = R/Z
±Y! ° 'rÈ ­ )y³*)y¼ ¯ %I)`±Y)`±/'r¸Q) ­S° ' ¯R­ 6

¾ Â2¹Y¼(%I)$¸Q) ­ ¼´±/'r¼8.
H ∈ C2(R,R)

)$¼�) ° ¼xµN!$%(' ¯ ±/'*½&¹S)	±Y)´µN!$%(' ¯ ±Y)Q6`º
∀x ∈ R

.
H(x+ 1) = H(x)

¿U9¬�­�® 1S)$% ® 1S) ³*) ° ¸`' ­ 'r¸mÂQÈ�³ ¯R· Â2¹/Á�±Y)	³bÂ`� ¯R­S® ¼(' ¯R­
H
.S)$¼ ¯R­�®i¯R­S° '*±Y²$%I)Fµ ¯ ¹Y% ® )$³bÂQ³bÂQ± Ð~­ Â2¸`'*½g¹S)° ¹Y'r#�Â ­ ¼I)Qº

dXt = −
1

2

dH

dx
(Xt) dt+

√

β−1(t)dWt
¾ �]¿

Âi#]) ®
β
¹ ­ )m� ¯R­S® ¼(' ¯R­ ±/¹ ¼I)$¸`µ ° . °I® Â2³bÂ2'r%I)�.¨µ ¯�° 'r¼('r#])�. ® % ¯ ' °I° Â ­ ¼I)h)$¼ ½&¹Y'a¼I) ­ ± #])$% °

+∞
½g¹0Â ­ ±

t→ ∞
)$¼

(Wt, t ≥ 0)
¹ ­ ¸ ¯ ¹Y#])$¸Q) ­ ¼ · % ¯	�x­ '*) ­ ±Y)´±/'r¸Q) ­S° ' ¯R­

1
9 ¬�­h­S¯ ¼I)

M
³MÊË) ­S° )$¸ · ³*)	±Y) °

¸`' ­ 'r¸mÂ ¾ È�³ ¯R· Â2¹/Á0¿Î±Y)@³bÂF� ¯R­S® ¼(' ¯R­
H
º

M = {x ∈ T,H(x) = min
T

H}.

ÉÖÊ ¯R·�� ) ® ¼('|�N) ° ¼�±Y) ® 1S)$% ® 1S)$%j¹ ­ ) ·o¯R­Y­ )»³ ¯ '/±Y) ® % ¯ ' °I° Â ­S® )aµ ¯ ¹Y%
β(t)

±Y)a¸mÂ ­ '*²$%I) × �MÂ2'r%I) ®i¯R­ #])$%(È])$%
Xt
#])$% °

M
9

D	D2« Ã ¬�­ ° ¹YµYµ ¯�° )�±SÂ ­S°y® )$¼(¼I)h½g¹S) ° ¼(' ¯R­ ½&¹S)
β−1(t) = 0

. ° ' · '*) ­ ½&¹S)
Xt
) ° ¼ °I¯ ³r¹Y¼(' ¯R­ ±XÊ ¹ ­ )

!i½&¹0Â2¼(' ¯R­ ±/'
	X!$%I) ­ ¼('*)$³r³*) ¯ %I±/' ­ Â2'r%I)¶º
dXt = −1

2
dH
dx (Xt) dt

9���Á/µY³r'*½g¹S)$%�) ­ ³*) � ¹ ° ¼('|ÇBÂ ­ ¼<%7Â2µY'*±Y)$¸Q) ­ ¼
³*) ®i¯ ¸`µ ¯ %(¼I)$¸Q) ­ ¼¶) ­ ¼I)$¸`µ ° ³ ¯R­ ÈQ±Y)

Xt
9

Ä Â ­S° ³bÂ ° ¹Y'r¼I)�. ¯R­�° ¹YµYµ ¯�° )
0 < β <∞

9 Ì�¯ ¹Y%
β
± ¯R­Y­ !�. ¯R­ ' ­ ¼(% ¯ ±/¹Y'r¼�³bÂF±Y) ­S° 'r¼I!+±Y)�µY% ¯R· Â · 'r³r'r¼I!

qβ = Z−1
β exp(−βH)

. ¯RÏ
Zβ =

∫

T
exp(−βH)

9��D³��MÂ2¹Y¼ ®i¯ ¸`µY%I) ­ ±/%I) ∫

T
exp(−βH)

®i¯ ¸`¸`¸Q)
³MÊ ' ­ ¼I!$È�%7Â2³*) ±Y)´³bÂ � ¯R­S® ¼(' ¯R­

1
4MµN!$%(' ¯ ±/'*½&¹S)

exp(−βH)
° ¹Y%x¹ ­ )´µo!$%(' ¯ ±Y)mº

∫

T

exp(−βH) =

∫ 1

0
exp(−βH(x)) dx.

D	D2« Ó ¬�­ ÂR±/¸Q)$¼�½g¹S)
Xt
ÂR±/¸Q)$¼<¹ ­ )a±Y) ­S° 'r¼I!Ö%I!$È�¹Y³r'*²$%I)

p(t, ·)
9 ¬�­ %7Â2µYµo)$³r³*) ¾ ® �(9	�Ö½&¹0Â2¼(' ¯R­ ¾�
 9��]¿X±/¹®i¯ ¹Y% ° ±Y)ÖµY% ¯R· Â · 'r³r'r¼I! ° ¿X½&¹S)

p
° Â2¼(' ° �MÂ2'r¼¢³MÊË!i½&¹0Â2¼(' ¯R­ ±Y)�� ¯RÒ~Ò )$%�4 Ì ³bÂ ­S®7Ò ¾ ¯ ¹HÑ ¯ ³r¸ ¯ È ¯ % ¯ #	� ¯ % � Â2%I±0¿Öº







∂p(t, x)

∂t
=

1

2

∂

∂x

(

dH

dx
p(t, x)

)

+
1

2
β−1(t)

∂2p

∂x2
(t, x),

p(0, x) = p0(x),
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¯RÏ
p0
) ° ¼´³bÂ�±Y) ­S° 'r¼I!`±Y)F³bÂ ®i¯R­ ±/'r¼(' ¯R­ ' ­ 'r¼('bÂ2³*)

X0
9oÉ¨Âm� ¯R­S® ¼(' ¯R­

x → p(t, x)
) ° ¼

1
4MµN!$%(' ¯ ±/'*½&¹S)�.

)$¼ ¯R­ µN)$¹Y¼@± ¯R­S® # ¯ 'r%
p
®i¯ ¸`¸Q)y¹ ­ )F� ¯R­S® ¼(' ¯R­ ±Y!UÇ ­ '*)yµ ¯ ¹Y%

t ∈ R+
)$¼
x ∈ T

9��´!$%('|Ç0)$%	½g¹S)
p° Â2¼(' ° �MÂ2'r¼x³MÊË!i½&¹0Â2¼(' ¯R­ Â2¹/Ás±Y!$%('r#]!i) ° µ0Â2%(¼('*)$³r³*) ° º

∂p(t, x)

∂t
=
β−1(t)

2

∂

∂x

(

qβ(t)(x)
∂

∂x

(

p(t, x)

qβ(t)(x)

))

.
¾ 3]¿

D	D2« Ø Ì�¯ ¹Y%
β > 0

ÇYÁY!�. ¯R­ ' ­ ¼(% ¯ ±/¹Y'r¼ Zr;FCuK(ARJs=MWS;(GiCuK(PRZ µ ¯ ¹Y%x³bÂ ¸Q) ° ¹Y%I)
qβ
±Y!UÇ ­ '¢µ0Â2%Hº

λ1(β) =
β−1

2
inf

{

∫

T
φ′2 qβ

∫

T
φ2 qβ

, φ : T → R
¼I)$³¨½&¹S) ∫

T

(φ2 + φ′2) qβ <∞
)$¼ ∫

T

φ qβ = 0

}

.

D	D2« Ø «r� Ä !$¸ ¯R­ ¼(%I)$%Ù½g¹S) µ ¯ ¹Y%�¼ ¯ ¹Y¼I)�� ¯R­S® ¼(' ¯R­
φ : T → R

.}¼I)$³r³*) ½&¹S) ∫

T
(φ2 + φ′2) < ∞)$¼ ∫

T
φ qβ = 0

. ∫

T
φ2 ≤ 1

2

∫

T
(φ′)2

9@Ú ¯ ¸`¸Q) ­ ¼ ° Ê Â2µYµo)$³r³*) ¹ ­ ) ' ­ !$ÈgÂ2³r'r¼I! ±Y) ® ) ¼ Ð µo)�� �>?S�
ERT"GIP�CuT"AR? vFAR? WYARJ&KUK(PÅp2^$K>T ��;UK��$JS;

∃x0, φ(x0) = 0
�+W/AR=i;UK

ψ(x) = φ(x0 + x)
WBJ&Tt= ^(G$KUTtKI;

ψ(x)2 =
(∫ x

0 ψ
′(y) dy

)2
≤ x

∫ x
0 ψ

′(y)2 dy
c

D	D2« Ø « 
 � ­ ±Y!i±/¹Y'r%I)H½&¹S)
λ1(β) ≥ β−1 exp(−β osc(H))

. ¯RÏ
osc(H) = maxT(H) − minT(H)

9
D	D2« � ¬�­f° ¹YµYµ ¯�° ) ±SÂ ­S°´® )$¼(¼I)F½&¹S) ° ¼(' ¯R­ ½g¹S)

β(t)
) ° ¼¶¹ ­ )	� ¯R­S® ¼(' ¯R­�®i¯R­S° ¼7Â ­ ¼I)sº

β(t) = β0
9 ¬�­

' ­ ¼(% ¯ ±/¹Y'r¼
f(t) =

1

2

∫

T

(

p(t, ·)

qβ0

− 1

)2

qβ0

92Õ ¯R­ ¼(%I)$%Ö½&¹S) df
dt

= −
β−1

0

2

∫

T

(

∂

∂x

(

p(t, ·)

qβ0

))2

qβ0

9
� ­ ±Y!i±/¹Y'r%I)�½&¹S)

f(t) ≤ f(0) exp(−2λ1(β0)t)
9 � ­ ¹Y¼('r³r' ° Â ­ ¼a¹ ­ )+' ­ !$ÈgÂ2³r'r¼I!�±Y)´ÚÎÂ2¹ ® 1 Ð � ® 1 � Â2%��].

¸ ¯R­ ¼(%I)$%´Â2³ ¯ % ° ½&¹S)
p(t, ·)

®i¯R­ #])$%(È])	#])$% °
qβ0

) ­s­S¯ %(¸Q)
L1(T) × #~'r¼I) °I° )´)UÁ/µ ¯R­ ) ­ ¼('*)$³r³*)�9

D	D2« � ¬�­Ô° ¹YµYµ ¯�° )@±Y! °7¯ %(¸mÂ2' ° ½&¹S)
β(t) =

ln(t+ 2)

a
,

¯RÏ
a > osc(H)

9 ¬�­ ' ­ ¼(% ¯ ±/¹Y'r¼�³bÂÅ� ¯R­S® ¼(' ¯R­
e(t) =

1

2

∫

T

(

p(t, ·)

qβ(t)
− 1

)2

qβ(t)
9��¶!$%('|Ç0)$%�½&¹S)

e(t) =
1

2

(
∫

T

p(t, ·)2

qβ(t)
− 1

) 9YÕ ¯R­ ¼(%I)$%¶½g¹S)

de

dt
=

∫

T

∂p

∂t

p

qβ
−

1

2

∫

T

∂qβ
∂t

(

p

qβ

)2

.
¾�� ¿

� ­�° Ê ' ­S° µY'r%7Â ­ ¼¶±Y)´³bÂ`½g¹S) ° ¼(' ¯R­ ���>9 � ./#]!$%('|Ç0)$%�½g¹S)
∫

T

∂p

∂t

p

qβ
≤ −2λ1(β(t))e(t).

¾	� ¿

Õ ¯R­ ¼(%I)$%�½&¹S)
∂qβ
∂t

=
dβ

dt

(
∫

T

Hqβ −H

)

qβ

)$¼+) ­ ±Y!i±/¹Y'r%I)F½g¹S)

−
1

2

∫

T

∂qβ
∂t

(

p

qβ

)2

≤
osc(H)

2a(t+ 2)
(2e+ 1) .

¾�
 ¿

�



� ­ ¹Y¼('r³r' ° Â ­ ¼ ¾�� ¿U. ¾	� ¿�)$¼ ¾�
 ¿U.S) ­ ±Y!i±/¹Y'r%I)	½&¹S)

de

dt
≤ −A(t)e(t) +B(t)

Âi#]) ®
A(t) = 2λ1(β(t)) −

osc(H)

a(t+ 2))$¼
B(t) =

osc(H)

2a(t+ 2)
.

D	D2« � Õ ¯R­ ¼(%I)$%}½&¹S) ∫ ∞

0 A(t) dt = ∞
)$¼x½&¹S)

limt→∞
B(t)
A(t) = 0

9�� ­ ¹Y¼('r³r' ° Â ­ ¼x³bÂFµ0Â2%(¼('*) �U. ¯R· ¼I) ­ 'r%
½&¹S)

limt→∞ e(t) = 0
9

D	D2« � � ¯ 'r¼
Mδ

¹ ­
δ
4M# ¯ ' ° ' ­ Â2È])F±Y)

M
º
Mδ = {x ∈ T,dist(x,M) < δ}

9 �¶!$%('|Ç0)$%�½g¹S)

e(t) ≥
1

2

∫

Mδ

(

p(t, ·)

qβ(t)
− 1

)2

qβ(t),

≥
1

2

(
∫

Mδ

|p(t, ·) − qβ(t)|

)2

,

≥
1

2

∣

∣

∣

∣

P(Xt ∈ Mδ) −

∫

Mδ

qβ(t)

∣

∣

∣

∣

2

.

� Â ­S° ± ¯R­Y­ )$%�±Y)�±Y!$¸ ¯R­S° ¼(%7Â2¼(' ¯R­S° %('rÈ ¯ ¹Y%I)$¹ ° ) ° . � ¹ ° ¼('|Ç0)$%a½&¹S)
limt→∞

∫

Mδ
qβ(t) = 1

9 � ­ ±Y!i±/¹Y'r%I)
½&¹S)

limt→∞ dist(Xt,M) = 0
) ­ µY% ¯R· Â · 'r³r'r¼I!�9

�¶�Y¦	
À�V� D	D�D<E<���¨�S�t ¢¡8� K��s�t���]�B���N�g¦�I0�~�¨�]�s�~� 
8�&¤ �<¡ � 
y�g¡8���Y�]� K��V¡8�]¦2� 
8¡h���]�0���V� �	�	¦5� �

���
��u�u�R
8¥g¡7©2ª8«

� ¯ ¹ °}°I¯ ¹Y10Â2'r¼ ¯R­S° ¸`' ­ 'r¸`' ° )$%+¹ ­ )´� ¯R­S® ¼(' ¯R­
H : [0, 1] → R+

½g¹S)¶³MÊ ¯R­�° ¹YµYµ ¯�° ) ®i¯R­ ¼(' ­ ¹S)�9 ¬�­Ô° )
± ¯R­Y­ )

N ∈ N
∗ )$¼ ¯R­�®i¯R­S° '*±Y²$%I)@³MÊË) ° µ0Â ® )	±XÊË!$¼7Â2¼ ° EN = {k/N, k = 0, . . . , N}

9
D	D�D2« Ã Õ ¯R­ ¼(%I)$%�½&¹S)

minx∈EN
H(x) →

N→+∞
minx∈[0,1]H(x)

9

Ì Â2%+³bÂ ° ¹Y'r¼I)�.Y³MÊË) ­ ¼('*)$%
N
) ° ¼ÎÇYÁ/!@)$¼ ¯R­Ô®i¯R­S° '*±Y²$%I)

MN = {x ∈ EN ,H(x) = min
x∈EN

H(x)},

³MÊË) ­S° )$¸ · ³*)H±Y) ° ¸`' ­ 'r¸mÂQÈ�³ ¯R· Â2¹/Ás±Y)
H
° ¹Y%

EN
9

D	D�D2« Ó � Mr�S� I0�0¦R�R
��<¤ � KNM��Ô�Y¡ 
À�u��IB¡ ��� � 
8¦5�B�Ö�B�u�V¡�«
¬�­ ° ¹YµYµ ¯�° )Ô½&¹S)

P
) ° ¼m¹ ­ )s¸mÂ2¼(%(' ® )�±Y)s¼(%7Â ­S° 'r¼(' ¯R­ ° ¹Y%

EN
±XÊ ¹ ­ ) ® 10Â	� ­ )f±Y)ÔÕfÂ2% Ò]¯ # 'r%(%I!U4

±/¹ ® ¼(' · ³*)�. °IÐ ¸Q!$¼(%('*½&¹S) ¾ 'M9Ë)�9
∀x, y ∈ EN , P (x, y) = P (y, x)

¿y)$¼ ° Â2¼(' ° �"Â2' ° Â ­ ¼`³bÂ ®i¯R­ ±/'r¼(' ¯R­ ±Y)
Ä ¯ ) · ³r' ­ º
'r³¨)UÁ/' ° ¼I)´¹ ­ )@µY% ¯R· Â · 'r³r'r¼I!

π
° ¹Y%

EN , l ∈ N
∗, c > 0,

¼89Ë½N9
∀x, y ∈ EN , P

l(x, y) ≥ c π(y).

�



D	D�D2« Ó «r� Õ ¯R­ ¼(%I)$%Q½&¹¢Ê 'r³�)UÁ/' ° ¼I)
y ∈ EN

¼89Ë½B9
∀x ∈ EN , P

l(x, y) > 0
9 � ­ ±Y!i±/¹Y'r%I)s½g¹S)

P
) ° ¼

Â2µo!$%(' ¯ ±/'*½&¹S) ¾ ® �(9Y±Y!UÇ ­ 'r¼(' ¯R­ � 9 
 9r6	±/¹ ®i¯ ¹Y% ° ±Y)@µY% ¯R· Â · 'r³r'r¼I! ° ¿U9

D	D�D2« Ó « 
mÌ�¯ ¹Y%
β > 0

. ¯R­ ±Y!UÇ ­ 'r¼¨µ ¯ ¹Y%
x ∈ EN

.
µβ(x) = e−βH(x)/cβ

¯RÏ
cβ =

∑

x∈EN
e−βH(x) .)$¼

∀x, y ∈ EN , Q(x, y) = P (x, y)e−β(H(y)−H(x))+ .¬�­ %7Â2µYµN)$³r³*)y½&¹S)Hµ ¯ ¹Y%
x ∈ R

.
x+ = max(x, 0)

±Y! ° 'rÈ ­ ) ³bÂ�µ0Â2%(¼('*)Fµ ¯�° 'r¼('r#]) ±Y)
x
9���³MÊ Â2'*±Y) ±/¹

µY% ¯R· ³*²$¸Q) %I! °I¯ ³r¹ � 9 
 9 � ±/¹ ®i¯ ¹Y% ° ±Y)FµY% ¯R· Â · 'r³r'r¼I! ° .N± ¯R­Y­ )$%¶³*) ®i¯ ¸`µ ¯ %(¼I)$¸Q) ­ ¼	Â °(Ð ¸`µY¼ ¯ ¼('*½&¹S) ±Y)
³bÂ ® 10Â	� ­ )¶±Y)�Õ�Â2% Ò]¯ #

(Xn, n ∈ N)
±Y)}¸mÂ2¼(%(' ® )´±Y)+¼(%7Â ­S° 'r¼(' ¯R­

Q
9 � ¹S)�%I)$µY%I! ° ) ­ ¼I)

µβ
µ ¯ ¹Y% ® )$¼(¼I)® 10Â	� ­ )F±Y)	Õ�Â2% Ò]¯ #8���¶Â2µYµN)$³*)$%}³*) ®i¯ ¸`µ ¯ %(¼I)$¸Q) ­ ¼´±Y)

µβ
³ ¯ % ° ½g¹S)

β → +∞
9

D	D�D2« Ó «r� Ä ¯R­Y­ )$%+¹ ­ Â2³rÈ ¯ %('r¼(1Y¸Q)	µo)$%(¸Q)$¼(¼7Â ­ ¼�±Y) ° 'r¸H¹Y³*)$%}³bÂ ® 10Â	� ­ )H±Y)@Õ�Â2% Ò]¯ #
(Xn, n ∈ N)

±Y)
¸mÂ2¼(%(' ® )y±Y)	¼(%7Â ­S° 'r¼(' ¯R­

Q
9���Á/µY³r'*½g¹S)$%¶µ ¯ ¹Y%I½&¹ ¯ 'M.B¸��$¸Q) ° '

β
) ° ¼+È�%7Â ­ ±X.B³bÂ ® 10Â	� ­ )

(Xn, n ∈ N)µo)$¹Y¼}%I) ° ¼I)$%x³ ¯R­ È�¼I)$¸`µ ° µY'*!$È]!i)HÂ2¹Y¼ ¯ ¹Y%+±XÊ ¹ ­ ¸`' ­ 'r¸F¹Y¸ ³ ¯~® Â2³¨±Y)
H
9

D	D�D2« Ó « K Ä ¯R­Y­ )$%�¹ ­ )UÁY)$¸`µY³*) ®i¯R­S® %I)$¼�±Y)�¸mÂ2¼(%(' ® )´±Y)}¼(%7Â ­S° 'r¼(' ¯R­
P
° ¹Y%

EN
½g¹Y'N) ° ¼ °(Ð ¸Q!$¼(%('*½&¹S)�.

'r%(%I!i±/¹ ® ¼(' · ³*) )$¼ ° Â2¼(' ° �MÂ2'r¼x³bÂ ®i¯R­ ±/'r¼(' ¯R­ ±Y) Ä ¯ ) · ³r' ­ Âi#]) ®
l = 1

9
D	D�D2« Ø GH�B���B�&¦�IB�&�<�]��K���� Mr�S� I0�B¦2�R
���¤�� K�£Å¦2�g�g£��R
Q¡À�u¤�£<�V¥S«
¬�­�° ¹YµYµ ¯�° ) ±SÂ ­S° ¼ ¯ ¹Y¼I)y³bÂ ° ¹Y'r¼I) ½&¹S)

P
) ° ¼´¹ ­ )F¸mÂ2¼(%(' ® )`±Y)y¼(%7Â ­S° 'r¼(' ¯R­�° ¹Y%

EN
'r%(%I!i±/¹ ® ¼(' · ³*)�.°(Ð ¸Q!$¼(%('*½g¹S)H)$¼ ¡8�O
À�V¡��D�S�V¡8�S��
��V�Ù�]�N��K��R
À�V�B�PK����s�X� 
��u�u�Å� �B�&� ��� Ã E

∀x, y ∈ EN , P (x, y) ≥ c π(y)
µ ¯ ¹Y%}¹ ­ ) ® )$%(¼7Â2' ­ )@µY% ¯R· Â · 'r³r'r¼I!

π
° ¹Y%

EN
)$¼}¹ ­Ô® )$%(¼7Â2' ­

c > 0.

¬�­�°I¯ ¹Y10Â2'r¼I) ®i¯R­S° ¼(%(¹Y'r%I)	¹ ­ Â2³rÈ ¯ %('r¼(1Y¸Q)F±SÂ ­S° ³MÊË) ° µY%('r¼�±Y)´³MÊ Â2³rÈ ¯ %('r¼(1Y¸Q)F±XÊ	�´Â ° ¼(' ­ È ° 4DÕf)$¼(% ¯ µ ¯ ³r' ° .
)$¼m½&¹Y' ®i¯R­ #])$%(È])�) 	o) ® ¼('r#])$¸Q) ­ ¼m#])$% ° ¹ ­ ¸`' ­ 'r¸F¹Y¸ È�³ ¯R· Â2³+±Y)

H
° ¹Y%

EN
) ­ �MÂ2' ° Â ­ ¼Q!$# ¯ ³r¹S)$%

³*)sµ0Â2%7Â2¸Q²$¼(%I)
β
#])$% ° ±Y) ° È�%7Â ­ ±Y) ° #RÂ2³*)$¹Y% ° Â2¹ ®i¯ ¹Y% ° ±Y) ° 'r¼I!$%7Â2¼(' ¯R­S° 9 Ì<¯ ¹Y% ® )$³bÂ/. ­S¯ ¹ ° Â2³r³ ¯R­S°®i¯R­S° '*±Y!$%I)$%�¹ ­ ) ° ¹Y'r¼I)

(βn)n∈N ∈ (R∗
+)N

.g)$¼a¹ ­ ) ® 10Â	� ­ )´±Y)�ÕfÂ2% Ò]¯ #
(Xn, n ∈ N)

�u� �¨�N¤�� I�
&�<�
�&�,
8�&¤ �<¡ ¼I)$³r³*)	½g¹S)

∀x, y ∈ EN ,P(Xn+1 = y|Xn = x) = Qn(x, y) := P (x, y)e−βn(H(y)−H(x))+ ,

)$¼+±Y)´³ ¯ '¢' ­ 'r¼('bÂ2³*)
ν0
9YÉ¨Ây³ ¯ '¢±Y)

(X0, . . . , Xn)
) ° ¼+Â2' ­S° '¢± ¯R­Y­ !i)Hµ0Â2%

∀x0, . . . , xn ∈ EN ,P(X0 = x0, . . . , Xn = xn) = ν0(x0)Q0(x0, x1)Q1(x1, x2) . . . Qn−1(xn−1, xn).

¬�­�­S¯ ¼I)
νn
³bÂm³ ¯ 'j±Y)

Xn
º
∀x ∈ EN , νn(x) = P(Xn = x)

9 Ì<¯ ¹Y%@¹ ­ )H� ¯R­S® ¼(' ¯R­
f : EN → R

.
V(f) =

∑

x∈EN |f(x)|
±Y! ° 'rÈ ­ )�³bÂ ­S¯ %(¸Q)�) ­ #�Â2%('bÂ2¼(' ¯R­ ±Y)

f
9 � ­ Ç ­ . ¯R­ ±Y!UÇ ­ 'r¼

oscN (H) =
maxx∈EN

H(x) − minx∈EN
H(x)

9
D	D�D2« Ø «r� Õ ¯R­ ¼(%I)$%+½g¹S)	µ ¯ ¹Y%

n ∈ N
.
νn+1 = νnQn

)$¼
µβn

Qn = µβn

9
D	D�D2« Ø « 
 Õ ¯R­ ¼(%I)$%�½&¹S)

Qn(x, y) ≥ ce−βnoscN (H)π(y)
9�� ­ ±Y!i±/¹Y'r%I)F½g¹S)

V(νn+1 − µβn
) ≤ (1 − ce−βnoscN (H))V(νn − µβn

).

�>?BERT"GIP�CuT"AR?fv<AR?yWYARJ&KUK(P`=Sd TV?Y=MWNTtKI;UK@Eg;´ZrPQ�$JS;>=UCuT"AR?��~cbPmERJm��K�A&kUZrl$OQ;
�Bc��]c��QERJÔGIARJ~K7=HEg;�WBK(Agk(PgkUTV�
Z TVCD^>=8c






D	D�D2« Ø «r�m¬�­ µ ¯�° )´µ ¯ ¹Y%
x ∈ EN

.
H̃(x) = H(x) − minx∈EN

H(x)
9SÕ ¯R­ ¼(%I)$%+½&¹S)

µβ(x) =
e−βH̃(x)

∑

y∈EN
e−βH̃(y)

.

Õ ¯R­ ¼(%I)$%�½&¹S)´µ ¯ ¹Y%
β′ > β > 0

. ¯R­ Â

0 ≤ e−βH̃(x) − e−β′H̃(x) ≤ oscN (H)|β − β′|e−βH̃(x).

� ­ ±Y!i±/¹Y'r%I)F½g¹S)
V(µβ − µβ′) ≤ 2oscN (H)|β − β′|.

Ú�)$¼(¼I)@' ­ !$ÈgÂ2³r'r¼I!F) ° ¼�4D)$³r³*)HÂ2¹ °I° 'X#~%7Â2'*)´µ ¯ ¹Y%
β′ ≤ β

�

D	D�D2« Ø « K ¬�­ µY%I) ­ ±
βn = log(n+1)

a

9SÕ ¯R­ ¼(%I)$% × ³MÊ Â2'*±Y)F±Y) ° ½&¹S) ° ¼(' ¯R­S° µY%I! ® !i±Y) ­ ¼I) ° ½&¹S)

V(νn+1 − µβn+1) ≤
(

1 − c(n+ 1)−
oscN (H)

a

)

V(νn − µβn
) + 2

oscN (H)

a
log

(

1 +
1

n+ 1

)

.

� ­ ±Y!i±/¹Y'r%I) × ³MÊ Â2'*±Y)	±Y)@³bÂ µ0Â2%(¼('*) ��½&¹S)
V(νn − µβn

) →
n→+∞

0
° ' ¯R­ µY%I) ­ ±

a > oscN (H)
9

D	D�D2« Ø «r��¬�­Ô° ¹YµYµ ¯�° )
a > oscN (H)

9 Ä !i±/¹Y'r%I)	±Y) ° %I! ° ¹Y³r¼7Â2¼ ° µY%I! ® !i±Y) ­ ¼ ° ½&¹S)

P(Xn ∈ MN ) →
n→+∞

1.

Ú ¯ ¸`µ0Â2%I)$% ® ) ° %I! ° ¹Y³r¼7Â2¼ ° Â8#]) ®	® )$¹/Á ¯R· ¼I) ­ ¹ ° ±SÂ ­S° ³bÂ µ0Â2%(¼('*) ���U9

�


