Examen du cours MOPSI
99 février 2008, 08h30-12h00.
Corrigé partiel

Les passages en italique sont des compléments a la correction.
Exercice 1

1 On peut chercher une solution au probléme (1) sous la forme : trouver u¢ € H}((0,1))
tel que, pour toute fonction v € H}((0,1))

1 duf dv
/Oa<€ dr dz /fv

On vérifie en utilisant les arguments habituels que le probléme est bien posé (cf. cours).

2 Le probléme discret s’écrit : trouver u; € V}, tel que, pour toute fonction v € Vj,

! duh dv
/Oa<€ dz dx /fv

ou Vj, = Vect(¢1,...,¢r-1) est I'espace d’éléments finis. En utilisant le fait que uj (z) =
Zf;ll U ¢i(z) et qu'il suffit de tester contre les fonctions v = ¢; pour j =1,...,1 — 1,
on obtient le probléme discret : trouver U¢ = (U, ... ,U;_;) tel que A°U® = F| avec pour

ii=1,....,0—1

1 y
A=) o

Fi:/olf@-

3 En utilisant le cours, on sait que, quand ¢ tend vers 0, a(-/¢) converge faiblement (dans
L?) vers la moyenne de a : (a) = fol a. Par conséquent, on obtient immédiatement que A®
converge vers A® avec pour i,j =1,...,1 —1

Vdg; do;
A% = L
J <a>/0 dx dx

4 Le probléme discret A°U° = F correspond a la discrétisation par élémnents finis du
probléme continu
d2
{ _< >da:2u0 _f7

u?(0) = u®(1) = 0.

et

5 On a vu en cours que le u® (la solution du probléme continu (1)) converge, quand ¢ tend
vers 0, vers u* solution du probléme homogénéisé

—% (%%u*) = fsur (0,1),
u*(0) = u*(1) = 0.



En général (si a n’est pas une constante) a) et, par conséquent, u’ # u*. Ceci
g p 3y » P

illustre le fait que si on n’utilise pas un maiallage assez fin pour correctement discrétiser
les oscillations de a(-/¢), le résultat donné par la méthode des éléments finis est mauvaise.
Une autre maniére d’interpréter ces résultats est de dire que les limites h — 0 et € — 0 ne
commutent pas.

Exercice 2

1 A T’aide du théoréme 6.2.4 du Polycopié, puisque E fot s2ds] = t3/3 < oo, l'intégrale
stochastique X; = fo sdW est bien définie et il s’agit d’une (F;)-martingale continue. On
a BIX?] =13/3 et X; =[] sdWs = limy o0 Yrog - ok (Wasne =Wy dans L

2 On sait qu’une variable aléatoire qui est la limite en loi d’une suite de v.a. gaussiennes est

une gaussienne. Puisque le mouvement brownien est un processus gaussien, il apparait que
2n—1

X, (resp. Y}) est la limite en loi des suites de gaussiennes Y 7 ;' 4L (W(z+1)z — Wzt ) (resp.

27" 22 ot Wit ). La v.a X; est ainsi une v.a gaussienne centrée (F(X;) = 0 car (Xt,t >0)

martingale) et de variance F[X?] = t3/3. Par le théoréme de Fubini, E(Y;) = fo s)ds =

Oet B(Y?) = fo fo (WsW,)dsdu = fo fo sAudsdu = fo (u?/24u(t—u))du —t3/2 t3/6 =
t3/3. A1ns1 X et Yy sulvent toutes deux la loi N(0,t3/3).

3 Soient 0 < t; < -+ < t et Aq,... A\ € R. On écrit comme a la question précédente
Zle AiXy, et Zle A;Y;, comme la limite de sommes discrétes. En utilisant une fois encore
que le mouvement brownien étant un processus gaussien, il vient par passage & la limite
que S°F X X;, et 8\, sont des v.a gaussiennes.

4 Pour t/ > t, on a Xy — X; = lim,— ;oo 22 ~1i ;t)(W(ZH) GO, Wi(tr,t)H) dans
omn

L?. Chaque accroissement Wiy —o "
Qn

la somme est également indépendante de F;, et en passant & la limite que Xy — Xy est
indépendant de F;. En particulier, Xy — X; est indépendant de X; et donc E[(Xy —
X;)X;] = E[Xy — X4JE[X;] = 0. Par conséquent, E[Xy X;] = E[X?] = t3/3. Le processus
(Xt,t > 0) est donc un processus gaussien centré (i.e. V¢t > 0,E(X;) = 0) et de covariance
E[Xy X = (t At')3/3. Le processus (W;s /3,t > 0) est également un processus gaussien
centré de covariance E[W(;ys 3 Wi 5] = (tAt)? /3 - les processus (X3, t > 0) et (W /3,t > 0)
ont donc méme loi. Pour ¢ > ¢, on a par le théoréeme de Fubini E[Y;Y;] = fo fo s A
udsdu = fg(u2/2 + (t' —u)u)du = %(t' —1/3) : (Y, t > 0) est un processus gaussien centré
de covariance M(max(t,t’) — min(¢,t)/3) et n’a pas la méme loi que le processus
(Xt,t > 0). Ceci n'est pas contradictoire avec la question 2 : en effet si deux processus
ont la méme loi, leurs lois marginales sont identiques mais la réciproque et fausse. Deux

processus peuvent avoir les mémes lois marginales et présenter des structures de dépendance
intertemporelle trés différentes (cf. Exercice 5.3.5 pour un autre exemple).

— Wiw_y T étant 1ndependant de F¢, il vient que
Qn

5 En appliquant la formule d’It6 a f(¢,W;) ou f(¢t,z) = tx, on obtient immédiatement
I’égalité demandée. Il n’y a pas de contradiction : si X; a méme loi que Y;, X; n’est pas
pour autant p.s. égal a Y; et Xy — Y; = tW; # 0.



6 En suivant I’exemple du polycopié, on écrit en utilisant que les trajectoires de (X, ¢ > 0)
sont p.s. continues :

{11 <t} = Nnens Usepo,gno {Xs > 1—1/n},

ce qui donne {r; < t} € F;. On obtient ainsi que 71 est un F;-temps d’arrét et toujours
en utilisant la continuité des trajectoires, on a p.s., 71 = inf{¢t > 0, X; = 1}. Supposons
qu’il existe 7' > 0 tel que P(7; < T') = 1. Par le théoréme d’arrét appliqué a la martingale
(Xt,t > 0), on aurait E[X,,| = E[X] = 0, mais par ailleurs, X, = 1 presque siirement ce
qui est contradictoire.

7 Puisque (X¢,t > 0) et (W3, > 0) ont méme loi,

71 =inf{t > 0,X; > 1} Lod inf{t > 07Wt3/3 > 1} = (3inf{t > 0,W; > 1})1/3‘

La densité de 7; est donnée dans le polycopié formule (5.7). Pour f bornée mesurable, on

o o0 exp(— u3
a donc : E[f(7)] = [, ]"((Bt)l/?’)\/;wT exp(—o)dt = I f(u)%\/%é(”du en posant

u = (3t)'/3 ce qui donne la densité de 7 et E[7] < oco.

Probléme
Partie I

On a clairement 4 <exp <fg A(s) ds> f(t)) < exp (f(f A(s) ds) B(t) (calcul du méme type
que pour le Lemme de Gronwall) et donc, pour 0 < ¢y <,

£(t) < exp <— /OtA(s) ds) /Ot exp </OSA(7~) dr) B(s) ds,
< exp (- /OtA(s) ds) (/Oto exp </OSA(7~) dr) B(s) ds + /t: exp (/O A(r) dr> B(s) ds> ,
< exp (- /O "A(s) ds> /0 " exp ( /O T A(r) dr) B(s) ds + /tt exp <_ / "A() dr> ig; A(s) ds.

Pour t( assez grand, A(t) est positif pour tout ¢t > to et on peut donc majorer le dernier
terme de la fagon suivante :

/t: exp (— /St A(r) dr) igz;A(s) ds < sup (%, t> t0> /t: exp (— /:A(r) dr> A(s) ds,

<sup (51 = t0) exp (- t:A(r) ir).

On obtient donc

(1) < exp (- /OtA(s) ds> /Oto exp (/0 Ar) dr) B(s) ds + sup (%, ¢ > t0> ,

puisque exp (— ftl; A(r) dr) < 1. Pour tj assez grand, le second terme est aussi petit que

I’'on veut, et on fait tendre ensuite le premier terme vers 0 quand ¢ — oco. Ceci montre que



On donne un prewve du résultat analogue discret. On suppose dans un premier temps que
pour tout n, A, €]0,1]. On pose f) = fn — Bp/An. On a f) | < (1 = An)f], + B), od
B! = B, /A, — Bny1/Ant1. Par récurrence, il est alors facile de voir que pour n,p € N*,
on a:

n+p—1 n+k—1
/ !/ /
< H 1—A4;,)+ max g B:l.
Jnip < Jn ‘ ( 2 1<i<k<p | '
i=n i=n-+Il—1

Soit ¢ > 0. Puisque Y .| B} = B1/A1 — Bypy1/Ant+1 a une limite quand n — +o00, en
utilisant le critére de Cauchy, il existe n > 0 tel que Vp € N*, maxi<j<p<p | Z?:tf_;ll_l B]| <
e. En passant au logarithme, on montre aisément grice auz hypothéses sur (A,) que le
produit tend vers O lorsque p — 400 et ainsi limsup,, f), < € et ce quelque soit . Par
conséquent limsup,, f, = limsup,, f, <0, et puisque f, > 0, il vient que lim,, f, = 0.

On suppose désormais seulement que (A,,) est une suite bornée. Dans ce cas B, tend vers 0,
et on a fny1 < By lorsque A, > 1. Si AN,Yn > N, A,, €]0,1] on est dans le cas précédent
et sinon il existe une injection croissante i : N — N telle que {n, A, > 1} = {i(n),n € N}.
On a finy41 — 0, et en utilisant une majoration similaire a la précédente entre les indices
i(n)+ 1 eti(n+ 1), on obtient que lim,, f,, = 0.

En revanche, le résultat devient faux si (A,) n'est plus supposée bornée. On prend par
exemple B, = 1/(n+ 1), A, = 1 et f, = 1/4 si n est impair et B, = 1, A, = n/2 et
fn =1/n sin est pair.

Partie 11

II.1 Par le théoréme de Cauchy-Lipschitz, la solution est bien définie pour tout temps,
puisque X (¢) vit dans le compact T. Intuitivement, on voit que X (¢) “descend le gradient
de H” et va donc converger vers un minimum local de H (sauf si X (0) est un point réalisant
un maximum local de H auquel cas X (t) est constant).

Prouvons-le. Plus précisément, montrons que si H posséde un nombre fini de points cri-
tiques, alors X (t) converge vers un point critique de H.

On vérifie facilement que %(H(X(t)) = -1 (Cﬁl—f)z(X(t)) < 0. Autrement dit, le long
d’une trajectoire, H(X(t)) décroit. Comme cette fonction est minorée, elle admet une
limite : limy_,oo H(X(t)) = H.. Le fait que H(X(t)) décroit montre par ailleurs que
H* = inftzo H(X(t))

Comme X (t) est une fonction & valeurs dans le compact T, il existe une suite de temps (t,,)
tel que X (t,,) admette une limite X, et par continuité de la fonction H, on a H(X.) = H.,.
Nécessairement, X, est un point critique de H. Raisonnons par l'absurde et supposons
que YL(X,) # 0. On introduit alors ¢(z,t) le flot associé a 'EDO (2), c’est-a-dire que
t— ¢(x,t) est solution de (2), avec comme condition initiale x. Ainsi, X (t) = ¢(X(0),t).
Comme “L(X,) # 0, on a nécessairement H($(X.,1)) < H(X,). Or, par la relation de
flot, on a (X (tn),1) = X144, et cette suite converge vers ¢(X,,1). Ceci montre que pour
n assez grand, H(X144,) < H(X,) ce qui est impossible.

On a donc montré a ce stade que toute suite convergente X (t,) converge nécessairement



vers un point critique de H. Ceci montre que nécessairement X (t) converge vers un point
critique. En effet, considérons X, la limite obtenue pour une suite X (t,), et supposons que,
pour une autre suite, X (t)) converge vers X, # X,. On sait que %(X*) = g—g(X;) =0.
Soit € > 0 la plus petite distance entre deuz points critiques de H. Comme X, # X,, la
fonction X (t) visite une infinité de fois le bord de la boule centrée en X, et de rayon £/2 :
cela permet de construire une suite de temps t;, tels que | Xy — X, || = €/2. Quitte a extraire
une sous-suite, on peut supposer que (Xt%) est convergente, et donc nécessairement vers
un point critique de H, d’ot une contradiction avec la définition de €.

I1.2 C’est immédiat en remarquant que

9 (pt,x)\ Op dapry , . p(t, x)
q5(t) (fﬂ)% (%6@) (x)) = %(t,w) - 5 (m)qﬁ(t)(x)’

d
_ @(t’x)_ 96t .\ Pt ) ’
Ox dx qg(t)(x)

_Op dH
= L (1,2) + 5% ()plt, ).

I1.3.a On commence par considérer des fonctions ¢ réguliéres. Le fait que qung =0
montre que 3o, ¢(wg) = 0. On pose 1(x) = ¢(z¢ +z). Par Cauchy-Schwarz, on a 9(z)? =
(Jo ¢ () aly)2 <z [y ¢'(y)*dy. Par conséquent,

/ /¢ 2 dy dx,

- 2
_2 T¢,

On en déduit que [;¢* = [p9? < 5 [19'? =1 [ ¢'%. Le résultat est en fait valable pour
toute fonction ¢ telle que [(¢* + ¢™) < co et [ ¢ g = 0 par densité. Une inégalité de ce
type est appelée inégalité de Poincaré.
I1.3.b Pour toute fonction ¢ réguliére et telle que fT ¢$qz=0,0na:
[ %05 = 25" (- pmaxt) [ o2
T T
> 2251 exp(—(Omax H) / ®?,
T
> 2271 exp(—fBmax H)Zg exp( min H) / ¢2q5,
T

> 2exp(—Losc(H /gbqg

Cette inégalité est en fait valable pour toute fonction ¢ telle que fT(¢2 + ') qs < 00 et
J1 @ g3 = 0 par densité. On en déduit que A\ (5) > B~ Lexp(—Bosc(H)).



1.4 On a
= /T@tp(p/qﬁo - 1),
— [ 635* 12092 as,01(0/230) (a3, 1)
= ~(5"/2) | @ulo/as) 0.
Or, par définition du trou spectral, puisque [ (p/gg, — 1) g3, =0, on a

(55/2) / (0u(p/a50)) 05 > M (Bo) / (09 — 1% 4s,.

On en déduit que

d
V< on@s

et donc f(t) < f(0)exp(—2A1(fp)t). On remarque que par Cauchy-Schwarz

/ ‘p_ qﬁo’ = / ‘p/Qﬁo - Hqﬁov
T T
1/2
< ( / |p/qgo—1|2qgo) ,

(2f ()",
(2£(0))"2 exp(=A1(Bo)1)-

<
<

I1.5 En développant le carré, on a
1 £\ 2 t, -
T qﬁ(t) q5(t)
=3 -2 p tv )+ q )
2 < T 45(t) T (%) T A@)
2
)
2 \Jr s
de 1 P\’
ol 3 [0 (_>.
a i tpqﬁ 2 Jr t43 a3

Pour le premier terme, on a

On a donc

/ ol - / 57120020500 (/) L
— 5 / (0 (p/45))%a5.
T

< =i () /T(P/Qﬁ —1)%qg,
< =21 (B)e(t).



Pour le second terme, on a

Oqg = at( exp( BH),
= —825(25) > exp(—BH) — ZngatﬁeXp(—ﬁH),

On en déduit que

ol (o))
- t+2/</Hqﬁ ><2>

oscH
< m(%(t) +1).

On obtient ensuite facilement le résultat annoncé.

I1.6 En utilisant la question I1.3.b, on a

A(t) > 28~ L exp(—BoscH) — ;)(S;:_HQ))
2a —osc(H)/a __ OSC(H)
= ln(t+2)(t+2) a(t+2)

On voit donc que dans la limite t — oo, A(t) > m, pour une constante C' > 0. On

en déduit que [;° A(t) dt = oo, et que limy_ ]‘:Eg =0.

I1.7 Par Cauchy-Schwarz, on obtient facilement

L[ (pt) )2
e(t) > ~ AV :
=3 //W ( () o
1 2
>3 ([ b= a)

B 'P(Xt € M) — //vr5 45(t)

2

Vv
—_

Comme f3(t) tend vers oo quand ¢ — oo, on a clairement lim; .o [\ 5(1) 1. Par

conséquent, limy o P(X; € M%) = 1. Autrement dit, lim; ., P(dist(X;, M) > 6)
qui termine la preuve.

Partie II1



1 D’apres le théoréme de Heine, H est uniformément continue sur [0,1] et pour € > 0, il
existe n > 0 tel que |[x —y| <n = |H(z) — H(y)| < e. Par conséquent pour N > 1/n,
0 < mingepy H(r) —mingepg 1) H(z) < e.

2.a. Puisque 7 est une probabilité, Iy € En,7(y) > 0 et alors Vo € Ey, Pl(z,y) > 0. Si
P est périodique de période d > 1, on considére C1,...,Cy une partition associée. Quitte
& renuméroter la partition, on peut supposer que y € C;. Alors on voit facilement que
Pl(x,y) > 0 ssi z € Oy, ot k est 'unique entier de {1,...,d} tel que k +1 =1 (mod d).
Par conséquent C) = En ce qui est contradictoire.

2.b D’aprés la premeére partie du probléme résolu 4.6.4, la matrice de transition Qg(z,y)

définie pour y # x par Qp(z,y) = P(:v,y)e_ﬁ(H(y)_H(“P"’))Jr = min(1, Zﬁgxg)P(x,y) est irré-
ductible apériodique. Elle admet pg pour mesure invariante et est donc récurrente positive.
Par le Théoréme 4.6.4, (X,,) converge donc en loi vers une v.a. de loi u3. D’aprés la derniére

partie du probléme résolu 4.6.4, pg(x) — 0siaz & MY, et us(x) — 1/#MN si
B——+o0 B—4o00

z e MV,

2.c On se donne une famille de v.a. (Y,,,,n € N,z € E) a valeurs dans Ey, indépen-
dantes et de loi P(Y,,, = y) = P(z,y), et une suite de v.a. indépendantes (U,,n € N)
de loi uniforme sur [0, 1]. D’aprés la deuxiéme partie du probléme résolu 4.6.4, X, 11 =
Yn an{U <e
Markov de loi Qg. Lorsque 0 est grand et que I'on se situe sur un minimum local, le
taux de transition vers des états d’énergie H supérieure est effectivement faible, mais en
revanche, la probabilité de rester sur ce méme état est élevée, et la chaine peut rester long-

temps sur des états qui sont proches de 'optimum mais qui ne réalisent pas le minimum
de H.

—B(H (Y, x,)— H(Xn))t + Xn].{U >e_f8(H(YnX )—H(Xn))+} suit bien une chaine de
n ) n

2.d La chaine définie par P(z,y) = 1/(N + 1) pour z,y € Ey satisfait clairement les
conditions requises.

3a 0n a vpi1(y) = P(Xnt1 = ¥) = Ypepy PXny1 = y|Xn = 2)P(X, = 2) =
> wery Vn(T)@n(z,y) et, par construction, ps, est la mesure invariante de Q.

3.b Pour z,y € Ey, (H(y) — H(z))t < oscy(H) et donc Q,(z,y) > ce FnosenH)r(y),

Un+1(Y) = 18, (Y) = DXpepy Wn(@) =118, () Qn(2,y) = X pcp, (@) — g, () (Qn (2, y) —
ce Bnosen (H) (4))) et donc

nr1(y) = e, W) < Y vn(@) = pg, (2)|(Qn(x,y) — ce ProsonHr(y)),

z€EEN

En sommant cette inégalité sur y et en intervertissant les sommes, on obtient V(v,41 —
pg,) < (L —ce MoV, —pg,).

3.c La premiére égalité est immediate, et pour 5/ > § > 0, on a en utilisant que fl 0

et 1 —e” est 1-lipschitzien sur R_: 0 < e —BH(@) _ o=0'H(x ) = =e ﬁH(x)(l — eB=F)H(x )) <
e—BH@ )3 — B)H (z) < e~ PH( )(8" — B)oscy(H). On écrit

o—BH() o—B'H () e PH@) _o=F'AE@) | gy Syeny e NAW S e PHW)

Syemy e PHW X g e FHG) TS L e BHW) Yyemy € PO Y g e FHW




et I'inégalité précédente nous donne > 5 e BH®) (B=pBosen(H) <3 cpmy e B HW)

> yeEy e PHW) < et ainsi, on obtient :

o—BH(z) B H() o—BH(2) o—B'H() >

—BH(y) G | = ] ( A —B'A(y)
ZyeEN € Y ZyGEN € Y ZyEEN e Y ZyEEN e Y

ce qui donne V(ug—pg) < 20scy(H)|B— | en sommant sur z. Cette inégalité vaut aussi
pour (' < 3 puisque V(ug — pg) = V(g — pp).

3.d On a V(vpg1 — p8,1) < V(g1 — 1g,) + V(g, — 148,,,), et en utilisant les deux

questions précédentes, on obtient immédiatement le résultat souhaité. On utilise le lemme
oscp (H)

de la partie I avec les suites 4, = c¢(n + 1)~ “ et B, = 2%‘&[) log (1 + n+r1) qui

satisfont les propriétés requises dés que a > oscy (H) (la série ), A, est alors divergente),

et on en déduit que V(v, —pg,) — 0.

n—-4o0o

3.eOnapoury e Ey, |P(X, =y)—pug,(y)| < V(,—psg,) — 0.Or,comme 3, —

n—-4o0o n—-4o0o
00, 15,(y) = Lgemny/(#MY) et done P(X, = y) = Lyenny/(#MY). En

particulier P(X,, € M) = 1. Les résultats obtenus dans le cas discret sont de méme
n—-r+0o0o

nature que dans le cas continu. La croissance en fonction du temps de § qui permet
d’avoir convergence en loi vers une loi chargeant les minima de H est dans les deux cas
logarithmique.



