Examen du cours MOPSI
12 février 2010, 08h30-12h00.
Les notes de cours (notes manuscrites et polycopiés) sont autorisées.

Important : L’examen comporte deux exercices et deux problémes indépendants. Nous
vous demandons de rédiger les réponses sur deux copies distinctes :

— sur la copie “Analyse numérique”, rédiger les réponses a I'exercice 1 et au probléme 1.
— sur la copie “Probabilités”, rédiger les réponses a ’exercice 2 et au probléme 2.

Exercice I : Comportement en temps long et équation diffé-
rentielle ordinaire.

On considére ’équation (adimensionnée) du pendule amorti :

T =, 1)
U= —x— M\,

ou x € R désigne 'angle que fait le pendule par rapport a la verticale, v € R est sa vitesse
angulaire et A > 0 désigne un coeflicient de frottement.

1 Rappeler les positions d’équilibre de ce systéme. Ces solutions stationnaires sont-elles
stables ou instables ?

2 En calculant une solution explicite, montrer que le systéme converge en temps long vers
la solution stationnaire (x,v) = (0,0), avec une vitesse exponentielle dont on précisera le
taux en fonction de A. On dit qu’une fonction g dépendant du temps t converge vers 0 avec
une vitesse exponentielle de taux v si il existe C > 0 tel que, pour tout t > 0, |g(t)| <
Cexp(—rt).

On s’intéresse dans la suite & une méthode basée sur une fonction de Lyapunov pour
étudier la convergence en temps long de (1). L’intérét d’une telle approche est qu’elle peut
se généraliser & des cas ou 'on ne dispose pas de solution analytique.

d
3 Soit H(z,v) = 1(xz*+v?). Donner une interprétation physique de H, et calculer %H(;E(t), v(t)),
ou (z(t),v(t)) désigne une solution de (1). Peut-on utiliser un Lemme de Gronwall pour
démontrer la convergence exponentielle de H(x(t),v(t)) vers 07

4 On introduit H.(z,v) = (2% 4+ v?) 4+ ezv, ou € € (0,1) est un paramétre a déterminer.
Montrer que, pour tout (z,v),
1—¢
—— (@ +0%) < He(x,v) <

2

1+¢

5 (22 + ).

d
5 Calculer %Hg(a:(t),v(t)) et montrer que

2
%Hg(x(t),v(t)) < —g = \/<2; - 1> Lo (@ + o).



On pourra écrire xv < nw? + ﬁva pour n > 0, puis choisir la valeur de .

6 En déduire que pour ¢ assez petit,

d

£H8(x(t),v(t)) < —f(Ae)He(z(t), v(1))

-G

ou f(Ae)=A T

pour € assez petit.

est une fonction dont on vérifiera qu’elle est positive

7 On trace sur la Figure 1 la fonction F : A\ — max. f(A,¢) et la fonction G : \ +—
A=V -4 1x>2. Commenter ces résultats.

F1G. 1 — En trait plein, la fonction F' et en pointillés la fonction G, en fonction de A.

Probléme I : Equation de Poisson : interprétation probabiliste
et estimateur a posteriori.

Les deuz parties du problémes peuvent étre traitées séparément.

A Interprétation probabiliste d’une équation de Poisson.

On considére la solution p : R?\ (AU B) — R du probléme

—Ap=0sur R?\ (AU B),
p =0 sur 0A, (2)
p=1sur 0B,

oit A et B sont deux ouverts réguliers de R? disjoints. On suppose que R%\ (AU B) est un
ouvert borné régulier.

Pour z € R%\ (AU B) fixé, on introduit les temps d’arréts :

Ty(z) =inf{t > 0,2+W; € A}, Tp(z) = inf{t > 0,24+W; € B} et 7(z) = min(Ta(z), Tp(x)),



ott W; désigne un mouvement brownien dans R%.

A.1 Rappeler pourquoi le probléme (2) est bien posé. Montrer que la solution p est a
valeurs dans [0, 1].

A.2 Vérifier que 7(x) = inf{t > 0,z + W; ¢ R?\ (AU B)}. On rappelle la formule d’Ito
multidimensionnelle : pour une fonction ¢ : R* — R réguliére, on a :

1 t t
o(x+ W) = p(x) + 5 / Ap(x + Ws)ds + / Vo(zr + Wy) - dWs.
0 0

En admettant que p est une fonction réguliére sur R? \ (A U B) et en particulier que Vp
est une fonction bornée, montrer que pour tout entier n non nul,

E [p(w + Wmin(f(z),n)):| = p(x).

En admettant que A et B sont tels que 7(x) < oo p.s., en déduire que

E [p(fv + Wf(x))} = p(z).

A.3 En utilisant les résultats de la question précédente, montrer que p(z) = P(Tp(z) <
Ta(z)). Autrement dit, pour tout z € R?\ (AU B),

p(z) = P (z + Wi touche B avant A).

B Estimateurs a posteriori pour une équation de Poisson.

On considére la solution u : 2 — R du probléme

—Au =
{ - f, sur Q, 3)
u = 0, sur 0%,
ot © est un ouvert connexe borné de R% et f : Q — R est une fonction de L?(2). On
introduit la solution u; du probléme obtenue par une méthode d’éléments finis P*¥ (k > 1),
sur un maillage de pas de discrétisation h. On note Vi, C H}(£2) 'espace d’éléments finis :
up, € Vi, est tel que, pour tout v, € Vj

G(Um vp) = l(vh)

ot a(u,v) = [ Vu- Vv et l(v) = [ fu.

B.1 Rappeler pourquoi il existe bien une unique solution uy, a la formulation variationnelle
ci-dessus.

Dans la suite, on cherche & estimer localement I'erreur introduite par la discrétisation
par éléments finis en wutilisant seulement la solution approchée up. On a pour cela besoin
d’introduire quelques notations supplémentaires.



On note 7, = {K;,i € {1,...,1}} le maillage du domaine € par des triangles (K;) (associé
a l'espace d’éléments finis V},). On introduit I'estimateur d’erreur local associé a ’élément

KeT,:
Oun
on

oll Y gep K\0Q désigne une somme sur les cotés S de K qui ne sont pas inclus dans le bord
du domaine, hy désigne le diamétre de I'élément K et hg la longueur de 'aréte S. De plus,

|:8uh:| _ 8uh\K _ 8uh|K/

1/2

i = | WicllAun + fllf2g0+ D hs
SEOK\O0

L2(S)

on on on

désigne le saut de la dérivée normale de uy, sur Paréte S = 0K NOK' commune aux éléments
K et K’, la normale n étant par convention supposée sortante a I’élément K. Noter que le
choix de l'orientation de n n’influe pas sur la valeur de ng.

B.2 Montrer que pour tout v € H} (),

1 8uh
a(up,v) = — Auv—|—/ []v .
4, ) K;’h< /K "2 Jorron L On

En déduire que pour tout v € HE(Q) et pour tout vy, € Vj,

a(u—un, ) = Y ( e sme-m -5 [ ] <v—vh>>. @

KeTy,

On admet dans la suite qu’il existe un opérateur de projection local Ry, : V — V}, vérifiant :
il existe C' > 0 tel que pour tout élément K, pour toute aréte S et pour tout v € Vp,

v = Rpvll ey < Chi|lvllgrar

1/2
lo = Ravllr2(s) < Chd* [0l as)

ou AK désigne I'union des éléments du maillage partageant au moins un noeud avec
Pélément K, et AS désigne 'union des éléments du maillage partageant au moins un
noeud avec I'aréte S. Noter que si S C 0K est une aréte de K, alors AS C AK.

B.3 En choisissant vy, = Rp(v) dans (4), montrer que
1/2

a(u—up,v) < Cllollmey | Y nic|
KeT,

ou C est une constante indépendante de f, u, up, hx et hg. En déduire que
1/2

lu = unlmy <C | D mic | - ()
KeTy,



On appelle une telle estimation d’erreur une estimation a posteriori, car elle ne fait inter-
venir que des quantités calculables numériquement (le vérifier).

B.4 On admet que 'on peut montrer une inégalité inverse du type : nx est majoré par
Verreur [[u — up||g1(ak). L'estimateur ng est donc un bon estimateur de l'erreur locale.
Expliquer l'intérét de l’estimation a posteriori (5) d’un point de vue pratique.

Exercice II : étude de la probabilité de panne d’'une machine.

On considére une machine qui sert a la production de piéces. Elle peut étre soit a I'arrét

(état noté 1), soit en marche (état noté 2), soit en panne (état noté 3).

— Lorsqu’elle est a arrét, la machine a une probabilité 1/5 de rester a 'arrét et une
probabilité 4/5 d’étre en marche le jour suivant.

— Lorsqu’elle est en marche, la machine a une probabilité 7/10 de rester en marche et une
probabilité 1/5 d’étre a larrét le jour suivant.

— Lorsqu’elle est en panne, la machine a une probabilité 1/2 de rester en panne et une
probabilité 1/10 d’étre a P’arrét le jour suivant.

On suppose que la machine est initialement a l'arrét (i.e. Xg = 1), et on note X, I'état de

la machine aprés n jours.

1 Donner la matrice de transition (P(%,j))i<ij<3 de la chaine de Markov (X,,n € N).
Cette chaine est elle irréductible ?

2 Trouver (si elle existe) une probabilité invariante pour cette chaine. Donner le compor-
tement asymptotique lorsque n — 400 de %E?:l 1;x,=3), la proportion de temps passé
en panne.

3 Montrer que cette chaine de Markov satisfait la condition de Doeblin (cf. polycopié).
Donner le comportement asymptotique lorsque n — +oo de P(X,, = 3), la probabilité
d’étre en panne aprés n jours.

Probléme 1II : étude de la loi du temps d’atteinte pour un
mouvement brownien avec dérive.

On considére un espace de probabilité (€2, F,P) et un mouvement brownien (standard réel)
(Wi, t > 0). On appelle (F;)s>0 la filtration engendrée par ce mouvement brownien. Pour
A€ R et a€R, on pose

72 =inf{t > 0, W; + X\t = a} (convention inf ) = +00).

Le but de cet exercice est de déterminer la loi de 7;' & travers sa transformée de Laplace
Elexp(—y72)], y > 0. Par convention, exp(—y7,) = 0 sur {7' = +00}.

On commence par supposer a > 0 et on considére T > 0.
1 Montrer que 7 est un (F;)-temps d’arrét, puis que 7 A T est une v.a. Fr-mesurable.

2 Pour p e Ret 0 <ty <--- <ty donner la fonction caractéristique du vecteur (W, +



Pt .. Wy, + ptn), ®(u) = Elexp(d L iug(Wy, + pty))] pour u € R™. Nous admettrons
que cette formule s’étend pour u € C", ce qui s’obtient en utilisant la théorie
des fonctions analytiques.

3 Montrer que 7O AT et W0 sont deux variables aléatoires o p-mesurables (on rappelle
que Froap ={ACQt.q VE>0,AN{rd AT <t} € Fi}).

4 Calculer la valeur de E[exp(A(Wr — Wooap) — (A2/2) x (T — 79 A )| Fronr]-

On se fixe un horizon T' > 0 et on définit sur (Q, Fr) une nouvelle mesure de probabilité P :
VA € Fr,P(A) = Elexp(AWr — \2T/2)14].
On a bien P(Q) = 1, et pour toute variable aléatoire réelle X Fr-mesurable telle que

exp(A\Wr — \2T/2)X € L'(9),

E(X) = Elexp(AWr — \T/2)X].

5 Vérifier que, pour y > 0, E(exp(—y(Tg/\T))) est bien définie. Montrer que E[exp(—y(ﬂg/\
T))] = Elexp(AW,onr — (y + A?/2) x (1) A T))]. Calculer rigoureusement la limite de
Elexp(AW onr — (y + N2/2) x (9 AT))] lorsque T — +o0 et donner une formule explicite
pour la limite.

6 Calculer pour 0 < ¢; < .-+ < ¢, < T la fonction caractéristique de (W,,...,Wy,)
sous PP :

ueR" ®(u) =E |exp (AW — )\QT/Q) exp (Z iuthl)] ,
1=1

puis déterminer la loi de (W;,t € [0,77]) sous P. On pose pour ¢ > 0, W, = W, — A\t. En
déduire que (W, t € [0,T]) est un mouvement brownien sous P.

7 Exprimer 70 en fonction de (Wi, t > 0), et en déduire que :

y >0, Elexp(—y(rd AT))] = Elexp(—y(rs AT))].

8 A l'aide des questions 5 et 7, donner la transformée de Laplace Eexp(—y7)], ¥ > 0. En
déduire la valeur de P(7;' < 4+00) en fonction de a et \.

9 Donner sans faire de calculs supplémentaires la transformée de Laplace Elexp(—y7))]
lorsque a < 0.



