Examen du cours MOPSI
14 février 2013, 08h30-12h00.
Corrigé.

Exercice 1 : une équation aux dérivées partielles non linéaire.

1 Ce probléme admet une unique solution par une application standard du théoréme de
Lax Milgram, en remarquant que si ug € H3(2), on a bien f(ug) dans L?(Q). En effet,
puisque f est lipschitzienne,

[f ()] < [f(w) = FO)| + [ f(O)] < Lul +[£(0)]

et donc, si u est dans L2(Q), f(u) est aussi dans L?(Q).
2 Soit uy = T (ug) et v1 = T (vg). On a

—Auy = f(up) sur €,
u1 = 0 sur 012,

et
—Av; = f(vg) sur €,
v1 = 0 sur 0N).

Par conséquent

—A(uy —v1) = f(ug) — f(vg) sur Q,
v1 = 0 sur 0f).

En utilisant les formulations variationnelles associées & ces problémes, on a donc : Yw €
H; (),

/Q V(i — v1) - Voo = /Q (f(uo) — f (o).

En choisissant w = u; — v1 et en notant Cn la constante de Poincaré du domaine, on
obtient

o = w1l = [ (7o) = Fwo) s = o1)

< L/ lug — vollur — v1]
Q
< Lijug — vol| 2 [lur — v1l| 2

< LCG|luo — voll g llur — vill

et donc
lur = villgg < LCG w0 — vol| -

On en déduit que 'application 7 est contractante si LC’% < 1.

Dans ce cas, le théoréme de point fixe de Picard assure 'existence et unicité d’un point
fixe de T, et donc l'existence et unicité d'une solution au probléme (1) dans H}(€2). On a



aussi vu en cours qu’une maniére simple de construire une approximation de u solution de
(1) est de considérer la suite récurrente up4+1 = T (uy,), ¢’est-a-dire :

{ —Aupy1 = f(uy) sur Q,

Up+1 = 0 sur 0€2.

La suite (uy) converge vers u dans H}(€2). On peut résoudre les problémes successifs sur
Uy, par éléments finis par exemple.

Exercice 2 : processus gaussien.

1 Soient 0 <ty < --- < t, <T.On approche les intégrales par des sommes de Riemann :

N-1 N-1
t 1% - W tn Wi, /N — W
(Wth’w e Wiy e S SRl T )

N & T —Fkt;/N N & T —Fkt,/N

converge presque siirement vers (Xy,,..., Xy, ) lorsque N — 400, car la fonction intégrée
est p.s. continue. Ainsi, (Xy,...,Xy,) est un vecteur gaussien comme limite en loi d’un
vecteur gaussien. On a clairement E[X;] = E[W;] + ft Mds

2 En utilisant le méme argument qu’a la question précédente, (X ,..., Xy, Wr) est la
. 1 Wity jn—Wr L N—1 Wi, =W

limite de (th N k 0 ?1271:1/1\/7 yWe, + tN =0 %/NT WT) et est donc
un vecteur gaussien centré. Pour ¢t € [0,7T[, on a E[X;Wr] =t + ft =Ly = 0 ce qui
prouve l'indépendance de Wr avec (Xy,,..., Xy, ), quels que solent n € N* et 0 <1t <

<ty < T

3 Soient s,t € [0, T]. Comme E[W;W;] =sAt, ona:

SuNt—t NS§— AU — T
E[X s X¢] :8/\t+/ udu+/ AL Rl / / 4oy u+v)+ dudv.
o T—u 0 T —v)

On suppose sans perte de généralité que s <¢. On a :
Su—t Su—s
E[X: X = d d
[Xs X1 s—i—/T uu—i—/OT_uu

Av— T SO [Tu— T
//u v u—i—v)—i— ddv+/ </u (u+0v)+ dv)du.
T —wv) o \Js (T'—u)(T—v)
On calcule I'intégrale double. Par symétrie, elle est égale a

u—(u+v)+T /5 1 </5 > /ss—u
2 dudv = 2 dv | du = 2 du.
/0§u§v§s (T_u)(T_U) 0 T—u [ 0 T—u

Ainsi, on obtient

du = s.

Su—t+u—s+2(s—u)+t—
E[XSXt]—s—i—/ u—t+u—s+2s—u)+t—s
0 T—u



Ainsi, on a E[X] = 0 et E[X X{] = s At pour s,t € [0,T[. Comme (X, t € [0,T]) est un
processus gaussien, on en déduit que c’est un mouvement brownien, indépendant de Wr.

Exercice 3 : calcul de projection orthogonale.

1 Comme les variables sont indépendantes, on a E[f(X1,...,X,)|Xi] = fi(X;).

2 Soit I € {1,...,n}. Comme, fi(X;) — hi(X;) et f(X1,...,Xn) — > iy fi(X;) sont de
carré intégrables, leur produit est une variable aléatoire intégrable. On commence par
calculer espérance conditionnelle E [f(X1,...,X,) — >, fi(Xa)|X1] = fi(Xy) — fi(Xy) —

>iu Elfi(Xi)] = 0, grace a l'indépendance de X; et de X; et au fait que E[fi(X;)] =
E[f(Xi,...,Xn)] = 0. Alors,

E | (fi(X1) = hu(X3)) (f(Xh e Xn) = Zfz(Xz')>]
=1

=E | (fi(X)) = l(X1))E (f(Xh LX) =Y (X
=1

X>] _o.
3 On écrit

n 2 n 2
(f(Xl,...,Xn)—Zhi(Xi)> :<f(X1,..., Zf, ) Z (fi(X;) — Z(Xi)))

+23 (il Xi) — (X)) (f(Xl, s Xp) = Zfi(Xi)>
i=1

=1

" 2
+ (Z(fi(Xi) - hi(Xz'))> :
=1

et obtient grace a la question précédente

" 2
E [(f(Xl, vy X)) — Zhi(Xi)>
=1

ce qui donne le résultat voulu.

4 On applique ce qui précede a f(X1,..., X,) = f(X1,..., Xp)—mavecm = E[f(X1,..., Xn)].

On a f;(z) = fi(x) —m, et on a grace a la question précédente :

n 2 n 2
E [(f(xl, s X)) — Zﬁ(xg) E [(f(xl, o X)) — Zhi(X¢)>
i=1 1=1




Comme f(X1,...,Xn) = S0, fi(Xs) = f(X1,..., Xn) + (n— D)m — 320, fi(X;), on voit
que Y =>"" . fi(X;) — (n — 1)m satisfait I'inégalité voulue.

5 fu(X1) = B[, X0)?[X0] = X7+ 22X B[00, Xi| X + B[S, Xi)*[X] = X§+ (n—
1). Par symétrie, on obtient f;(X;) = X2+ (n—1) puis Y => 1 | X2

Probléme 1 : contrdle optimal.

1 1l s’agit simplement des équations du mouvement de Newton : le premier terme est la
masse my fois 'accélération ¢, le second correspond a la force de rappel du ressort linéaire,
qui a une longueur d’équilibre [y et une constante de raideur kg, et la force extérieure
exercée sur le systéme est au second membre.

On se raméne & un probléme du premier ordre de la forme z = Ax + Bu en posant

("5 ) A= [ o] 2= (i)

2 C’est une simple formule de Duhamel, qui se vérifie en différentiant par rapport au
temps t.

3 Soit #1(T) et #2(T) deux points de Acc(xg, T'), associés respectivement aux trajectoires
2 (t) et 22(t) et aux controles ul(t) et u?(t). Soit A € (0, 1). Par linéarité, on a évidemment :
A (T) + (1= \)2(T) = exp(At)zo + fg exp((t — s)A)[B(Aul(s) + (1 — N)u?(s)) +r(s)] ds.
Ceci montre que le point Az (T)+ (1—\)2?(T) est atteint pour le controle Au' + (1 —\)u?.
L’ensemble Acc(zg,T) est donc convexe.

4 On suppose que rg(K) < n. Il existe donc un vecteur ligne non nul ¢» € R" tel que
K = 0 : il suffit de choisir ¥ dans 'orthogonal de I'image de K. On a donc B = Y AB =
... =A™ 1B = 0. Par ailleurs, on sait par le théoréme de Cayley-Hamilton qu’il existe
des réels ap—_1,...,aq tels que

A" +a, 1AV 4+ o+ A+ ag = 0.
On en déduit que Y A"B = — (an,lA’“‘*1 +...+aA+ ao) = 0, et par récurrence immé-
diate, ¥ A*B = 0 pour tous les k > 0. Ceci implique en particulier que
th o
pexp(tA)B = VATB =0,
k>0

et donc, quelque soit u € L*([0,T],R™),

T
P (u) = / Yexp((T —t)A)Bu(t) dt = 0.
0
Ceci montre que ®(u) n’est pas surjective, puisque ¢ € Im(®)"L.
5 C’est essentiellement le méme raisonnement que ci-dessus. Si ® n’est pas surjective, il
existe un vecteur ligne non nul ¢ (dans 'orthogonal de 'image de ®) tel que, pour tout
u € L>([0,T],R™),
T
0=1¢®(u) = / Yexp((T' —t)A)Bu(t) dt.
0

4



En choisissant u(t) = ¢ exp((T' — ¢t)A)B, on a donc, pour tout ¢ € [0, 7],
Yexp((T'—t)A)B = 0.

Cette relation en t = T donne ¢»B = 0. En dérivant cette relation k fois par rapport au
temps ¢, puis en choisissant t = T, on obtient plus généralement 1) A¥B = 0. En particulier,
YK =0 et donc rg(K) < n, puisque I'orthogonal de I'image de K contient un vecteur non
nul.

6 On a la suite d’équivalence : Acc(xo,T) = R" ssi Yy € R”, Ju € L*([0,T],R™),
exp(TA)zo + [} exp(T — 5)A)(Bu(s) + r(s)) ds = y ssi Yy € R”, Ju € L>([0,T],R™),
®(u) = y — exp(TA)zo — [ exp((T — s)A)r(s)ds ssi ¥z € R, Ju € L=([0,T],R™),
®(u) = z ssi @ est surjective ssi rg(K) = n. La derniére équivalence est une conséquence
des questions 4 et 5.

7 Dans le cas de l'oscillateur décrit a la question 1, onan =2 m =1,r =0, B =
0 et AB = 1/mo . On en déduit que K = [A, AB] est bien de rang 2, et
1/m0 0
donc Acc(zo, T) = R2.

8 On note tout d’abord que la fonction C(u) est bien définie pour u € L?([0,T],R™),
puisque dans ce cas,

x(t) = exp(tA)zo + /0 exp((t — s)A)Bu(s) ds

est bien également une fonction de carré intégrable. De plus elle est minorée (car positive) et
on peut donc considérer son infimum et une suite minimisante associée : u™ € L([0,T], R™)
telle que

li ") = inf .
WD = i O

On note que C'(u) > ||u||%2([0 7)) €t donc, la suite minimisante u™ est bornée dans L2([0, T],R™).
On peut par conséquent supposer (quitte a extraire une sous-suite) que u™ converge faible-
ment dans L2([0, T],R™) vers une fonction u* € L?([0,T],R™). Les trajectoires associées

x"(t) = exp(tA)xo + /0 exp((t — s)A)Bu"(s) ds

convergent simplement (i.e. pour tout ¢t € [0, 7)) vers

x*(t) = exp(tA)xo + /0 exp((t — s)A)Bu*(s) ds.

Puisque la suite de trajectoires (2"(t))o<i<7 est bornée dans L%([0,7],R™), on en déduit
par convergence dominée que 2" converge vers x* dans L%([0, T],R™). On a par conséquent

T T
: n 2 n 2 _ l‘* 2 m* 2 )
lim (nx @) + /0 @)l dt)—u @ + /0 Ja*(6) 2 dt

n—oo

Par ailleurs, on a vu en cours que la convergence faible implique que

[l 22 o,zpy < T inf {|u™| £2po,77)-
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On en déduit que

) )= €O
et donc
C(u*) = inf C(u) = min C(u).
weL2([0,T],R™) weL2([0,T],R™)
90na .
z(t) = exp(tA)xo + / exp((t — s)A)Bu(s) ds

0

et .

(2 + 62) (1) = exp(tA)zg + / exp((t — 5)A)B(u + ou)(s) ds

0

d’ou

ox(t) = /0 exp((t — s)A)Bdu(s) ds.

Par ailleurs,
T
Clu+ bu) = [|2(T) + 62(T)|* + /0 (e (t) + o ()[> + llu(t) + du(t)[|?) dt,
T
=C(u) +2 ((a;(T))T&U(T) +/ (z(t)Tox(t) + u(t) ou(t)) dt)
0
T
+ [|6(T) |7 +/ (621> + [[du(®)])?) dt
0

On a ensuite, en utilisant la formule ci-dessus pour dx(t) et Fubini :
T
(z(T))T6x(T) —I—/O (z(t)T 5 (t) + u(t) " Su(t)) dt
T T
= (z(T)T | ex - u(s) ds exp((t —s u(s) ds u(t)T Sul(t
= (x(T)) /0 p((T' — s)A)Bdu(s) d +/ / p((t — s)A)Bdu(s)d dt—i—/o du(
T
= (@(T)" | ex - s u(s) ds Texp((t—s u(s) ds u(s)Tdu(s) ds
—((T))/O p((T — s)A)Bdou( d+// p((t — s)A)B dtou( d+/0 Suf
T
:/ ((:c(T))Texp((T )A)B+/ z(t)T exp((t—s)A)Bdt+u(s)T> du(s) ds
0 s
T
_ /0 D(u)(s)5u(s) ds.

On en déduit la relation demandée.
10 D’apreés la question précédente, on a
T
C(u+du) > C(u) + 2/ D(u)(s)du(s) ds
0

des que du # 0. En appliquant cette inégalité avec u+ du = ug et u = Aug + (1 — N)uy, on
en déduit immédiatement que

T
C(up) > C(Aug + (1 — Nuq) +2(1 — )\)/0 D(Aug + (1 — Nup)(s)(up — ui)(s) ds.

6



De méme, on a
T
C(ur) > C(Aug+ (1 = Nuy) — 2)\/0 D(Aug 4+ (1 — Nuq)(s)(up — uq)(s) ds.

On en déduit facilement que C'(Aug + (1 — A)u1) < AC(up) + (1 — A)C(uy). En particulier,
C admet un unique minimiseur, noté u* dans la suite.

11 Pour que les résultats des questions 8 et 10 soient encore valables, il suffit de montrer
que la fonction C prend des valeurs finies pour certains contréles u, dans le cas T = oc.
Pour cela, il faut en particulier que z tendent vers 0 & linfini et soit dans L?(Ry) pour
certains controles u. Or, comme rg(K) = n, on sait (cf. la question 6) que pour un temps
T fixé, il existe un u € L%([0,T],R™) tel que z(T) = 0. En prolongeant u par zéro au-dela,
de T, on a z(t) = 0 pour tout ¢ > T, et donc C(u) < co. Tous les raisonnements précédents
s’appliquent donc, et on a bien un unique minimiseur u* a la fonction C dans ce cas.

12 On sait que C'(u) > C(u*), et donc, d’apres la question 9, en prenant u = u*, on a

T T
2/ D(u*)(s)ou(s) ds + |]5x(T)]2+/ (162 ()] + [|6u(t)||?) dt > 0.
0 0

Comme cette relation est valable pour tout du, elle est en particulier valable pour eju et
en faisant tendre € vers zéro, on obtient

T
/ D(u*)(s)du(s) ds > 0.
0
En changeant ensuite le signe de du, on a finalement
T
/ D(u*)(s)ou(s)ds = 0.
0
Ceci étant valable pour tout du, on en déduit que
D(u*)=0
et donc
T
(*(T))" exp((T — ) A) B + / (@ (6)T exp((t — s)A)Bdt + (u*(s))" = 0.

Ceci donne la formule suivante pour le contréle optimal :

T T
u*(s) = — [((m*(T))T exp((T' — s)A) —|—/ (z*(t))T exp((t — 5)A) dt> B] .
Si on pose
T
p(s) = —(@*(T) " exp((T - s)A) - / (a7 ()" exp((t — 5)A) dt

on a donc bien u*(s) = (p(s)B)T, et on vérifie par dérivation de la formule définissant p
que p est la solution de 'EDO linéaire :

{ B(s) = —p(s)A + (2" ()",
p(T) = —(z*(1))".

7



13 Soit (x(t),p(t))o<t<T solution du probléeme

(1) = Aw( )+ BB p(t)",
2(0) =

p(t) = (t) + (2()",
p(T) = —((T))".

On pose u(t) = (p(t)B)T. On a, par intégration explicite de 'EDO sur p,

T
D(u)(s) = (T))T exp((T = HAB + [ (x(t)T expl(t = HA)Bdt + (u(s)"
— —p(s)B+p(s)B = 0.

En utilisant la question 9, on a donc, pour toute fonction du non nulle,

T
Clu + bu) = +z/'D )%+HM(N2+A (6()]|> + llou(t)]?) dt
> C(u

ce qui montre bien que u réalise le minimum global de C'. On note que le systéme d’EDO
sur le couple (z, p) n’est pas standard, car on a une condition initiale sur x et finale sur p :
la solution ne peut pas se calculer par des méthodes d’approximation habituelles pour les
EDOs.

14 Le théoréme de Cauchy-Lipschitz assure I'existence d’une unique solution maximale sur
un intervalle de temps (¢o,7) avec tg < T'. Si tg > —o0, on sait que ||[E(tp)|| = co. On
vérifie facilement que si E est solution de 'EDO, alors ET est solution de la méme EDO,
et donc, par I'unicité dans le théoréme de Cauchy-Lipschitz, £ = ET.

15 Par les raisonnements précédents, en remplacant le temps initial 0 par tg dans tous les
réultats, on sait que u — C(u;tp, x9) admet un unique minimiseur u associée a la trajectoire
optimale x. D’aprés la question 13, on sait que ce minimiseur est u(t) = (p(t)B)’, avec

(x(t), p(t))t,<t<T solution de :

z(t) = A;c( ) + Bu(t),
x(to) =

p(t) = (t) + (2(1)",
p(T) = —(=(T)".

On pose donc p(t) = (E(t)z(t))!, de sorte que u(t) = (p(t)B)T. On a bien p(T) =
—(@(T))7, et

p(t) = &) B(t) + (x(t) " EB(t)
= (Az(t) + Bu(t))TE(®) + (z(t))T(1d — ATE(t) — E(t)A — E(t)BBTE(t))
= (z(t))"ATE(t) + p(t) BBTE(t) + (2(t))" — (x(t))" AT E(t) — (2(1))"E(t)A — (x(t))" E(t) BB E(t)
(z(t)" = (x(t))"E(t)A
= (z(t))" —p(t)A



puisque p(t) = (E(t)z(t))”. On en déduit, d’aprés la question 13, que u est le controle
optimal, et x la trajectoire optimale associée, pour le cotut C(u;tg, xg).

16 On calcule (en omettant la dépendance en t pour plus de clarté) :
% ()T Et)2@) = 2@t) " E)2(t) + 2()T BE@)z(t) + x(t)T E(t)i(t)
= (Az(t) + Bu(t))"E(t)z(t) + z(t)" (Id — ATE(t) — E(t)A — E(t)BBTE(t)) x(t)
()T E(t)(Az(t) + Bu(t))
= 2T ATEx + u"BTEx + ||2))? — 2T ATEx — 2" EAz — 2" EBBTEx + 2T EAz + 2T EBu
= 2TEBBTEx + ||z||? — +TEBBYEx + 2" EBBT Ex
= 2TEBBTEx + ||z|?
= [Jull® + 1>

On en déduit, par intégration entre tg et T,

T
z(T)" B(T)x(T) — a(to)" E(to)z(to) =/ (a1 + llx()]?) dt

to

et donc, puisque E(T) = —Id,
C(u;tg,xo) = —xgE(tg)xo.

Puisque C(u;tg, xg) < 0o pour tout zg, on a ||E(ty)|| < oo et donc, nécessairement ty =
—o0 : la solution de I'équation de Riccati est définie pour tout temps t < T.

En pratique, on peut donc calculer numériquement la trajectoire optimale, partant de xg &
I'instant 0 en (i) calculant la solution E(t) de I’équation de Riccati puis (ii) en considérant
la solution de ’'EDO

i(t) = Az(t) + BBTE(t)x(t),

x(0) = xo.

Probléme 2 : une marche aléatoire sur 7. 1 On pose pour z € Z,
P(z,z) =1/2, P(x,x + 1) = P(z,z — 1) = 1/4 et P(z,y) = 0 pour y ¢ {—1,0,1}. On
a P(My = 0,M; = 1) = P(0,z1) puis par récurrence sur n € N, P(My = 0, M; =
x1,...,My =x,) = P(0,21) ... P(xy_1,2y). Cette chaine de Markov est irréductible car
pour tout z € Z,n € N, P(z,x —1)...P(t —(n—1),z —n) >0et P(x,z+1)... P(z +
(n—1),z+n) > 0.

2 Clairement, on a |M,,| < n pour tout n, et M, est en particulier intégrable. De plus, Y, 1
est indépendante de Y7,. .., Y, et donc de Fy,, ce qui donne E[Y;,41|F,] = E[Y;41] = 0 puis
E[M,11|F,] = E[M,|F,] + E[Y,41|Fn] = M, puisque M,, est F,-mesurable.

3 M, étant bornée, elle est en particulier de carré intégrable. D’apres le cours, on a [M],, =
2o B[(Mi 1 — M)2|Fi) = Y020 El(Yis1)?1Fi] = SpZ0 El(Ye1)?] = % en utilisant
I'indépendance de Y1 avec Fy et E[(Y7)?] = 1/2.

4 On écrit : {r, <n}=U"{M; =2} Ona{M; =z} € F; C F,, et donc {1, < n} e F,.
Enfin, 7 est un temps d’arrét puisque c’est le minimum de deux temps d’arrét.



5 Pour n € N, 7 A n est un temps d’arrét borné, et on a par le théoréme d’arrét appliqué
a la martingale M2 — [M],, : E[M2,, — 27 An] = 0. Comme M?,,, < (aV b)?, le théoréme
de convergence monotone assure que E[7] = lim,,_, 1 E[r An] < 2(a V b)2. Cela donne en
particulier que P(7 < oo) = 1. Par ailleurs, le théoréme de convergence dominée donne
E[M?] = lim, 400 E[M2,,,] = JE[r].

6 Pour n € N, 7 An est un temps d’arrét borneé, et on a par le théoréeme d’arrét E[M,p,] =
E[Mp] = 0. Comme P(7 < 00) =1 et [Mrrn| < a Vb, le théoréme de convergence dominée
donne E[M;]| = limy,—y4 00 E[M7pp] = 0. Comme M, = —al, <, + b1, >, on obtient
0=—a(l —P(r < 7—4)) + bP(1, < T_4) puis

a
a+b

P(Tb < T_a> =

11 vient ensuite E[r] = 2 (aQGLer + bQﬁb) = 2ab.

7 Comme M,, est F,-mesurable, on a E[(M,, + Y,11)3|F.] = M2 + 3M2E[Y,,1|Fn] +
3MuEY2 | Fo) + E[Y,2, 1| F.] = M2+ 3M, en utilisant I'indépendance de Y, 41 et F,, et
E[Yi] = E[Y¥] = 0 et E[Y?] = 1. Par conséquent E[M2,; — 3(n + 1)M,11|F,] = M3 +

2
3M,—3(n+1)M, = M2 —3nM,,. Le théoréeme d’arrét donne E[M2,,,] = SE[(T An)M,p,),

TAN
puis on obtient par convergence dominée E[M?] = 3E[rM;] (on utilise & nouveau que
|Mrpn| < aVb). Ainsi, E[rM;] = 2 (—a?’a%rb +b3ai+b) = 2ab(b — a). On voit que pour

b # a, E[tM;] # 0 = E[T]E[M,], si bien que 7 et M, ne peuvent pas étre indépendants.
Supposons désormais b = a. Comme Y; & méme loi que —Y7, les processus (M,,n € N)
et (—M,,n € N) ont méme loi : ce sont tous deux des chaines de Markov de matrice de
transition P issues de 0. De plus 7 = inf{n € N, |M,,| = a} = inf{n € N,| — M,,| = a}. Par
conséquent P(M; = a,7 = k) = P(—M; = a,7 = k) et donc P(M, = a,7 = k) = 3P(r =
k) ce qui prouve I'indépendance.

8 Soit (Zk, k € N) une famille de variables aléatoires indépendantes telles que P(Z, = 1) =
P(Zp = —1) = 1/2. Alors X9 =0 et ¥,, = >_}'_ Zj, est une marche aléatoire standard sur
Z. 11 est facile de voir que Z1 + Z5 a méme loi que 2Y7, et les variables Zs,_1 + Zs, sont
i.i.d. Par conséquent, (X9,,n € N) a méme loi que (2M,,,n € N) ce qui prouve le résultat.
Ainsi, 7, a méme loi que inf{n € N, ¥y, = 2b} = %inf{n € N, X,, = 2b} puisque g, 41 est
toujours impair. Ainsi, grace au résultat du cours sur la transformée de Laplace du temps
d’atteinte par la marche aléatoire standard, on obtient E[e~¥"] = exp(—2bacosh(e¥/?)).
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