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Examen du cours MOPSI
13 février 2014, 08h30-12h00.
Les notes de cours (notes manuscrites et polycopiés) sont autorisées.

Partie “Probabilités”

Exercice 1.

L1 On a puoP(z) = Y e 10(2)P(2,2) = P(0,2) = 1,—0 et de méme uyP(r) =
P(N,z) =1,_n.

1.2 En écrivant que {79 < n} = U {X; = 0} et {7y < n} = UL {X; = N}, on
voit que ce sont des événements JF,-mesurables, et 75 et 7n sont donc deux temps d’arrét.
Ensuite, 7o y est un temps d’arrét comme minimum de deux temps d’arrét.

I.3Siz =0, o0na Xy,=0et donc X,, =0 pour tout n > 0. On a donc 7p = 7o n = 0
et Ty = +00, et donc p(0) = 0. De méme Si z = N, on a X,, = N pour tout n > 0. On en
déduit que v = Tonv = 0 et p(N) = 1.

On applique la propriété de Markov : lorsque Xy = z, (X,41,n € N) est une chaine
de Markov de matrice de transition P et de loi initiale p(y) = P(x,y). Soit 0 < z < N.
On pose 7y = inf{n € N, X,,;1 = 0}, 7y = inf{n € N, X,,,1 = N} et 7on = min(7, 7y).
Comme 0 <2 < N,on a7ty =7y +1et 7oy y = 705 + 1, ce qui donne

p(x) =P, (7n = Ton) = P(z,x + 1)p(x + 1) + P(x,x — V)p(z — 1) + P(z, z)p(z).

Comme P(z,x) =1— P(x,z+ 1) — P(z,x — 1) et P(x,z+ 1) = P(z,z — 1), on obtient
que p(z) —p(x — 1) = p(x + 1) — p(x). Cela donne avec les conditions limites p(0) = 0 et
p(N) =1 que

Vo € Ey, p(z) = x/N.

I.4 Avec le méme raisonnement, on obtient que ¢(0) =1, ¢(N) =0, et pour 0 < x < N,
q(z) = P(z,z + 1)q(x + 1) + g(z,x — )p(z — 1) + P(z,2)q(x) ce qui donne a nouveau
q(z) —q(x —1) = q(x+1) — g(x) puis ¢g(x) = 1 —x/N. On a bien p(z) + ¢(x) = 1. Comme
onap(r) =Py(ron = 7§ < 00)+Py(10 = Tnv = 00) et q(z) = Po(10,y = 7o < 00) +Py(70 =
TN = 00), on en déduit

1 =Py(ron =7n < 00) + 2P, (19 = Tn = 00) + Pu(1on = 79 < 00).

Par ailleurs, © est l'union disjointe des trois événements suivants {7on = 7v < o0},
{10 =7Tn = 00} et {mon = 70 < 00}, ce qui donne

1=P,(rony =78 <00) +Pyu(19g =78 = 00) + Pu(1on = 79 < 20),

et donc P, (19 = 735 = o0) = 0.
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1.5 Soit X,, le nombre de boules noires apres n étapes et N = 30 le nombre total de
boules. On observe que X est une chaine de Markov de matrice de transition P, et que la
probabilité demandée est p(10) = 1/3.

I.6 Par la propriété de Markov, on a E[X,,1|F,] = E[X,.41|X,] = P(X,, X» +1)( X, +
1)+ P(X,, X)X+ P(X,, X,—1)(X,,—1) = X,,. Ainsi X est une martingale bornée (a va-
leurs dans Ex) et donc de carré intégrable. Son crochet est défini par [X], = 37— ¢ B[(Xgr1—
Xk)2|fk] On a

E[(Xn-i-l - Xn)2|]:n] - E[X72z+1|]:n] - 2XnE[Xn+1|]:n] + XZ
= E[X5+1|-7:n] - Xr2z

Par la propriété de Markov, E[X2 || F,] = E[X2,,|X,] = P(X,, X,, + 1)(X,, + 1)* +
P(Xp, X)) X2 + P(Xp, X — 1)(Xn — 1)2 = X2 1+ 2P(X,, X, + 1), et donc

X], =23 P(Xp, X, + 1).

L7 Soit 0 <o < N.On a [X]unm y = QEZQSO’N_l P(Xg, Xp+1). Pour k <nAmyny—1,

onal< X, <N-—1.Lafonction x € [I, N—1] — ]f[((%:ﬁ)) est une parabole qui atteint son
1

maximum en z = N/2 et son minimum en z € {1, N — 1}. On a donc P(X, X}, +1) >

lorsque k < n A 1o n — 1, et donc [X]pnz v > %n A To.n. Par le théoreme d’arrét, on a

2
Eo[Xonr w) = Ball Xl v] = FEaln A Ton].

nATo,N -

Comme X2, =
donne alors E,[m n] < N;, ce qui assure en particulier que P(7y y = 400) = 0.

I.8 Par le théoreme d’arrét, on a E,[Xuar x| = 2. On a [Xoaq | < N et, puisque

]P)(TOJV = +OO) = O, Xn/\TO,N — N1

n—-+0o
gence monotone, on en déduit que

< N2, il vient E,[n A To.n] < N73 Le théoreme de convergence monotone

ro.v=7y Presque strement. Par le théoreme de conver-

EJ} [Xn/\T()VN:I — N]P)x(TO,N - TN)-

n—-+4o0o

Cela donne a nouveau p(z) = P, (1o ny = 78) = /N.

Exercice 2 :

IT.1 (Xi,...,X,) est un vecteur gaussien de matrice de covariance diagonale, ce qui
donne I'indépendance de Xy, ..., X,,.

I1.2 Si Xo— ), a;X; est indépendante du vecteur (X7,...,X,), on a nécessairement
pour tout 1 < 5 < n,

0=E

(XQ — Z azXz> Xj] = 1—‘07]‘ - Z airi,j = PO,j - ajrj7j'
i=1 i=1
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Iy, .
Cela donne o = ﬁ Avec ce choix, on observe alors que (Xo — > " X, X1,..., X))

est un vecteur gaussien de matrice de covariance diagonale, ce qui donne l'indépendance
voulue.
I1.3 Soit X}, = Xo— >, ;X;. On a par indépendance de X|, avec (X, ..., X,),

E[Xo|(X1, ..., Xn)] = B[X((X1, ., X)) + ) oo Xy =B[X(] 4+ > aXi =) o X,

Soit ¢ : R — R une fonction test mesurable bornée. Toujours en utilisant I'indépendance
de X avec (Xq,...,X,),

Elo(Xo)|(X1, ..., X,)] = Elp(X} +Zal (X, X)) = Q/J(ZaiX)

avec ¢(x) = E[p(X{ + z)]. La variable aléatoire X|, est une gaussienne centrée de variance

X - sz Z F _2 O{ZF i aFZZ F _ ,z.
0 Z 0,0 Z 04t Z 0,0 2 T,
La loi conditionnelle de X, sachant (Xi,...,X,) est donc une gaussienne de moyenne
D i1 ?”X et de variance V.

I1.4 Par le cours, on sait que fOT h(s)dWj est la limite dans L? des sommes

2k 1

Z h W@;)T ~ Wir)

lorsque £ — +o00. Par conséquent, le vecteur X = fo 8) AW, W, Wor jo=We s oo, Wp—
Win—1yr/n) est la limite dans L? (et donc en loi) des Vecteurs X = (Sk, Wryn, Worm —
Wem, oo, Wr = We_1yr/m). Comme les vecteurs Xj, sont gaussiens, il en est de méme
pour X.

% et
I';,=0 par indépendance des accroissements. En utilisant la propriété d’isométrie, on a
Loo = fo )2ds et

Calculons sa matrice de covariance. Lorsque 1 < 4,7 < n, on a clairement I';; =

T T
Lo; =E [/ h(S)dWs/ 1(i—1)T/n§s§iT/ndWs:|
0 0

T iT/n
= / h(s)l(ifl)T/ngsgiT/nds = / h(s)ds.
0 (i—1)T/n
I1.5 L’application (z1,...,2n) — (z1,21 + @2,..., >, &;) étant bijective, la tribu

engendrée par (Wr/y, Wor/n, ..., Wr) est la méme que celle engendrée par (Wy/y,, (Waryy, —
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Wrm), .. Wp = We_1yr/m). A laide de la question I1.3, on obtient

n n iT/n
Z, = Z T (/( h(S)dS (WzT/n - W(ifl)T/")'

i=1 —1)T/n

On peut réécrire Z,, = fOT gn(8)dWy, avec g,(s) = % f(f/lr)bT/n h(u)du lorsque (i — 1)T/n <

s <iT/n. On a, par isométrie,

(Zn— /0 ' h(s)dWs)zl - /0 T(gn(s) — h(s))2ds.

Comme h est supposée continue, elle est uniformément continue sur [0, 7] par le théoréme
de Heine. Ainsi pour ¢ > 0, il existe 6 > 0 tel que pour s,t € [0,T] avec |t — s| < §, on a
|h(s) — h(t)| <e. Pour n>T/j, on a

E

iT/n
() R <2 [ Jhta) = (o)l < e
T Ji-1yr/n

et donc fOT(gn(s) — h(s))*ds < Te? ce qui prouve la convergence souhaitée. Ce résultat
est intuitif : plus on a de connaissance sur la trajectoire brownienne, mieux on connait
l'intégrale stochastique fOT h(s)dWs.

Probleme : méthode Multiscale finite element en di-
mension 1.

1 Le probleme admet une unique solution dans Hg (0, 1) par application du Lemme de
Lax-Milgram. Par ailleurs, on a, par Poincaré,

1 1
/0 DF|(u)'|? = / Fu* < Ol tom (6l 20

et comme D® est minoré par o > 0, on en déduit

C
[(w)] 20,1y < EHfHL?(o,l)-

Ceci implique (a nouveau par Poincaré) que

C/
[ 10,1y < E||f||L2(o,1)-

2 11 suffit d’intégrer 'EDP pour vérifier que —D¢(x)(u®)'(z) = F(z) + C* puis que
(puisque u°(0) = 0)

o)== [ Hrwdy-c [ Sy
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La constante C° est déterminée par le fait que u*(1) = 0 ce qui donne :
1
Ce - _ 0 %(y) dy
S
o p=(v) dy

On a vu dans le cours que (1/D?) = (1/D)(z/¢e) converge faiblement dans L?*(0,1) vers

_(fol F)(fol(l/D)) _ fl F

1 4y
Jo (1/D). On en déduit que C* converge vers [l(/D) 0

On vérifie facilement que

(0 (0) = = )+ g (Flo) + €

1 1D _
— (1) (&) + 5 (/) (F (@) + C°)

en écrivant que (D*(u®)") = (D) (u®) 4+ D*(u®)"” et en manipulant 1’expression obtenue.
On observe que , dans la limite ¢ — 0 (en utilisant & nouveau la convergence faible
dans L? des fonctions du type g(-/¢) quand € — 0, et g périodique) :

/ _dxfm)dgg
H/(ﬁl(mpfgf

Puisque f # 0 et D est non constant, on en déduit qu’il existe ¢ > 0 et g9 > 0, Ve < &,

H%mmv

| et @)+ )

2
> c.
L2

H (x/e)(F(z)+ C%)

Par conséquent, il existe ¢ > 0 et g9 > 0, Ve < g,

[ ()" || 20,1y > ¢/e.

3 On a, pour tout vy € Vg (puisque Vg C H(0,1)), a°(u®,vy) = l(vy) et a®(uy, vy) =
l(vg). On en déduit que pour tout vy € Vi, a®(u® — uj,vy) = 0 et donc

a®(u® —uy,u® —uy) = a®(u° — ufy, u” —vy).
En utilisant la coercivité de a® et Cauchy Schwarz, on a donc pour tout vy € Vy,
0" = uj g < Cllu® —vnl|

et en minisant le membre de droite sur vy € Vg, on obtient

Juf — uSy || < CHI|(u)" || 22(0.1-
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On a vu précédemment que la norme L? de (uf)” tend vers l'infini quand ¢ — 0, et donc
c’est aussi vrai pour le second membre de cette estimée.

On s’attend a de mauvais résultats dans la limite ¢ — 0, a H fixé. Cela semble naturel :
il faudrait raffiner le maillage quand £ diminue, de maniere a discrétiser correctement les
oscillations de D®.

4 11 est évident que V}; est un espace vectoriel. De plus, si on considere une fonction
v € Vg, tel que v(x;) = o pour ¢ € {1,...,N — 1}, il est clair que la fonction v est
completement déterminée car pour tout = € (z;, ;1 1) elle satisfait le probleme de Dirichlet :

- (Da(x)v’(x))/ =0, z € (z;,741)
v(x;) = a; et v(xi1) = @iy,
qui admet une unique solution. En particulier, on a
Vi = Vect(v;,1 <i < N —1) ot v; € Vg et v;(x;) = 6 5.

Les fonctions v; sont les équivalents des fonctions “chapeaux” pour les éléments finis P1.
5 Soit (ug,u’) € Vi; X Wy. On a

UH, / l)€ UH

Ti+1
= Z/ DE U/H )/
=0
N-1 Tig1
- / (D ()Y
=0

=0.

On a utilisé le fait que u°(x;) = 0 et (D*(ug)") = 0 sur (z;, Tis1)-
Pour u € H}(0,1), on note uy € V5 la fonction tel que

Noter que les valeurs de u aux points x; sont bien définis car u € Hj(0,1) C C(0,1). Par

construction u° := u—ug est dans Wy. On a donc bien u = ug+u® avec (ug,u’) € V5 x VP,
La décomposition est unique car si ug + u’ = 0 avec (ug,u’) € Vg x Wg, on a

0=a*(ug +u’,u’) = a®(u’,u’) et donc, par coercivité de a°, u® = 0, ce qui implique aussi
6 Soit v € Wg. On a

-1

Tit+1
/ ’U2 = / 1)2.
0 . xT;

=

I
o
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Par ailleurs, pour ¢ € {0,..., N — 1}, puisque v(x;) = 0,

Tit1 Tig1 T 2
/ v () d:v:/ (/ v'(y) dy) dx

i

</ < —a | j(v'>2<y> dy dz

Tit1 Ti41
<[ ema) [ Terwdd

<) [ WP dy

On en déduit

=

1

1
0 i

=) [ <we o

i) [ " W) dy

i

Il
o

7 Ce probleme admet une unique solution car c¢’est un probleme linéaire en dimension
finie, associée & une matrice carrée injective (par la coercivité de a®).

On a pour tout vy € V5 (puisque V5 C HJ(0,1)), a®(u®,vy) = l(vy) et a® (i, vy) =
[(vg). On en déduit que pour tout vy € Vi, a®(u®—a%, vy) = 0. Donc u® — a3, appartient a
'espace orthogonal (pour le produit scalaire défini par a®) a Vi, qui est Wy par la question
5.

Par définition de Wy, on en déduit que Vi € {0,..., N}, u$(x;) = u®(z;).

8 On a, dans D'(z;, r;11),

puisque u5; € V5. Cette relation est en fait vérifiée pour presque tout = € (x;, ;1) puisque
fe L*0,1).

On a donc, par intégration par parties, en utilisant le fait que ng(z;) = 0 pour tout
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i€{0,...,N},

0
<\ fllz2c0,0) 178 |22 0,1)

En utilisant (4) et la borne inférieure sur D°, on en déduit

1
a / 1) P < HI Lo | (720 20
0

et donc
H |
«Q

| (n8)' 1220,y < =11l 2200,1)-

Cette borne est nettement meilleurs que (3) car elle est indépendante de ¢.
9 Il est évident que V7, est un espace vectoriel. De plus, si on considere une fonction
v € Vi, tel que v(z;) = o; pour i € {1,..., N — 1}, il est clair que la fonction v est
completement déterminée car le probleme suivant posé sur (z;, z;1) :
Tit1

D' =0,V eV,

T

v(z;) = g et v(Tiy) = Ay,

admet une unique solution : c’est un probleme de Laplace standard avec conditions aux
limites de Dirichlet non-homogenes. En particulier, on a

Vi = Vect(v;,1 <i < N —1) onwv; € Vi, et vi(x;) = 6 5.

Les fonctions v; sont les équivalents des fonctions “chapeaux” pour les éléments finis P1.
10 Soit (ug,u’) € Vi X Wi On a a®(ug, u’) = 0 par définition de 'espace Vg .
Pour u € V},, on note uy € Vi, la fonction qui est tel que

Par construction u° := u — ug est dans Wy. On a donc bien u = uy + u° avec (ug,u’) €

Vi x VO,
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La décomposition est unique car si ug + u® = 0 avec (uy,u’) € Vizn X W, on a
0=a*(ug +u’,u’) = a®(u’,u’) et donc, par coercivité de a, u® = 0, ce qui implique aussi
ug = 0.

L’espace V}, est de dimension (1/h)—1. L’espace V7, est de dimension N—1 = (1/H)—1.
On en déduit que l'espace Wy, est de dimension (1/h) — (1/H).

11 La fonction 1y p = uj, — ufy,, est bien dans Vj,, et de plus, elle vérifie : Yoy € Vig,

a®(Nep, ve) = a®(uj, — u%,hv vp)
= a"(uj,, v) — a" (U p, Vnr)
= l(vn) — Uvn)
=0.

La fonction 7y, est donc dans 'espace orthogonal (pour le produit scalaire défini par a®)
a Vi, qui est Wy, par la question 10.

De plus, on a clairement Wy, C Wy

Ensuite, on a :

a® (N n, NEp) = a° (uj, — Ufr{,h’ NH,h)

= a“(up, Nrp)
car a®(uy p,, mun) = 0 puisque ngp € Wy et uy, € Vi,. Puis, comme ny;, € V), C
HL0,1),

a® (g, nan) = U(nmm)
= a”(u®, N p)-
Finalement, en utilisant les notations des questions 7 et 8,
a*(u”, nup) = a° (g + N, Mi,n)
= a" (N, N1 p)

car a (U, nup) = 0 puique g, € Wy et 43 € V.
On a donc
a®(Neny M) = (N, NHK)-

En utilisant les bornes sur D¢, on a donc :

allmaa)'z2 < Bll @) llz2 | 1)l 2

d’ou, par la question 8,
1nanallm < CHI|f]] 2.



393

12 Par inégalité triangulaire, on a

[u® = wpll oy < llu —ugllmony + lluh — gl o
S C 1nf Hu5 — Uh”Hl(O,l) + CHHf”L2(0,1)7
v EVY
Iinégalité ||u® — uj|| o1y < Cinfy, ey, [[u® — vpl|gr étant une conséquence des calculs de
la question 3, sur le maillage fin.
On obtient donc finalement, avec 'inégalité d’interpolation donnée dans la question 3,
et la borne obtenue a la question 2 sur ||(u®)"||z2(0,1)

lu® = w01y < Cohl|(w)"l|20,1) + CHI| f |2

h
< Cog + CH||f]| L2

Par conséquent, la méthode est précise si h < €. Une fois les fonctions de base de Wy,
calculées, on peut ainsi obtenir des résultats précis pour de nombreux seconds membres
f en résolvant des problémes de taille N? ot N = 1/H (et non pas de taille 1/h?, ce qui
serait la taille du probleme en appliquant une méthode d’éléments finis standards sur le
maillage fin).



