Examen du cours MOPSI

Quelques éléments de réponses pour la partie analyse et calcul scientifique

Exercice

1) Le seul point d’équilibre est (0,0). Le systéme linéarisé autour de ce point d’équilibre

est
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La linéarisation ne permet pas de conclure sur la stabilité de (0,0).

2) Pour « = 2, on vérifie que V est une fonction de Lyapunov. On particulier, les solutions
sont définies pour tout temps ¢ > 0, et (0,0) est un point asymptotiquement stable.

Probléme

1) C’est le probléme de Dirichlet homogene classique, pour lequel on peut construire une
solution par la formulation variationnelle : trouver u € H{(Q) tel que Yo € H{(2), [, Vu-
Vv = fQ fv. Comme f est dans L?(Q) et que € est régulier, un résultat de régularité
elliptique montre que u € H2(2). On peut donc donner un sens & J,u sur 99, comme
fonction de L?(09).

2) Le seul point est de montrer que la norme || - |- contrdle la norme L% : 3C. > 0,
Vu € HY(), [|ul|?, < Cc||ul|?. Supposons que cette propriété ne soit pas vérifiée. Alors on
peut construire une suite de fonctions u, € H'(Q) telle que |lu,|[z2 = 1 et [ju,|lc < L. La
suite u,, est bornée dans H' (et Q est un domaine borné) donc on peut supposer (quitte &
extraire une sous-suite) que u,, converge faiblement dans H' et fortement dans L? vers une
fonction u € H'(Q). Le fait que |luy||. < 2 montre que la suite u, est en fait de Cauchy
dans H', donc u,, converge fortement vers v dans H'. Or Iapplication trace est continue
donc uy|gq converge fortement vers ulso dans L?(0€2). Comme ||lup |- < 1, on en déduit
que u € Hol(Q) et que Vu = 0, donc que u = 0, ce qui est contradictoire avec le fait que
par ailleurs, |jul|;2 = 1.

Le probléme (2) est donc bien posé en utilisant le Lemme de Lax-Milgram. En intégrant
par parties, on vérifie que (2) correspond a la formulation variationnelle du probléme :

—Aut = f dans (2,
Opu® = —ufe sur ON.

3) Par intégrations par partie, on vérifie que

VUEHI(Q),aE(u,v):/fU—i—/ Opuv.
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Comme a®(u®,v) = [, fv, on obtient donc

Yo € HY(Q), a® (u — uf,v) = Opuv.
o

En prenant v = u — u® comme fonction test dans I’équation précédente, on a donc
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soit (en utilisant ’équivalence des normes H' et || - ||1, et pour € < 3/4)
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et donc u° tend vers u (en norme H') quand ¢ tend vers 0.

4) Pour toute fonction v € V4, on a
a®(up — vp, up — vp) = a*(up — u, up — vp) + a*(u — vy, up — vp)

= —/ Opu(up — vp) + a®(u — vp, up — vp)
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et donc
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En utilisant le fait que, puisque u € H?(Q), inf,, cv;, fan lu—vp| < Cinfy, cy;, lu—vp| 12 <
Ch3/2HuHH2, on en déduit que (pour £ < 1/4)

lu = unlizp ) < Cllullze (€ + h* + 13 /e).

En prenant ¢ = h%2, on a donc une convergence en norme H' en h3/4. On voit que ordre
de convergence n’est pas optimal.

5) On vérifie que cette nouvelle forme bilinéaire est continue, et ne pose plus de probléme
de consistance : a@°(u — u®,v) = 0. En reprenant les calculs précédants, l’erreur est donc en



C(u)(h? + h3/¢), et est donc optimale en prenant e proportionnel a h. Pour la coercivité
au niveau discret, on écrit : pour o > 0,
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ou C est la constante de continuité pour I’application trace au niveau discret (appliqué a
Vp = 6nuh) 1V, € Vh,
onllz200) < CY2R7Y2 ol p2 ().

En effet, en utilisant la continuité de 'application trace (continue) et une inégalité inverse,
on a : Yu, € Vp,
lonllzzomy < collonllpagey < Ch~2llenllzaqa).

En prenant o = 1/(2C) et ¢ qui est proportionnel & h et qui vérifie ¢ < h/(2C) (par
exemple e = h/(4C)), on a coercivité et convergence optimale.



