Examen du cours de Probabilités
Mardi 19 Janvier 2016 (8h30-11h30)

Polycopié et notes de cours autorisés. Téléphones, calculatrices et ordinateurs interdits.

EXERCICE 1. Soient a, b, c,0 > 0. On considere trois variables aléatoires réelles X ~ I'(a, 0),
Y ~T(b,0) et Z ~T(c,0) indépendantes. On pose

X S ¢
X+Y+2Z =~ X+Y+Z
1. Donner sans calcul les lois de S, T et U. Calculer E[T] et Var(T).

2. Calculer la loi de (S,T,U) (on donnera la densité de ce vecteur aléatoire). Indiquer, de la
fagon la plus précise possible, quelles variables aléatoires sont indépendantes.

S=X+Y+2, T=

* k x

EXERCICE 2. On appelle loi de Pareto de parametre a > 0 la loi de densité —51,>; sur R.
On suppose que X suit la loi de Pareto de parametre a et que U ~ U([0, 1]).

1. Pour quelles valeurs de « la variable X est-elle intégrable ? Calculer dans ce cas E[X]. De
méme, préciser sous quelle condition X est de carré intégrable et calculer Var(X).
2. Calculer pour z > 1, P(X > z). En déduire que X Lir-1/a,
On considére une suite (Xj)gen+ i.i.d de variables aléatoires qui suivent la loi de Pareto de
parametre . On pose Z,, = minj<p<p Xi.
3. Calculer pour z > 1, P(Z,, > z), puis donner la loi de Z,.
4. Montrer que Z,, converge en probabilité vers 1 lorsque n — +o0.

5. En utilisant la monotonie de la suite (Z,,,n > 1), montrer que Z,, converge presque siirement
vers 1 lorsque n — +oc.

6. Calculer la densité g, (y) de la variable aléatoire Y,, = n(Z, — 1). Calculer la limite de g, (y)
lorsque n — +oo. En déduire que n(Z,, — 1) converge en loi vers une loi usuelle que 1'on
précisera. Indication : pour la domination, on pourra utiliser la formule du binéme pour

montrer que g, (y) < m

7. Montrer que pour f : R — R continue bornée, E[f(Y;)] = E[f(n(U~"/" — 1))]. Retrouver la
convergence en loi obtenue a la question précédente.

* K x

EXERCICE 3. On considére (X7, X2) un vecteur gaussien centré de matrice de covariance
2
o 010 o .
= L7 L2, avec o1,00 > 0 et p € [—1,1]. On considere ¢ ~ B(1/2) une variable
pO109 op

aléatoire de Bernoulli indépendante de (X7, X3) et on définit
(Y1,Y2) = e(X1, X2) + (1 — &) (X2, X1).

1. Calculer la fonction caractéristique du vecteur (Y7, Y2).
2. Calculer I'espérance et la matrice de covariance du vecteur (Y7, Y3).

3. Donner une condition nécessaire et suffisante pour que le vecteur (Y7,Y3) soit gaussien.
* * *

EXERCICE 4. Estimation des gains/pertes de la Francaise des jeux a un tirage du LOTO(©.

On considere une suite i.i.d (Xj)ken+ de variables aléatoires de Bernoulli de parametre p €
10,1[. On note S, = >_7_; Xj. On suppose que 'on connait p et Sy, et on cherche & construire
un intervalle de confiance asymptotique & 95% pour n.



1. Donner le comportement asymptotique de S, /n et de /n(S,/n — p) lorsque n — +oc.

2. En déduire que /S, (S% - %) oL pr (0, lp;gp)

3. Construire un intervalle de confiance asymptotique a 95% pour n en fonction de S, et p.

4. Montrer que [5”_2— ”;l_p)sn, +oo[ est un intervalle de confiance asymptotique & (au moins)
97,5%, c’est a dire que pour n suffisamment grand, P(n € [SniQ— W, +o00[) > 0,975.

Apres chaque tirage, la Francaise des jeux publie sur son site internet la répartition des gains. Voici
les gains au tirage du 9 décembre 2015. Ainsi, la Francaise des jeux a reversé 3 926 642 €. On rap-

Nombre de grilles gagnantes | Gains par grille gagnante
5 bons numéros + le N°Chance | 0
5 bons numéros 0
4 bons numéros 559 1348,30 €
3 bons numéros 26267 8,40 €
2 bons numéros 351347 4,50 €
N° Chance gagnant 685619 mise de 2 € remboursée

pelle brievement les régles du jeu : chaque joueur mise 2 € et choisit sur une grille 5 numéros parmi
{1,...,49} et un numéro chance dans {1,...,10}. On note £ = {A C {1,...,49}, Card(A) = 5}.
On suppose que les n joueurs jouent de facon indépendantes et uniforme, et que le tirage des
numéros est également indépendant et suit la loi uniforme. Formellement, cela signifie que le
tirage (G, N) et les grilles des joueurs (G, Ni)1<k<n sont indépendants et suivent la méme loi

1
VAcE,ie{l,...,10}, P(G=A N =i) = ————.
¢ { } ( Z) 10)((459)

Ici G et N représentent la grille et le numéro chance tirés au sort alors que Gy, et Ny, représentent
la grille et le numéro chance choisis par le k-eme joueur.

5. Montrer que les variables aléatoires (1n,=n)1<k<n sont i.i.d. Indication : on pourra calculer
P(Niy = N) puis P(N;;, =N,...,N;, =N)pour 1 <k <mnetl<i <---<ip<n.

6. Onnote S} = > r—1 In,=n~. A laide des approximations 685619 ~ 685620, /0,9 x 685619 <
810 et 3926642 ~ 3930000, donner un intervalle de confiance a (au moins) 97,5% des
bénéfices effectués lors de ce tirage.

On s’interroge désormais sur la validité des hypotheéses du modele. On pose p; = 1/10, po =
P(Card(G1 N G) = 2) et on note S2 =>"}_, Lard(Guna)=2-

. . , . 1e 42x43x44 —4
7. Calculer py et donner une approximation numérique en utilisant que 52775 ~ 3,5 x 107",

1
8. Donner le comportement asymptotique du vecteur /n <71L (gg) — (p 1>>, puis en déduire
n

p2
le comportement asymptotique de /p1 S} <§—% — %). Indication : écrire
S2 p1St S2/n S2/n
Vit (5 - 2) = VP [ (Bl 02y S — st
Sy p Vn P M p1St/n

Donner un intervalle de confiance asymptotique a 99% pour % (cet intervalle pourra

dépendre de py et p2).

2
9. On donne \/% ~ 1072, \/%(1 —p1) +p2(1 —p2) = 0,33 et gg})gg ~ 0,5125. Calculer

numériquement l'intervalle de confiance & 99% pour %, et comparer a la vraie valeur de %.
Commenter la validité du modele. Quelle hypothese faite parait discutable ?



Corrigé
EXERCICE 1.

1.

On applique la Proposition 3.4.4. du polycopié. En remarquant que X ~I'(f,a) et Y+ Z ~
I'(0,b + ¢) sont indépendantes (de méme pour Y ~ I'(0,b) et X + Z ~ I'(f,a + ¢), On
obtient que S ~I'(a+b+¢,0), T ~ (a,b+c) et U ~ B(b,a+ c). La densité de T est donc

%t“_l(l —t)*" 119 4<1. En utilisant que T'(z + 1) = zI'(z), on a

a+b+c a+b

"Tla+b "Tla+1+0
E[T]z/ NG R T Ly — / e ey —_—
0 0

L(a)I'(b+c) e+ 1)I'(b+c)

a(a+1)
a+b+c)(a+b+c+1

De méme, on obtient E[T?] = 1 j puis

a(b+c)
(a+b+c)2(a+b+c+1)

Var(T) =

((L‘,y,Z)H(Q?—’-y—i—Z o

s wTyTe wrrs) = (8, u)

t S
d’inverse ! (s,t,u) = (st, su, s(1—(t+u))). On a [Jacy = (s, t,u)| = |det u 0
1—(t+u) —s

s2. Ainsi, pour f : R? — R mesurable bornée, on a

a—1 b—lzc—l

+c

. L’application ¢ : (R%)? — R x {((t,u) €]0,1[,t +u < 1} est un C'!-diffeomorphisme

—S

= $ y atbre? Y 2 fatyte)
s Tl = [ [ S T T e

y+z

T(a+b+¢) , 4 py o, gatbiegatbie=lo—0s
= tu) iyt =~ t 1— (¢
/1/1 7 A VP I L A A s v oy prps

Donc (S,T,U) suit une loi de densité :
9a+b+csa+b+c—1e—95

F'(la+b+c¢)

) Tlat+b+c)
t+u<1,t>0,u>0 [(a)T(b)I(c)

17T (1 = (4 u) T X 1es0

La variable aléatoire S est indépendante du couple (7, U). En revanche T' et U ne sont pas
indépendantes.

* k%

EXERCICE 2.

1.

La variable X est intégrable si, et seulement si, a > 1, et on a alors E[X] = floo sedr = 25

T-
De méme, préciser sous quelle condition X est de carré intégrable si et seulement si a > 2.

Dans ce cas, E[X?] = -5 et Var(X) = m

. Pour z > 1, ona P(X > z) = [ _%rdz = 2~ Donc la fonction de répartition de X

est F(z) =1— 2~ On en déduit F~'(u) = (1 —u)~'/?, et par la méthode d’inversion de
la fonction de répartition, X Y ~1(U) ot U suit une loi uniforme sur [0,1]. Comme U a
méme loi que 1 — U, X i y-1/a,

Pour x > 1, P(Z, > 2) =P(X; > x,...,X,, > x) =P(X; > )" = 2" par indépendance.
On reconnait la fonction de survie (definie comme un moins la fonction de répartition)
calculée a la question 2. Comme la fonction de répartition caractérise la loi, Z,, suit une loi
de Pareto de parametre n.

Pour z > 1, P(Z, > z) = 27" — 0 lorsque n — +o00. Donc Z,, converge en probabilité
vers 1.

dsdtdu



5. (Zn,m > 1) est une suite décroissante de réels et est minorée par 1, elle converge donc
pour tout w et donc presque surement. Comme la convergence presque sure implique la
convergence en probabilité, Z,, converge presque stirement vers 1.

6. Soit f: R — R une fonction bornée mesurable. On a

= [ ot )

1
_/0 U ’<1+y/n>n+1dy

On a (1 +y/n)"™ — €Y, et ainsi ¢,(y) = W
n — +oco. En utilisant la formule du bindme et y>0,ona (1+y/n)"t>1+ ”T'Hy +
n(nH) y? > 1+y+y%/2 et donc g,(y) < W qui est une fonction intégrable. Par le
theoreme de convergence dominée, E[f(Y;,)] — fo f(y)e ¥dy. ce qui prouve la convergence
en loi de Y,, vers £(1).

7. Soit f une fonction bornée continue. On a Y, lot n(U~Y/7~1) et donc E[f(Y,,)] = E[f(n(U~Y/"—
1))]. Or n(U~Y/"—1) — —log(U) p.s et par continuité de f, f(n(U~/"—1)) = f(—log(U))

p.s. Comme f est bornée, on en déduit par convergence dominée que E[f(n(U~1/" —1))] —
E[f(—log(U))]. Comme —log(U) ~ £(1), cela donne la convergence en loi de Y;, vers £(1).

1,0 converge vers e Y1,~¢ lorsque

* k%

EXERCICE 3.

1. Grace a I'indépendance entre € et X, on a pour uq, us € R,

(I)Y(Ulv u2) — E[ei(u1Y1+U2Y2)] — E[lezlei(u1X1+u2X2)] + E[lazoei(u2X1+u1Xg)]
1

E[e’i(ule-‘ruzXz)] + EE[ei(uzXl-‘rung)]

1 _:

— ¢ 2(01u1+2p0102u1ug+02u2)+

2

1

Ze2 (al u2+2p01 oouUlUY +02u1 )

2. On a par le méme argument en décomposant suivant les valeurs de £ et en utilisant
indépendance, E[Y;] = E[Y2] = 0, Var(Y1) = E[Y{] = 1(0% + 02), Var(Y2) = E[YF] =
$(0? +03), Cov(Y1,Ys) = E[V1Y5] = poyos.

A 2 — A
3. On note I' = [pa%o po;aﬂ et I' = L(I' +1I"). La premiére question donne ®y (u1,us) =
102 1

%(G_QU Tu 4 g=3u T “). D’apres la deuxiéme question, Y est un vecteur gaussien si, et seule-

ment si Py (u1,uz) = e —gulu inégalité de convexité satisfaite par la fonction exponen-

tielle assure que ceci est vrai si et seulement si u.l'u = u. Tu pour tout u € R?. Ainsi, Y est

Gaussien si, et seulement si 07 = o3.

* Kk Kk

EXERCICE 4.

1. La loi forte des grands nombres assure que S, /n converge presque sirement vers p. Le
théoreme de la limite centrale donne la convergence en loi de y/n(S,/n — p) vers une gaus-
sienne centrée de variance p(1 — p).

2. On éarit VS, (&~ 1) = VS0 — Su/n) = 1, /E/nlp = Su/n). Comme L [&

P
converge p.s. vers p~%/? et \/n(p — S, /n) converge en loi vers N'(0, p(1 — p)), le théoreme de

Slutsky assure la convergence en loi de (l1 /5 V/n(p—Sn/n)) vers (p=3/2, N(0,p(1—p))). Le

produit étant continu, il en découle que /.S <Sl — %) converge en loi vers N'(0, (1—p)/p?).

4



. Construire un intervalle de confiance asymptotique & 95% pour n en fonction de S, et p.
loi /T=p
Lorsque n est grand, /.S, (S—T; p) 2 YL@ ot G ~ N(0,1). On obtient donc que

n V ]-_ n n 1— n

est un intervalle de confiance asymptotique a 95% pour n.

. On a P(G € [-1,96,+00[) =~ 0,975 donc [Sp” - 1,96v(1?)5",+oo[ est un intervalle de

Sn—24/(1-p)Sn
=5

confiance asymptotique a 97,5% pour n. Comme 1,96 < 2, on en déduit que , oo

est également un intervalle de confiance asymptotique & 97,5% pour n.

. Les v.a. 1y, —n sont des variable de Bernoulli de parametre P(N, = N) = 100 Zl =1 L= ]} =

10
10 OnaP(N; =N,...,N; =N) = 10k+1 Z Gi91 e =1 L —j. gw=i = 10k+1 Yo l= 10k =
P(N;; =N) x--- X P(Nk = N), ce qui prouve l'indépendance des événements {Nk =N},

1 <k <n et donc des variables aléatoires.

. Gréace a la question 4 et en utilisant les approximations, [6840000, +o0o| est un intervalle de
confiance & 97,5% pour n. Ainsi, le bénéfice réalisé est supérieur & 2 x 6840000 — 3930000 =
9750000 euros, avec probabilité 97.5%.

: Onapg:P(Card(GkﬂG):2):ﬁ(g) X () = 55 x 10 x 42484 7 5 1072,
5

. On note que 1y, =N et 1oara(a,na)=2 sont indépendantes. Le théoréme de la limite centrale

B _
assure que y/n (le (gg) — <g;)> converge en loi vers N (07 < 181(1 p1) 22(1 ) ))

On utilise alors ’écriture

Vs (G - ) < VIS g (Saln 2 S g gt

Sl py Vn D1 P1 p1SL/n

\/P15%

2
La loi forte des grands nombres assure que N VLN % presque surement. Le
1

p1SL/n
théoréme de Slutsky et la continuité des opérations assure que \/p1S} (g—i — %f) converge
en loi vers N/ (O pa(1 —po) + p3t pl ) Donc l'intervalle
52 958 \/pz(l — p2) + P 1;f1 52 2,58 \/p2(1 —p2) —i—pg%
=7 T+
S% P15} =5 VP1S}
est un intervalle de confiance asymptotique & 99% pour %.

. L’intervalle de confiance & 99% pour gf est [0,5092;0,5158], et la vraie valeur p—; ~ 0,7 est
trés nettement en dehors de l'intervalle de confiance. Cela tend a indiquer que le modele
utilisé n’est pas tout a fait réaliste. En particulier, I’hypothese faite sur le caractere uniforme
des grilles choisies par les joueurs est tres discutable et n’est pas vérifiée en pratique.



