Examen du cours de Probabilités
Mardi 16 Janvier 2018 (8h30-11h30)

Polycopié et notes de cours autorisés. Téléphones, calculatrices et ordinateurs interdits.

Baréme indicatif. L’ensemble de I’examen sera noté sur une trentaine de points, et les points se-
ront approximativement répartis de la fagon suivante : 1/5 pour 'exercice 1, 3/10 pour I’exercice 2
et 1/2 pour le probleme. Il n’est donc pas nécessaire de tout faire pour avoir la note maximale.

EXERCICE 1. Soient Uy, Us; deux variables aléatoires indépendantes de loi uniforme sur [0, 1].
On pose X1 = 1/Uy et Xo = 1/(U1Us).

1. Calculer la densité de la loi de X7.
2. Pour quels réels a a~t-on E[|X1]%] < 400 ? E[| X2|%] < +00?

3. Calculer la loi de (X7, X2) et montrer qu’elle admet une densité que l'on précisera. Les
variables aléatoires X7 et X9 sont-elles indépendantes ?

4. On considere maintenant Uy,...,U,, n variables aléatoires indépendantes uniformes sur
[0,1] et X} = Hle U; ! pour 1 < k < n. Calculer la loi de (X1,...,X,).
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EXERCICE 2. Soit a > 0. Soit (U,),>1 une suite i.i.d. de loi uniforme sur [0, 1].

1. Calculer la fonction de répartition de la loi S(a, 1). Montrer que U1 ~ B(a,1).

2. En déduire une méthode de rejet qui permet de simuler la loi 5(a, b) pour b > 1, & partir de
la suite (Up)n>1 et d’une autre suite (Vj,)p>1 i.i.d. de loi uniforme sur [0, 1], indépendante
de (Un)nZI .

On souhaite calculer I = fol %gp(x)dm avec p(z) = v/1+ x par méthode de Monte-Carlo. On
propose les deux estimateurs suivants

2280 U2 90

3. Dire si I} et I2 convergent vers I et en quel sens.

4. La variable ¢(U?) est elle de carré intégrable? Et so\(ﬁ) ? Faut il préférer I! ou I2 pour
approcher 7?7

5. Montrer que Var(2p(U?)) < 4f (p(x)—1)2 2fdzv puis que Var(2p(U?)) < (Indication'
majorer |¢'(z)| pour z € [0,1]). En déduire un intervalle de confiance asymptothue a 95%
pour I en fonction de I!.

6. Montrer que Var(2[p(U?) — U?/2]) < 4f01(<p(ac) —1—12/2)? fd$ puis majorer cette
variance en utilisant que |¢”(z)| < 1/4 pour z € [0, 1].

7. On pose J, = %Z?:l UZ-Q. Donner le comportement asymptotique de I} — J, + 1/3, puis
construire un intervalle de confiance & 95% pour I en fonction de I} et .J,,. Comparer la
largeur de cet intervalle de confiance avec celle de Iintervalle obtenu uniquement avec I!.
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PROBLEME. (RESULTATS IDENTIQUES A UNE ELECTION)

Dans ce probleme, nous cherchons a estimer la probabilité pour qu’a une méme élection, on
puisse observer deux fois le méme score dans deux villes (ou deux régions) différentes. Les scores
publiés sont donnés en pourcentage et arrondis avec deux chiffres apres la virgule, c’est a dire en
arrondissant & ¢y = 10~ pres.

Premiére partie : scrutin a 2 choix

On commence par considérer le cas d’un scrutin a deux issues (référendum ou 2eéme tour de
I’élection présidentielle en France), et on note (X;)1<i<n et (Yi)1<i<m les votes des électeurs dans
chacune des zones. On suppose que ces votes sont indépendants, que X; suit la loi de Bernoulli
de parametre p €]0,1], et que Y; suit la loi de Bernoulli de parameétre ¢ €]0,p]. On suppose
également que le nombre de votants dans chaque zone est de méme ordre de grandeur, si bien
qu’on prendra m = |an]| (i.e. le plus grand entier inférieur ou égal a an) avec a > 0. Enfin, on
pose X,, = %Z?:l X, et Y, = % >, Y;. Dans ce cas, on majorera la probabilité d’avoir deux
scores identiques par P(|X,, — Yo | < €0), avec e = 1074,

1. Donner le comportement asymptotique lorsque n — +o0o de (X,,),>1 et (YLan In>1-

2. Donner le comportement asymptotique de v/n(X, — p) puis de \/H(YL(M | —q)

3. Montrer que %(Xn — Y|an| + ¢ — p) converge en loi vers N(0,1).

p(1—p

= = loi
4. On suppose p = q et que n est assez grand pour supposer que WW(X,L—YLMJ) ~

N(0,1). Montrer que

I 2 [VropaFTa© _ o n
]P’(’Xn _Yl_an” < 60) ~ \/;/0 pi=p e % /de < \/p(l _p) )60.

(1+1/x

Donner un majorant de la probabilité pour que deux villes de 500000 habitants obtiennent
le méme score lorsque p = 1/2.

~ _ 1 —x2/2
5. Pour G ~ N(0,1), montrer que pour z < —1, P(G < z) < NoT /e,

— o — __n__ (Y _
On suppose A = p—q—¢€p > 0 et que n est assez grand pour supposer AP+ I9) (Xn

_ loi .
Yian| +¢—p) = N(0,1) et pour avoir A /an(l_q) > 1. Montrer que

_ _ 1 2A2n
P(X,, = Y|an <€) < exp| —— | .
( lan| < €0) Nors p< 1+i)

On suppose A = 0.01. Donner un majorant de la probabilité pour que deux villes de 500000
habitants obtiennent le méme score et commenter.

Deuxiéme partie : scrutin a d choix, d > 2

6. On considere Gy,...,G4 ~ N(0,1) indépendantes si bien que G ~ Ny(0, ;). Donner la
densité du vecteur G.

7. On considere I' une matrice carrée symétrique définie positive de dimension d, et C une
matrice carrée telle que CCT =T (CT désigne la matrice transposée de C). On rappelle

que CG ~ Ny(0,T). Calculer fr(z),z € R? la densité de Ny(0,T"). Vérifier que fr(0) =
1

ma, s fr(@) = G



On suppose désormais que les votes (X;)i<i<n €t (Yi)i<i<m sont des variables aléatoires a
valeurs dans {1,...,d}. Les votes sont toujours supposés indépendants, et on suppose qu’ils ont
méme loi : on note pour k € {1,...,d}, pr = P(X; = k) =P(Y; = k) > 0. On pose également

. 1 n . 1 m
=) Ly G = vy
=1 i=1

Ainsi, p, p" et ¢" sont des vecteurs de R,
8. Calculer 'Y, 1a matrice de covariance de (1x,1,...,1x,=4). Est-elle inversible ?
On admettra par la suite que det(I'~1) = szl pr >0, ot 741 = (Ffj)lgi,jgd,l.
9. Donner le comportement asymptotique de v/n(p" — p) puis de /n(¢l*™ — p). En déduire

que /n(p" — §L*™) converge en loi vers un vecteur gaussien X centré dont on précisera la
matrice de covariance & I’aide de I'?.

, . N N d—1
10. En déduire que pour n grand, P(maxyer,.. gy [Py — gi| < €0) < (27r(1+1/ivz)g)(;;/j))/2\/l_[ﬁ_1pk'
11. Lors d’un dépouillement d’une élection a 6 candidats, sont publiés les mémes scores apres
avoir dépouillé un million de bulletins, puis apres avoir dépouillé un million et 250000 bulle-
tins '. On suppose que 10°7? ngl pr > 1 (ce qui est le cas notamment si p;, = 1/6). Donner
un majorant de la probabilité d'un tel événement (on utilisera 7%/ > 5). Commenter.

1. Un événement de ce type s’est produit lors d’une primaire a 1’élection présidentielle frangaise de 2017, avec
ces ordres de grandeur.



Corrigé
EXERCICE 1.

1. Soit f : R — R bornée mesurable. On a E[ (1/Uy)] fo (1/u)du = +°° f(v)v%dv, et
donc X7 = 1/U; suit la loi de densité 1U>1 -z par le théoreme de la fonctlon muette.

2. E[|X1]%] f1+°° a2dy < +o0 <= « < 1. Comme U et Us sont indépendantes et de
méme loi, E[|X2|*] = E[|X1]%]? < 00 <= a < 1.

3. Soit f: R? — R une fonction bornée mesurable. On a par indépendance de U; et Us
E[f(X1, X2)] = E[f(1/U1,1/(U1U2))]

_ /01 /Olf(l/ul,l/(uluQ))dmdm
= /01 (/01 f(1/ug, 1/(u1u2))du1) dug (Fubini)

1 400 1
_/ < f(vl,vl/ug)qﬁdm) d’U,Q (Ul = 1/U1, u9 ﬁXé)
0 1 1

+o0 1 1
:/ </ f(U1>U1/U2)dU2> —dvy  (Fubini)
1 0 v?

+o0 +o00 o 1
:/ (/ 1v1<v2f(1)1,1)2)2d112> f2d2)1 (1)2 = 1)1/’U,2, (%1 ﬁXé)
1 1 %) v

1

Ainsi, (X7, X2) suit la loi de densité 11<”1<”2v1%' Cette densité ne se met pas sous forme
2
produit : X7 et X5 ne sont pas indépendantes.

4. Onposep:)0,1["= {x e R": 1 <z < --- < x,} définie par p(u1,...,up) = (1/ug,. .. ,HZZI 1/ug).
C’est un C'-difféomorphisme entre deux ouverts, de réciproque

4,071(3;1, coyp) = (1/z1, 21 /22, o X1 /X))

La matrice Jacobienne s’écrit,

[(—1/22 0 0 . 0 ]
1/ze —m1 /23 0 . 0
Jac(pN(z)=| 0 /zs —m9/2% ... 0 ’
| 0 0 1/xy, —xn_l/x%_
et la valeur absolue du déterminant est donc 1/(x1 ...z, _122). Pour f : R® — R mesurable

bornée, on a donc

E[f(X1, ..., Xn)] :/]01[n Flo(un,. .. up))duy . . . dun

1
flz1,. ., 2n )Md ..dzy,.
Z1...Tp-1T5

Ainsi, (X1,...,X,) suit la loi de densité —L=fi=w<tn}

Tl Tp—172
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EXERCICE 2.

1. Laloi 3(a, 1) est la loi de densité az® '1g<,<1. Sa fonction de répartition vaut donc F(z) =
xz® pour z € [0,1]. Pour z € [0, 1], IF’(Ull/a <z)=PU; <z%) =2a*: Ull/a a la méme fonction
de répartition et donc la méme loi que B(a,1).

2. Soit p(z) = Llath) 22711 — 2)"1gcp<; la densité de la loi B(a,b). Pour b > 1, on a

I'(a)I'(b)
a (1 —2)" 1 <1 et donc p(z) < kq(z), ou ¢(z) est la densité de la loi B(a,1) et k =
Féa;— b()b) (l;fl—’)_b)(b) On peut alors utiliser la méthode de rejet vue en cours : en posant

=inf{i >1: kVZq(Ul/a) <p(, l/a)} on obtient que U/ 1/ guit la loi B(a b).

3. Par la question 1, U? suit la loi de densité 1 5T > 1p<z<1. Onadonc E[p fo :): idy =
1/2 < 0. Par la 101 forte des grand nombres on en déduit que I} converge presque surement
vers I. De la méme fagon I2 converge presque stirement vers 1.

4. On a E[p fo s ~idy = f01 ;yﬁdaz < 00, et p(U?) est de carré intégrable. En

revanche, IE[ (Ul) JUL = fol 2y = +00, et p(Ur)/+/Up nest pas de carré intégrable. On
peut donc appliquer le théoréme de la limite centrale pour I}, mais pas pour I2. Ainsi, on
pourra construire des intervalles de confiance pour I avec une précision en O(1/y/n) avec
I} et on préferera cet estimateur.

5. On a Var(2p(U?)) = 4Var(cp(U12) —1) < 4E[(p(U})—1)%] =4 fol(go(a:) — 1)2ﬁdaz. Comme

g(lx)d: 3(1+z)72, ona ¢/ (z)] < 5 pour z € [0,1] puis (¢(z) —1)* = (p(x) — ¢(0))? < 2?

e 1
Var(2¢(U?)) < / 2?2 de = =
2 Jo 5

L’intervalle [I} — 3/%,[% \1/%

] est donc un intervalle de confiance asymptotique a 95%
pour 1.
6. On a Var(2[p(U?) — U/2]) = 4Var(p(U?) — 1 — U2/2) < 4E[(o(U7) — 1 - U}/2)?] =
4f01(g0(a;) -1- x/Z)Qﬁd:c. Comme ¢"(z) = —1(1+ )72, on a |¢"(z)| < 1/4 pour
€ [0,1], et donc (p(z) — 14 2/2)* = (p(z) — ¢(0) — ¢'(0)z)* < &a! par Dinégalité de
Taylor. On en déduit

~— ~—

1! 1 1
Ap(UH) +UZ/2) < — | 27da = = .
Var(2[p(Uy) + Ui /2]) < 32/0 x'%dx %16 = 122
7. Par la loi forte des grands nombres, J,, converge presque strement vers E[U?] = 1/3, et

donc I} — J, + 1/3 converge presque siirement vers I. Ainsi, on obtient que [I} — J, +

1/ 112?, I' —J,+1/3+ 112\9?] est un intervalle de confiance asymptotique a 95% pour I.

La largeur de l'intervalle de confiance a été diminuée par un facteur multiplicatif /5/144.
Ainsi, pour une méme précision, il faut % = 28,8 fois plus de tirages avec I'estimateur
Monte-Carlo naif qu’avec celui avec réduction de variance.
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. Par la loi forte des grands nombres, X,, converge p.s. vers p et Y\_an | converge p.s. Vers ¢.

. En utilisant le théoreme de la limite centrale, V1(X,, —p) converge en loi vers N'(0, p(1—p))
lorsque n — +o00. De méme, /[ an](Y|an| — ¢) converge en loi vers N'(0,¢(1 — ¢)) et donc

V(Y an| — q) converge en loi vers N'(0,¢(1 — q)/c), puisque \/n/|an] — /1/a.

. Soit u € R. On note respectivement ®:X (u), ®Y (u) et ®,,(u) les fonctions caractéristiques
de /n(Xy —p), vVn(Yjan —q) et /WM(X Yan + g —p). D’apres la question
précédente, on a X (u) it exp(—p(1 — p)u?/2) et ®Y (u) = exp(—4(1 — q)u?/2).

Par indépendance de X, et YLan |, ona

D, ( x dY

\/pl— e(l—9q) ' \/pl— (1 —q)
b1 - o o Ha—gw N
niooeXp<‘2<p<1—p>+g(l—q»)exP( 2<p<1—p>+a<1—q>>>— p(~u/2),

ce qui prouve la convergence voulue.

. Lorsque p = ¢, on a

n

o - _ n
Xn—Y anl < <= Xn—Yan +9— <
| lan]| < €0 '\/p(l )( lan] T4 p)‘ 60\/p(1— )

—-p)+L(l—gq p)(1+1/a)’

«

ce qui donne le résultat en utilisant l’approxirflatiog par la loi normale,e_ZZ/ 2<let2<m.
Pour n = 500000, o = 1 et p=1/2, on a P(|X;, — Y|an| < €0) < V216 =0, 1.

. Onapourz<—1,PG<z)=["_ \/—? eV 2dy < I ie_”Z/de = \/%6_4‘2/2.

On utilise maintenant que

n = n

XY on < €0 = X=Y ani+q—p) < —A .
e = (e L T e e (i

Ainsi, en utilisant ’approximation gaussienne, A

m > 1 et la majoration

précédente, on obtient

1 ox (_ AZn >
Vor P\ T 2p(i—p)+ L1 —q)])

Enfin, il est facile de vérifier que le terme de droite est maximal pour p = ¢ = 1/2, ce qui
donne la majoration annoncée.

Pour A = 0.01, on a alors p = 0,50505 et ¢ = 0,49495. Pour n = 500000, o = 1, on a
P(|X,, — YLomJ‘ <) <P(X, — YLanj < ¢) < \/%6*50. Cette probabilité est extrémement
petite ! Méme pour une différence de probabilité relativement faible (ici 0.0101) on voit qu’il
est impossible statistiquement d’observer le méme score des que les populations ont un vote
non homogene.

P(Xn — ?l_omj S 60) S

6. Parindépendance, la densité de G est le produit des densités : p(x) = W exp <—% 2?21 xf) .



7. Lamatrice C' est nécessairement inversible puisque det(C)? = det(C) det(C'T) = det(T") > 0.
L’application z — Cz est un C''-difféomorphisme de R%. Comme il s’agit d’une application
linéaire, le Jacobien est constant et vaut det(C). On note pour x,y € R%, z -y = Zle T3l
et |z]|2 =z - 2. Pour f:R? — R bornée mesurable, on a donc

Blfce) = [ f(cgc)(%l)d/2 exp (—;qug) doy .. dvg

1 1
= [0 s oo (50 w8

1 1 _
= [0 G o (g )

Ainsi, la densité de Ny(0,T) est ———2——exp (—%y (F_ly)) et elle est majorée par

(2m)d/2 /det(T)
— 1 puisque ! est symétrique définie positive.
(2m)d/2/det(T)
8. On a Var(1lx,—x) = pr(1 —px) et Cov(1x,—k,1x,—¢) = —prp¢ pour k # £. Ainsi, on a Ffj =

1,—;jp;—pip;. Cette matrice n’est pas inversible puisque 0 = Var(1) = Var <Zi:1 1X1:k> =

14-T9,, ol 14 est le vecteur dont les coordonnées sont toutes égales a 1.

Pour le calcul admis de det(I'%1), on remarque que 14! = A—pp" ot A = diag(p1, ..., pi_1)
est une matrice diagonale et p € R4 est le vecteur des probabilités. Il est facile de

voir que pour z € R det(ly_; —xx') = 1 — ||z||3. En effet, I;_; — zx' est une

matrice symétrique qui a pour vecteurs propres z avec pour valeur propre 1 — ||z||3, et

une base orthonormée de Vect(x)- avec pour valeur propre 1. Ainsi, det(A — pp') =

~1 —1 _ _
det(A)det(Ily = VA p(VA " p)T) = (1= X5 p) TTS pi = T, 2
9. On utilise cette fois ci le TCL multidimensionnel : \/n(p" —p) converge en loi vers Ny(0,T'9),

de méme que /[an](Gle™ — p), ce qui assure que /n(Gl®™ — p) converge en loi vers
N4(0,T%/q). Ensuite, grace a I'indépendance entre les suites (X;) et (Y;), P /mpn—gleny(u) =
P /rpr—p) (WP smglans _p)(—u), ce qui assure la convergence en loi de /n(p" — glend) vers
Ny(0,T41 + 1/a)).

10. Grace au résultat précédent, les d — 1 premieres coordonnées de Vn(ph — (jLO‘"J) convergent
en loi vers Ny_1(0,T9 1 (1 + 1/a)). Pour n grand, on fait 'approximation gaussienne, et on
a

P( max [py — gi| < €o)

ke{l,...d}
<P( max it — G2 < ey) =P( max Bt — 6 < ea/m
B (k6{17-~-7d—1} Pi; = Gkl < o) (ke{l,...,d—l} Vilpk = il < cov/n)

/ 1
eovmeoV=t (27) (@172, [det((1 + 1/a

< (2c0y/n)!

" @r(1+1/a) 02T gy

~
~

)f‘dfl) exp <;y . (((1 + 1/a)f‘d—1)—1y)> dy1 o dyd_l




11. On a d = 6, n = 1000000, o = 1/4. La probabilité d’avoir le méme score est donc majorée

(2/10)° < (2/10)
(10m)5/2\ /T _ o (m)3/2
plus que nous sommes ici dans ’hypothése d’un vote homogene.

< 6,4x107°. C’est un événement trés peu probable ! D’autant

ar



