Examen du cours de Probabilités
Mardi 16 Janvier 2024 (8h45-11h45)

Polycopié et notes de cours autorisés. Tout objet électronique est interdit.

Baréme indicatif. L’ensemble de ’examen sera noté sur un baréme entre 25 et 30 points, et les points
seront approximativement répartis de la fagon suivante : 40% pour le premier exercice et 30% pour les
deux autres. Il n’est donc pas nécessaire de tout faire pour avoir 20.

* k x

EXERCICE 1. On considére une suite (X;);>1 i.i.d. avec X; ~ U([0,0]) de parametre § > 0 inconnu.
Pour u € R*, On cherche & approcher ¢(u) = E[e*X1] & I'aide des n premiéres valeurs de la suite. On
se propose de comparer les deux approximations suivantes :

n uby,

1 ~ evn — 1 L2
on(u) = — e"Xi ot dp(u) = ———— avec 0, = — X;.
)= 3 ) = S e 6, = 23 x

1. Calculer ¢(u) explicitement.

2. Donner le comportement asymptotique de ¢, (u) lorsque n — +oc.

3. Montrer que \/n(¢,(u) — ¢(u)) converge en loi vers N (0, o(u,8)?) ot o(u,d)? est une fonction &
préciser.
4. Construire a I'aide de ¢, (u) et ¢,(2u) une suite convergeant presque siirement vers o(u,6)2.

Donner un intervalle de confiance asymptotique de niveau 95% pour ¢(u) s’exprimant avec ces
deux quantités.

5. Quelle loi suit la variable aléatoire 2X7 7 Donner le comportement asymptotique de én, puis celui

de /n(6,, — 0) lorsque n — 4o0.

6. Dans cette question, on utilise la factorisation suivante

~ 1 wf ) (b — w o
Vi(n(u) = 6(u) = o x Vi (0e( 00 — 1) 4 (e~ 1)(0 =)

(a) Montrer que \/ﬁ[e“(é”_e) — 1 — u(f, — )] converge en loi vers 0.
(b) En déduire que pour n — +00, v/n(¢n(u) — ¢(u)) converge en loi vers N(0,6(u,6)2) et
expliciter la valeur de (u,#).
7. Construire a I'aide de cette convergence un intervalle de confiance asymptotique de niveau 95%
centré en ¢, (u) a l'aide de 6(u, 6,,)
8. On admet que
n(x) = 3x(e® — 1) — 6(e% — 1) — 2(1 + ze” — &%)?

est telle que n(x) > 0 pour z < 0 et n(z) < 0 pour x > 0. Comparer les fonctions o(u,#)? et
5 (u,0)?. Dire, selon les valeurs de u, lequel des deux estimateurs est asymptotiquement le plus
précis.

9. Dans un probléme corrigé du manuel, on montre que ,, = maxi<;<, X; converge presque siirement
vers 0 et que % (6 — 6,) converge en loi vers £(1). On admettra ce résultat.



(a) Montrer que (n/6,) x (6 — 6,) converge en loi vers £(1). Puis construire un intervalle de
confiance & 95% pour 0 a l'aide de 6,, (On donne P(E < 3) ~ 0.95 pour E ~ £(1)).

(b) Vérifier que pour u > 0 fixé, 6 — ef; L est croissante sur # > 0. En déduire un intervalle

de confiance asymptotique de niveau 95% pour ¢(u) construit & I’aide de 6,,. Cet intervalle
est-il plus précis que les autres ?
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EXERCICE 2. Soient X7, Xo, X3 ~ N(0,1) trois variables aléatoires indépendantes. On définit

X1 P X+ X3
VX r X2+ X2 T XP+ X3+ X3

1. Donner sans calcul les lois de X2 et de X7 + X3. En déduire la loi du couple (Z2, Z3).

Zy = Zs= X2+ X3+ X2.

2.2
x1 T1+x5

2. Montrer que ©(x1,x2,23) = 2 + 22 + 22) est un C'-difféomorphisme de
q QD( 1,42, 3) (W71§+x§+x§7 1 2 3) p

R x R% x R% dans un ensemble a préciser, et calculer oL,

3. Calculer la loi de (71, Z3, Z3) (remarquer que ¢(x1,+x2, +x3) = @(x1,x2,x3) pour utiliser la
question précédente). Discuter de I'indépendance des variables aléatoires Z1, Z5 et Z3. Retrouver
la loi du couple (Z2, Z3).
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EXERCICE 3. SUR UN THEOREME DE SCHUR
On considere T, T2 € S:{ (R) deux matrices symétriques positives. Soient G1,...,GL, G2, ..., Gfl ~
N(0,1) indépendantes.
1. Expliquer comment construire une matrice carrée A' telle que A'(ANH)T =T'!. (On pourra diago-
naliser I'! et prendre A! symétrique.)

2. On note G! le vecteur aléatoire de dimension d de coordonnées Gi ce G}l. Quelle est la loi du
vecteur X' = A'G1?

3. On construit de la méme fagon X2 = A2G?, et on définit le vecteur aléatoire Z par Z; = X} X?.

Calculer la matrice de covariance de Z.
4. En déduire que la matrice symétrique (lejr?j)lgi,jgd est positive (théoreme de Schur).
5. Montrer que si (I'} 'F%j)lgi,jgd n’est pas définie positive, il existe o € R%\ {0},

Z7J
d
P (Z i XiX? = 0) =1.
i=1
6. On suppose désormais I'' et I'? définie positive. Dans ce cas A' et A? sont des matrices inversibles.

(a) Donner la densité de G puis celle de X*. (On pourra utiliser le changement de variable
y = Alz.) Vérifier que la densité de (X', X2) est strictement positive sur R? x RY.

(b) En déduire que (T'; ;T7;)1<ij<a est définie positive.



Correction

EXERCICE 1.

1. On a ¢(u fe “xldm—%.

2. Comme e“X ! est intégrable, on peut appliquer la loi forte des grands nombres et obtenir que ¢, (u)
converge p.s. vers ¢(u).

3. On a Var(e"X1) = E[e?*X1] — E[e“X1]? = ¢(2u) — ¢(u)?. En utilisant le théoréme de la limite
centrale (E[e?"X1] < 00), il vient que v/n (¢, (u) — ¢(u)) converge en loi vers N'(0, ¢(2u) — d(u)?).

4. En utilisant les deux questions précédentes, ¢, (2u) — ¢,(u)? converge p.s. vers Var(e®X1). Il
s’agit d’une variable aléatoire constante, et en utilisant le théoreme de Slutsky, il vient que

W (¢pn(u) — ¢(u)) converge en loi vers N'(0,1). Il vient que

l% 196\/¢an M@ H%Wn %()]

est un intervalle de confiance asymptotique de niveau 95% pour gb( ).

5. Pour f : R — R bornée mesurable, E[f(2X)] fo = 029']0(.73)%6&6. La variable
aléatoire 2X; suit donc une loi uniforme Z/I (0, 29) par le theoreme de la fonction muette. Cette
loi est intégrable, et par la loi forte des grands nombres, 6, converge presque sirement vers

E[2X;] = 6. La variable aléatoire 2X; est de carré intégrable, et par le théoréeme de la limite
(20 2
centrale, \/n(f, — 0) converge en loi vers N (0, 12) ) =N(0,%).
6. (a) On sait que e® —1—z = ze(x) avec e(z) =40 0. Il vient que /n(e*@=9 —1 (4, —6)) =

(B, — 0)e(u(f, — 0)). Nous savons que /n(f, — 0) converge en loi vers N(0, ) et
ue(u(f, — 0)) converge p.s. vers 0. Par le théoréme de Slutsky, v/n(e" u(@n=6) _p _ w(f, —0))
converge en loi vers 0.

(b) On s’intéresse a la convergence de

1 R R i uf 1— uf .
A, = x \/n (eeu%(en —0)+ (e —1)(6 — en)) _uwe T o b, —6).
w60, ubo,,
Le premier facteur converge p.s. vers %0%_61“9 tandis que le second converge vers en loi

u U 2
vers N (0, ) On en déduit que A, converge en loi vers N (0, % (W) ) D’apres

la question précédente \/ﬁ(qAﬁn(u) — ¢(u)) — A, converge en loi vers 0, et par le théoréme

~ " wo\ 2
de Slutsky, il vient que /n(¢p(u) — ¢(u)) converge en loi vers N <O, 3 (W) ), ie.

2
N 2 1 0 u9+1_ uf
o(u,0)* = 3 <%> .
7. La fonction &(u, #)? est continue en 6, donc & (u, én)Q converge p.s. vers & (u, #)2. Par le théoreme

de Slutsky, /m(&l(u) — ¢(u)) converge p.s. vers N'(0,1). On en déduit que

én(u) — 1,96

est un intervalle de confinace asymptotique de niveau 95% pour ¢(u).



8. On a o(u,0)? = ¢(2u) — ¢(u)? = Ou( 1) =2 1) o done

202u?
2 _ n(0u)
66%2u?

o(u,0)* — &(u,0)

En utilisant le résultat admis, o(u,6)? > & (u, 6)? pour u < 0 et o(u,0)? < 6(u,0)? pour u > 0.
Ainsi, Pestimateur ¢, (u) est plus précis que ¢, (u) pour u > 0 (intervalle de confiance plus étroit)
et moins précis pour u < 0.

9. (a) On applique & nouveau le théoreme de Slustky car éniconverge p.s. vers 6 (variable aléatoire

constante). Pour n suffisamment grand, on a P(z-(0—0,) < 3) ~ 2 et donc 0 € [0, 0,(1+ 3/n)]

avec niveau de confiance 95%.

(b) En dérivant par rapport a 6, on obtient W. La fonction x — 1 4+ xe* — e® a pour
dérivée xe® > 0 pour = > 0 et vaut 0 en O : elle est donc positive. En utilisant la question
précédente, il vient que

euG -1 . €U§n -1 euén(l—‘rfﬂ/n) 1

uf ubp, 7 ubn(1+3/n)

avec niveau de confiance 95% lorsque n — oo. Cet intervalle est a préférer car sa largeur est
d’ordre 1/n alors que les autres intervalles de confiances ont une largeur d’ordre 1/4/n.
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EXERCICE 2.

1. Comme X3 ~ N(0,1), X3 suit la loi du x?(1) = I'(1/2,1/2), de méme que X7 et X3. Par
indépendance de X; et Xy, et en utilsant un résultat du cours (Proposition 3.4.4), il vient que
X? + X3 ~ I'(1,1/2). Comme X% + X3 est indépendante de X3, il vient en utilisant ce méme
résultat que Zs est indépendante de Z3 avec Zs ~ 5(1,1/2) et Zs ~T1'(3/2,1/2).

2. Soit (w1, x2,23) € R X R x RY et 2 = ¢(x). Il vient
2, .2 2., .2 2
T1 = 2123, 7] + x5 = 2023, X7 + x5 + T3 = 23,
puis
T = 21\/23, T3 = 23(20 — 23), 25 = 23(1 — 29).

En particulier, 27 < 20 < 1 et 23 > 0 donc (R x R%. x R%Y) C D, ot D = {(z1,22,23) €

| — LI[xRY x R 22 < 20 < 1} On a ¢ (21, 22, 23) = (21/23, v/ 23(22 — 27), \/23(1 — 22)) et
o YD) C R x R% x R ce qui prouve que @~ ! est une bijection de R x R*% x R% dans D. De

plus, ¢ et ¢! sont clairement C'! sur leurs domaines.
3. Soit f: R?® — R mesurable bornée. Par indépendance de X, X» et X3, il vient :
1 _ef+ed+ed
Elf(Z1, 22, Z3)] = | [f(o(@1,22,23)) s —=575€ 2 daidzadas
R3 (271') /

1 ef+ad+ad

:4/ flo(x1,22,23)) ——=75€ 2 3dx1d:v2dx3.
RxR* xR% (ol ))(27r)3/2



On effectue le changement de variable et calcule

el 0 2\Z/15

2
2123 22—2)

Jac(¢*1)(31’22,23) = det _\/23(227,2%) 2\/2’3 zz 27) 2\/23(22 E)

_22

2\/7;3(1 z2)  24/z3(1—22)
23(1 — 22) + 23(22 — 23) 2123 2123
4231/(1 — 29) (22 — 27) V723(ze — 23) 4231 — 22
Ner Ve

— a2 2y = .
N CEr Y (T e

= V3

I vient
1 723 \/ %3
Elf(Z1,22,23) =4 dz1dzod
[f(Z1, 22, Z3)) /Df(21,22,2’3)(27r)3/2 NS CEr) z1dzod23

1 rl1 poo 1o, 1 12 =3
= f(z1, 22, 23) 1o 22’ “eT 2 dzidzodzs
/1/0 /0 VI = 22) (22 — 27) (2m)3/2 7

1 1 1/2 =
\/(1722)(2272%) (271-)3/223 e” 2. On observe

que c’est le produit d’une fonction de z3 et d’une fonction de (z1,22) donc Z3 est indépendante
de (Z1,Z5). En revanche, Z; et Zs ne sont pas indépendantes (I'indicatrice 1Z2<22<1 ne s’écrit

Ainsi (Z1, Zz, Z3) suit la loi de densité 1.2, 11250

pas comme un produit p;(z1)p2(22)). Par la formule des densités marginales, (Zg, Z3) suit la loi
de densité
/1 L L 1 1
B 23<zp<1 23>0 \/(1 — 22)(22 — 22) (277-)3/2
- 1z2<11z3>0 ! ! 1/26_3
V1—292v2r1 “

2
z2 o 7|'/2 1 i — ]
car fiZQ md21 = f—w/z Wiy cos(§)df = m en posant z; = /zzsin(#). On retrouve que
Zy suit une loi 4(1,1/2) indépendante de Z3 ~I'(3/2,1/2).

1/2 _z3
z3/ e 2dxn
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EXERCICE 3.

1. En diagonalisant, on a Tt = O'AY(OY)T, ott Ay = diag(d1,...,dq) est une matrice diagonale et
O'! une matrice orthogonale. En prenant A! = Ol\/E(Ol)T avec VA1 = diag(v/b1,...,v/04), on
obtient le résultat voulu. D’autres choix pour A' sont possible, comme avec la décomposition de
Cholesky.

2. Par indépendance, G! est un vecteur gaussien de loi Ny(0,1;). En utilisant le résultat sur la
transformation linéaire de vecteurs gaussiens, il vient que X! ~ Ny(0, A I;(AY)T) = Ny(0,T1)
3. Par indépendance, E[Z;] = E[X}E[X?] = 0. Il vient cov(Z;, Z;) = E[Z;Z;] = IE[X}X}XZ-QX]Z] =

E[X}X}]E[XEXJQ] FZIJI‘?J La matrice de covariance est donc (FZIJF”)1<Z,g<d

4. Une matrice de covariance est symétrique positive.



5. Silamatrice n’est pas définie positive, il existe un vecteur o non nul tel que » -, ; j<d I a0 =

0, c’est a dire tel que Var (Zi:l aiXZ-le) = 0. Comme E[Z;] =0, on a

6.

4,J7 4]

d d 2
Var (Z aiX}XZ-2> =E (Z aZ-X}XZ?) ,
i=1

i=1

et donc Zle «; X} X? = 0 presque siirement.

(a)

Par indépendence, G' suit la densité

»

f’%’

1 =13

d _ %
- 1] Var  (2m)i¢

La transformation linéaire x +— A'x est bijective sur R? de Jacobien det(A') = /det(T'!).
Il vient pour f: RY — R¢ bornée mesurable

dzx

E[f(G= |, f(Alx)(%l)Me—x'?

/ ) 1 _heb i / 1 eyl
- € 2 e 2 .
R4 Y (27T)d/2 det I‘l Rd 271- d/2 det(T'T) y

_yrhHTly

1 2 qui est strictement positive.

(2m)¥/2 Jdet ()

Donc X! suit la loi de densité R? 5 y

Les variables aléatoires X! et X2 sont indépendantes et & densité strictement positive sur

R?. Si o € R? est tel que Z -1 alX X; 2 — 0 p.s., cela est équivalent & avoir Z -1 aza: =0
dz'daz? -presque partout, et nécessairement oo = O. Cela prouve par contraposée que (Fl sz J)1<w<d
est définie positive.



