Examen du cours de Probabilités
Mardi 21 Janvier 2025 (8h45-11h45)

Polycopié et notes de cours autorisés. Tout objet électronique est interdit.

Baréme indicatif. L’ensemble de '’examen sera noté sur un baréme entre 25 et 30 points, et les points
seront approximativement répartis de la facon suivante: 40% pour le premier exercice, 20% pour le second et
40% pour le troisieme. Il n’est donc pas nécessaire de tout faire pour avoir 20.

* k Xk

EXERCICE 1. Soit @ > 0, po : R — Ry définie par po(z) = 5 exp(—|z|/a) pour z € R. On note X une
variable aléatoire de densité pg.

1. Vérifier que p, est une densité de probabilité. Montrer que X* est intégrable pour k € N*.
2. Calculer la densité de la loi de | X|, puis celle de X/a.
3. Calculer E[X], E[X?] puis Var(X). Donner une formule pour E[X*] pour k € N*.

4. Donner laloi de 1 x>0, et montrer que | X| est indépendante de 1 x> (Indication: Calculer E[g(|X|)h(1x>0)]
pour g, h : R — R bornées mesurables.

5. Soit U ~ U([0,1]). Montrer que Y = a (1y7<1/210g(2U) — 1151 /210g(2U — 1)) suit la loi de densité pq.
6. On considere une suite (X;);>1 i.i.d. de loi de densité p,. Donner le comportement asymptotique de

. . Xi
S L Xi, de ﬁ >y X;, puis celui de ﬁ Yoy ( Xé )
(]

On souhaite estimer le parametre « a I'aide de X1, ..., X,,. On note, pour p,n € N*, M} = %22:1 | X5 |P.

7. Donner le comportement asymptotique de M} et M?2 lorsque n — oc.

M}l —a . . . .
8. Montrer que /n——2—— converge en loi vers AN (0,1), puis construire un intervalle de confiance
/M2 —(ML)?2 T

asymptotique de niveau 95% pour a.

—2 . .
o? lorsque n — oo, puis construire un second
\/M:{ (M2)2

intervalle de confiance asymptotique de niveau 95% pour a.

9. Donner le comportement asymptotique de /n——2——

10. Comparer les demi-largeurs asymptotiques de ces intervalles et dire lequel des deux est le plus précis.
* % *

EXERCICE 2. Soient U,V ~ U([0,1]) deux variables aléatoires indépendantes. On définit (X,Y) = o(U,V)
ol

o(u,v) = < v u—i—f), u,v > 0.
1. Calculer P(X < 1/2).

2. Calculer I'image de I'ensemble |0, 1[x]0, 1[ par ¢, c’est & dire O = (]0,1[x]0,1[). Montrer que O’ est
un sous-ensemble strict de ]0, 1[x]0, 2[, et donner I’application réciproque ¢~!(x,y) pour (z,y) € O'.

3. Calculer la loi de (X,Y).



4. Les variables X et Y sont-elles indépendantes? Calculer la loi de X et retrouver la valeur de P(X < 1/2).
* * *

EXERCICE 3. L’objectif de cet exercice est de prouver la loi forte des grands nombres en suivant la preuve
de Nicolas Curien (2021, preprint arxiv 2109.04315). Il est découpé en trois parties indépendantes qui peuvent
étre traitées séparément.

Partie 1. Cette partie a pour but de montrer que la loi forte des grands nombres est équivalente au
lemme suivant.

Lemme 1. Soit (X;);>1 une suite i.i.d. de variables aléatoires réelles intégrables telles que E[X1] > 0.
Alors, infp>0 > )y Xy est fini presque sirement, c’est a dire P (inf,>0 Y p_ X > —00) = 1 (convention
Y pe1 Xk =0 pourn=0).

1. On suppose le lemme vrai. On considere (Y;);>1 une suite i.i.d. de variables aléatoires réelles intégrables.
(a) Soit ¢ < E[Y;]. Montrer que £ 37 | ¥}, > ¢+ L inf,,50 31", (Y — ¢). En conclure que
liminf,,_ oo % S i1 Yi > E[Y1], presque stirement.!
(b) En déduire que limsup,, _,, + >3, ¥ < E[Y1], p.s. puis la loi forte des grands nombres.
2. On suppose la loi forte des grands nombres vraie. On consideére (X;);>1; une suite i.i.d. de variables
aléatoires réelles intégrables telles que E[X1] > 0. Donner le comportement asymptotique de % Y oreq Xk

lorsque n — oco. En déduire le comportement asymptotique de > _;_; X}, puis que inf,>0 > 5, Xp >
—00, P.s.

Partie 2. Cette partie a pour but de montrer qu’il suffit de prouver le Lemme 1 pour des variables
majorées par une constante C' > 0. On consideére (X;);>; une suite i.i.d. de variables aléatoires réelles
intégrables telles que E[X;] > 0.

3. Montrer que limg_, 400 E[X11x,<c]| = E[X}], puis qu'il existe C' > 0 tel que E[X11x,<¢c| > 0.
4. Montrer que pour C > 0, inf,>0 > p_; Xi > inf,,>0 > 4 Xklx,<c. Conclure.

Partie 3. Le but de cette partie est de prouver le Lemme 1. On considére (X;);>1 une suite i.i.d. de
variables aléatoires réelles intégrables telles que E[X ] > 0 et P(X; < C) = 1 pour un certain C' > 0. On
pose Sop =0et S, =) ;| X pour n > 1. On dit que n est un record si S, = minp<x<y, Sk et on s’intéresse
au nombre de records N : Q@ — N U {oo} défini par N = 3" 115, —mingcpen Si}-

5. Montrer que {N < oo} C {inf,>¢ S, > —o0}.

Ainsi, il suffit de prouver P(N < o0) = 1 pour prouver le Lemme 1. C’est le but des questions suivantes.

6. (a) Montrer que P(S,, = ming<g<p Sk) =P(Sp, — Spn—k < 0,0 <k < n).

(b) Pour n € N, montrer que (S, — Sp—k)o<k<n & méme loi que (Sk)o<k<n-
(c) En déduire que P(S,, = ming<g<p Sk) =P(T' > n) ou T' = inf{k > 0: Sy > 0}.

7. Montrer que E[T] = 3">° (P(T > n) puis que E[N] = E[T.
8. Montrer que Smin(T,n—i—l) - Smin(T,n) = 17>nXpnyt1, pour n > 0.

9. Exprimer l'événement {T' > n} a l'aide de (X1,...,X,,). En déduire que
E[Smin(T,nJrl)] —E[Smin(Tm)] =P(T > n)E[X;] puis que E[Smin(T,n)] =E[X/] Zz;é P(T > k) pour n > 1.

10. Montrer que Syin(1,n) < C preque strement, et conclure.

10n rappelle que pour une suite de réels (un)n>1, iminf, oo = limy, o0 (infp>, up) et limsup,, |, = limnﬁm(suppzyb Up).



Correction

EXERCICE 1.

1. La fonction p, est positive et par parité fR x)dr = 2f0 2a e~v/ody = fooo e Ydy = 1. Pour tout
k € N*, z — |z|Fe~1#l/* est intégrable sur R, donc X* est bien intégrable.

2. Soit g : R — R mesurable bornée. On a E[g(|X|)] = [ 9(|z[)5 e~lel/ady = I 19(37) —@/edg par
parité. Donc |X| ~ £(1/a). On a aussi E[g(X/a)] = [, 9(z/a)se?V/dz = [, g(y)5e W dy, donc
X/« suit la loi de densité p.

3. On a E[X] = [ ap(z)dz = 0, car  — ap(z) est impaire. On a Var(X) = E[X?] = o’E[(X/a)?] =
a? fooo z2e1ldz = 202, en utilisant le moment d’ordre 2 de la loi exponentielle. Plus généralement, on
apour k € N, E[X?"™1] = 0 et E[X?*] = o [ 2% e~"dx = o®*T'(2k + 1) = o?*(2k)!.

4. Pour g, h : R — R mesurable bornée, on a

0 et/ ~+o0 e~ T/
Bl XDh(Lxso)] = [ g(-a)h0) G do+ [ glaih()®) “da
—00 « 0 20
h(0) + h(1) [T e@/a h(0) + h(1)
= MO [ gy e = O A Bl )
0 (87
Cela prouve que 1x>0 ~ B(1/2) et I'indépendance voulue.
5. On utilise le théoreme de la fonction muette. Soit g : R — R bornée mesurable. On a
1/2 1
Elg(Y)] = / g(alog(2u))du —|—/ g(—alog(2u —1))du
0 1/2
/0 ()1 v/ad +/0 ( )_1 7w/ad /oo ()1 |v\/ad
= v)—e v w)—-=e w = v)—e v,
,Oog 2a +oog 2a _ g 2a
ce qui prouve le résultat.

6. Comme X est centrée et de carré intégrable, la loi forte des grands nombres assure que ﬁ Yo X
converge p.s. vers 0 et le théoreme de la limite centrale assure que ﬁ i, X, converge en loi vers
N(0,2a?). De méme, le théoreme de la limite centrale assure que % Iy < j({g ) converge en loi vers
le vecteur Gaussien centré N5(0,T"), ou I' est la matrice de covariance de < ;(3 ) Ainsi, T'1; = 202,
[go = ab x 6! = 720a° et T'15 = E[X{] = a* x 4! = 24a*.

7. Par la loi forte des grands nombres, M} — « et M2 — 2a2, presque siirement.

8

. Par le théoréme de la limite centrale, /n———=2—— —,_, N(0,1) en loi. Par la question précédente
,/Var(|X " ’

Var(|X1])
VME—(M})?

Ml—a Var([X1]) . L . .
vn Tarx \/M%(M%)2> converge en loi vers (N(0,1),1). Le produit étant une fonction continue,

—n—oo 1, presque stirement. En utilisant le théoreme de Slutsky, il vient que

on en déduit que /n converge en loi vers N'(0,1) lorsque n — oo. On en déduit que

M, —a
VMR (M)

[M1_1 o6 [ME— (M2 0 o [ME - (M)
n 9 n bl n I n

est un intervalle de confiance asymptotique de niveau 95% pour «.




10.

. Avec le méme raisonnement qu’a la question précédente, on obtient que /n—=2—"o—

M2—2cx

y/ Var((

puis que

VA2 n 207 convergent en loi vers A'(0,1). On en déduit que

/M4 M2
[M2 —1 96\/7]\/‘[’% — (MR e +1 96\/7]\4’% — (M’Ql)zl
n 9 n 9 n ) n

est un intervalle de confiance asymptotique de niveau 95% pour 202, et donc que

M2 M4 2
max<2—098 )\/+098 ( )

est un intervalle de confiance asymptotique de niveau 95% pour «.

On compare les demi-largeurs asymptotiques: 1,96 Mi—(Mp)? |, 1,96

n Vn
gﬁ@ 1\/99 \ﬁ pour le second, en utilisant que Va2 +z = a + £ + o(z) lorsque z — 0.

\ﬁ

« pour le premier intervalle et

Comme > 1, le second intervalle de confiance est moins précis.

* k x

EXERCICE 2.

1.
2.

. On commence par calculer le jacobien de ¢~

P(X <1/2) =P(U <VV) =E[1,;_ 5] = [} Ji Lucysdudv = [; odv =2/3.
Soient u,v €]0,1[. On a /v €]0,1] et donc ¢(u,v) €]0,1[x]0,2[. Soient = €]0,1[,y €]0,2[ tels qu'’il
existe u,v €]0,1[ verifiant (z,y) = ¢(u,v). Il vient u = zy et /v = y — xy. Ceci est possible si, et
seulement si zy < 1 et y(1 —2) < 1 en quel cas on obtient (u,v) = ¢! (x,y) := (2y,y*(1 — x)?). Ainsi,
il vient

O = {(x,y) €]0,1[x]0,2[: y < min(1/2,1/(1 — x))}.
1.

Jac(gp_l)(x,y) = det |:—2y2(yl _ x) 2y(1x_ .%')2:| = 2y2(1 — x)Q + 2y2x(1 — ZL') = 2y2(1 - :L‘)

Soit f : R? — R une fonction bornée mesurable. Par le théoreme

1 1
= [ [ retu oo
1 2
= /Of(:r,y)2y2(1 — z)dzdy _/0 /0 Flz,y)2y2(1 — )y emmin /o1 /(1o dazdly

Ainsi, (X,Y) suis la loi de densité locyz<1locy<22y?(1 — )1y min(1/2,1/(1—z)) Dar le théoreme de la
fonction muette.

. La fonction indicatrice 1, c1nin(1/2,1/(1—x)) N€ peut s’écrire sous la forme d'un produit 1 (x)12(y) et donc

X et Y ne sont pas indépendantes. En utilisant la formule des densités marginales,

2
2 .
Lo<z<1 /O 2y° (1 — 2) Ly cmin(1 /2,1 /(1-2)) @Y = Loca<1(1 — z)3 min(l/2,1/(1 - z))?

est la densité de X puisque min(1/z,1/(1 —x)) < 2 pour z €]0,1[. On retrouve bien P(X < 1/2) =
1/2 _ 2
3Jo (1_x)2d.73‘ =3



* k x

EXERCICE 3.

1. (a) La premitre inégalité découlede L 33 | Vi = c+1 370 | (Yi—c) et Y5 (Yi—c) > inf>0 Yo pey (Vi—
¢). D’apres le Lemme 1, inf,,>0 > pq (Ys — ¢) > —o0o p.s. donc Zinfy,>0 > 7 (Ys —¢) = 0 ps.
lorsque n — oo. Il vient que liminf % Y po1Yr > ¢ ps. Comme ¢ < E[Y7] est arbitraire, on en
déduit que liminf, 400 = 7, Y3 > E[Yq] p.s.

(b) On applique la question précédente & —Yj: liminf, . —%Zzzl Y, > E[-Y1] p.s. et donc
M Sup,, 400 = >opey Ye < E[Y1] p.s. On en déduit que limp, 400 = > p_; Y = E[Y7] pas.

2. La loi forte des grands nombres assure que % > re1 Xk —nooo E[X1] p.s. et donc que > 7 X —noo
+00 p.s., puisque E[X;] > 0. Or, toute suite de réels s,, telle que s, =00 +00 satisfait inf,>g s, >
—00, ce qui prouve que inf,>q 22:1 X > —o0 p.s.

3. Ona|Xi1x,<c| <|Xi|et X11x,<c —c—+o00 X1 P.s. Par convergence dominée, il vient E[X11x,<c] 20400
E[X;]. Comme E[X;] > 0, il existe C' > 0 tel que E[X1x,<¢] > 0.

4. Comme C' > 0, on a X > Xplx,<c puis » p_; Xp > > p_; Xilx,<c. On obtient le résultat en
prenant I'infimum sur n. Si le Lemme 1 est vrai pour des v.a. majorées par C' > 0 alors il est aussi vrai
sans 'hypothese de majoration puisque inf,>o Y p_; Xi > inf,>0 > 4y Xklx,<c > —00 p.s.

5. Lorsque N < oo, il existe n’ € N* tel que S, > ming<p<, Sk pour tout n > n’. Ainsi, on a
Sy, > ming<g<, Sk et donc ming<g<y, Sy = ming<g<y’ Sk pour n > n'. On en déduit que infy>o Sk =
ming<p<p’ Sp > —00 p.s.

6. (a) Ona s, = minogkgn S, <— 0= min0§k§n<sk — Sn) — 0= maxogkgn(Sn — Sk) ~— 0=
maxogkgn(Sn - Sn—k) Donc P(Sn = minogkgn Sk) = P(Sn - Sn—k < 0, 0< k < n)

(b) Ona Sy = Sy = X0y 1 Xj = Sy Xovi—i Ainsi, (Sk)osken = Un((Xa)1<h<n) €t (Sn —
Sn—k)()gkgn = wn((Xn—l—l—k)ngSn) avec ¢n : R" — Rt t.q. ¢n(x17--~)xn) = (0,1‘0,1}0 +
T1,..oy Y opey Tk). Comme les (Xj) sont iid., (Xptp1-k)i<k<n a méme loi que (Xj)i<p<n, ce
qui donne 1’égalité en loi voulue.

(c) Grace aux deux questions précédentes, P(S, = ming<i<, Sg) = P(Sp < 0,0 < k < n). Or,
{T >n} = {5, <0,0 <k <n}, ce qui donne le résultat.

7. T est & valeurs dans NU {00}, donc T'= )7 ; 17~,. En utilisant le théoréeme de Fubini (cas positif), il
vient E[T] = >">° ;P(T > n). Toujours grace au théoréme de Fubini et en utilisant ensuite la question
précédente, on obtient

E[N] =) P(S, = Jmin Sp) = > P(T >n) =E[T].
n=0 - n=0

8. On distingue les cas: si T < n, Syin(Tn+1) — Smin(Tyn) = Sn—5n = 05 81T > 0, Spin(Tn41) — Smin(Tn) =
Sn+1 - Sn = Xn+1-

9.0na{T >n} = {S, < 0,0 <k <n} = {25:1 X; €£0,0 <k < n}. Cet événement est donc
indépendant de X1, et donc E[Syin(rn+1)] — ElSminr,n)] = P(T > n)E[X1]. On a E[Sp] = 0 et donc,

pour 1 > 1, E[Suinrm)] = Sh=p ElSmin(rh+1)] — ElSmin(ri] = E[X1] S5y P(T > k).

10. Par définition de T', on a Spin(r,n) = Sn < 0sin <T. Sin > T, on a Syinrn) = St = X1+ 571, avec
St—1 <0et Xp < C, donc S < C. A Paide de la question précédente, on obtient E[X1] > 7=, P(T >
k) < C et donc E[T] < C/E[X;] < oo. Cela prouve que E[N] < oo par la question 7 et donc que
P(N < 00) = 1. On conclut la preuve du Lemme 1 grace a la question 5.



